M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze shirky ze dne 18. zari 2024.

2 Vyhodnoceni vstupniho testu

Cviceni{ konand 30. 9. a 2. 10. 2024.

Priklad 2.1: Necht T = [r,s] je téziste AABC, kde A = [2,—1], B =[-1,3] a C = [5,7].
Urcete hodnoty r a s.
Reseni:-r =2, s = 3.

Piiklad 2.2: Necht S = 72cm? je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloméru r.
Urcete hodnotu 7.
Reseni: k = 15.

Priklad 2.3: Necht M je mnozina viech redlnych ¢isel, kterd splituji nerovnici [2z+1| < z+3.
Urcete mnozinu M.

Reseni: M = (—3,2).
Priklad 2.4: Komplexni ¢islo z je fesenim rovnice z + |z| = 5 + (2 + i)%. Urcete komplexn{
¢islo 22

Reseni: 2% = —7 + 24i.

Piiklad 2.5: Cisla a,b € R, a < b, jsou fesenfm rovnice z2'°8+35 = 100,/z. Urcete ¢islo
k = ab®.

S

Reseni: k = 5.
Piiklad 2.6: Necht ¢islo ¢ je souctem vsech feseni rovnice cosx + sinz = V2 v intervalu
[0, 27]. Uréete hodnotu c.

Reseni: ¢ = 7 (jediné reseni v daném intervalu).

Priklad 2.7: Urcete pocet vSech lichych péticifernych ptirozenych cisel, kterd neobsahuji ve
svém zapisu cifru 9.
Reseni: 8 - 93 - 4.

Piiklad 2.8: Necht ¢ = a? + b?, kde a a b jsou délky poloos kuzelosecky k o rovnici k
322 + 5y* + 6x — 20y + 8 = 0. Urcete hodnotu c.
Reseni: c = 8.



Priiklad 2.9: Definujte, co je to aritmeticky prumér n-tice redlnych cisel a1, as, ..., a, a co je
median téchto ¢isel. Na prikladech ¢tyt cisel ukazte, ze nékdy je median mensi nez aritmeticky
prumér a jindy je tomu naopak.

Reseni: Primeér: w Za dodatecného predpokladu ay < ay < --- < a, je medidn
TOVEN Gng1 PTO liché (nepdrne) n, resp. %-(a% +azn 1) pro sudé (pdarne) n. Pro cuvterici 1,1,1,5
je median 1 a prumeér 2. Pro cvterici 1,5,5,5 je median 5 a prumeér 4.

Piiklad 2.10: Pro n-tici kladnych redalnych cisel se definuji kromé aritmetického prumeéru i
jiné prumeéry. Nejznaméjsi je geometricky a harmonicky prumeér:

G(al,ag,,_,7an) = {L/a,l cQy v ap,

H(ay,as,...,a,) =

Dokazte, ze pro kazda dvé kladnd redlnd ¢isla aq,as plati A(ay, az) > G(ay,az) > H(ag,as).
Pro kterd a;, as nastane rovnost? (A znaci aritmeticky prumér ¢isel v zavorce.)

Resend: V platné nerovnosti (a1 —ag)? > 0 pricteme (kladné ¢islo) 4aias k obéma strandm a
dostaneme (ay+az)? > 4ajay. Po odmocnéni (opét se vyuZige, Ze jsou obé ay i ay kladnd c¢isla) a
podéleni dvema dostaneme nerovnost A(ay,as) > G(ay,az). Pokud v této nerovnosti dosadime
a, = é a ay = é, potom po podéleni obéma stranami dostaneme G(by,bs) > H(by,bs). Z
postupu je jasné, Ze pro ay # as lze psdt nerovnosti ostré. Rovnost tedy nastdvd prdvé pro
dvojice a1 = ag, kdy A(ay,as) = G(ay,ay) = H(ay,as) = ay.

Priklad 2.11*: Jakd je prumérna rychlost auta, které jede n stejné dlouhych tsekt postupné
rychlostmi vy, v, ..., 0,7
Reseni: H(vy,va,...,0,)

Priklad 2.12*: Nerovnosti z piikladu 2.10 plati nejen pro dvojice, ale pro vSechny n-tice
kladnych redlnych cisel. Dokazte, Zze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H. Zkuste
dokéazat nerovnost A > G.

Resent: To, Ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H lze ukdzat stejné jako v Tesent
prikladu 2.10. Elementdrné lze nerovnost A > G dokazovat indukct, kde pro n = 2 jsme jiz pro-
vedli v priklade 2.10. Indukcni krok je pomérné jednoduchy pro n = 2k, kdy se sectou nerovnosti

Aar,az) > Glay,az) = by, Alas,as) > G(as,as) = by, ..., Alan-1,a,) > Glan_1,a,) = by,
a potom se pouzije nerovnost A(by, b, ..., by) > G(by,...,b,). Z nerovnosti pro n = 2k (kde
Jsme vyuzili indukéni predpoklad pro 2 a k), lze volbou agx = A(ay,...,as_1) dokdzal ne-

rovnost pro 2k — 1. (Poznamenejme, Ze s jistymi znalostmi z matematické analyzy lze dostat
nerovnost také takto: e je konvexni funkce na intervalu (0,00), proto plati (Jensenova) nerov-

e’ = a; dostnaneme poZadovanou nerovnost.)



