M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbirky ze dne 11. listopadu 2024.

7 Reseni pisemky a exponencialni a logarimické funkce

Cviceni konand 11.11. a 13.11. 2024.

Piiklad 7.1: Mocniny a exponencialni funkce a”.
1. Pro a > 0 a n € Z definujte a".
2. Je-li a > 1 realné ¢islo a n < m cela ¢isla, pak a™ < a™. Dokazte.
3. Proa > 0redlné a x = 1507 p € Z, q € N definujte a”.
4.* Pro a > 0 redlné a x,y raciondlni, dokazte, ze a®a¥ = a**¥ a (a®)? = a™.

5. Proa > 1 a z € R definujeme a® = sup{a? € R; y € Q,y < z}. Udélejte totéz pro
ae (0,1).

6.* Dokazte, ze funkce a” je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a € (0, 1).
7.* Pro a > 0 redlné a z,y redlnd, dokazte, ze a®a? = a® a (a*)? = a™.
8. Nakreslete graf exponencidlni funkce pro ruzna a.

Resent: Vétsina podprikladi je znaéné ndrocnd. Rozhodné priklad presahuje pozadavky k ukonéentd
tohoto predmétu, a proto nebude tento typ prikladu v pisemkdch.

Priklad 7.2: Logaritmicka funkce log, x.
1. Definujte inverzni funkci k funkci f.
2. Definujte log, x jako inverzni funkci k exponencidlni funkci a”.

3. Jak je to s monotonii logaritmické funkce? Nakreslete grafy logaritmické funkce pro riuzné
zaklady.



Piiklad 7.3: Z vlastnosti exponencialnich funkci dokazte tyto vlastnosti logaritmickych funkei:
1. log,(zy) = log, x + log, y.
2. log, % = log, x — log, y.

3. log,(z¥) = ylog, .

_ logyx

4. log,x = g a"
5. log b=t

: 8a log, a”

6. blogac — Clogab‘
7. log,, z¥ = log, x.

Dopliite vzdy chybéjici predpoklady na pouzité parametry a, b, c, z,y.

Resend: 1) Predpoklady: a € (0,1)U(1,00) ax,y € (0,00). Dikaz: Oznacme k, ¢ € R takovd,
se a* = x,a" = y. Potom log,(xy) = log,(a*-a*) = log,(a**") = k+ (¢ = log, v +log, y. Jde tedy
o primy dusledek pruniho vztahu z 8.1.-7). 2) Predpoklady: a € (0,1) U (1,00) a x,y € (0,00).
Diikaz: Oznacme k,{ € R takovd, %e a* = x,a* = y. Potom log, & = loga(‘;—IZ) = log,(a"~%) =
k—(=log,x—1log,y. 8) Predpoklady: a € (0,1) U (1,00), 2 € (0,00) y € R. Dikaz: Oznacme
k € R takovd, ze a* = x. Potom log,(x¥) = log,((a*)¥) = log,(a"*) = yk = ylog, z. Jde tedy
o primy dusledek druhého vztahu z 8.1.-7). 4) Predpoklady: a,b € (0,1) U (1,00) a x € (0,00).
Diikaz: Oznacme k,{ € R takovd, Ze a* = x,b° = a. Potom log, x = log,(a*) = log,((b°)F) =
log, (b*) = k - ¢ = log, x - log, a. Podélenim log,a = { # 0 (uwwédomte si, Ze log,a = 0 by
znamenalo a = 1) dostdvame pozZadované. 5) Predpoklady: a,b € (0,1) U (1,00). Dukaz: Staci
v predchozim zvolit x = b. 6) Predpoklady: a € (0,1) U (1,00) a b,c € (0,00). Dikaz: Oznaéme
k.0 € R takovd, ze a* = b,a® = c. Potom b°%¢ = bt = (a*)! = (a*)F = & = el 7)
Predpoklady: a,y € (0,1) U (1,00) a = € (0,00). Diikaz: Podle 4) log,, x¥ = 1222 o3 se s

log, a¥’

. y-log,
Y

vyuzitim 3) ddle rovnd = log, =.

Piiklad 7.4: Urcete

1. 491312,
. log (log V {’/E)

3. 81WEs3

(\)

S

. log, % + log, %.

5 32 logs 2+logs 5



1 1 1
6. log, 3 + log, 9 logg 3°

7. 3610g65 + 101710g102 _ 3log9 36‘

Resent: 1) 2. 2) —1. 3) 625. 4) 0. 5) 20. 6) —logy2. 7) 24.

Priiklad 7.5: Pomoci cisel a, b, ¢ vyjadiete x:
1. o =logyp40; a =log,5.
2. x =logg16;  a = log4 27.
3. leogﬁ; a=log2, b=1log3, c=logh.

4. © =log;,,63; a=1logy3, b=logsd, c=log,2.

Reseni: 1) 55, 2) “050. 3) —(2a +b+20). 4) g5

Piiklad 7.6: Reste v R rovnice:
1. 4% + 27T =24,
2. |z = 1.
3.6-9"—-13-6"+6-4*=0.
4. (3)"+1=2"

Reseni: 1) 2. 2) —1,1,2. 3) 1, —1. 4) 1 (lze snadno ukdzat, Ze md prdvé jedno Feien).

Piiklad 7.7: Reste v R rovnice:
1. logh +log(x + 10) = 1 — log(2z — 1) + log(21x — 20).
2. logy s, ©* — 14logg, 2° + 40log,, /z = 0.
3. 1500853 . plHogs(92) — 1.
4. logv/1+2+3logy/1—x =logv1—a2+2.
Reseni: 1) 3/2, 10. 2) v/2/2, 1, 4. 8) 1/15, 1/3. /) nemd resen.



Piiklad 7.8: Reste v R nerovnice:

1

1
L 55 = sy

2. 8" +18*—=2-27" > 0.

3. log(,_9)(22 — 3) > log(,_,)(24 — 6z).

4. gloe® > 2,

Resent: 1) (—1,1]. 2) (—00,0). 3) (2,3) U (27/8,4). 4) (0,1/2) U (2, 00).
Piiklad 7.9: a) Reste v R rovnici log; 22 - logy x = 3.

b) Vyuzijte piedchozi vysledek a vyfeste rovnici logs(|z| 4+ 1)? - logg(]z| + 1) = 3.
Reseni- a) x =33 nebox =3"V3.0) 2 =33 —1az=-3"3+1.



