M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbirky ze dne 20. listopadu 2024.

8 Goniometrické funkce

Cviceni konand 18. a 20. 11. 2024.

Piiklad 8.1: Odvod'te zékladni vztahy:
1. sin®x 4 cos?z =1,
2. sin(—z) = —sinz, cos(—z) =cosz, tg(—z)=—tguz,
3. sin(z + 27) =sinz, cos(z + 27) =cosz, tg(z+m) = tgx,
4. sinx = sin(m — z) = —sin(7 + x) = —sin(27 — x),

5. cosx = —cos(m — x) = —cos(m + x) = cos(2m — z), tgx = —tg(mr —x).

T _

6. cosx =sin(z + §) = sin(

r), sinz = cos(§ — ).

Piiklad 8.2*: Predpoklddejme, Ze plati € = cosx + isinx, kde z je libovolné redlné &islo.
Daéle predpokladejme, Ze pro umocnovani redlného ¢isla e na komplexni ¢isla plati obvyklé
vlastnosti pro umocnovani. Odvod’te souctové vzorce

sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny, cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny.

Souc¢tovych vzorcu vyuzijte k odvozeni vzorcu (e) a (f) z predchoziho piikladu.

Piiklad 8.3: Odvodte déle vztahy:

1. sin2z = 2sinx cosz, cos2z = cos? z — sin® ,

2. sinx +siny = QSinxTercos 52, cosx +cosy = 2cos$—;wcosx—;1/,

T4y

=y
= A

3. sinx —siny = 2sin *5¥ cos Cosx—cosy:—Qsinz—;ﬂJSin 52

Napovéda: V cdstech 2. a 3. napiste v = a+ [ ay = a — [ a pouZijte souctové vzorce.



Priiklad 8.4: Za predpokladu, ze vyrazy davaji smysl, dokazte nasledujici rovnosti. Popiste,
pro které hodnoty tyto rovnosti plati.

L tg(z +y) = {5000,

tgx—t
2. tg(l’ - y) = 1ftxgxtggyy7

3. tgm-tg(%—l—x) =—1.

Ndpovéda: 1) Ve vztahu tg(z+y) = z;r;((ziz)) pouZigte souctové vzorce pro sin(x +vy) a cos(z+y).

2) Ve vztahu tg(x —y) = ig;(é:% pouZijte souctové vzorce pro sin(x — y) a cos(x —y). 3) Ve
sin( 5 +x)
cos( 5 +zx)

Reseni: 1) Rovnost plati pokud {z,y,x +y}N{Z +kr | k € Z} = 0. 2) Rovnost plati pokud
{z,y,x —y} {5+ kn |k e Z} =0. 3) Rovnost plati pro x # %’“ +km, keZ.

vjrazu tg (3 + z) = pouZijte vzorce pro sin(3 + x) a cos(§ + x).

Priklad 8.5: Odvod'te nésledujici vztahy (a promyslete, pro které hodnoty = € R plati):

. 2tg Z
1. sinz = —%+
1+tg? 57
1-tg? Z
2. cosx = —5%
1+tg? 37
2tg Z
3. tgr = —=%=.
& 1-tg? 5

Ndpovéda: Ve vsech pripadech na pravé strané pouZijte tg 35 = :gﬁ a ndsledné upravte sloZeny
2
zlomek.
Resend: Ve viech pripadech musi platit v # (2k+1)7, k € Z. V pripadé 3. navic v # 5 +k,
keZ.

Piiklad 8.6: a) Za predpokladu, Ze vyrazy na obou strandch rovnosti davaji smysl, dokazte:

) 4 cotg 2x
SN2y = ————5—.
cotg r — tg=x

b) Urcete, pro kterd redlna cisla x maji vyrazy smysl.

Reseni: a) Samoziejmé pouzijeme zndmé vztahy sin2x = 2sinxcosw a cos2x = cos’z —
sin®z. Pripomerime vzorecek A* — B* = (A% — B?)(A% + B?), kterjj pro A =cosx a B =sinx
ddvd cos*x — sin*x = cos?z — sin®z = cos 2w, protoZe cos’z + sin®z = 1 (pro libovolné z).
S vyuzitim téchto vztahu muzZeme upravit pravou stranu takto:

. cos2x . cos 2x ] -2 2
deotg2r  A-FHr 4 gaiiiess 5. 008 2v sin"wcos®w
fr— ) == - 4 — N . .
cotg?r — tgly  colz _ sin’z cos! z—sin’ sinxcosw costx —sintx

sin? z cos? x sin? x cos2 @



Zde lze pokrdtit zlomek vijrazem cos* x —sin® & = cos 2z a také sinx cos x. Tiém dostaneme vijraz

2sinx cosz, ktery je roven sin2x, tj. pravé strané dokazované rovnosti.

b) Predné pro x musi byt definovdny hodnoty tgx a cotgx. Tedy x nesmi bijt tvaru 3 + km,
resp. km, prok € Z. Tzn. x ¢ {k -5 | k € Z}. Ddle potrebujeme, aby cotg®x # tg*x, tj. aby
cos? z # sin* 2. Tato podminka je ekvivalentni s podminkou | cos x| # |sinz|, a tedy x # Tt+k-3,
prok € Z. Celkem x ¢ {k-5 |keZ}y={k-5 |keZyU{f +k-5|kcZ}.

Priklad 8.7: Za predpokladu, Zze vyrazy na obou stranach rovnosti davaji smysl, dokazte:
1. sincgf);%cgsx =14+ tgilf + th.fL' + tg?)il?,

2. 1+sin2z __ tg(% +I>,

cos 2x
3 tg 3z — 3—tg?x
T otgw 1-3tg2x”’

4 1—cos 2z+sin 2z

* 14-cos2z+sin 2z = tgl’,

6

5. cos®z —sin® x = 1(3 + cos? 2x) cos 2z,

6. sinzcos(y — x) + cosxsin(y — x) = siny.

sin x

Ndpovéda: 1) Na pravé strané pouzijte tgx = === upravte na spolecny jmenovatel a pouZijte
vztah sin? 2 + cos?x = 1. 2) PouZijte souctovy vzorec pro tg(x + 7)., upravte sloZeny zlomek a
pak porovnejte s levou stranou. 8) PouZijte souctovy vzorec pro tg(3z) = tg(x + 2x), pak znova
pro tg(2z) = tg(x+x) a upravte slozeny zlomek. 4) PouZijte vzorce pro sin(2z) a cos(2x) a také
sin®z + cos? x = 1; vyslednyj zlomek pak zjednoduste. 5) PouZijte vztah a® — b° = (a® — b?)(a® +
ab + b?)(a® — ab+b%). Pritom zde a®* + b =1 a 1 — a®V? = 1 — {sin® 2z. 6) PouZijte souctové
vzorce.

Regen: 1) Vatah ma smysl pro x # kr + 5, k € Z. 2) V jisté fazi se hodi rozsirit pravou

stranu zlomkem % Vatah md smysl pro x # 5 + %ﬂ, k € Z. 8) Vztah md smysl pro

x%i%%—%ﬂ ax#kn, k€. 4) Vatah md smyslprox # 5 +kr ax # -5 +kr, k€ Z. 5)
Vztah ma smysl pro kazdé x € R. 6) Vztah md smysl pro kazdé x € R.
Priklad 8.8: Vypoctéte bez kalkulacky:

1. cos15°,

2. tg75°,

3. tg20° + tg40° + /3 tg 20° tg 40°,

4. sin 160° cos 110° + sin 250° cos 340° 4 tg 110° tg 340°,

3 3 T i 3T

. - . .o . .
5. sin 10 Sin 10 S1n 5 S1n 5 -+ sin 10 Sin 10"



Ndpovéda: 1) 15 = 45—30. 2) 75 = 45+ 30. 3) pouZijte vztah 8.4-1 pro argumenty 20° a 40°. 4)
pouzijte vztahy z prikladu 8.1 na posunuti argumenti do zdkladniho intervalu. Potom souctovy
vzorec na soucet pronich dvou ¢lent a vzorec z 8.4-3 na treti scitanec. 5) pouzijte posledni vzorec
z 8.3-3 v opacném smeéru.

Resend: 1) Y2 - (1++/3). 2)2+/3. 3) V3. 4) 0. 5) 0.
Priklad 8.9*: Dokazte, ze pro vnitini uhly «, 8,y trojihelnika plati:

cosa + cos § + cosy = 1+4sin%sin§sin%.

Piiklad 8.10: Reste v R nésledujici rovnice. Vzdy uréete pocet feseni v intervalu [0, 27).
1. sin2zx = ﬂcosx,
2. 2sin®x 4 Tcosx — 5 =0,
3. 2cosx cos2x = cosz,
4. \/3cosz +sinz = 2,
5. sin 3x + sinz = sin 2z,
6. sin dx cos 3 = sin 6x cos 2,
7. sin2x + cos2x = sinx + cos x.

Ndpovéda: 1) Pouzijte 8.3-1). 2) Nahrad'te sin®x (pomoci goniometrické jednicky) virazem
1 — cos®z a reste kvadratickou rovnici v proménné y = cosx. 3) Po prevedeni na levou stranu,
lze cos x vytknout. 4) Podélte 2 a pouzijte 8.2 zprava doleva. 5) PouZijte 8.3-2) na levou stranu.
6) Pouzigte 8.3-2) zprava doleva. 7) PouZijte 8.1-6) a 8.3-2).

Resend: Ve vsech pripadech se fesent periodicky opakuji podobné jako v predchozim pripade.
Lze je tedy i podobnym zpiisobem zapsat. My zde uwvedeme pouze vyéet resend v intervalu [0, 27).
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Piiklad 8.11: Reste graficky v R nésledujici nerovnice.
1. sinz > %,
2. sinx < cosz,
3. tgr < —V/3.

Resend: Resenim je vidy sjednocent Usez L. Jednotlivé mnoziny I, jsou mnoZiny reseni dané
nerovnosti na intervalu [(2k — 1)m, (2k + 1)7], resp. [(k — 3)m, (k + 3)7].

1) Iy = (% 4 2km, 2 4 2k).

2) Iy = (=3 + 2km, T + 2km).

3) Iy = (—5 + km,—% + k).

Piiklad 8.12: Reste v R nésledujici nerovnice.
1. sin3z < sinz,

2. 2cos?x +5cosw +2> 0,

3. sinx 4 cosz < COSI,

4. sin2x 4+ sinz < 0,

5. 1 —cosx <tgx —sinx,
6. sinx 4+ sin 2z + sin 3z < 0,
7. sin3x > 4 sinx cos 2x.

Napovéda: 1) Pouzigte 8.3-3). 2) PouZijte substituci y = cosx a teste kvadratickou nerov-
nici. 3) Prondsobte cosx a pouZijte 8.1-1). Potom lze délit sinx, ov§em pozor na znaménka pri
ndsobeni a déleni. 4) Pouzijte 8.3-2). 5) Pravd strana je soucin levé strany a tgx. 6) Sectéte
(dle 8.3-2)) sinx + sin3z. 7) Vyjddrit obé strany pomoci sinx (za pouziti 8.2, resp. 8.5-1), s
prihlédnutim k 8.1-1).

Reseni: Resenim je vidy sjednocent Ukez Ie mnozin Iy, Jednotlivé mnoZiny Iy, jsou mnoZiny
resent dané nerovnosti na intervalu [2km, (2k + 2)x], resp. [(2k — 1), (2k + 1)7].

1) I, = (% +2k7r S +2k:7r) U (3 + 2km, & 4 2km) U (IF 4 2k, 27T+2k7r),

9) I = [2 4 2k, 2 4 2kn),

3) I, = (§ +2k7r ——|—2k7r) (m 4 2km, 25 4 2km) U (3F + 2k, 27 + 2km),
I = 2’T+2k7r7r+2k7r A+ 2km, 2w + 2k],

4) 5

5) Iy = (5 + 2km, 2 + 2km) U (5 + 2km, & + 2km) U {2k~ },

6) I, = (3 + 2km, 3 + 2km) U (7 + 2km, 5 + 2km) U (3 + 2km, 27 + 2km),

7) Iy = (5 + 2km, 5 + 2km) U (7 + 2km, T + 2km) U (55 + 2k, 21 + 2k).



