
M1130 — Př́ıklady ze cvičeńı a domáćı úlohy na procvičeńı

Aktuálńı verze sb́ırky ze dne 20. listopadu 2024.

8 Goniometrické funkce

Cvičeńı konaná 18. a 20. 11. 2024.

Př́ıklad 8.1: Odvod’te základńı vztahy:

1. sin2 x+ cos2 x = 1,

2. sin(−x) = − sinx, cos(−x) = cos x, tg(−x) = − tg x,

3. sin(x+ 2π) = sinx, cos(x+ 2π) = cos x, tg(x+ π) = tg x,

4. sinx = sin(π − x) = − sin(π + x) = − sin(2π − x),

5. cosx = − cos(π − x) = − cos(π + x) = cos(2π − x), tg x = − tg(π − x).

6. cosx = sin(x+ π
2
) = sin(π

2
− x), sinx = cos(π

2
− x).

Př́ıklad 8.2∗: Předpokládejme, že plat́ı eix = cosx + i sinx, kde x je libovolné reálné č́ıslo.
Dále předpokládejme, že pro umocňováńı reálného č́ısla e na komplexńı č́ısla plat́ı obvyklé
vlastnosti pro umocňováńı. Odvod’te součtové vzorce

sin(x+ y) = sin x cos y + cosx sin y, cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y .

Součtových vzorc̊u využijte k odvozeńı vzorc̊u (e) a (f) z předchoźıho př́ıkladu.

Př́ıklad 8.3: Odvod’te dále vztahy:

1. sin 2x = 2 sin x cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x,

2. sinx+ sin y = 2 sin x+y
2

cos x−y
2

, cosx+ cos y = 2 cos x+y
2

cos x−y
2

,

3. sinx− sin y = 2 sin x−y
2

cos x+y
2

, cosx− cos y = −2 sin x+y
2

sin x−y
2

.

Nápověda: V částech 2. a 3. napǐste x = α + β a y = α− β a použijte součtové vzorce.



Př́ıklad 8.4: Za předpokladu, že výrazy dávaj́ı smysl, dokažte následuj́ıćı rovnosti. Popǐste,
pro které hodnoty tyto rovnosti plat́ı.

1. tg(x+ y) = tg x+tg y
1−tg x tg y ,

2. tg(x− y) = tg x−tg y
1+tg x tg y

,

3. tg x · tg
(
π
2

+ x
)

= −1.

Nápověda: 1) Ve vztahu tg(x+y) = sin(x+y)
cos(x+y)

použijte součtové vzorce pro sin(x+y) a cos(x+y).

2) Ve vztahu tg(x − y) = sin(x−y)
cos(x−y) použijte součtové vzorce pro sin(x − y) a cos(x − y). 3) Ve

výrazu tg
(
π
2

+ x
)

=
sin(π

2
+x)

cos(π
2
+x)

použijte vzorce pro sin(π
2

+ x) a cos(π
2

+ x).

Řešeńı: 1) Rovnost plat́ı pokud {x, y, x+ y} ∩ {π
2

+ kπ | k ∈ Z} = ∅. 2) Rovnost plat́ı pokud
{x, y, x− y} ∩ {π

2
+ kπ | k ∈ Z} = ∅. 3) Rovnost plat́ı pro x 6= πk

2
+ kπ, k ∈ Z.

Př́ıklad 8.5: Odvod’te následuj́ıćı vztahy (a promyslete, pro které hodnoty x ∈ R plat́ı):

1. sinx =
2 tg x

2

1+tg2 x
2
,

2. cosx =
1−tg2 x

2

1+tg2 x
2
,

3. tg x =
2 tg x

2

1−tg2 x
2
.

Nápověda: Ve všech př́ıpadech na pravé straně použijte tg x
2

=
sin x

2

cos x
2

a následně upravte složený

zlomek.
Řešeńı: Ve všech př́ıpadech muśı platit x 6= (2k+1)π, k ∈ Z. V př́ıpadě 3. nav́ıc x 6= π

2
+kπ,

k ∈ Z.

Př́ıklad 8.6: a) Za předpokladu, že výrazy na obou stranách rovnosti dávaj́ı smysl, dokažte:

sin 2x =
4 cotg 2x

cotg2x− tg2x
.

b) Určete, pro která reálná č́ısla x maj́ı výrazy smysl.
Řešeńı: a) Samozřejmě použijeme známé vztahy sin 2x = 2 sin x cosx a cos 2x = cos2 x −

sin2 x. Připomeňme vzoreček A4 − B4 = (A2 − B2)(A2 + B2), který pro A = cosx a B = sinx
dává cos4 x − sin4 x = cos2 x − sin2 x = cos 2x, protože cos2 x + sin2 x = 1 (pro libovolné x).
S využit́ım těchto vztah̊u m̊užeme upravit pravou stranu takto:

4 cotg 2x

cotg2x− tg2x
=

4 · cos 2x
sin 2x

cos2 x
sin2 x

− sin2 x
cos2 x

=
4 · cos 2x

2 sinx cosx

cos4 x−sin4 x
sin2 x cos2 x

= 2 · cos 2x

sinx cosx
· sin2 x cos2 x

cos4 x− sin4 x
.



Zde lze pokrátit zlomek výrazem cos4 x− sin4 x = cos 2x a také sinx cosx. Tı́m dostaneme výraz
2 sinx cosx, který je roven sin 2x, tj. pravé straně dokazované rovnosti.

b) Předně pro x muśı být definovány hodnoty tg x a cotg x. Tedy x nesmı́ být tvaru π
2

+ kπ,
resp. kπ, pro k ∈ Z. Tzn. x 6∈ {k · π

2
| k ∈ Z}. Dále potřebujeme, aby cotg2 x 6= tg2 x, tj. aby

cos4 x 6= sin4 x. Tato podmı́nka je ekvivalentńı s podmı́nkou | cosx| 6= | sinx|, a tedy x 6= π
4

+k · π
2
,

pro k ∈ Z. Celkem x 6∈ {k · π
4
| k ∈ Z} = {k · π

2
| k ∈ Z} ∪ {π

4
+ k · π

2
| k ∈ Z}.

Př́ıklad 8.7: Za předpokladu, že výrazy na obou stranách rovnosti dávaj́ı smysl, dokažte:

1. sinx+cosx
cos3 x

= 1 + tg x+ tg2 x+ tg3 x,

2. 1+sin 2x
cos 2x

= tg(π
4

+ x),

3. tg 3x
tg x

= 3−tg2 x
1−3 tg2 x ,

4. 1−cos 2x+sin 2x
1+cos 2x+sin 2x

= tg x,

5. cos6 x− sin6 x = 1
4
(3 + cos2 2x) cos 2x,

6. sinx cos(y − x) + cos x sin(y − x) = sin y.

Nápověda: 1) Na pravé straně použijte tg x = sinx
cosx

, upravte na společný jmenovatel a použijte
vztah sin2 x + cos2 x = 1. 2) Použijte součtový vzorec pro tg(x + π

4
), upravte složený zlomek a

pak porovnejte s levou stranou. 3) Použijte součtový vzorec pro tg(3x) = tg(x+ 2x), pak znova
pro tg(2x) = tg(x+x) a upravte složený zlomek. 4) Použijte vzorce pro sin(2x) a cos(2x) a také
sin2 x+ cos2 x = 1; výsledný zlomek pak zjednodušte. 5) Použijte vztah a6 − b6 = (a2 − b2)(a2 +
ab + b2)(a2 − ab + b2). Přitom zde a2 + b2 = 1 a 1− a2b2 = 1− 1

4
sin2 2x. 6) Použijte součtové

vzorce.
Řešeńı: 1) Vztah má smysl pro x 6= kπ + π

2
, k ∈ Z. 2) V jisté fázi se hod́ı rozš́ıřit pravou

stranu zlomkem cosx+sinx
cosx+sinx

. Vztah má smysl pro x 6= π
4

+ kπ
2

, k ∈ Z. 3) Vztah má smysl pro

x 6= ±π
6

+ kπ
3

a x 6= kπ, k ∈ Z. 4) Vztah má smysl pro x 6= π
2

+ kπ a x 6= −π
4

+ kπ, k ∈ Z. 5)
Vztah má smysl pro každé x ∈ R. 6) Vztah má smysl pro každé x ∈ R.

Př́ıklad 8.8: Vypočtěte bez kalkulačky:

1. cos 15◦,

2. tg 75◦,

3. tg 20◦ + tg 40◦ +
√

3 tg 20◦ tg 40◦,

4. sin 160◦ cos 110◦ + sin 250◦ cos 340◦ + tg 110◦ tg 340◦,

5. sin 3π
10

sin π
10
− sin 3π

5
sin 2π

5
+ sin 7π

10
sin 3π

10
.



Nápověda: 1) 15 = 45−30. 2) 75 = 45+30. 3) použijte vztah 8.4-1 pro argumenty 20◦ a 40◦. 4)
použijte vztahy z př́ıkladu 8.1 na posunut́ı argument̊u do základńıho intervalu. Potom součtový
vzorec na součet prvńıch dvou člen̊u a vzorec z 8.4-3 na třet́ı sč́ıtanec. 5) použijte posledńı vzorec
z 8.3-3 v opačném směru.

Řešeńı: 1)
√
2
4
· (1 +

√
3). 2) 2 +

√
3. 3)

√
3. 4) 0. 5) 0.

Př́ıklad 8.9∗: Dokažte, že pro vnitřńı úhly α, β, γ trojúhelńıka plat́ı:

cosα + cos β + cos γ = 1 + 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
.

Př́ıklad 8.10: Řešte v R následuj́ıćı rovnice. Vždy určete počet řešeńı v intervalu [0, 2π).

1. sin 2x =
√

2 cosx,

2. 2 sin2 x+ 7 cosx− 5 = 0,

3. 2 cosx cos 2x = cosx,

4.
√

3 cosx+ sinx = 2,

5. sin 3x+ sinx = sin 2x,

6. sin 5x cos 3x = sin 6x cos 2x,

7. sin 2x+ cos 2x = sinx+ cosx.

Nápověda: 1) Použijte 8.3-1). 2) Nahrad’te sin2 x (pomoćı goniometrické jedničky) výrazem
1− cos2 x a řešte kvadratickou rovnici v proměnné y = cosx. 3) Po převedeńı na levou stranu,
lze cosx vytknout. 4) Podělte 2 a použijte 8.2 zprava doleva. 5) Použijte 8.3-2) na levou stranu.
6) Použijte 8.3-2) zprava doleva. 7) Použijte 8.1-6) a 8.3-2).

Řešeńı: Ve všech př́ıpadech se řešeńı periodicky opakuj́ı podobně jako v předchoźım př́ıpadě.
Lze je tedy i podobným zp̊usobem zapsat. My zde uvedeme pouze výčet řešeńı v intervalu [0, 2π).
1) π

4
, π
2
, 3π

4
, 3π

2
.

2) π
3
, 5π

3
.

3) π
2
, 3π

2
, π
6
, 5π

6
, 7π

6
, 11π

6
.

4) π
6
.

5) 0, π
2
, π, 3π

2
, π
3
, 5π

3
.

6) 0, π
2
, π, 3π

2
, π
6
, 5π

6
, 7π

6
, 11π

6
.

7) 0, π
6
, 5π

6
, 9π

6
.



Př́ıklad 8.11: Řešte graficky v R následuj́ıćı nerovnice.

1. sinx > 1
2
,

2. sinx < cosx,

3. tg x ≤ −
√

3.

Řešeńı: Řešeńım je vždy sjednoceńı
⋃
k∈Z Ik. Jednotlivé množiny Ik jsou množiny řešeńı dané

nerovnosti na intervalu [(2k − 1)π, (2k + 1)π], resp. [(k − 1
2
)π, (k + 1

2
)π].

1) Ik = (π
6

+ 2kπ, 5π
6

+ 2kπ).
2) Ik = (−3π

4
+ 2kπ, π

4
+ 2kπ).

3) Ik = (−π
2

+ kπ,−π
3

+ kπ).

Př́ıklad 8.12: Řešte v R následuj́ıćı nerovnice.

1. sin 3x < sinx,

2. 2 cos2 x+ 5 cosx+ 2 ≥ 0,

3. sinx+ cosx < 1
cosx

,

4. sin 2x+ sinx ≤ 0,

5. 1− cosx ≤ tg x− sinx,

6. sinx+ sin 2x+ sin 3x < 0,

7. sin 3x > 4 sinx cos 2x.

Nápověda: 1) Použijte 8.3-3). 2) Použijte substituci y = cosx a řešte kvadratickou nerov-
nici. 3) Pronásobte cosx a použijte 8.1-1). Potom lze dělit sinx, ovšem pozor na znaménka při
násobeńı a děleńı. 4) Použijte 8.3-2). 5) Pravá strana je součin levé strany a tg x. 6) Sečtěte
(dle 8.3-2)) sinx + sin 3x. 7) Vyjádřit obě strany pomoćı sinx (za použit́ı 8.2, resp. 8.3-1), s
přihlédnut́ım k 8.1-1).

Řešeńı: Řešeńım je vždy sjednoceńı
⋃
k∈Z Ik množin Ik. Jednotlivé množiny Ik jsou množiny

řešeńı dané nerovnosti na intervalu [2kπ, (2k + 2)π], resp. [(2k − 1)π, (2k + 1)π].
1) Ik = (π

4
+ 2kπ, 3π

4
+ 2kπ) ∪ (5π

4
+ 2kπ, 6π

4
+ 2kπ) ∪ (7π

4
+ 2kπ, 2π + 2kπ),

2) Ik = [−2π
3

+ 2kπ, 2π
3

+ 2kπ],
3) Ik = (π

4
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ) ∪ (π + 2kπ, 5π

4
+ 2kπ) ∪ (3π

2
+ 2kπ, 2π + 2kπ),

4) Ik = [2π
3

+ 2kπ, π + 2kπ] ∪ [4π
3

+ 2kπ, 2π + 2kπ],
5) Ik = (π

4
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ) ∪ (5π

4
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ) ∪ {2kπ},

6) Ik = (π
2

+ 2kπ, 2π
3

+ 2kπ) ∪ (π + 2kπ, 4π
3

+ 2kπ) ∪ (3π
2

+ 2kπ, 2π + 2kπ),
7) Ik = (π

6
+ 2kπ, 5π

6
+ 2kπ) ∪ (π + 2kπ, 7π

6
+ 2kπ) ∪ (11π

6
+ 2kπ, 2π + 2kπ).


