M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

Aktudlni verze sbirky ze dne 27. listopadu 2024.

9 Inverzni funkce (goniometrickych funkci)

Cviceni konand 2. a 4. 12. 2024.

Piiklad 9.1: Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f monoténni. Na téchto
intervalech urcete inverzni funkci.

1. f(z)=2*+x—6,

2. f(z) =Va?+ 4z —12.
Reseni: 1) I = (—o00,—1/2] a I, = [~1/2,00); Pro I; je inverzni funkce f~'(z) = —3% —
\Jxr+ %, s defini¢nim oborem [—%5, oo] a oborem hodnot Iy; Pro I, je inverzni funkce f~'(x) =

—3 4z + 2, s definicnim oborem [—2, 00| a oborem hodnot I». 2) I, = (—o0,—6] a I, =

[2,00); Pro I je inverzni funkce f~'(x) = —2—+/22 + 16, s definiénim oborem [0, 00| a oborem
hodnot I,; Pro Iy je inverzni funkce f~'(x) = —2 + V22 + 16, s definicnim oborem [0, 00] a
oborem hodnot I5.

Priklad 9.2: Funkce arcsin je inverzni funkce k funkci sin na intervalu [—7; 7]. Napiste predpis
inverzni funkce k funkei sin na intervalu

L [2km — 5:2km + ],
2. [(2k+1)m — Z; (2k + 1)1 + ]
pomoci funkce arcsin.
3 Navrhnéte a reste analogickou tlohu pro dvojice funkci cos, arccos, resp. tg, arctg.

Resend: 1) arcsinz + 2km. 2) —arcsinz + (2k + 1)7.

Priklad 9.3: Najdéte maximalni interval obsahujici 0, na némz je funkce f monoténni.
Na tomto intervalu urcete inverzni funkeci.

1. f(x) =sinz - cosx,

2. f(x) =sinx + cosz,



3. f(x) =+/3-sinx + cos,
4. f(x) =log(cosx),
5. f(z) = log(log(z + 10)).

Resend: 1) f(z) = sin2z, I = [—n/4,7/4], H(f) = [-1/2,1/2], ten. f~}(z) = % arcsin 2z
s definiénim oborem [—1/2,1/2] a oborem hodnot I.
2) f(z) = V2-cos(z—m/4), I = [-3m ix], H(f) = [-V2.V2], ten. f1(z) = —arccos(—£) + 7
s definiénim oborem [—\/5, \/5] a oborem hodnot 1.
3) f(x) = 2 sin(x +7/6), I = [—3m, 37|, H(f) = [-2,2], tan. f~'(z) = arcsin(¥) — % s
definiénim oborem [—2,2] a oborem hodnot I.
4) Protoze funkce cos (a tudiz i funkce f) nabyvd v bodé 0 svého mazima, ezistuji dva ma-
zimdini intervaly I, a Iy obsahujici bod 0, kde je f monotonni: I, = (—=5,0] a I = [0,5). V
obou pripadech je H(f) = (—oc,0]. Pro I, je inverzni funkce f~'(x) = —arccos(10%), s de-
finiénim oborem (—o0, 0] a oborem hodnot I,; Pro Iy je inverzni funkce f~'(z) = arccos(10%),
s defini¢nim oborem (—o0,0] a oborem hodnot I.
5) Definicni obor funkce f je (—9,00) a obor hodnot je R. Funkce je na svém definicnim oboru
rostouct. Tedy f~1(x) = 101" — 10 md definiéni obor R a obor hodnot (-9, c0).

[\

Piiklad 9.4: Funkce arccos je inverzni funkce k funkei cos : [0,7] — [—1,1]. Pomoci této
funkce vyjadrete funkci g, kterd je inverzni k funkei f(x) = 3 cos 2z — 1 uvazované na intervalu
[5. 7. (Definicni obor funkce g je tedy obor hodnot funkce f, pokud zizime definiéni obor
funkce f na interval [7,7].)

Reseni: Pro x € [Z,7] mdme f(x) = 3cos2x — 1 € [—4,2]. (Poznamenejme, Ze funkce
je na intervalu [5, | rostouct, a tedy funkce g je jako inverzni funkce k f dobre definovina.)
Proto g : [—4,2] — [5,7]. Pro dané y € [—4,2] chceme ze vztahu 3 cos 2x — 1 = y wypocitat pro
toto y sprdvnou hodnotu = € [%, 7). Dostdvdime cos2x = L1, kde Y21 € [—1,1]. Pokud nyni
pouzijeme funkci arccos, dostaneme hodnotu a = 2x = arccos(ﬁl) [0,71']. My ale hledame
b= 2x € [m,2n] s vlastnosti cosb = cosa. Takové b ziejmé spliuje b+ a = 27, Tedy 2x = b =
2m—a = 2r —arccos(Lh). Odtud x = m— 1 arccos(E). (Vsimnéme si, Ze L arccos(XE) € [0, 2],
a proto x € [5, 7|, jak bylo pozadovano.) Zdver tedy je, Ze funkce g : [—4,2] — [§,7] je ddna

predpisem g(x ) = — 5 arccos(%H).

Priklad 9.5: Nasledujici vztahy lze pouzit pro vypocet arccosx a arctanx pii znalosti hod-
noty arcsin z. Dokazte tyto vztahy.

1. Pro libovolné x € [—1, 1] plati arcsinz + arccosz = 7

2. Pro libovolné x € R plati arctan z = arcsin <x++1>



Ndpovéda: 1) Pouzijte vztah cosy = sin(§ — y) =z proy € [0,7]. 2) Umocnéte na druhou

T =tgy = 22Y ¢ nahrad'te cos® y vjrazem 1 —sin®y. Ndsledné rovnost upravte rovnost do tvaru
cosy
2 _

2% = (22 + 1)sin®y, 2 niZ lze hodnotu y = arctan x vypocitat pomoci funkce arcsin .

Priklad 9.6: Urcete nejmensi periodu zadané funkce:

1. f(z) =sinz + cos x,

2. f(x) = sin 3z,

)
)
flz) = |COSQ:17|
)
)

5. f(x) = sina?,

(
(
(
4. f(z
(
(

6. f(z) =sinz +tgx.

Resend: 1) 27. 2) . 8) 5. 4) nend periodickd. 5) neni periodickd. 6) 2.



