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Uvod

Obsah skript je zfejmy z nasledujiciho podrobného sylabu. Vétsina kapitol kromé teoretického
vykladu obsahuje vyfeSené piiklady a na konci kontrolni otazky a tdlohy k samostatnému
procviceni. R4di bychom podékovali Richardu Lastoveckému, ktery zna¢nou ¢ast textu prepsal
v ATEXu a opatfil tlohami k samostatnému fesend.

Mista oznacend jednou hvézdickou ,,x“ povazujeme za tézka a jejich studium doporucujeme
pouze studentum usilujicim o lepsi znamku. Mista oznacend dvéma hvézdickami ,*x“ jsou

v/

Martin Cadek & Luk4s Vokiinek

Sylabus prednasky

1. Afinni a projektivni prostory: afinni prostor, komplexifikace vektorového a afinniho
prostoru, projektivni prostor, projektivni rozsiteni afinniho prostoru.

2. Nadkvadriky v afinnim a projektivnim prostoru: nadkvadriky v afinnim a pro-
jektivnim prostoru, vztah projektivnich nadkvadrik a bilinedrnich forem a jejich klasifikace,
klasifikace afinnich nadkvadrik.

3. Metricka klasifikace nadkvadrik: polarné sdruzené body vzhledem k nadkvadrice, stfed
nadkvadriky, hlavni sméry, hlavni nadroviny, vrcholy nadkvadriky, metricka klasifikace nad-
kvadrik.

4. Mooreova—Penroseova pseudoinverze: Mooreova—Penroseova pseudoinverze, singularni
hodnoty, singularni rozklad, aproximace fesSeni soustavy linedrnich rovnic, linedrni regrese.

5. Multilinearni algebra: faktorovy prostor, multilinearni zobrazeni, dualni prostor, dualni
béaze, dualni zobrazeni, dualita a podprostory, baze prostoru multilinedrnich forem.

6. Tenzorovy soucin: tenzorovy soucin a jeho univerzalni vlastnost, asociativita, komutati-
vita a dalsi vlastnosti tenzorového soucinu, vztah tenzorového souc¢inu a prostoru linearnich
zobrazeni, tenzorova algebra vektorového prostoru, souradnice tenzori pii zméné béze.

7. Symetrické a antisymetrické tenzory: symetrické tenzory, symetricka algebra vekto-
rového prostoru a jeji baze, antisymetrické tenzory, vnéjsi algebra vektorového prostoru a jeji
béaze, vztah vnéjsi mocniny a determinantu.

8. Determinanty, objemy a orientace: antisymetrické formy a objemy, orientace, objem v
Eukleidovském prostoru, geometrie v roviné a prostoru, kvaterniony a jejich vztah ke geometrii
v prostoru.

9. Smithidv normdélni tvar celociselnych matic: celociselné matice a jejich Smithuv
normalni tvar, prezentace konecné generovanych komutativnich grup, klasifikace konecné ge-
nerovanych komutativnich grup.

10. Smithtiv normalni tvar polynomialnich matic: polynomialni matice a jejich Smithtv
normélni tvar, K[A]-moduly a jejich vztah k operatorum na vektorovych prostorech, kanonicka
prezentace operatoru na K, raciondlni kanonicky tvar, Cayleyho—-Hamiltonova véta, Jordanuv
kanonicky tvar.



1. Afinni a projektivni prostory

Zacnéme s kratkou motivaci. Nasim cilem bude studium kuzelosecek a jejich vice-rozmérnych
analogii, kvadrik a nadkvadrik. Na kuzelosecky se dd pohlizet dvéma zpusoby — geometricky
jako na mnoziny bodu, které spliiuji néjakou kvadratickou rovnici a algebraicky jako na tuto
rovnici samotnou. Klasifikace kuzelosecek pak spociva v nalezeni jistych kanonickych tvariu
— geometricky to znamend, ze po posunuti a otoceni kazda kuzelosecka vypada jako elipsa,
hyperbola, parabola, atd. a algebraicky pak to, ze po jisté vhodné linearni substituci rovnice
kuzelosecky vypada néjakym specifickym zpusobem. Aby byly tyto dva pohledy ekvivalentni,
je potfeba uvazovat ,komplexné“, nebot napiiklad z? + y> = —1 a 22 = —1 neni mozné
prevést na sebe, nicméné maji tyto rovnice totoznou mnozinu feseni, totiz prazdnou. Pokud
bychom uvazovali i komplexni feseni, budou se jejich mnoziny chovat geometricky jinak.

Kromé komplexnich bodu bude jesté vyhodné pridat k nasi roviné ,.body v nekonecnu“.
Napiiklad by mélo byt ziejmé, ze stied elipsy hraje zdsadni roli (elipsa je podle néj syme-
trickd). Pfedstavme si nyni, ze jeden konec elipsy drzime na misté a druhy konec tdhneme
smérem od prvniho — stfed se bude vzdalovat polovi¢ni rychlosti. V limitnim piipadé, kdy
pohyblivy konec elipsy zmizi v nekonetnu, stane se z elipsy parabola a ta jiz stfed mit ne-
bude, protoze jsme jej také pfesunuli do nekoneéna. Nicméné, tento bod v nekoneénu je stale
v jistém smyslu stfedem paraboly a je vhodné jej mit k dispozici. O néco jednodussi piiklad
je dvojice ruznobéznych piimek, jejichz prisecik presunujeme do nekonecna. Pokud budeme
vhodnou dvojici bodu drzet na misté, stane se v limitnim pfipadé z dvojice ruznobéznych
piimek dvojice rovnobéznych piimek. Pokud budeme uvazovat i body v nekoneénu, piimky
se budou stéle protinat (tak, jak se ndm zd4, ze se koleje v délce protinaji).

V dalsim tedy obohatime rovinu (obecnéji afinni prostor) o komplexni body a pozdéji o
body v nekonec¢nu. Mluvime o komplexnim a projektivnim rozsifeni.

1.1. Komplexifikace realného vektorového prostoru

Necht V je redlny vektorovy prostor. Jeho kompleznim rozsirenim (komplezifikaci) je kom-
plexni vektorovy prostor VC s nosnou mnozinou V x V, na které je definovéno séitani a
nasobeni komplexnim ¢islem takto:

(v,w)+ (W, W) = (v+o,w+w)
(a+ib)(v,w) = (av —bw,bv + aw)

Neni tézké dokazat, ze jde skuteéné o vektorovy prostor nad C s nulovym prvkem (0,0).
(Dobrou motivaci je zpusob, jakym se konstruuji komplexni ¢isla jako dvojice redlnych ¢isel.)
Vektory v € V ztotoznime s prvky (v,0) € VC a budeme tak V povazovat za podmnozinu
prostoru VC. Plati
(v,w) = (v,0) +i(w,0) = v+ iw

Pozndmka. Ponékud abstraktni, ale velice uzite¢né pozorovani je nasledujici univerzalni vlast-
nost: kazdé R-linedrni zobrazeni ¢: V. — W do komplexniho vektorového prostoru W se
jednoznaéné rozsifuje na C-linedrn{ zobrazeni @: VC — W, nutné dané predpisem

P(v +iw) = o(v) +ig(w) = (v) +ip(w).

To, ze je vskutku C-linedrni se ovéii snadno (staci zachovavani ndsobeni 7).
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1. Afinnf a projektivni prostory

Véta 1.1. Kazdd bdze (eq, ..., e,) prostoru V je bdzi prostoru VC.

Diikaz. Necht u + iv € VC je libovolny vektor. Chceme ukézat, ze existuji jedind komplexni
¢isla zp = ap + iby takova, ze

u+iv = zie; + -+ zpep = (a1 +iby)er + - - + (apn, + iby)ep.
Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti dostavame ekvivalentni soustavu
u=aje] + -+ aneép, v="biey+ -+ bpe,.

Tato soustava ma jediné feSeni: aj je k-ta soutadnice u a by je k-td soufadnice v. O

Pozndmka. Alternativni dukaz: bdze (e;) se poznd podle toho, ze zobrazeni V€ = W jsou jednoznaéné uréena
obrazy e;. Ale takové zobrazeni je jednoznaéné uréeno svym ziuzenim na V a to svymi hodnotami na e;.

Piiklad. Komplexni rozsiteni vektorového prostoru R™ je izomorfni s C™. Nejlépe se to vidi
pomoci predchozi poznamky a véty: inkluze R™ — C" se rozsifuje na (R”)C — C™, které
posila bazovy vektor e; na bazovy vektor e; a je tedy isomorfismem.

Priklad. Dokazte, ze komplexni rozsiteni prostoru polynomu s redlnymi koeficienty R[z] je
izomorfni s prostorem polynomu s komplexnimi koeficienty C|x].

Definice 1.2. Necht ¢: V — W je linedrni zobrazeni{ mezi redlnymi vektorovymi prostory.
Komplezni rozsireni o©: VC — WC je zobrazeni definované predpisem

P (v +iw) = p(v) + ip(w).
Toto zobrazeni je opét linearni.

) , . . < s v’ ’ . %~ . 7 . e ’ s~
Pozndmka. Zobrazeni ¢ je jediné rozsifeni kompozice V. 2 W — WC, tj. takové C-linedrn{ zobrazeni, ze
nasledujici diagram komutuje

V0w
e

Véta 1.3. Je-li A matice linedrniho zobrazeni p: V. — W v bdzich a a 3, pak ¢©: V& — WC
md v bdzich o a B opét matici zobrazeni A.

Dikaz. Necht o = (eq,...,ep), 8= (€1,...,6€n). Matice A = (a;;) je definovéna takto:

k
plej) = Ciai
=1

Pro ¢ plati

Tedy (¢%)ga = A. O



1. Afinnf a projektivni prostory

1.2. Afinni prostor a jeho komplexifikace

Definice 1.4. Necht V je vektorovy prostor. Afinni prostor S se zaméfenim V' je mnoZina
S spoleéné s vektorovym prostorem V a s operaci +: S x V — S, kterd spliuje nésledujici
podminky:

(1) pro kazdé A € S plati A+ 0 = A,

(2) prokazdé Ae Sav,weV plati (A+v)+w=A+ (v+w),

(3) pro kazdé A, B € S existuje pravé jedno v € V tak, ze A+ v = B. Piseme v = /ﬁ
Pro zaméreni V pouzivame znaceni V = Dir S.

Pozndmka. Lepsi by bylo definovat afinni prostor jako multisorted algebru, tj. chtit V' jako souc¢ést struktury
(vCetné operaci s¢itdni a ndsobeni skaldry) a pfidat dvé operace +: S x V — S, : S xS — V. (Bez toho
nelze tifeti podminku vyjadfit pomoci rovnic a také nelze pfirozené definovat homomorfismy mezi afinnimi
prostory s riznymi zaméfenimi).

(Prvni dvé podminky zkrécené fikaji, ze V' md pravou akci na S. Posledni podminka k4,
ze tato akce je jednoduse tranzitivni.)

Z posledni podminky plyne, Ze pro kazdou volbu ,poc¢atku* O € § je zobrazeni DirS§ — S,
v +— O + v, bijekce a muzeme tedy ztotoznit S s vektorovym prostorem Dir S. Dilezité je ale
mit na paméti, ze tato identifikace zavisi na volbé pocatku. Kazd4 jind identifikace se vSak
lisi pouze o translaci, v — PO + v.

Naopak, kazdy vektorovy prostor V lze chépat jako afinni prostor se zamérenim V' tim,
Ze pocatek ,zapomeneme”, tj. pozadované zobrazeni V' x V' — V bude s¢itani ve V.

Definice 1.5. Bdze afinniho prostoru S je (n + 1)-tice (O, eq, ..., e,), kde O € S je bod

(pocatek) a (e, ..., e,) je baze vektorového prostoru V. Souradnice bodu A € S v této bézi
je (n + 1)-tice skalart (1, o1, ..., z,)T takovd, ze
1
€1
A=0+x1e1+ -+ xpe, = (0, €1, ..., €p) -
Ty
Soutadnice vektoru v € DirS v této bazi je (n + 1)-tice skaldrt (0, x1, ..., z,)T takova, ze
0
€1
v=ax1e1 4+ e, = (0, €1, ..., )
Tn
Alternativné zapisujeme soufadnice bodi [z1,...,z,] = (1,21,...,2,)T a soufadnice vek-
tortt (z1,...,2,) = (0,21,...,2,)7T.

Piiklad. Kardy afinni podprostor vektorového prostoru je afinni prostor.

Piiklad. Standardnim afinnim prostorem dimenze n budeme rozumét prostor

An={(1,z1,...,2,) € K"} = {(xg, 21, ..., 2,) € KM | 29 = 1}.
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1. Afinnf a projektivni prostory

Vzhledem k pfedchozi diskuzi lze A,, povazovat za ,prostor souradnic“. Konkrétné, béze

afinniho prostoru S zadéva izomorfismus A,, — S dany ndsobenim zleva fadkem (O, e1, ..., e,).
Inverzni zobrazeni S — A,, pak pfifazuje kazdému bodu jeho soufadnice.

V afinnim prostoru muzeme definovat afinni kombinace: jsou-li Ag,..., A, € S body a
xg, ..., Ty € K &isla takova, ze g + -+ - 4+ x, = 1, polozime

IL'0A0++ann:P+xOPAO++anAn€S’

kde P € S je libovolné zvoleny bod. Snadno se ukaze, ze vysledek na této volbé nezavisi.
Pozndmka. Podobné pro z1 + - -+ + x, = 0 definujeme
1A+ -+ zpAn =21 PAL 4+ -+ x,PA, € DirS

a vysledek nezdvisi na volbé P (pro n = 0 je vysledkem 0 € Dir S).

Priklad. Prostorem barycentrickych soufadnic dimenze n budeme rozumét prostor
B’n, = {($07$1,...,$n) € Kn+1 | .IO“— _|_:Lvn — 1}

Stejné jako izomorfismy A, = S odpovidaji bazim S, izomorfismy B, = S odpovidaji
bodovym bdzim, tj. (n + 1)-ticim bodu Ey, ..., E, takovym, ze kazdy bod A lze jednoznacéné
vyjadrit jako A = xgEg+- - -+ axnEn, xo+- - -+x, = 1. Koeficienty z; nazyvame barycentrické
soufadnice bodu A.

Pozndmka. V multisorted algebraickém smyslu mame moznost generovat volné afinni prostor & body a [
vektory. Pritom ve specidlnich pfipadech dostdvdme afinn{ bazi (k = 1, I = n), bodovou bézi (k = n + 1,
1 = 0) a piipad bezbodového afinniho prostoru, tj. piipadu kdy S = 0 a V' je netrividln{ s néjakou bézi (k = 0,
l=n+1).

Pozndmka. Alternativné lze afinni prostor definovat pomoci afinnich kombinaci (nevyhodou je, ze axiomy jsou

vvvvvv

vSech translaci, tj. zobrazeni tvaru A — A+ 1P + -+ + ©n Py, 1 + - -+ + x5, = 0; ve skutecnosti staci vzit

n=2axi =-1,z2=1).
V tomto sméru mi nejuspokojivéjsi piijde nésledujici definice: Afinni prostor je mnozina S spoletné s
operacemi B, x S"™' = S, ((zo,...,2n), (Ao, ..., An)) = 2oAo +- - - +n Ay, které spliiuji ndsledujici axiomy:

e 0Ap+---+0A;—1 +1A; +0A;11 +--- + 04, = A,

L4 yO(l’OOAO + -+ :rOnAn) + -+ ym(fL’mOAO + -+ xmnAn) = (yoxoo + -+ yml‘mO)AO + -+ (yo$0n +
c A YmTmn ) An.

K témto vztahum lze dospét rozepsdnim definice algebraické teorie dané T°F = {B_1, Bo, B1,...} (Bn je volny

afinn{ prostor na n 4 1 bodech, tedy zejména B_; = 0)). Dostdvame tak operace Aff(B,,, B,) x 8"t — §™*!

spliujici id A = A, (Y)A = h(pA), A = (poA,...,omA), kde @; je slozeni By — B = By.

Necht S je afinni prostor, jehoz zaméreni V je realny vektorovy prostor. Komplexnim
rozsirenim (komplezifikact) afinnfho prostoru S je mnozina S€ = S x V' s operaci

+: 8 x vVt 5 &€
definovanou predpisem
(A, u) + (v,w) = (A+v, u+w).

Jednoduse se da ovérit, ze takto definovand operace m&a vSechny vlastnosti z definice
afinnfho prostoru, napf. vlastnost (3) je splnéna, protoze rovnice

(A, u) + (v,w) = (B,t)
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1. Afinnf a projektivni prostory

m4 jediné Feseni (v, w) = (ﬁ,t —u).
Bod A € S ztotoznime s bodem (A4, 0) € S® a budeme tak opét chapat S jako podmnozinu
SC. Pro kazdy bod (A,u) € S€ pak plati

(Aju) = (A4,0) 4+ (0,u) = A+ iu.
Piiklad. Je-li 7 C S afinni podprostor s parametrickym popisem
{P+tjvy + -+ tpvg | t1, ..., tp € R},
pak 7C je afinni podprostor v S® s parametrickym popisem
{P+tyv1 + -+ tgvg | t1,...,tx € C}.

Piiklad. Je-li T = {# € R" | Az = b} afinni podprostor vSech redlnych FeSeni soustavy
rovnic Az = b, pak T = {x € C" | Az = b} je prostorem viech komplexnich feseni téze
soustavy.

Definice 1.6. Zobrazeni ¢p: S — T mezi afinnimi prostory se nazyva afinng, jestlize existuje
linedrni zobrazeni ¢: DirS — Dir T takové, ze

P(A+v) = p(A) + p(v)

pro vSechny body A € S a vSechny vektory v € DirS. Zobrazeni ¢ se nazyva indukované
linedrnt zobrazendt.

Pozndmka. Koncepéné mnohem cistsi je definovat afinni zobrazeni jako dvojici (¢, @) takovou, ze ¢ je linedrni
a ¢ spliiuje podminku z pfedchozi definice (to je pfesné homomorfismus multisorted algeber).

Pozndmka. Indukované linearni zobrazeni je jednoznaéné uréeno afinnim zobrazenim ¢, protoze
plati p(v) = @(P)p(P + v;, pro libovolny bod P € S.

Pozndmka. Alternativné lze afinni zobrazeni popsat pravé jako ta zobrazeni, kterd zachovavaji afinni kombi-
nace:

— — — —
o(woAo + -+ xnAn) = (P +x0PAo + - - + 2o PApn) = 9(P) + wop(PAo) + - -+ + znp(PAp)

= @(P) + wos@(P)so(A03 +o xnsa(P)w(An3 = zop(Ao) + - + Tnp(An).

Definice 1.7. Necht ¢: & — T je afinni zobrazeni mezi redlnymi afinnimi prostory. Jeho
kompleand rozitient ¢©: S€ — T je definovano predpisem

P (A + iu) = p(A) +ip(u),
kde ¢ je indukované linedrni zobrazeni.

Zobrazeni ¢C je opét afinni s indukovanym linedrnim zobrazenim @€ = .

7



1. Afinnf a projektivni prostory

1.3. Projektivni prostor
Necht V je (n + 1)-rozmérny vektorovy prostor nad télesem K (obvykle K = R nebo C).

Definice 1.8. Mnozinu P(V') vSech jednorozmérnych podprostoru vektorového prostoru V
nazveme n-rozmérnym projektivnim prostorem nad K. Vektorovy prostor V' se nazyva arit-
metickym zdkladem projektivniho prostoru P(V'). Prvky projektivniho prostoru se nazyvaji
body.

Kazdy nenulovy vektor v € V ~\ {0} urcuje jednorozmérny podprostor
[v] ={kv eV |keK}eP(V);

vektor v se nazyva aritmetickym zdstupcem bodu [v]. Zjevné kazdy jiny aritmeticky zdstupce
je nenulovym ndsobkem v a muzeme tedy alternativné P (V') chapat jako rozklad (V ~.{0})/~
podle relace ekvivalence v ~ kv, k € K*.

Piiklad. Standardnim projektivnim prostorem dimenze n budeme rozumét P, = P(K"T1).
K popisu bodu budeme pouzivat oznaceni

(o : -+ xn) = [(zo, ..., xn)].

Jedna z moznych nazornych pfedstav o projektivnim prostoru s aritmetickym zakladem
R"™*! je zalozena na pozorovani, ze kazdd pifmka v R™*! protne sféru

S" = {(xg,...,2n) ER" |22 4. 422 =1}

pravé ve dvou bodech. Tedy P, je S™, kde ,ztotoznime* protilehlé body. O néco lépe predsta-
vitelnd je identifikace bodu na okraji hemisféry. Takto lze podmnoziny projektivniho prostoru
v omezené mitfe i namalovat, viz prednésky.
Pozndmka. Na prednasce jsem mél delsi odbocku ohledné ploch, orientace, atd. Konkrétné
jsem mluvil o Riemannovskych plochach, Mobiové pasku, Kleinové 1ahvi a projektivnim pro-
storu.

Libovolnd baze o = (e, ..., ey) vektorového prostoru V zadavé identifikaci V/ = Krtl
a nasledne P(V) = P, [v] = [(v)a]. O obrazu bodu [v] budeme hovofit jako o jeho ho-
mogennich soutadnicich. Konkrétné, je-li (v), = (xo,...,2n), jsou homogenni souradnice [v]
roviy (o :---: Tp) a tyto nezavisi na volbé aritmetického zdkladu v.

1.4. Projektivni podprostory

Jednorozmérné podprostory v (k + 1)-rozmérném podprostoru W C V tvoii k-rozmérny
projektivnd podprostor P(W) v projektivnim prostoru P (V). Jednorozmérny projektivni pod-
prostor se nazyva projektivni primka.

Piiklad. Kazdé dvé pifmky p, ¢ v Py maji spoleény bod. V aritmetickém zakladu K3 pifmkam
p a q odpovidaji podprostory U a V dimenze 2. Protoze

dimU NV =dimU +dimV — dim(U + V)

adim(U+V) <3,jedimUNV > 1. Tedy p N q obsahuje alespon jeden bod projektivniho
prostoru Ps.
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Necht P(W) C P, je k-rozmérny projektivni podprostor, zadany (k + 1)-rozmérnym
podprostorem W C K"*! popsanym homogenni soustavou rovnic Az = 0. Stejna soustava
rovnic pak popisuje homogenni souradnice bodu projektivniho prostoru P(W), tj.

PW) ={[x] | Az = 0}.

1.5. Kolineace

Necht P(V) a P(W) jsou dva projektivni prostory dimenze n. Zobrazen{ ®: P(V) — P(W)

se nazyva kolineace, jestlize existuje linedrn{ izomorfismus ¢: V — W takovy, Ze

pro vSechna v € V. Piseme ® = [p]. Kolineace P,, — P, tvoii grupu, kterou budeme znacit
PGL(Py).

Pozndamka. Analogicky k situaci ve vektorovych a afinnich prostorech existuje pojem béaze pro-
jektivniho prostoru — konkrétné geometrickd bdze je (n+2)-tice bodu tvaru [eg], . .., [en], [eo +
-++ + ep] pro ngjakou bézi aritmetického zdkladu. Plati, ze kolineace je jednoznacéné urcéena
tim, kam posila bézi a tu muze poslat na libovolnou jinou bézi. Viz cvicéeni.

1.6. Afinni prostor jako podmnozina projektivniho prostoru

Nyni se k afinnimu prostoru pokusime pfidat body v nekone¢nu. Nazornou predstavu o tomto
procesu si muzeme ucinit tim, Ze afinn{ prostor budeme vnimat jako rovinu nad niz se nachézi
pozorovatel (jako kdyz se divdme na podlahu). Pak kdyz pozorujeme svét kolem sebe tak
vidime jednak body této roviny a jednak body na horizontu'. Body na horizontu majf specidln{
vyznam, odpovidaji smérim v roviné — napiiklad kazdé dvé rovnobézné piimky v roviné se
protinaji na horizontu presné v bodé odpovidajicim jejich spole¢nému sméru, atd. Pokusime
se nyni tuto situaci popsat obecné.

Necht P(V) je n-rozmérny projektivn{ prostor s aritmetickym zdkladem V. Necht N” C V
je afinni nadrovina neprochazejici po¢atkem. Pro kazdy bod X € P(V) nastane pravé jedna
z nasledujicich dvou moznosti:

e XNN =0, potom X € P(Dir N) nebo
e X NN # 0, potom je timto prunikem jediny bod. Naopak, kazdym bodem A € N pro-
chézi jediny jednorozmérny podprostor X € P(V).
Dostdvdme tak identifikaci N' = P(V) \ P(Dir N). Definujme nevlastni prostor afinnfho
prostoru S jako v(S) = P(DirS). Muzeme potom psét

PV) =N UvN).

O bodech z N (lépe Feceno jednorozmeérnych podprostorech V' protinajicich A) budeme
hovofit jako o vlastnich bodech a o bodech v(N) jako o nevlastnich bodech nebo také smérech.
Toto rozdéleni samoziejmé zavisi na volbé nadroviny N (ve skute¢nosti pouze na Dir V).

V této situaci mluvime o projektivnim prostoru P (V') jako o projektivnim rozsirens afinniho
prostoru A a znaéime jej N = P(V).

!'Body nad horizontem budeme ignorovat. Divodem je, Ze nae vniméani je zalozené na polopiimkéch,
zatimco projektivni prostor na ptimkach a v projektivnim vnimani jsou tedy body nad horizontem zaroven
body roviny vyskytujici se tymz smérem za pozorovatelem.
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Pozndmka. S posledni zavorkou souvisi nasledujici otdzka: kdy jsou dva afinni prostory stejné? Ziejmé musi
mit stejnou nosnou mnozinu a stejnou afinni strukturu. Znamend to nutné, ze maji stejné zaméieni ve smyslu
nasi definice? Ja bych fekl, Ze ne, Ze to je externi struktura. Z tohoto pohledu je lepsi definice pomoci afinnich
kombinaci, kde je zaméten{ konstrukce a nikoliv souc¢édst definice (zaméten{ je vektorovy prostor viech translaci).

Piiklad. Zabyvejme se pifkladem N = A, C K"*!, tj. standardnim afinnim prostorem
dimenze n. Potom bod (1,1, ...,2,) € A, ztotoziiujeme s vlastnim bodem (1:x :---: xy)

a zbylé body P, jsou tvaru (0:xy:---:xy,) alezi v v(A,). Zejména P, = A,.

Pozndmka. Presunime se nyni do situace, kdy mame zadany abstraktni afinn{ prostor S a
chceme definovat jeho projektivni rozsifeni. Podle pfedchoziho vykladu je vhodné S vlozit
do néjakého vektorového prostoru V jako afinni nadrovinu neprochézejici po¢atkem. K tomu,
abychom tento vektorovy prostor definovali, predpoklddejme prvné, ze takové vlozeni mame
a popiSme V pouze pomoci S.

Necht P € S je libovolny bod (o kterém muzeme uvazovat jako o pocatku). Zjevné plati
V = [P]®Dir S (jsou to podprostory komplementérni dimenze s nulovym prunikem, protoze S
neprochézi poc¢atkem), a proto muzeme obecny vektor u € V' psat jednoznaéné jako u = tP+v,
kde t € K a v € DirS. Ztejmeé tedy méme bijekci K x DirS =V, (t,v) — tP + v.

Mohli bychom tedy definovat V' = K x Dir S, bijekce z predchoziho odstavce ale bohuzel
zévisi na volbé pocatku P. Pokusme se nyni této zavislosti zbavit a uvazujme tedy jinou
volbou pocatku @ a pocitejme

sQ+w:s(P+1@)+w:sP+(s@+w).

Ziejmé tedy plati tP +v = sQ) + w, pravé kdyz s =t av = S@ + w.

Je-li nyni S libovolny afinni prostor, uvazime na K x & x Dir S relaci ekvivalence, jejiz
t¥idy [(¢, P,v)] budeme znacit tP + v a budeme tedy pozadovat tP + v = sQ + w, praveé kdyz
plati s =t a v —w = sPQ. Potom lze na vzniklém rozkladu V' (S) = (K x S x Dir §)/~ zavést
strukturu vektorového prostoru (plati tP+v = tO—i—(tO?—i—v) a polozime (tO+v)+(sO+w) =
(t+s5)O+ (v+w)). Bod A € S ztotoznime s vektorem 14 + 0 € V(S) a timto zpusobem
budeme chépat S jako nadrovinu ve V(S). Dostavdme tak projektivni rozsireni S = P(V(S)).

Pozndmka. Pomoci afinnich kombinaci 1ze tuto konstrukci o néco zkrétit: V' vznikne pfiddnim jediného bodu
0k S,V =0xA, jednd se tedy o afinni prostor s vybranym bodem 0, tj. o vektorovy prostor. Body V' lze pséat
jako afinni kombinace o0 + t1 A1 + - - - + tn Ay, pricemz

to0 +t1 A1+ +tnAn = 500 + 5181 + - - + 5, B,

praveé kdyz to = so a t141 4+ - - +tn Ay = s1B1+ - - - + 8, By — to jsou bud nenulové nasobky né&jakych afinnich
kombinaci (pokud ¢y # 1) nebo kombinace s nulovym souctem a tedy vektory z Dir S; v obou piipadech déva
rovnost smysl.

Cviceni. Popiste projektivni pfimku prochézejici dvéma vlastnimi body; vlastnim a ne-
vlastnim bodem (feste stejnym zpusobem).

1.7. Projektivni rozsiteni afinnich podprostora

Nechtf 7 C S je afinni podprostor. Nasim cilem bude zkonstruovat projektivni podprostor
T C S tak, ze T bude projektivnim rozsifenim 7 . Piedpokladejme tedy, ze S C V jako afinni
nadrovina a pokusme se najit vektorovy podprostor W C V', v némz bude T lezet jako afinni
nadrovina. Protoze 7 C S neprochézi pocatkem, staéi za W zvolit linedrni obal T, ktery
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1. Afinnf a projektivni prostory

je zjevné W = {0} = T (spojeni poc¢atku a T — to je afinni podprostor obsahujici pocatek,
tj. vektorovy podprostor). Pro dimenzi plati dim W = dim{0} + 1 + dim7 = dim7 + 1,
takze v ném vsktuktu lezi T jako afinni nadrovina neprochéazejici poc¢atkem. Muzeme tedy
psat 7 = P(W) a jednd se o projektivni podprostor S — hovoifme o projektivnim rozsireni
afinniho podprostoru. Z konstrukce vidime, Ze se jednd o nejmens? projektivni podprostor S
obsahujici 7. Z predchozi sekce vime, ze T = T U v(T) a tedy T obsahuje krom bodi z T
také sméry v zaméfeni Dir 7. To podava uspokojivé vysvétleni, pro¢ (a kde!) se protinaji
rovnobézné piimky.

Zabyvejme se nyni pocetnim aspektem. Necht je 7 zaddn soustavou (nehomogennich)

linedrnich rovnic b + Az = 0. Tu mizeme vhodné zapsat jako (b ‘ A) @ = 0. Protoze jsou

(bA)%:O, 2130:1,

je zjevné T afinni nadrovinou ve vektorovém podprostoru zadaném prvni (homogenni) sou-

tedy body T dény soustavou

stavou rovnic (b ‘ A) @ = 0 (specidlné je tfeba vyftesit piipad, ze by puvodni soustava

neméla fesen{?).

Podivejme se na tento podprostor ponékud elementarnéji: plati X = (zg:x1:---:xy,) €
T, prave kdyz xog #0a X = (1 : w1 /a0 : -+ : @y /xo) = (1,21 /20, ..., 20/20) € T, tj. prave
kdyz zog #0 a

b+ A(zy/xo, ..., 2,/x0)T = 0.

Ptendsobenim zy # 0 dostavame ekvivalentni podminku
bro + Azy,.. ., x0)T = (b ‘ A) (zo, 21, . - La) T =0.

Dostaneme tedy popis projektivniho rozsiieni T tak, Ze do soustavy zadavajici 7~ dosadime
(L,z1/z0,...,xn/x0) = (T : 1 : -+ : xp), plendsobenim xy z ni udéldme opét linedrni
soustavu a zapomeneme na podminku xg # 0 (tim pfesné priddme nevlastni body — navic je
jasné, ze tyto pridané body budou pravé ty s xg = 0, tj. feSeni homogenizované soustavy).

1.8. Vztah afinnich zobrazeni, linearnich zobrazeni a kolineaci

Zabyvejme se vztahem afinnich zobrazeni A,, — A, a linedrnich zobrazeni K™+! — K*+1,
Zjevné, kazdé linearni zobrazeni T': K™ — K" 5 vlastnost{ T(A,,) C A, davd po zizeni
afinni zobrazeni ¢: A, — A,. Budeme-li T" psat blokové tvaru (1 +n) x (14 m), pak

() =0 3 ()= 658) = 6)

a je vidét, ze musi platit k=1, ¢ = 0.
Naopak, necht ¢ je afinni zobrazeni. Potom

P ()=o) (0 =6) + (2= (ar)

2V takovém piipadé je T = 0 a tedy podle nasi definice je T = 0. Z druhého pohledu je pak T = 0s
netrividlnim zaméfenim daném feSenimi piislusné homogenni soustavy a T =T Uv(T) = P(Dir T).
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1. Afinnf a projektivni prostory

pokud vezmeme za b soufadnice ¢(eo) a za A matici ¢ ve standardnich bazich. Proto je ¢
zizenim linedrniho zobrazeni s matici T = (11) g).

Na cviceni ukdzeme, Ze, je-li kolineace ® reprezentovdna dvéma linedrnimi izomorfismy
v, ¥, pak plati ¥ = k. Diky pfedchozi analyze je pak jednoduché vidét, ze kazda kolineace
je reprezentovana maximéalné jednim afinnim zobrazenim a tento piipad nastane, pravé kdyz
® zachovava rozklad na vlastni a nevlastni podprostory. Ve vysledku tedy lze fict, ze afinni
zobrazeni jsou kolineace zachovavajici rozklad A, = A, LU v(A,).

Kontrolni otazky
1. Necht V je redlny vektorovy prostor. Definujte jeho komplexifikaci V€. Ukazte na piikladu
V = Ry[z] redlnych polynomi stupné nejvyse 2. Co je VC v tomto pifpadé?

2. Vyslovte definici afinniho prostoru a afinniho zobrazeni. Demonstrujte na nékolika p¥i-
kladech.

3. Co jsou body projektivniho prostoru P,? Co jsou piimky v P,,? Maji kazdé dvé projektivni
piimky v P3 nepréazdny prunik?

4. Vysvétlete projektivni rozsiteni afinni roviny As na projektivni prostor Ps. Predstavujte
si As jako rovinu v R? zadanou v soufadnicich rovnici 2y = 1. Co jsou v tomto pifpadé
nevlastni body?

Priklady k procviceni

1. Ke komplexnimu vektorovému prostoru V lze definovat konjugovany prostor V takto:
mnozinové V = V, sétani vektori je stejné jako ve V' a ndsobeni skaldrem ® definujeme
predpisem

(a+1ib) ©u=(a—1ib) - u.

Dokazte, ze V je komplexni vektorovy prostor.

2. Ke komplexnimu vektorovému prostoru V lze definovat jeho realifikaci V® takto: mno-
zinové VR = V| séitani vektort je stejné jako ve V a néasobeni redlnym éislem je stejné.
Necht (e1,...,e,) je baze V. Najdéte néjakou bazi VR,

[Resent: Napf. (eq,...,en,ie1,...,ie,).]

3. Dokazte, ze pro realny vektorovy prostor V plati
VOR~V V.

4. Dokazte, ze pro komplexni vektorovy prostor V plati
VR~V eV,

5. Necht ¢: V — W je linedrn{ zobrazeni mezi komplexnimi vektorovymi prostory. Zobra-
zenim ¢ je indukovano zobrazeni

P VE 5 WE
Dokazte, ze p® je linedrni zobrazeni mezi redlnymi vektorovymi prostory.
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6. Jsou-li v prostorech V' a W z predchoziho piikladu zvoleny baze o = (e1,...,e,) a
B = (e1,...,6en), muzeme najit matice A a B takové, ze matice zobrazeni (¢)g, = A+iB.
Zvolme v prostoru VE bazi of = (e1,...,en,de1,...,ie,) a v prostoru W= bazi g =
(€1,...,€m,i€1,...,i6m). Dokazte, Ze matice zobrazeni ©® v téchto bazich je

W= (5 1)

Uvédomte si, jaké jsou rozméry jednotlivych matic!

7. 'V prostoru Ag udejte priklady pitimky p takové, ze pfimky p a P jsou rovnobézné,
raznobézné, mimobézné.

8. Necht S C A, je afinni podprostor. Popiste nejmensi projektivni podprostor A,, ob-
sahujici S, tzv. projektivni rozsiteni S. Znacime jej S. Popiste také nevlastni body S.
Interpretujte prunik S N7. (Podstatné je, ze S je afinni nadrovinou ve svém linedrnim
obalu.)

9. Najdéte bod, kde se protinaji vétve paraboly y = 2.

2. Polyedry a linearni programovani

Hlavni myslenkou této kapitoly je studovat podmnoziny eukleidovského prostoru R™ skrze
rovnice ¢i nerovnice, které tyto podmnoziny spliuji. Moznosti, jak toto upfesnit je spousta:
muzeme uvazovat rovnice tvaru f(z) = 0, kde f omezime na (homogenni nebo nehomogenni)
linedrni funkce, (homogenni nebo nehomogenni) polynomialni funkce, spojité funkce, hladké
funkee, atd.; také muzeme uvazovat nerovnice f(x) > 0 pro stejné tiidy funkei. V dalsim nds
bude nejvice zajimat piipad linedrnich nerovnic az+ 3 > 0, kde pouzivame znaceni a € (R™)*,
B € R. Z tohoto pohledu neumime rozligit mezi mnozinou t#i bodi v roviné a trojihelnikem
majici tyto t¥i body za vrcholy, protoze tyto mnoziny splnuji piresné tytéz linearni nerovnice —
to si lze snadno rozmyslet, kdyz si uvédomime, Ze mnozina feSeni nerovnice je polorovina, a ze
tyto dvé mnoziny lezi ve stejnych polorovinach (pfesnéji pokud v néjaké poloroviné lezi trojice
bodu, bude v ni automaticky lezet i cely trojihelnik). Pfitom trojihelnik je v jistém smyslu
specidlni, protoze to je celd mnozina feSeni jistého systému nerovnic. Situace se snadno popiSe
pomoci tzv. Galoisovy konexe. Zasadni vysledek, i kdyz velmi snadny, je, ze vzdy dostavame
bijekci mezi mnozinami feSeni na strané jedné a mnozinami vztahi na strané druhé.

Tato dualita bude v naSem vykladu hrat zasadni roli a lze ji velice hezky ilustrovat
na piedchozim pfikladu. Vidéli jsem, ze pokud tfi body patii do mnoziny feSeni systému
linearnich nerovnic, bude tam lezet i cely trojihelnik jimi “generovany”. Naopak trojihelnik
lze zadat tfemi nerovnicemi vyjadiujicimi ndlezitost do t#{ polorovin uréenych jednotlivymi
hranami trojtihelnika. Samoziejmé bude trojihelnik spliiovat také spoustu dalsich nerovnic,
ale ty budou opét “generovany” témi zminénymi tiemi. Trojuhelnik tedy lze zadat tfemi body
nebo tfemi nerovnicemi. Ve vyssich dimenzich uz tyto pocty nebudou totozné, ale vzdy bude
platit, ze dany utvar lze zadat kone¢nym poctem bodu, pravé kdyz jej lze zadat koneénym
poc¢tem linedrnich nerovnic a takovéto tutvary budeme nazyvat polyedry.

Zabyvejme se nyni kratce tim, jak vypadaji polyedry dimenze 2. S vyjimkou celé roviny
se jednd o mnohouhelniky s tim, Ze nékteré vrcholy muZzou lezet “v nekonecnu”; napiiklad
(konvexni) thel je trojuhelnik majici dva vrcholy v nekoneénu. Jestlize k roviné priddme body
v nekoneénu (pujde o jisté projektivni rozsiteni), muzeme pak s body v nekoneénu naklddat
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stejné jako s ostatnimi body a situace se stane homogenni; po pravdé se opravdu stanou
definujici rovnice homogenni, jak ¢asem uvidime. Protoze je tato homogenni situace vyrazné
jednodussi, zacneme prvné s ni a budeme tedy zkoumat podmnoziny R" skrze homogenni
linedrni nerovnice, které tato podmnozina spliuje.
Zatneme s Galoisovou konexi, ktera je sice pomérné snadnym pojmem, ale bude i pfesto

velmi uzite¢na.
Definice 2.1. Galoisova konexe je dvojice zobrazeni F: Az—= B :G mezi usporddanymi
mnozinami A, B, splaujici:

e a<d = Fa>Fd,

e b<V = Gb> GV,

e a < GFa,

e b < FGbH.

Prvni dvé podminky fikaji, ze obé F', G obraci uspotfadéani, pro vysvétleni zbylych dvou
budeme prvky v obrazu G nazyvat G-uzaviené a prvky v obrazu F pak F-uzaviené. Pro
a € A je GFa tedy G-uzavieny, nyni ukazeme, ze je dokonce nejmensi G-uzavieny nad a:
necht tedy a < Gb, pak b < FGb < Fa a nakonec a < GFa < Gb. Budeme tedy iikat, Ze
GFa je G-uzaveér a, slozeni GF budeme nazyvat uzavérovy operator a zejména vidime, ze a
je G-uzavieny, pravé kdyz GFa = a.

Lemma 2.2. Galoisova konexe se zuZuje na bijekci mezi G-uzavienymi a F-uzavrenymi
proky. Ol
2.1. Polyedralni kuzely

Prvné se budeme zabyvat homogenni situaci, tedy homogennimi linedrnimi nerovnicemi.
Uvazme nésledujici Galoisovu konexi

(—)°: {podmnoziny U} == {podmnoziny U*} :(—)°

posilajici podmnozinu X C U na mnozinu v8ech homogennich linearnich nerovnic, které tato
podmnozina spliiuje, presnéji

X°={a€U"|Vz € X:ax >0}

Zobrazeni v opa¢ném sméru je definovdno zcela analogicky: piifadi systému A linedrnich
nerovnic mnozinu feseni tohoto systému,

A®={z €U |Va€ A: ax > 0}.

Evidentné (—)®-uzaviené podmnoziny, tj. prvky obrazu (—)¢, jsou pravé mnoziny feseni
systému homogennich linedrnich rovnic a (—)®-uzdvér mnoziny X je pak mnozina X°° feseni
systému vSech homogennich nerovnic, které X spliiuje. O néco prehlednéji je mnozina feseni
jedné nerovnice poloprostor prochézejici pocatkem a X°¢ je tedy prunik vSech poloprostoru
prochézejicich pocatkem, ve kterych X lezi. Néasledujici tvrzeni pomérné snadno charakterizuje
(—)®-uzaviené mnoziny, v dalsim jej ale nebudeme pouzivat.
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Tvrzeni 2.3. Podmnozina X C U je (—)®-uzaviend, pravé kdyz je X uzaviend na nezdporné
linedrni kombinace a zdrovern uzaviend ve smyslu topologie.?

Mnozindm uzavienym na nezaporné linearni kombinace budeme fikat konvexni kuzely.
Definujme
cone X = {t1$1++tn[]}n ‘ TZZO, Ty EXa tl > 0}7

tj. mnozinu v8ech nezdpornych linedrnich kombinaci prvki (pro n = 0 dostaneme 0 € cone X).
Mnozina X je tedy konvexni kuzel, pokud X = cone X. Podle pfedchoziho tvrzeni se Galoisova
konexe zuzuje na bijekci

{uzaviené konvexni kuzely v U} = {uzaviené konvexni kuzely v U},

v dalsim nés ale budou zajimat jen ty konvexni kuzely, které jsou v né¢jakém smyslu konecné
a které budou zjevné (—)®-uzaviené.

Definujme H-kuzel jakozto mnozinu tvaru A° pro libovolnou konecnou mnozinu A, tedy
jakozto mmnozinu feSeni koneéného systému homogennich linearnich nerovnic. Definujme déle
V-kuzel jakozto mmnozinu tvaru X°° pro néjakou konecénou mnozinu X; jednd se tedy o
nejmensi (—)®-uzavienou mnozinu obsahujici X a je tedy v jistém smyslu generovana koneénou
mnozinou X — néasledujici véta tuto situaci popise konkrétné. Evidentnté pak dostavame
zuzenim Galoisovy korespondence bijekce

{V-kuzely v U} = {H-kuzely v U*}
{H-kuzely v U} = {V-kuzely v U*}

Véta 2.4. Ndasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. C je V-kuzel,
2. C = cone X pro néjakou koneénou mnozinu X,

3. C' = X°° pro néjakou konecnou mnozinu X, tj. C je H-kuzel.

Mnozindm tohoto tvaru budeme tikat polyedrdlni kuZely.

Pozndmka. V kontextu predchoziho tvrzeni lze ekvivalenci prvnich dvou popisu interpretovat tak, ze pro
kone¢nou mnozinu X jiz bude cone X topologicky uzavieny konvexni kuzel a lezi tedy v obrazu. Poznamenejme,
Ze pro nekone¢nou mnozinu X toto pravda neni (to by pak kazdy konvexni kuzel byl automaticky topologicky
uzavieny).

3Zjevné kazd4 mnozina feseni A° je uzavieny konvexni kuzel (napiiklad je to prinik poloprostorii a® pro
a € A, které jsou uzavienymi konvexnimi kuzely, a tim pddem i jejich prunik).

Zbyva tedy ukdzat, Ze naopak kazdy uzavieny konvexni kuzel X spliiuje X = X°°, pficemz inkluze C plati
pro libovolné X. Necht tedy X je uzavieny konvexni kuzel a u ¢ X. Zvolme na U libovolné skaldrni souéin
a nechf T € X je n&jaky z nejblizsich bodi k u (podle definice je X neprdzdni a nejblizsi bod existuje diky
uzavienosti X). Potom zjevné

ar = (T —u,x) =1/2- (%’t:O T4tz —u,T+tz—u)>0
(v opatném piipadé by vzdalenost T +tx od u byla pro malé ¢ > 0 mensi nez vzdalenost T od u), takze a € X°,
pritom
au = (T —u,u) < (T—u,T)=1/2-

%’t:l (tT —u,tT —u) =0

(v opacném piipadé by vzdalenost tZ od u byla pro t blizko 1 mens{ nez vzdélenost T od ), takze u nespliiuje
au >0 atedy u ¢ X°°.
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Pro dukaz bude zcela zasadni tzv. Motzkinova eleminace, kterou lze teoreticky pouzit
i k TeSeni soustavy nerovnic — konkrétné ji lze pouzit k rozhodovani, zda dany systém ma
néjaké feseni. Uvazujme soustavu homogennich linedrnich nerovnic bt+ Az > 0 v proménnych
t,x1,...,xy, jako soustavu nerovnic v jedné proménné ¢ a povazujme tedy x1,...,x, za pa-
rametry. Budeme zkoumat, kdy ma tato soustava feSeni. Jednotlivé nerovnice v systému
rozdélime podle koeficientu j;:
Bit +a;x >0

Pokud B; = 0, je tato nerovnice ekvivalentni ajz > 0. Pokud S > 0, je tato nerovnice
ekvivalennti ¢ > —ay /By - x. Pokud f3; < 0, je tato nerovnice ekvivalennti ¢ < —a;/f; - x.
Zjevné lze systém skladajici se z poslednich dvou typu nerovnic vyfesit vzhledem k t, pravé
kdyz kazda horni mez je vétsi nebo rovna kazdé dolni mezi, tj.

—ai/B1 x> —ar/Br -

nebo ekvivalentné

(ar/Br —ar/B) -z > 0.

Spoleéné s nerovnicemi prvniho typu, tj. ajz > 0, dostdvédme soustavu A’z > 0, pro niz plati:
pro kazdou volbu parametru x mé puvodni soustava bt + Ax > 0 néjaké feSeni t, praveé kdyz
plati A’z > 0. Symbolicky:

Jt:bt+Ax >0 < Az >0.

Pozndmka. Jednd se o analogii Gaussovy eliminace. V teé¢i rovnic by Motzkinova eliminace probihala tak, ze
bychom z kazdé rovnice obsahujici t vyjadrili ¢ a tato vyjadfeni polozili navzdjem si rovna, rovnice neobsahujici
t bychom zachovali. To je zhruba to samé, co se déje pii Gaussové eliminaci, tam ale porovndme vSechna
vyjadfeni pouze viéi jednomu konkrétnimu (danému vybérem pivota).

Posledni formulace fiké, ze lze Motzkinovu eliminaci povazovat za tzv. eliminaci (exis-
tencnich) kvantifikdtort, protoze pro danou formuli s existenénim kvantifikatorem najdeme
ekvivalentni formuli bez kvantifikatoru, pficemz iteraci lze samoziejmé odstranit libovolny
koneény pocet existencénich kvantifikatoru.

Pozndmka. Jind formulace vyuzivé projekci (¢,x) — z. Formule vlevo zjevné popisuje obraz mnoziny feSen{
soustavy bt + Az > 0, tedy obecného H-kuzelu. Ekvivalence pak 7ikd, ze obrazem je H-kuzel zadany soustavou
A’z > 0. Tak lze interpretovat i nasledujici diikaz hlavni véty.

Diikaz. Prvné ukazeme 2 = 3. Necht tedy X = {z1,..., 2}, pak cone X je zjevné mnozina
téch z, které splnuji formuli

dty - x =t + -+ tpxg, t1 >0, >0

Protoze je vsak tato formule ekvivalentni formuli Az > 0 diky Motzkinové eliminaci, jednd
se o H-kuzel.

Nyni ukdzeme 1 = 2, pfesnéji pro koneénou mnozinu X dokazeme X°° = cone X. Protoze
je X°° nejmensi mnozina tvaru A® obsahujici X, stac¢i ukézat, ze cone X spliiuje totéz. Podle
pravé dokdzané implikace 2 = 3 je cone X tvaru A° (navic pro koneénou mnozinu A). Zaroven
je kazda mnozina tvaru A® uzaviena na nezaporné linedrni kombinace, takze pokud obsahuje
X, musi obsahovat i cone X a tim padem je cone X nejmensi.

Implikace 3 = 1 je jednoduchou aplikaci duality a jiz dokazané implikace 1 = 2 = 3,
totiz C je H-kuzel = C° je V-kuzel = C° je H-kuzel = C je V-kuzel. O
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Diusledek 2.5 (Farkasovo lemma pro kuzely). Necht C': Az > 0 je polyedrdlni kuZel. Pak
C spliiuje linedrni nerovnici cx > 0, prdavé kdyz je tato nezdpornou linedrni kombinaci gene-
rujicich nerovnic, tj. ¢ = yA pro néjaké y > 0.

Diikaz. Podle predpokladu plati C = A°, kde A nyni bereme jako mnozinu fadku matice A,
tedy jako podmnozinu A C U*. Jestlize C spliiuje cx > 0, pak ¢ € C° = A®® = cone A,
protoze je A kone¢na. To ale pfesné znamend, Ze ¢ je nezapornou linedrni kombinaci fadku
matice A. O

2.2. Polyedry

Uvazujme U jako podprostor {1} x U C R x U se soufadnicemi ¢ na R a x na U, tedy jako
podprostor {t = 1}. Zjevné feSeni systému b+ Az > 0 jsou pravé pruniky

{ot + Az >0} N {t =1}

polyedralnich kuzelu s nadrovinou {¢ = 1}. Takovym podmnozindm budeme fikat polyedry.
Zabyvejme se nyni podrobnéji zobrazenim

{kuzely v R x U} — {polyedry v U}

danym prévé prunikem s {¢ = 1}. Ozna¢me pro jednoduchost C; = C N {t = 1}, v dalsim
budeme potiebovat také Cy = C N {t = 0}. Je-li polyedr P obrazem kuzelu C, pak ziejmé
P =Cy CC, takze P°° C C a nésledné

P C(P*)yCC

a protoze P = C}, dostdvame P = (P°®);. Mame tedy pfirozeného kandiddta na inverzni
zobrazeni, totiz P +— P®°. Ziejmé kuzely tohoto tvaru budou obsazeny v t > 0, protoze cely
prostor {¢t = 1} je v tomto poloprostoru obsazen. Navic, pokud P # (), neni P°° zcela obsazen
v {t = 0}. Budeme tedy fikat, ze kuzel C je kladny, pokud C C {t > 0}, C € {t = 0}. Ve
zbylém piipadé P = ) je pak P°® = 0. Kladnym kuZelim spole¢né s nulovym budeme iikat
nezdpornée.

Véta 2.6. Zobrazeni C — Cy je bijekce
{nezdporné kuzely v R x U} — {polyedry v U}
s inverzi P +— P°.

Dukaz. Jiz jsme ukazali, ze pro polyedr P plati P = (P°°);, zbyva tedy dokdzat C' = C7° pro
nezaporné kuzely C. Protoze se jednd o (—)®-uzaviené mnoziny, je toto ekvivalentni C° = C¥,
pricemz implikace = je trividlni. Necht tedy cx > 0 plati na C; a ukéZeme, Ze plati i na C.
Protoze kazdy prvek C' s ¢ > 0 je kladnym nésobkem prvku z C bude nerovnice cx > 0 pro
takové prvky splnéna a zbyvéd vyfesit pifpad v € Cy. Necht xy € Cy je libovolny bod. Pak
xo+ Av € C1 pro libovolné X > 0 a musi tedy platit ¢(zg+ Av) > 0 pro libovolné A > 0 a tedy
jisté cv > 0, takze v také spliuje uvazovanou nerovnici. O

Nyni vysvétlime, jak popsat polyedry pomoci V-kuzelu. Protoze je V-kuzel obsazen v ¢ > 0,
muzeme jeho generujici vektory psat jako (1, x;) nebo (0, v;). Jejich nezdporna kombinace lezi
v {t = 1}, prave kdyz je tvaru

ATy + o+ Mg+ tior + -+ o,
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kde A1 +---+ Ar = 1 a vS8echny koeficienty jsou nezaporné. Jedna se tedy o soucet konvexniho
obalu conv{zi,...,x;} bodu a konvexniho kuzele cone{vy, ..., v} vektoru. Druhd mnozina
je pak zaroven prunikem s {t = 0} a lze ji tedy povazovat za “zaméfeni” polyedru.

Poznamka. Podmnozina
conv X = { Az + -+ Nz [ A1+ + A =1, N\ >0}

je nejmensi konvexni podmnozina obsahujici X, tj. nejmensi podmnozina uzaviena na kon-
vexni kombinace (nezdporné se souctem koeficientu 1). Plati totiz, ze konvexni kombinace
konvexnich kombinaci je opét konvexni. Navic 1ze kazdou takovou dostat iterovanim konvexni
kombinace pro dva prvky, kde Az + py = x + p(y — ) jsou presné body tsecky zy, protoze
w € [0,1], takze podmnozina je konvexni, pravé kdyz s kazdymi dvéma body obsahuje i
prislusnou tsecku.

Uvazujme nyni kladny polyedrélni kuzel C': Az > bt. Prunikem s {t = 1} tak dostaneme
polyedr P: Ax > b. Naopak, kazdd neprédzdnd mnozina tohoto tvaru dostaneme jako C7 pro
kladny kuzel C: Ax > bt, t > 0. Diky jednoznac¢nosti plati P°® = C a tedy nerovnice, které
P spliuje jsou pravé nezaporné linedrni kombinace Ax > bt, 0 > —t, coz muzeme diky ¢t = 1
prepsat jako nezaporné linedrni kombinace

Az > b, 0x > —1,

tedy linearni nerovnice, které P spliiuje jsou pravé nezaporné kombinace generujicich nerovnic
a trividlni nerovnice 0 > —1.

Tvrzeni 2.7 (Farkasovo lemma pro polyedry). Polyedr P: Az > b je prdazdny, tj. soustava
Ax > b nemd tesent, pravé kdyz nezdpornou linedrni kombinaci nerovnic z Ax > b lze vyrobit
0>1.

Dikaz. Soustava nemé tesenti, pravé kdyz kuzel C': Ax > bt ma prazdny prunik s {t = 1}, tj.
praveé kdyz lezi v 0 > t. To je ale pravé kdyz je 0 > ¢ nezdpornou linearni kombinaci nerovnic
z Ax > bt. Tvrzeni se dostane dosazenim ¢ = 1. O

2.3. Afinni obal polyedru

Lemma 2.8. Necht P: Ax > b je neprdzdni polyedr. Pak jsou ndsledugjici podminky ekviva-
lentni:

1. P nesplnuje Zidnou netrividlni rovnici.
2. P nespliiuje Zddnou netrividlni nerovnici z Ax > b jako rovnici.

3. Existuje bod P splriujici viechny netrividlni nerovnice v Ax > b ostre.

Zjevné prvni podminka znamend, ze P nelezi v zddném vlastnim afinnim podprostoru,
tedy ze afinni obal P je cely prostor U. V takovém piipadé fekneme, ze dimenze P je rovna
dimenzi U. Body z podminky 3 nazveme wvnitini body polyedru P, takze budeme fikat, ze P
je polyedr s neprazdnym vnitikem.

Obecné lze uvazovat P uvniti svého afinntho obalu, kde podminky jiz splnény budou
(nékteré nerovnice se po zizeni na afinni obal stanou trividlnimi) a dimenze P je pak rovna
dimenzi tohoto afinniho obalu. Vnitini body P chapaného jako podmnozinu svém afinnim
obalu nazveme relativné vnitini.
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Snadno se ukéze, ze kazdy bod je relativné vnitinim bodem prévé jedné stény (a kazda
neprazdnd sténa ma néjaky relativné vnitini bod), totiz stény urc¢ené vSemi nerovnicemi z
Az > b, které jsou v daném bodé splnéné jako rovnice. Ostatni jsou splnény ostie, takze
podle lemmatu je bod relativné vnitinim bodem této stény. Je tedy kazdy polyedr disjunktnim
sjednocenim relativnich vnitika stén.

Dukaz. Budeme predpokladat, ze vSechny nerovnice v Ax > b jsou netrivialni.

Implikace 1 = 2 je zfejmaA.

Pro implikaci 2 = 3 predpokladame, Ze kazda nerovnice a;z > fB; systému Az > b je
v néjakém bodé z; € P splnéna ostie. Potom barycentrum %xl + -+ %xk bude vSechny
nerovnice spliovat ostfe.

Zbyva 3 = 1. Budeme ekvivalentné dokazovat, ze zddna netrivialni nerovnice neni na P
splnéna jako rovnice. Uvazme tedy nerovnici cx > §, kterd je splnéna na P a musi tedy byt
nezapornou linearni kombinaci nerovnic z Ax > b, 0x > —1. Pokud je navic netrivialni, musi
byt néjaky koeficient nenulovy. Kazdy bod spliiujici jednotlivé nerovnice ostie, jehoz existence
je zarucena podle 3, bude spliovat ostfe i nerovnici cx > § a tato nerovnice tedy nemuze byt
na P splnéna jako rovnice. O

2.4. Stény polyedrua

Necht cx > 6 je linedrni nerovnice, kterou polyedr P spliiuje. Potom prinik P s podprostorem
cx = 0 nazveme sténou polyedru P. Dva specialni pripady nerovnic, které P spliiuje jsou
O0x > —1, 0z > 0, které odpovidaji sténdm 0, P.

Necht nyni P: Az > b. Jiz vime, Ze cx > § plati na P, pravé kdyZ je nezdpornou linearn{
kombinaci nerovnic ze systému Ax > b a Ox > —1. Jestlize ma byt prunik polyedru P s
podprostorem cx = § neprazdny, jisté nebude posledni nerovnice v kombinaci vystupovat.
Navic pokud cx > ¢ je kombinaci, ve které vystupuji s nenulovymi koeficienty pravé radky
a;x > Bi, feknéme s koeficienty A; > 0, pak pro libovolné x € P plati

cx=0 < Vi:axz=7p0;

(jinak by musela platit pro néjaké i nerovnost a;z > (; a protoze je nerovnice bréna s kladnym
koeficientem, bylo by i cx > §). Je tedy obecné sténa dana tim, ze nékteré z nerovnic systému
Az > b nahradime rovnicemi.

Lemma 2.9. Necht P: Ax > b je polyedr s neprdzdnym vnitikem. Predpoklddejme, Ze Zddnd
nerovnice systému Ax > b neni nadbyteénd (tj. disledkem zbylych nerovnic). Potom prirazend

{nerovnice systému Az > b} — {stény P kodimenze 1},

posilagici nerovnici ax > B na sténu P N {ax = B}, je bijekce.

Dukaz. Prvné ukazeme, ze je zobrazeni dobie definované, tedy ze pro kazdou nerovnici ax > 8
systému je piislusnd sténa kodimenze 1, tedy ze mé uvniti nadroviny {ax = B} neprazdny
vnitfek. Ozna¢me podsoustavu vzniklou odstranénim nerovnice jako A’z > . ProtoZze m4
P neprézdny vnitfek, existuje z splaujici A’z > V', az > . Protoze neni naSe nerovnice
nadbytecénd, musi existovat bod y spliujici A’y > ¥, ay < . Vhodnou kombinaci y, z s
kladnymi koeficienty dostaneme bod x spliiujici A’z > V', ax = 3, jedn4 se tedy o vnitini bod
stény P N {ax = B}.
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Kazda sténa je ddna nahrazenim nékterych nerovnic systému piislusnymi rovnicemi. Po-
kud by byly alespon dveé, ptislusny afinni prostor by mél kodimenzi alespon dvé a sténa by
nemohla mit kodimenzi 1. Je tedy zobrazeni surjektivni.

Kazda sténa kodimenze 1 ma jako afinni obal afinni nadrovinu a protoze méa P neprazdny
vnitiek, lezi P pravé v jednom poloprostoru uréeném touto nadrovinou. Je tedy nerovnice
zadavajici sténu uréena jednoznacné az na kladny nasobek. Diky nenadbytecnosti je v systému
maximalné jedna takova nerovnice. Je tedy zobrazeni injektivni. 0

Z dukazu je navic ziejmé, Ze nenadbytetné nerovnice jsou jednoznacné az na kladny
nasobek (formulace analogického vysledku pro polyedry s prazdnym vnitikem je vyrazné

vvvvvv

Dasledek 2.10. Minimdlni (tj. minimdlni neprdzdné) stény jsou afinni podprostory. Je-li
polyedr P: Ax > b, jsou minimdlni stény tvaru {A'x = b}, kde A'x >V je podsystém
Ax > b.

Dukaz. Kazda sténa je dana nahrazenim nékterych nerovnic systému prislusnymi rovnicemi.
Ozna¢me podprostor uréeny témito rovnicemi U’ C U. Pokud je sténa minimdlni, musi byt
zbylé nerovnice trividlni na U’, jinak by existovala n&jakd nenadbyteénd a ta by urcovala
néjakou sténu. Jestlize jsou vSak ostatni nerovnice nadbytecné, je celé U’ sténou. Navic vidime,
ze je U’ prostor feSeni systému rovnic uréeného podsystémem Az > b. Poznamenejme, Ze z
toho, ze dalsi nerovnice musi byt na U’ trivialni, snadno plyne, ze kazd4 minimdln{ sténa ma
zaméteni { Ax = 0}, zejména je tedy stejné pro vsechny minimalni stény. O

Polyedr, jehoz minimélni stény jsou body se nazyva bodovany a jeho minimélni stény se
nazyvaji vrcholy. Samoziejmé kazdy neprazdny polyedr obsahuje néjakou minimalni sténu,
zejména kazdy neprazdny bodovany polyedr obsahuje vrchol. Vrcholy jsou dany jako Feseni
(nékterych) systému n nezdvislych rovnic A’z = b’ jako v dusledku.

Piiklad. Kazdy polyedr {Ax = b, x > 0} je bodovany, protoze neobsahuje piimku. Vrcholy
jsou {Ax = b, z = 0}, kde z jsou nékteré souradnice x; ne kazdd volba urcuje vrchol. Pokud
ma systém Az = b nezavislé fadky, muzeme soutadnice brat tak, ze systém Az = b, z =0 mé
n taddku a hodnost n. Jsou tedy vrcholy popsédny (obecné nejednozna¢né) nékterymi (n — k)-
prvkovymi podmnozinami M C {1,...,n}, kde k je hodnost matice A. To ndm vyrazné
zjednodusi pocitani s vrcholy.

Pozndamka. Polytop je polyedr tvaru P = conv X pro X kone¢nou mnozinu bodu. Plati, ze
prvky X, které nejsou nadbytecné, jsou pravé vrcholy P: Diky nenadbyte¢nosti y ¢ conv(X ~
{y}). Existuje tedy néjaka nerovnice cx > 0, kterd je splnéna na conv(X ~\ {y}), ale nikoliv
na y, tj. cy < 0. Potom cx > cy je nerovnice, kterou spliuje P, a pfitom pfislusna sténa
PN {cx = cy} je tvofena pravé bodem y, takze se jednd o vrchol. Naopak pokud by vrchol y,
zadany nerovnici cx > 4, byl kombinaci zbylych vrcholu polyedru, musely by tyto také lezet
na opérné nadroviné cx = 9, takze by piislusnd sténa obsahovala vic bodu a nejednalo by se
o vrchol.

Nenadbytecné generujici body tedy odpovidaji vrcholim, nenadbyteéné generujici nerov-
nice odpovidaji sténam — pékny piiklad duality.
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2.5. Faces of polyhedral cones

For a cone C' C V we define the lineality space s(C') to be the maximal vector subspace of C.
Since C' is closed under sums, it is easy to see that s(C) is the union of all vector subspaces
of C and thus equals

s(C)={veV|+v,—veC}

We say that C is pointed if s(C') = 0. By passing to the quotients
C/s(C) CV/s(C)

we may replace any cone by a pointed one and thus we restrict ourselves to pointed cones,
only commenting occasionally on general versions of the results (our main application — the
simplex method for solving linear programs — works with pointed cones anyway).

Remark. Dually, S(C) = s(?C)" is the minimal linear subspace containing C, i.e. the linear
span of C. Again by restricting V' to this linear span, one may assume that S(C) = V; this
is useful for defining dimension of C, the interior of C' etc.

We define a face of C to be the subset C'N{cx = 0} for some ¢ € PC, i.e. such that cz >0
on C.* We observe that faces are closed under intersections: This follows from

(CNn{cx=0})N(CN{de=0})=CnN{(c+d)zx =0}

Thus, if C': Ax > 0, replacing any number of inequations from the system Ax > 0 by equations
produces a face. Conversely, for any face C' N {cx = 0}, Farkas lemma says that c is a
nonnegative linear combination of A and the above equality read backwards shows that this
face is then given by replacing in Ax > 0 certain inequations by equations, namely those that
appear in the combination with a positive coefficient. This shows, in particular, that a face of
a face is a face.? For this reason, the face relation is an order and coincides with the inclusion
of faces.

Let C' = cone X be pointed and assume that 0 ¢ X. Let z € X. Since —x ¢ C, there
exists ay € UC such that ayz > 0. Then the sum ag = erX ay € UC is such that ag > 0 on
X and thus also on C' \ 0. Thus, the corresponding face C' N {ap = 0} = 0 is zero and is thus
the smallest face. (More generally, when C' is not pointed, the smallest face is s(C').) We will
now study the minimal faces (minimal above 0).

Remark. Tt is useful to visualize the cone C as a subset of the “positive projective space”
PL(V) of the rays (halflines) in V. This is in bijection with the unit sphere. Now the above
ag € PC allows one to setup the coordinate system so that ag = 2° and then all the points
of C' C P, (V) are proper points and we thus obtain a (compact) subset of the affine space.
The property of C' being closed under nonnegative linear combinations is then translated to
the convexity of this subset. This reduction of dimension by 1 allows us to visualize cones in
dimension 4 by looking at the picture in the affine space of dimension 3.

Let C' = cone X be pointed and let x € X be irredundant, i.e. such that cone(X \ z) C

=

cone X. Then there exists a € V* such that a(X ~\ z) > 0 and az < 0. A suitable linear

4In other words, we add —c to Be.

50ne can prove this without using the defining system: If the face is given by b and inside that the face
is given by co then for any ¢t > 0 it is also given by ¢ = ¢o + tb. For a suitable choice of ¢, the corresponding
¢ € BC and as such gives a face of C.
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combination b = a + tag, for some ¢ > 0, then satisfies b(X ~\ x) > 0 and bz = 0 and thus
the corresponding face equals cone z, the ray spanned by z. Clearly, this is then a minimal
face. Conversely, any face is easily of the form coneY for some Y C X (namely, if the face
is given by cx = 0 then the subset is Y = X N {cx = 0}; not every subset of X qualifies)
and thus minimal faces are exactly the rays spanned by elements of X; these must then be
irredundant (if b gives a face conex then for some suitable t > 0 we get that a = b — tag
satisfies a(X \ x) > 0 and az < 0, making z irredundant).

b=0| a=0

cone X
-+ -4+

—tag

+tao

Remark. In the affine picture, minimal faces are irredundant points, i.e. vertices.

Remark. The dual version of the above argument is that (when C = A" is a cone with
S(C) = V) irredundant elements of A correspond to maximal faces of C' and that these are of
codimension one. In detail, there exists vy € C' such that Avg > 0 and for each irredundant a
there exists v such that (A~ a)v > 0 and av < 0; for some ¢ > 0 defining u = v+tvg we obtain
(A~ a)u > 0 while au = 0 yielding that u lies in the interior of CN{ax = 0} and thus the face
has codimension 1 (as such it must be maximal). Any face is given by Bz = 0 for some B C A
and thus maximal faces are given by a single element of A (again it is irredundant since one
can produce from an interior point of C' and from an interior point of the face C'N {ax = 0}
a point that satisfies the inequations from A \ a but not a).

2.6. Uloha linedarniho programovani

Jde o tdlohu minimalizovat (nebo maximalizovat) linedrni funkci cz na polyedru P: Az > b.
Ulohu budeme zapisovat

min{cx | Az > b}.

Stejny zdpis samoziejmé znaci minimalni hodnotu této funkce, ndm vsak pujde o to najit bod
x € P, v némz minimum nastavd. Poznamenejme, ze z vyjadieni P = conv X + coneV a z
linearity funkce cx vyplyva, ze obraz cP C R je opét polyedr, tedy uzavieny interval. Mame
tfi moZnosti — bud je obraz prazdny, to nastane pravé kdyz je P prazdny, nebo je zdola
neomezeny nebo ma minimum §. V poslednim piipadé je mnozina v8ech bodu ve kterych
nastava minimum {cz = §} N P a jedn se tedy o (neprdzdnou) sténu polyedru, nebot cx > §
na P. Pokud je polyedr P bodovany, nastdvd minimum nutné v néjakém vrcholu. Toho
vyuziva metoda pro nalezeni optima, tzv. simplexova metoda.

Uvedeme dva specidlni piipady, které jsou ekvivalentni iloze v obecném tvaru, ale zaroven
jsou velmi duezité — jednak kvili dualité a jednak kvuli simplexové metodé.
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2. Polyedry a linedrni programovan{

Nasledujici typy tloh jsou ekvivalentni:

min{cz | Az > b}
min{cz | Az > b,x > 0}
min{cz | Ax = b,z > 0}

Tim je mysleno, ze pro kazdou ulohu prvniho typu umime sestrojit tlohu druhého typu, z
jejihoz feSeni umime vyrobit feSeni v puvodni tloze, atd. Ukazeme nyni tedy redukce prvniho
typu na druhy a druhého na tfeti. V opacnych smérech neni potieba ilohu ménit, protoze se
jednd o postupné specialnéjsi tvary. Pro tilohu min{cz | Az > b} nahradime neznamy vektor
z rozdilem dvou nezdpornych vektortu, z = x4 — x_, kde tedy zo,z_ > 0. Dostaneme tak
ulohu

min{cz | Az > b} ¥ min{cxy —co_ | Avy — Ax_ > b,xy,z_ > 0}
druhého typu, Feseni puvodni tlohy se dostane jako x = x4 — z_. Pro dlohu min{cz | Az >

b,z > 0} zavedeme substituci s = Az — b > 0, ¢imZz nerovnici Az > b nahradime rovnici
Az — s = b, kde tedy s > 0 (tzv. piebytek). Dostaneme tak lohu

min{cz | Ax > b,z > 0} ~ min{cz | Az —s =b,x,s > 0}

tfetiho typu, feSeni puvodni tlohy se dostane zapomenutim s.

2.7. Dualita v linearnim programovani
Nejjednodussi je: min{cx | Az > b} lze popsat jako nejvétsi dolni zdvoru, pticemz d je dolni
zavora, pokud Ax > b = cx > J, takze podle Farkasova lemmatu to nastane, pravé kdyz

je cx > 6 nezépornou linedrni kombinaci Az > b (také bychom mohli pouzit Ox > —1, tim
bychom ale dostali mensi dolni zavoru, takze ignorovani této nerovnice maximum nezmeéni).

min{cz | Az > b} = max{0 | Jy > 0: ¢ = yA, § = yb}
= max{yb | c=yA, y > 0}

Dualné samoziejmé
min{cz | Az =b, x > 0} = max{yb | ¢ > yA}.

vvvvvv

min{cz | Az > b,z > 0} =max{6 |y > 032 > 0: c=yA+2E, 6 = yb+ 20}
=max{yb |3z >0: c=yA+ 2z, y >0}
=max{yb | c > yA, y > 0}

(pfitom lze elementdrné vidét, ze kazdé yb je mensi nebo rovno kazdému cx, takze stejna
nerovnost bude platit i pro maximum a minimum: yb < y(Az) = (yA)z < cx).
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2. Polyedry a linedrni programovani

2.8. Simplexova metoda

Prvné uvedme metody, které sice funguji, ale nejsou piilis efektivni. Zaprvé lze Motzkinovou
eliminaci popsat obraz P pfi zobrazeni czx, tj. popsat mnozinu

{6 |3x: cx =0, Az = b, x > 0}.

Bude se jednat o interval a jeho minimum je pravé minimum tlohy. K nému pak Ize opét
Motzkinovou eliminaci nalézt néjaké feseni. Druhou metodou je prvné sestavit seznam vsech
vrchol a poté porovnat funkéni hodnoty v nich. K tomu lze pouzit popis vrcholu jakozto
feSeni soustav Ax = b, z = 0, kde z je ngjakd podmnozina proménnych x, viz nize.

Budeme ptedpokladat tdlohu ve tvaru min{cz | Az = b, x > 0}, kde o soustavé rovnic
Ax = b budeme navic pfedpokladat, ze jsou z ni odstranény nadbytecné rovnice, takze jeji
hodnot je rovna poctu fadku k. Polozme n = k + [, tedy [ je dimenze podprostoru {Ax = b}.
Vrcholy polyedru P: Az = b, x > 0 budeme popisovat mnozinou indexi, pro které x; = 0.
Pisme souhrnné tyto proménné jako z a zbylé proménné jako y. Protoze piredpokladame, ze
podprostor {Az = b, z = 0} ma dimenzi 0 (jednd se o vrchol) a soustava Az = b ma linedrné
nezavislé fadky, muzeme piipadnym zredukovanim proménnych z dosdhnout toho, ze je téchto
pravé [ a tedy proménnych v y je pravé k. Soustavu Az = b pak Ize upravit do ekvivalentniho
tvaru y + Az = b, tj. rozfesit ji vzhledem k proménnym y, konkrétné y = b — Az. V takovém
pifpadé je vrcholem pravé (y,z) = (b,0). Pak lze ale také linedrni funkci cz na podprostoru
Az = b napsat pouze v proménnych z (dosazenim y = b — Az).

Lemma 2.11. Pokud md vyjddieni cx pomoci z viechny koeficienty nezdporné, je vrchol (b, 0)
bodem, ve kterém nastdvd minimum.

Predpoklddejme tedy déle, ze koeficient u z, je zdporny, ozna¢me zbylé proménné 2/,
pak pro z; > 0, 2/ = 0 dostaneme bod s mens{ funkéni hodnotou. Uvazme tedy piimku
{Az = b, 2/ = 0}. Ta protina polyedr P v hrané, jejimz jednim vrcholem je bod (b, 0). Kazda
nerovnice y; > 0 zaddva omezujici podminku na z,:

y+agzg+AZ =b
vzhledem k 2/ = 0 ddva y; + aigzq = B;, tedy
QigZq < Bz

Pokud oy < 0, nedavé tato rovnice na z, zd&dné omezeni shora, budeme tedy v dalsim uvazovat
pouze ty rovnice s a;q > 0, kdy tato rovnice je ekvivalentni z, < 3;/aq.

Lemma 2.12. Pokud jsou vsechna oy < 0, je hrana neomezend a funkce cx podél ni klesd,
takZe nenabyvd minima.

Piedpokldddme tedy, Ze néjaké aj; > 0 a mezi nimi vyberme index p, pro ktery je pomeér
Bp /apq minimélni. Pak drubhym vrcholem hrany je z, = Bp/ apg a tedy y, = 0. Dostaneme
tedy novy vrchol tak, Ze v proménnych y nahradime y, za z;,. Obé volby indexu p, ¢ jsou
nejednoznacné.

Pokud bude v kazdém kroku Bp > 0, hodnota se vzdy zmensi a vzhledem ke konetnému
poctu vrcholu se algoritmus zastavi. Toto nastane pro nedegenerované polyedry, tj. polyedry,
ve kterych se v kazdém vrcholu potkava pravé [ stén, tj. v kazdém vrcholu je nulovych praveé
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2. Polyedry a linedrni programovan{

[ soufadnic. Tato situace je obecna ve smyslu, ze libovolné malou zménou pravé strany b lze
dosdhnout nedegenerovanosti.

V pripadé degenerovaného polyedru je tieba opatrnosti pfi vybéru proménnych, jinak
muze dojit k zacykleni — v kazdém kroku ménime proménné popisujici vrchol, ale vlastni
vrchol se neméni, pricemz po néjaké dobé opét dospéjeme k téze mnoziné proménnych. K
zacykleni nedojde pii pouziti tzv. Blandova pravidla, které iika, ze mame volit ¢ nejmensi
mozné a v ramci této volby také p nejmensi mozné. Dukaz nezacykleni zde uvadét nebudeme.

2.9. Nalezeni vrcholu

Na zapoceti vypoctu je potieba nalézt vrchol polyedru P: Az = b, x > 0. To se nam podaii
nasledujici metodou. Pfipadnym vynasobenim nékterych rovnic systému koeficientem —1
muzeme predpokladat b > 0. Pfidejme umélé proménné ¢ > 0 a uvazme pomocnou tlohu

min{lt | Az +t =05, x >0, ¢t > 0},

ve které 1t = t1 + - - - + t; je soucet pomocnych proménnych (tj. 1 reprezentuje fadek slozeny
ze samych jednicek). Zjevné minimum takové ilohy bude existovat, protoze je hodnota funkce
zdola omezena nulou a pomocny polyedr obsahuje vrchol (z,t) = (0,b) zadany rovnicemi z =
0. Protoze pro pomocnou tilohu méme pocateéni vrchol, miuzeme na ni aplikovat simplexovou
metodu. V pifpadé, Ze nalezneme minimum vétsi nez nula, dostaneme P = (), v piipadé, ze
minimum bude nula, dostaneme bod polyedru P. Piipadnymi dodateénymi kroky muzeme
dosdhnout toho, ze piislusny pomocny vrchol bude zadan rovnicemi z = 0, t = 0, kde z je
tvofen nékterymi z proménnych x jako predtim, takze se jednd také o vrchol polyedru P.
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3. Nadkvadriky v afinnim a projektivnim prostoru

3.1. Definice nadkvadriky v readlném afinnim prostoru

Uvazujme redlny afinni prostor S s bazi (O, ey, ..., e,), pro jednoduchost muzeme predpoklddat
S = A, se standardni bazi. Nadkvadrikou v A, rozumime mnozinu Q@ C A, viech bodu, je-
jichz soufadnice v dané bazi spliiuji rovnici

n n
> ayir; +2  aioxi + ag =0,
ig=1 i=1

kde a;; = aj; € R a aspon jedno a;; # 0 pro ¢,5 € {1,...,n}. Nadkvadriky v Ay se nazyvaji
kuZelosecky, nadkvadriky v As kvadriky.

Mnohé rovnice vyse uvedeného typu (napt. 22 + 23 + 1 = 0) nemaji v redlném oboru
feSeni. Proto je vyhodné misto s nadkvadrikami v A,, pracovat s nadkvadrikami v komplexnim
rozsiteni AL,

Pozndamka. Za chvili uvidime, Ze tato definice nezavisi na soufadnicich a ve skutecnosti lze
provést ve vektorovém obalu afinniho prostoru pomoci symetrické bilinedrni formy.

3.2. Definice nakvadriky v komplexnim rozsiteni afinniho prostoru

Uvazujme komplexnf rozsifeni A redlného afinniho prostoru. Necht (O, ey, ..., e,) je néjaka
baze A,. Nadkvadrikou v AS rozumime mnozinu Q C AC viech bodi, jejichz soufadnice
v dané bazi splnuji rovnici

n n
> ayir; +2  aioxi + ag =0,
ig=1 i=1

kde a;; = aj; € R a aspon jedno a;; # 0 pro 4,5 € {1,...,n}.

Pro nadkvadriky v afinnim prostoru chceme definovat takové pojmy jako stied, teéna
nadrovina, asymptotickd nadrovina, a to nejlépe v Teci koeficientu a;;, aby nalezeni téchto
objektu bylo pocetné co nejjednodussi. To se ndm podaii celkem snadno, kdyz od afinniho
prostoru piejdeme k jeho projektivnimu rozsifeni a od kvadriky Q@ C A% C /T% k jejimu
rozsiteni Q C AC.

Popisme nyni nadkvadriku ) v homogennich soufadnicich TS. Necht tedy X = (z¢ :

x1 i+ xy) € AS. Potom tento bod lezi na Q, pravé kdyz X je vlastni, tj. zo # 0 a pak
X =(1:2t:---:22), anavic plati

n n
E aijffj-f-Q E aijo— + agp = 0.
= Zo Lo : Zo
3,j=1 i=1

Po vynésobeni zy # 0 dostdvame ekvivalentni rovnici
n n
2 : 2 : 2
Qi Tix5 + 2 a;0T;xo + agoxry = 0.
i,j=1 i=1

Mnozinu vsech bodt A%, jejichz homogenni soufadnice spliiuj{ vyse uvedenou rovnici, nazveme
projektivnim roz§irenim nadkvadriky @) a budeme ji oznacovat Q. Mnozina () muze obsahovat
i nevlastni body z v(A%) o soufadnicich (0: 2y : ---: x,).
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Polozime-li ag; = ajo a A = (a;;)} j—o, je A nenulovd symetrickd matice typu (n+1)x (n+1).
Vys8e uvedenou rovnici muzeme psat ve tvaru

n
Z AijT;xj = zT Az = 0.
i,j=0
Symetrickd matice A definuje redlnou bilinearni formu f na aritmetickém zakladu projek-
tivniho prostoru A,, predpisem

n
fla,y) = ajay; =" Ay.
i,j=0

Blok matice A piislusny kladnym indexum ¢ > 0, j > 0 budeme oznacovat /T, odpovida
kvadratické ¢éasti puvodni rovnice.

3.3. Definice nadkvadriky v projektivnim prostoru

Necht P(V) je redlny projektivni prostor dimenze n. Necht f je nenulova redlnd symetrickd
bilinedrni forma na V. Nadkvadrika @ v projektivnim prostoru P(V®) je mnozina bodi
[v] € P(VC), pro které

f(v,v) =0.

V soufadnicovém vyjadieni v néjaké bazi V' jde o feSeni rovnice

n
2T Az = E ai;rir; =0,
i,j=0

kde a;; = aj; € R a a;; # 0 pro né&jaké 4, j. Dulezitym aspektem je homogennost této rovnice,
diky niz platnost této rovnice nezavisi na volbé reprezentanta.

Pozndmka. Necht Q@ C AT je afinnf nadkvadrika. Pak mnozina @ je nejmensi projektivni
nadkvadrika, kterd obsahuje (). Toto tvrzeni neni zcela trividlni a prenechavame jej ¢tenari k
véreni.

Lemma 3.1. Nadkvadrika @ v /TS je roziirenim néjaké kvadriky v A prdvé tehdy, kdyz
existuje néjaky nevlastni bod X € v(AS), kterg v Q nelez.

Drikaz. Necht je projektivni nadkvadrika @ C AS zaddna symetrickou bilinedrn{ formou f
s matici A. Potom @ neni rozsifenim afinni nadkvadriky, pravé kdyz je blok A nulovy, tj.
pravé kdyz je zuzeni f na nevlastni podprostor nulové. To je ale pravé tedhy, kdyz je rovnice
f(z,z) = 0 splnéna pro viechny nevlastni body X = [z] € v(A%). O

3.4. Vztah mezi nadkvadrikami a symetrickymi bilinearnimi formami

Necht K, je mnozina vsech nadkvadrik v 73;(5, necht B, je mnozina vsech symetrickych bi-
linedrnich forem na aritmetickém zakladu R"*!. Protoze se jednd o vektorovy prostor, miizeme
uvazovat piislusny projektivni prostor P(B,,) = (B, ~ {0})/~.

Zobrazeni p: B, \ {0} — K,, definované piedpisem ¢(f) = {[z] € PS | f(z,z) = 0},
indukuje zobrazeni ¢: P(B,,) — K,.
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Véta 3.2. Zobrazeni ¢: P(B,) — K, je bijekce.

Dikaz. 7 definice existuje ke kazdé nadkvadrice prislusnd bilinearni symetrickd forma, tedy
@ je surjektivni zobrazeni. Chceme dokazat, ze je také injektivni, to znamend, ze zadavaji-li
dvé bilinearni symetrické formy f a g tutéz kvadriku, pak g = k- f pro néjaké k € R.

Vezméme u € R™"*! takové, 7ze f(u,u) # 0. Protoze f a g zaddvaji tutéz kvadriku, je také
g(u,u) # 0. Muzeme proto psit g(u,u) = kf(u,u) pro néjaké 0 # k € R. Vezméme nyni
libovolné v € C"*!. Potom vyrazy

f(tu + v, tu+v) = t2f(u,u) + 2tf(u,v) + f(v,)
g(tu+ v, tu+v) = t2g(u, u) + 2tg(u,v) + g(v,v),

chéapané jako polynomy druhého stupné v proménné ¢, maji podle predpokladu stejné koteny
t1, to. Z algebry vime, ze koeficienty polynomu stejného stupné (v nasem piipadé 2) a se
stejnymi kofeny musi byt imérné, proto ze vztahu g(u,u) = kf(u,u) plyne g(v,v) = kf(v,v).
Protoze vektor v byl volen libovolné, plati g = & - f. O

Pozndmka. Podobné tvrzeni plati také pro afinni nadkvadriky, konkrétné dvé kvadratické
rovnice g(x) = 0, r(x) = 0 zaddvaji stejnou nadkvadriku, tj. maji stejnou mnozinu Fesen,
pravé kdyz r = k - g pro négjaké k € R*. Dukaz se provede stejné jako v projektivnim
pripadé, jen je potieba zvolit u nevlastni; pak se stejné ukéze, ze g(z,x) = kf(x,z) pro
x = (1,21,...,2,) vlastni. To je ale pfesné rovnice r(z) = kq(x).

3.5. Klasifikace nadkvadrik v projektivnim prostoru

Véta 3.3. Necht Q C 73;? je nadkvadrika. Potom v R™! existuje bdze, v niZ je nadkvadrika
popsdna pravé jednou z rovnic

(a) pron =1
a:g +22=0 dva imagindrni body
3 —23=0 dva redlné body
x% =0 dvojny bod
(b) pron =2
w2 +a?+a3=0 imagindrni requldrni kuZelosecka
w2 +a?—22=0 redlnd reguldrni kuzZelosecka
x% +22=0 dvojice tmagindrnich primek
23— 22 =0 dvogice redlnych primek
23 =0 dvojndsobnd primka
(c) pron=3
wt+ai+adi+a3=0 imagindrni requldrni kvadrika
i+ i +a3—a23=0 neprimkovd requldrni kvadrika
2 +a?—a23-22=0 primkovd requldrni kvadrika
wt+ai+a3=0 imagindrni kuZelovd plocha
w2 +a?—a23=0 redlnd kuZelovd plocha
w3 +23=0 imagindrni dvojice rovin
w3 —22=0 redlnd dvojice rovin
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3 =0 dvojndsobnd rovina

Diikaz. Kazdd nadkvadrika je urcena néjakou realnou symetrickou bilinedrni formou f na arit-
metickém zakladu R™"*!. Pro tuto formu lze nalézt vhodnou bazi R"*!, v niz ma f diagondlni
tvar s koeficienty +1 nebo 0 na diagondle. P¥ipadnym vynasobenim ¢islem —1 dostaneme
rovnici tvaru
2 2 2 2 _
x0+”'+wp—£cp+1—--'—$p+q—0,

kde p,¢>0,p+1>qgap+qg<n. O

3.6. Afinni klasifikace nadkvadrik

Podobné lze provést klasifikaci nadkvadrik v afinnim prostoru. Staéi pfi diagonalizaci brat
zvlastni zietel na pouzité rddkové/sloupcové operace. Vime totiz, ze kolineace je afinnim
zobrazenim, pravé kdyz zachovava rozklad na vlastni a nevlastni body. Znamena to tedy, ze
pii zménach baze (O, ey, ..., e,) staéi dbat na to, aby nulty prvek byl vzdy bod a zbylé prvky
vzdy vektory. Jednoduse tak lze aplikovat diagonalizaci na poslednich n prvkua béze a dostat
matici A do tvaru
[aoo ‘ bt T dT\

b |E, O 0

c |0 —-E;, O

d |0 0 0

Nyni nastévaji dvé moznosti: Pokud d = 0, lze pouzit matice £, a —E, k eliminaci b a ¢
(vysledek pricitani ndsobku vektoru k bodu je opét bod) a piipadnym vydélenim prvniho
fadku a sloupce \/|ago| 1ze opét dosdhnout toho, ze agy je jedno z € € {0,1, —1}; dostaneme
tedy tvar

[el0 0 0
0 E 0 0
0 Op “E, 0] 5+x%+--~+x§—x§+1—~-—x12,+q:0
010 0 0

V takovémto piipadé mluvime o stredové nadkvadrice; o stfedu pojednadme podrobnéji v
nasledujici kapitole.

Druhou moznosti je d # 0, pricemz lze jednoduse dosdhnout toho, Ze ag(y4q4+1) = 1. Pak
muzeme Gg(p4q+1) Pouzit k eliminaci ago, b, ¢ a zbylych prvku d, ¢imz dostaneme tvar

/0] 0 0 1 0\
0[E, 0 00
0/0 —E, 00|, 2zpqutai+-+a,—as,——a,=0.
110 0 00
00 0 00

Takovéto nadkvadriky nazyvame nestredové. Dokézali jsme tak nasledujici vétu.

Véta 3.4. Necht Q C A je nadkvadrika. Potom v A, existuje bdze, v ni% je nadkvadrika
popsdna prdvé jednou z rovnic
(a) pron =1

2 4+1=0 dva imagindrni body
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1= dva redlné body
22=0 dvojny bod

(b) pron =2
22+ 23+1=0 imagindrni elipsa
i +23-1=0 redlnd elipsa
2 —22+1=0 hyperbola
22 4229 =0 parabola
2 +2d = dvé imagindrni ruznobézky
2 — 2t = dvé redlné riznobézky
2 +1=0 dvé imagindrni rovnobézky
22 -1=0 dvé rediné rovnobézky
22=0 dvojndsobnd primka

(¢c) pron=3
2+ 23 +23+1=0 imagindrni elipsoid
i+ ai4+ai—-1=0 redlny elipsoid
2+ 23 —23+1=0 dvoudilny (neprimkovy) hyperboloid
2 +a23—23-1=0 jednodilny (primkovy) hyperboloid
22+ 22+ 223=0 elipticky paraboloid
22— 22+ 223=0 hyperbolicky paraboloid
2+ ai+a23=0 imagindrni kuZelovd plocha
i +a3—23=0 redlnd kuZelovd plocha
224+ 224+1=0 imagindrnd eliptickd vdlcovd plocha
22 +23—-1=0 redlnd eliptickd vdlcovd plocha
23 —23-1=0 hyperbolickd vdlcovd plocha
x% 4+ 229 =0 parabolickd vdlcovd plocha
o+ a3 = dvé imagindrni riznobézné roviny
B = dvé redlné riznobézné roviny
2 +1=0 dvé imagindrni rovnobéziné roviny
2 —1=0 dvé redlné rovnobéziné roviny
22 =0 dvojndsobnd rovina

Kontrolni otazky
1. Vysvétlete vzajemny vztah mezi kuzeloseckami v komplexnim rozsiteni projektivniho pro-
storu a redlnymi bilinearnimi formami.

2. Co znamena, ze dva body projektivniho prostoru jsou polarné sdruzené vzhledem k dané
kuzelosecce? Které geometrické pojmy se definuji pomoci pojmu polarné sdruzenych
bodu?

3. Které kvadriky v projektivni klasifikaci jsou regularni a které singularni?
4. Které kuzelosecky a které kvadriky jsou v afinni klasifikaci stredové?

5. Které kuzelosecky v afinni roviné maji asymptoty?
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3. Nadkvadriky v afinnim a projektivnim prostoru

6. Nacrtnéte podobu vSech kvadrik z afinni klasifikace.

Priklady k procviceni
. Urcete polarni nadrovinu k bodu X vzhledem k nadkvadrice @
(a) Q: 2z1 + 27172 + 23 + 23 + 223 +2 =0, X =[3;1;—1]

(b) Q: 2% + 523 + 223 — 22119 — dw123 + 22273 + 221 — 1022 — 223 — 1 =0, X =
2; —1;3]

c) Q: 222 + 6x129 + 22 + 1439 — 13 = 0, X =[-3;2
1 2
[Reseni: (a) 72y + 4xy = —1; (b) 329 + 423 = 1; (c) nevlastni pifmka.]

. Urcete te¢nou nadrovinu nadkvadriky @ v bodé X
(a) Q: 322 4+ 2z129 — 22 + 621 + 422 — 3 =0, X =[0;1]
(b) Q: 22 + 6z172 + 923 — 1221 + 2429 + 15 = 0, X =1[0;—1]

(c) Q: 2 — 2z129 + 2123 + 23 + SToT3 — 11 + 3T2 — 23 = 0,
X =[1;-1;-1]

[Resent: (a) 4x1 + 22 = 1; (b) 321 — 29 = 1; (c) 421 — 622 — 323 = 5.]
. Rozhodnéte, zda projektivni rozsiteni néasledujicich nadkvadrik jsou regularni nebo sin-

gularni a vypoctéte hodnost ptislusné symetrické bilinearni formy. Urcete déle singularni
body nadkvadrik.

(a) 5zt — 219 + 523 — 421 + 2022 +20 = 0 v Sp
(b) 4x1w9 + 323 + 1621 + 1220 —36 =0 v Sy
(c) @3 + 23 + 423 — 27129 + 43173 — 4T973 — 21 + 270 —4a3+1 =0 Vv S3
(d) 22+ 23+ 2%+ 22103 +2=0v S3
[Regent:
(a) hodnost 2, singularni bod [0; -2[;
(b) regularni kuzelosecka — hodnost 3;
(¢) hodnost 1, singuldrni body [1 + ¢t — 2s;¢; s];
(d) hodnost 3, nevlastni singuldrni bod (1;0; —1;0).

. Urcete stredy nadkvadrik z piikladu (3).

[Reseni: (a) S = [0;—2]; (b) S = [3; —4]; (c) kazdy bod kvadriky je stied;
(d) pfimka stiedu S = [t; 0; —t].]

. Urcete typ nadkvadrik z prikladu (3).

[Resent: (a) bod; (b) hyperbola; (c) dvojnasobnd rovina; (d) imaginérn{ elipticka valcova
plocha.]

. Urcete asymptoty kuzelosecek

(a) 222 — 3122 — 71 + 322 +4 =0
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3. Nadkvadriky v afinnim a projektivnim prostoru

b) 222 — x129 — 322 — 21 — 629 — 15 =0
1 2
(c) 2 —2z129 + 22 + 621 — 1429 +29 =10
d) 82 + 4x129 + 523 + 1621 + 4wy — 28 =0
1 2

[Reéem’: (a) a1: 221 — 3zo = —1,a9: x =1; (b) a1: 1 + 2 = —1, az: 221 — 3x3 = 3; (¢)
nevlastni asymptota; (d) a;: 24ix; 4+ 6(3 4 i)xe = —244, ag: 24iz) — 6(3 — i)xe = —244.]
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

4.1. Pojem polarné sdruzenych bodi

Zacneme motivaci. Nadkvadrika @ v AS je v soufadnicich z € A% uréena rovnici 27 Az = 0.
Tecny vektor ke @ spoc¢itame derivaci kiivky z(t) lezici v @ v bodé z = x(0). Derivovdnim
v rovnici ()T Az(t) = 0 dostavame (2/(0))T Az(0) + 2(0)T Az’ (0) = 0.

Vzhledem k tomu, ze A je symetrickd matice, je tato rovnice ekvivalentni

(z(0))T Az’ (0) = 0.
Necht y € C"*! lez{ v teéné nadroviné, pak
y =z + 2'(0)

a plati
2T Ay = 2T A(z 4+ 2/(0) = 2T Az + 2T A2’ (0) =0+ 0 = 0.

Tedy pro y € AS v tecné nadroviné ke Q v bodé € AC plati 2T Ay = 0.

Definice 4.1. Necht @ C P je nadkvadrika definovana pomoci bilinearni symetrické formy f.
Body [z], [y] € PS jsou poldrné sdruzené vzhledem ke Q, jestlize

f(x,y) = 0.
V dalsfim budeme obéas psat [z] i [y]. Pro projektivni podprostor « C P oznaéme
U'={y e Pt VX eld: XhY},
budeme mu fikat poldrni doplnék podprostoru U.

Okamzitym dusledkem definice je nasledujici tvrzeni: bod X lezi na @, pravé kdyz je X
polarné sdruzeny sam se sebou, tj. f(z,z) = 0.

Lemma 4.2. Mnozina [z]" poldrné sdruzengch bodi k bodu [z] vzhledem k nadkvadrice Q je
bud’ celé PS nebo nadrovina v PS.

Diikaz. Mnozina polarné sdruzenych bodt k [z] je {[y] € PC | y € ker f(x, —)}.
Protoze f(x,—): V€ — C je linedrni zobrazeni, je bud’ im f(z, —) = 0 nebo C. Déle

dimker f(z,—) =n+ 1 — dimim f(z, —),
coz dava tvrzeni lemmatu. O
Piiklad (a). V P§ uvazujme kvadriku
2_ .2

x%+x%—x3—x4:

Polarné sdruzené body k bodu [(1, 1,0, v/2)] maji homogenn{ soutadnice (y1,y2,¥3, y4) & tvoii
rovinu

0= f((l’ L0, \/5)» (y1,1/2,y37y4)) =y t+y2 — \/§y4.
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Piiklad (b). V PS uvazujme kuzelosecku
ZL'% — :1:% =0.

Polarné sdruzené body k bodu [(0,0,1)] jsou viechny body PY, nebot pro jejich homogennf
soufadnice (y1,y2,y3) plati
0-y14+0-y2=0.

Definice 4.3. Bod [z] € P se nazyva requldrnim bodem vzhledem k nadkvadrice Q, jestlize
mnozina polarné sdruzenych bodi k [z] je nadrovina v PC. Tato nadrovina se nazyva poldrni
nadrovina (v PS struéné poldra).

Definice 4.4. Bod [z] € PC se nazyva singuldrnim bodem nadkvadriky @, jestlize mnozina
polarné sdruzenych bodt k [x] je cely prostor PC. (Specidlné plati [z] € Q.)

Definice 4.5. Nadkvadrika Q v PC se nazyva reguldrni, jsou-li viechny jeji body regularni.
Nadkvadrika se nazyva singuldrni, obsahuje-li néjaky singularni bod.

Lemma 4.6. Nadkvadrika QQ C 73;? je reguldrni pravé tehdy, kdyz hodnost symetrické matice
A, kterd ji definuje v souradnicich, je rovna n + 1.

Diikaz. Hodnost A je rovna n + 1 pravé tehdy, kdyz T A # 0 pro kazdé = # 0. To je ale
ekvivalentni tomu, Ze existuje y # 0 takové, ze xT Ay # 0, neboli bod [z] je regularni. O

Lemma 4.7. Jestlize Q C PC je reguldrni nadkvadrika, pak soucet dimenzi podprostoru U a
jeho poldrniho dopliku Uum je vidy n — 1 a plati (Um)m = U. Rikame, Ze to jsou podprostory
komplementarni dimenze.

Dikaz. Pokud mé aritmeticky zaklad U bazi (uo,...,uq), pak jeho poldrni komplement ma
aritmeticky zéklad popsany soustavou d+1 rovnic f(ug, —) = --- = f(ug, —) = 0. Tyto rovnice
jsou linedrné nezéavislé, protoze jejich kombinace f(zoug + - -+ z4uq, —) je nulové pouze pro
xoug + -+ + zqug = 0, tj. zg = - - - = 4 = 0, diky regularité Q). Proto m4 aritmeticky zaklad
U™ dimenzi n — d a v souctu pak maji U a UM dimenzi d + (n —d — 1) =n — 1.

Druhé tvrzeni plyne z prvniho, protoze ziejmé plati U C (U™)M a oba podprostory mayji
stejnou dimenzi. ]

Lemma 4.8. Necht Q C PS je nadkvadrika se singuldrnim bodem X. Jestlize Y # X je
dalsim bodem nadkvadriky Q, pak v Q leZi celd primka X Y.

Dukaz. Pro aritmetické zastupce x, y bodi X a Y a bilinearni formu f, kterda definuje nad-
kvadriku Q, plati f(z,z) = 0 a f(x,y) = 0, nebot [x] = X je singuldrni bod, a f(y,y) = 0,
nebot [y] =Y € Q.
Potom
flaz + by, ax + by) = a®f(z,2) + 2abf (2, y) + B*f (y,y) = 0.

Tedy [az + by| € Q. O
Specialni pifpad, kdy singuldrni bod [v] € v(AS) je nevlastni, m4 nésledujici geometrickou

interpretaci: s kazdym bodem Y € @ obsahuje nadkvadrika @ i celou piimku prochézejici Y
se smérovym vektorem v.
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

4.2. Tecna nadrovina
Na zékladé predchozi motivace muzeme vyslovit nésledujici definici.

Definice 4.9. Teénd nadrovina nadkvadriky @ C PS v reguldrnim bodé X € Q je polarni
nadrovina k X.

Véta 4.10. Nadrovina T v PS je teénou nadrovinou k nadkvadrice Q v requldrnim bodé
X € Q pravé tehdy, kdyz T C Q nebo T N Q je singuldrni kvadrika v T se singuldrnim bodem
X.

Diikaz. Necht 7 je tecnd nadrovina v bodé X = [z], 7 = {[y] | f(z,y) = 0}. Pak Q N7 =
{ly] € 7| f(y,y) = 0} a mdme dvé moznosti — bud je zizeni f na aritmeticky zdklad 7
nulové, pak je 7 C @, nebo nenulové, pak je @ N 7 opét nadkvadrika a pfimo podle definice
je X jeji singuldrni bod Q). Opaény smér je analogicky. O

Disledek 4.11. Primka p je teénou ke kuZeloseéce Q) prdvé tehdy, kdyZ p C @ nebo pNQ je
jednobodovd mnoZina (¢itaje nevlastni body, viz pripad osy paraboly nebo primky majici smeér
asymptoty hyperboly). O

Piiklad. Najdéte tecnu kuzelosecky @) v bodé X € Q.
Q: 823 + 4xymo + 523 + 1621 + 420 —28 =0, X = [0;2]

Reseni. Dané kuzelosecka je zadéna v afinni roviné. Rozsitime ji prvné na projektivni rovinu.
V této roviné je bilinedrni forma kuzelosecky @

f(x,y) = 8x1y1 + 221y2 + 2x2y1 + Hx2y2 + 8x1Y0 + 8Toy1 + 2x2y0 + 2x0y2 — 2870Yo.-

Bod X méa homogenni soutadnice z1 = 0, o3 = 2, xg = 1. Jeho dosazenim do f(z,y)
ziskdme rovnici teény v homogennich soufadnicich:

12y1 + 12y5 — 24yo = 0.
V afinni roviné je te¢nou vedenou bodem X ke kuzelosecce ) piimka
y1+y2—2=0. o
Piiklad. Bodem X ¢ Q ved'te tetnu ke kuZelosecce Q.
Q:Qw%—4m1x2+m2—2m1+6x2—3:0, X = [3;4]

Reseni. Kuzelosecku () zadanou v afinni roviné rozsifime na kuzelosecku () v projektivni
roviné. Piislugna bilinearni forma pro @ je

f(x,y) = 2z1y1 — 221Y2 — 2T2y1 + T2Y2 — T1Yo — Toy1 + 3T2yo + 3xoy2 — 3ToYo-

Necht T = (to, t1,t2) je bodem dotyku hledané tecny. Tedy T'€ Q a T a X jsou poldrné
sdruzené. To vede na rovnice

22 — Atity + t3 — 2tytg + Gtotg — 3t2 =
=3t +12+ 6ty =
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Dosazenim to = 3t1 4 6ty do prvni rovnice dostaneme
—12 — 3t2 + 4tytg = 0.
Polozime tg = 1 a feSime rovnici
—t2 4+ 4t; —3=0.
Reseni t; = 3 a 1 vede k bodim T} = (1,3,3) a Ty = (1,1, —3). Hledané tecny jsou potom

1 —3=0 a Tx1 — 2xo — 13 = 0. o

4.3. Stfred nadkvadriky v afinnim prostoru

V tomto paragrafu budeme pracovat s nadkvadrikou @ v afinnim prostoru AS a s jejim
projektivnim rozsifenim Q v AS. Body z Q ~\ Q nazyvame nevlastni body nadkvadriky Q.
Obecné pak o bodech z v(A%) budeme hovofit jako o smérech.

Definice 4.12. Bod S € Tg se nazyva stred nadkvadriky @, jestlize je polarné sdruzen se
vSemi nevlastnimi body.

Pozndmka. Stied muze byt vlastni i nevlastni bod v AC.

Nasledujici véta tika, ze vlastni stfed ma pravé ty vlastnosti, které po stiedu v geometrii
pozadujeme.

Véta 4.13. Bod S € A% je stiedem nadkvadriky Q prdvé tehdy, kdyz Q je stiedové soumérnd
podle S.

Diikaz Nechf s € C"*! je aritmeticky zdstupce stfedu nadkvadriky S € AS C AC. Potom
pro viechny vektory v ze zaméieni afinnfho prostoru A% plati f(s,v) = 0. Odtud dostdvame

f(s+tv,s+tv) = f(s,8) + 2f(s,0)t + f(v,0)t? = f(s,5) + f(v,v)t.

Tato rovnice v proménné ¢ mé bud nekoneéné mnoho feSeni (oba koeficienty jsou nulové),
zadné feseni (pouze kvadraticky je nulovy) nebo pravé dvé feseni t = +ty. V kazdém piipadé
je mnozina feSeni symetrickd podle poc¢atku a proto ) symetricka podle S.

V opaéném sméru je potieba jeSté uvazit jednu moznost symetricky rozlozenych teSeni,
konkrétné jediné teSeni ¢t = 0, kdy linedrni ¢len nemusi byt nulovy. Potom bude nulovy kvad-
raticky ¢len, tj. f(v,v) = 0. Protoze je ale ztizeni bilinedrni formy f na nevlastni podprostor

Dir A,, nenulové, existuje béaze (e, ..., e,) takova, ze f(e;, e;) # 0, jak se snadno ukaze. Podle
predchoziho tak musi platit f(s,e;) = 0 a proto je S polarné sdruzeny s [e;] a tim padem se
vSemi nevlastnimi body. O

Pozndmka. Alternativni dikaz: zvolme S za pocéatek. Pak S je stfed, pravé kdyz rovnice ¢(X) = 0 zadavajici
Q@ neobsahuje linedrni ¢leny. Na druhou stranu je @ stfedové symetrickd podle S, prave kdyz ¢(—X) také
zaddva Q. Ukdzali jsme, Ze to je mozné pouze pokud ¢(—X) = kq(X), diky nenulovému kvadratickému ¢lenu
to je ale mozné pouze pro k = 1 a ¢(—X) = ¢(X) nastane pouze, prdvé kdyz ¢ neobsahuje linedrni ¢leny.

Vypocet stiedu. Chceme-li najit stfedy S nadkvadriky @ zadané v homogennich soufadnicich
AC bilinedrni symetrickou formou f(z,r) = 2% Az, fesime soustavu

aipsy + anst + ... + aps, = 0

anoso + a@pis1 + ... + appnsSn, = 0
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Ta vznikne ze vztahu 0 = f(z,s) = T As postupnym dosazenim ey, . .., e, za 2. Chceme-li
najit vlastni stied, pokladame sy = 1, idedlné pak prevedeme ¢leny a;psp na pravou stranu.
(Pro vypocet nevlastniho stfedu bychom polozili sg = 0.)

Lemma 4.14. Reguldrni nadkvadrika md pravé jeden (vlastni nebo nevlastni) stred.

Diikaz. To plyne bud z lemmatu o dimenzich poldrnich duélu (stfed je polarni dudl nevlastn{
nadroviny, kterd mé dimenzi n — 1) nebo z pfedchoziho popisu vypoctu. O

Priklad. Najdéte stiedy kuzelosecky @ (vlastni i nevlastni).
Q: 4z + Sx% + 6x1 + 1229 — 36 =0
Resend. Bilinearni forma pro kuzelosecku Q je
f(x,y) = 2z1y2 + 222y1 + 3x2y2 + 321Y0 + 3x0y1 + 622y0 + 620Y2 — 3620Y0.
Rovnice pro stied S = (yo,y1,y2) jsou

200 +3yp = 0
2y1 +3y2 + 6y = O

Pro yo = 1 dostaneme jediné feseni S = (—%, —%, 1). Pro yo = 0 dostame y; = y2 = 0, coz
nedava v projektivni roviné zadny bod. Dana kuzelosecka ma tedy vlastni stied S = [—%, —%]
a nemda zadny nevlastni stfed. o

Priklad. Najdéte stiedy kvadriky @ (vlastni i nevlastni).
Q: x%+x1x2+2x%—x3—2:o
Resend. Bilinearni forma pro kvadriku Q je
2f(x,y) = 2x1y1 + T1y2 + T2y + 4T2y2 — 23Y0 — Toy3 — 420Yo.

Soustava rovnic pro stied S = (yo, y1, Y2, y3) je

21+ Yo =0
yi + 4y = 0
-y = 0

Tato soustava nemd FeSeni pro yp # 0. Pro yp = 0 mé feseni (0,0,0,t). Tedy dand kvadrika
nemd vlastni stfed a ma jeden nevlastni stfed o homogennich soufadnicich (0,0,0,1). o

4.4. Eukleidovsky afinni prostor

Rekneme, ze afinni prostor S je Fukleidovsky, jestlize je na DirS zadan skaldrni soucin.
Standardni Eukleidovsky prostor &, dimenze n je standardni afinni prostor 4, vybaveny
stadardnim skalarnim sou¢inem

<(07$1> s 73371)7 (07311, cee 7yn)> =z1y1 + -+ TpYn-

Skaldrni sou¢in bodu nebudeme uvazovat, protoze geometricky nedava smysl.
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Pozndmka. Tady by se hodilo néco fict o komplexifikaci skalarntho souc¢inu.

V této casti budeme nadkvadriky uvazovat v komplexnim rozsifeni EC a v jeho projek-
tivnim rozsiteni £S. Tyto nadkvadriky budeme popisovat nyni pouze v souradnicich redlnych
ortonormalnich béazi (O, ey, ...,e,) v &,. To znamend, ze O € &, a (ey,...,e,) tvoii ortonor-
malni béazi Dir &,.

Rikdme, ze sméry [u] a [v] jsou kolmé, jestlize u L v. Jak jiz bylo Fe¢eno, kolmost vlastnich
bodu nedava geometricky smysl.

4.5. Hlavni sméry

Smeér [u] zadany redlnym vektorem u € Dir &, se nazyva hlavni smér nadkvadriky @, jestlize
v8echny k nému kolmé sméry v Dir 55 jsou s nim polarné sdruzené.
Jinymi slovy: Je-li nadkvadrika @ popséna bilinedrni formou f, pak pro vSechny v €
Dir ES, u L v plati
flu,v) =0.

Necht (O, e1,...,en) je néjakd ortonormdlni baze v &,. Necht A = (a;)};— je matice

bilinearni formy f na R"*!. Necht A je matice bilinearni formy f zizené na Dir &, v bézi
(61, e ,en), tj. A = (aij)?’j:l.

Pozndmka. Tady by bylo vhodné rozlisovat mezi blokem matice A a ztizenim na podprostor.

Véta 4.15. Nenulovy vektor u € Dir €, urcuje hlavni smér nadkvadriky Q prdvé tehdy, kdyz
je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni zadaného matici A.

Diikaz. Linedrni zobrazeni Dir £ — Dir £$ zadané matici A ozna¢me opét A. Necht u # 0
ur¢uje hlavni smér. Potom

0= f(u,v) = (Au,v)

pro viechna u L v. Proto Au € (ut)+ = [u], tj. Au = Au. N _
Necht obracené u # 0 je vlastnim vektorem zobrazeni A, tj. Au = Au. Pro vSechna u L v
pak plati

Flu,v) = (Au,v) = (Au,v) = Au, v) = 0.
Tedy u urcuje hlavni smér. O

Z dukazu je zarovei vidét, ze pro normovany vektor u zadavajici hlavni smér plati f(u,u) =
Mu,u) = A. V ortonormdlni bézi slozené z vlastnich vektoru tedy bude A diagondlni s
vlastnimi ¢isly na diagondle (to by nebyla pravda bez normovanosti!).

Dusledek 4.16. Ke kazdé nadkvadrice Q v EC existuje ortonormdini bdze v Dir&,, jejiz
vektory uréuji hlavni sméry nadkvadriky Q.

Diikaz. K symetrické redlné matici A existuje ortonormalni béze tvorend redlnymi vlastnimi
vektory. ]

Definice 4.17. Vlastn{ ¢isla matice A se nazyvaji hlavni ¢isla nadkvadriky Q. Tato ¢isla
nejsou urcena jednoznacné, ale pouze az na spoleény nasobek, je tedy jednoznaény jejich
pomér (A : -+ : \,), ktery lze chépat jako prvek projektivniho prostoru P(R™) (protoze
vlastni ¢isla symetrickych matic jsou redlnd).
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

4.6. Nadkvadriky a symetrie

Jiz diive jsme podali definici stfedu nadkvadriky v afinnim prostoru. K této definici jsme
nepotiebovali skaldrni souc¢in. O symetrii nadkvadriky vzhledem k nadroviné vSak muzeme
mluvit pouze tehdy, kdyz mame na zaméfeni afinniho prostoru zadan skalarni soucin.

Definice 4.18. Nadrovina 7 v &, se nazyva hlavni nadrovinou nadkvadriky @, jestlize je
bud

e poldrni nadrovinou k reguldrnimu hlavnimu sméru nadkvadriky @ C £ nebo

e kolmou nadrovinou k singuldrnfmu hlavnfmu sméru nadkvadriky @ C EC.
Osova nadrovina pro n = 2 se nazyva osovd primka nebo osa.

Poznamenejme, ze i v prvnim pripadé je hlavni nadrovina kolma k danému hlavnimu

sméru [u] — ten je totiz polarné sdruzen s [u]* a to je tedy zaméfeni této hlavni nadroviny.
Poznamka. V dalsim ukézeme, ze hlavni nadroviny @) jsou osovymi nadrovinami @); obracené

tvrzeni plati az na drobnou vyjimku také a nebudeme proto mezi témito pojmy rozliSovat.

Pi#iklad. Uvazujme parabolu x2 +2x5 = 0 ve standardn{ ortonormalni bézi v R? = &. Matice
A je

0]0 1

A=10(1 0

110 0
L 10 , oy . .
Matice A = 0 o ) md vlastni ¢isla 1 a 0 s vlastnimi vektory (1,0) a (0,1). Ty urcuji

hlavn{ sméry a jsou regularnimi nevlastnimi body o homogennich soutadnicich (0 : 1: 0) a
(0:0:1). Poldra k (0:1:0) v EY je ddna rovnici

z1 = 0.
Polarak (0:0:1) v g je dana rovnici

xo = 0.
Tedy v g ma parabola pouze jedinou osovou piimku

z1 = 0.
Piiklad. Uvazujme dvojici redlnych rovnobézek

3 —1=0

ve standardni ortonormadlni bazi R = £;. Matice

“1]0 0
A=[011 0], ﬁ:@ 3
010 0

Vlastn{ sla matice A jsou 1 a 0 s vlastnimi vektory (1,0) a (0,1). Ty uréuji 2 hlavn{ sméry o
homogennich soutadnicich (0:1:0) a (0:0:1). (0:1:0) je regularni nevlastni bod. Polédra
k nému je

T = 0.
(0:0:1) je singuldrni nevlastni bod. Vsechny piimky kolmé na (0,1) v & jsou o = ¢, kde ¢
je néjaka konstanta. Dand kuzelosecka ma tedy osové piimky 1 =0 a z9 =c¢, c € R.
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Véta 4.19. Necht 7 je hlavni nadrovina Q v 5575. Pak je QQ symetrickd podle T.

Diikaz. Necht 7 je osovd nadrovina v &, k hlavnimu sméru [u] a necht S € 7. Potom [s+tu] €
Q, pravé kdyz

Ozf(s+tu,s+tu) :f(S,S)—{—Qf(S,U)t—l—f(U,U)tQ :f(575)+f(u7u)t2

a opét kofeny tohoto polynomu v proménné t¢ jsou symetricky rozlozené okolo 0, tedy @ je
symetricka podle 7. O

Pozndmka. Opaéné tvrzeni obecné neplati, jak lze ovérit jednoduchym vypocétem. Zvolime-li 7 jako rovinu
Zn = 0, dostdvdme opét symetri¢nost podle 7 jako podminku q(z1,...,zs) = £q(z1,...,%Tn-1, —Tn). Varianta
se znaménkem plus je ekvivalentni tomu, ze 7 je osovd nadrovina. Varianta se znaménkem minus nastane,
pravé kdyz @ je dvojice na sebe kolmych rovin, jedna z nichz je 7.

Definice 4.20. Prisecnice dvou osovych rovin kvadriky ) se nazyva osovd primka nebo osa
kvadriky ). Body pruniku osové primky s kvadrikou se nazyvaji vrcholy.

4.7. Metricka klasifikace kuzelosecek a kvadrik

Klasifikaci provedeme indukci. Predpokladejme prvné, ze existuje singularni smér a ozna¢me
jej len], kde e, je normovany. Zvolme libovolnou vlastni nadrovinu 7 kolmou na e,; podle
klasifikace v dimenzi n — 1 existuje ortonormalni afinni baze (V,e,...,en—1), vniz ma QN
kanonicky tvar. Dopliime tuto bazi vektorem e,, do ortonormadlni afinni baze A,, a zkoumejme
matici nadkvadriky v této bazi. Protoze byl [e,] singularni, je tato stejnd jako pro @N7, pouze
doplnénd nulovym rfadkem a nulovym sloupcem. Zejména, rovnice Q) je totozna s rovnici QNT.
Budeme tedy v dalsim predpokladat, ze zadny singularni smér neexistuje.

Poznamenejme jesté kratce, ze v piipadé singularniho vlastniho bodu je celd nadkvadrika
kuzelem a klasifikace se redukuje na (metrickou) projektivni klasifikaci nadkvadrik.

Necht je nejdifve Q stiedovd a zvolme stied S za pocatek. Déle zvolme ortonormdlni bézi

(e1,...,e,) zaméfeni Dir &, slozenou z vektoru reprezentujicich hlavni sméry. To je mozné diky
ortonormalni diagonalizovatelnosti symetrickych bilinedrnich forem. V bézi (S, eq, ..., e,) ma
() matici
/ Ao ‘ 0o --- 0 \
0|\ 0
. . )
010 An

jelikoz plati: f(e;,ej) = 0, i # j, protoze jsou [e;] hlavni smeéry; f(S,e;) = 0, protoze je
S stied. Ve skutecnosti je a; = f(ei,e;) = <ﬁei,ei> = (\iei, e;) = \;, protoze |e;| = 1, a
app = f(S, S )

V nestfedovém piipadé se staci omezit na regularni nadkvadriky, protoze vlastni singularni
bod by byl tim spise vlastnim stfedem. Diky regularité je (v(£))™ nularozmérny, oznaéme
jeho jediny bod [e,] a predpoklddejme opét e, normovany. Zkoumejme nyni kolmy doplnék
[en]t C v(ES). To je projektivni podprostor dimenze n — 2 a proto mé jeho polarni doplnék
dimenzi 1, pficemz primik tohoto doplitku s [e,]" = v(ES) je ([en]* +[en])™ = (W(ES))N = [e,],
takze doplnék obsahuje krom [e,] jesté vlastni piimku o, tzv. osu nadkvadriky @. Protoze
nenf o teéné k [e,] (nelezi v [e,]" = v(ET)), je primik QMo reguldrn{ a obsahuje tedy krom [e,]
i druhy bod V, nutné vlastni, ktery zvolime za pocatek. Zvolime libovolnou ortonormélni bazi
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

zaméren{ slozenou z vektoru zaddvajicich hlavni smeéry, pficemz e,, bude aritmeticky zastupce
stfedu (hlavniho sméru piislusného hlavnimu ¢islu 0). Nadkvadrika @ pak bude mit matici

/() o --- 0 p\

Olx1 O o 0
0

O : " A1 O

pl 0O - 0 0

7 vypocetniho hlediska je dobré si zapamatovat, ze i v singularnim ptipadé se regularni sted
dostane jako stied kolmy na vSechny singuldrni sméry. Osa je pak piimka majici smér to-
hoto regularniho stiedu poldrné sdruzend se vSemi hlavnimi sméry odpovidajicimi nenulovym
hlavnim ¢éislum (sta¢i spocitat jediny takovy bod, protoze smér jiz zname).

Dostavame tak nasledujici klasifika¢ni vétu.

Véta 4.21. Pro kazdou nadkvadriku @ v 5;? lze nagjit takovou ortonormalni bdzi (O, eq, ..., e,),
Ze v jejich souradnicich md @ prdvé jednu z rovnic
(a) pron=1,2,3

2
<a;1> +1= dvojice imagindrnich bodu/primek/rovin
ai
21\ 2
<1) —-1=0 dvogjice redlnyjch bodi/primek/rovin
a
a nasledugici kuZel
22 =0 dvojndsobny bod/primka/rovina
(b) pron=2,3
21\ 2 2
(1> + <2> +1=0 imagindrni elipsa/imagindrni elipticky valec
al as
21\ 2 22\ 2
(1> + <2) -1=0 redlnd elipsa/redlny elipticky vdlec
al a
21> 292
<1> — <2) —-1=0 hyperbola/hyperbolicky vdlec
al a

2
) 4+ 229 =0 parabola/parabolicky vdlec

2 2
<x1> + <x2> =0 imagindrni riznobézné primky/roviny

2
T2 P o ,
> =0 redlné riznobéiné primky/roviny

-1=0 realny elipsoid

2 2
(> + (2> + <3) +1=0 mmagindrni elipsoid
al a9 as
)+ (@)
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

2 2 2
<x1> + <x2> — (“) +1= dvoudilng (neprimkovy) hyperboloid
ai a2 as
21\ 2 20\ 2 2a\ 2
(1) + <2> — <3> —1=0 jednodilny (primkovy) hyperboloid
al a9 as
2
<x1> + <$2> +2x3 =0 elipticky paraboloid
al a9
21\ 2 2o\ 2
(1> — (2> +2x3=0 hyperbolicky paraboloid
al a9
a nasledugici kuZele
2 2
(371> + (3172) + (a:;;) =0 imagindrni kuZelovd plocha
a1 a9 (65}
21\ 2 7o\ 2 2o\ 2
<1> + <2> — (3> =0 redlnd kuZelovd plocha
aq as (6%}

Pro koeficienty plati a; > 0, a; > 0, pricemZ koeficienty «; jsou uréeny aZ na ndsobek; jinymi
slovy, hrage roli pouze pomér (avy : -+ : ).

Priklad. Najdéte hlavni sméry, osové rovin, osové piimky, vrcholy a kanonickou rovnici ve
vhodné béazi kvadriky

x% — 456% + 6z123 + :c% + 4z 4+ 1629 — 423 — 16 = 0.

Reseni. Matice

/1 0 3
A=|0 -4 0
3.0 1

Vlastni ¢isla A1, A2, A3 matice A jsou koteny charakteristického polynomu
det(A — AE) = =A% — 202 + 16\ + 32.
Tyto kotfeny, pokud jsou celociselné, musi délit absolutni ¢len 32. Tak zjistime, ze

M=-2 =4 A3=—4

Odpovidajici vlastni vektory wu; jsou feSsenimi soustavy (A — \;E)u; = 0. Dostdvédme
up = (1,0,—-1), ug = (1,0,1) a ug = (0,1,0). Osové roviny ma kvadrika 3 a jsou to roviny
polarni k uq, us a us.

r1 — T3 — 2=0
r1+x3=0
xTro — 2=0

Osové piimky jsou opét tii a jejich popis je dan vybérem 2 z pfedchozich 3 rovnic. Prunik
vsech ti{ osovych rovin je jediny bod S = (1,2, —1). Ten je stfedem kvadriky. Parametrické
vyjadreni os je potom nasledujici:

o1: (1,2,—1) +¢(0,1,0)
o2: (1,2,—1) +¢(1,0,1)
o3: (1,2,—1) +¢(1,0,—1)
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

Z parametrického vyjadieni osy o; dosadime do rovnice kvadriky a pro parametr ¢t dostane-
me kvadratickou rovnici t2 —1 = 0. Vrcholy na ose ¢ jsou tedy A = (1,3, —1)a B = (1,1, —1).

7 parametrického vyjadienf osy oo dostaneme kvadratickou rovnici 26241 = 0. Na o, tedy
lezi dva komplexné sdruzené vrcholy E = (1 + @i, 2,—1+ ?), E=(1- ?i, 2,—1— @)

Koneéné pro osu o3 dostaneme opét rovnici t2 — 1 = 0, kterd ddva vrcholy C' = (2,2, —2)
aD=(0,2,0).

Z popisu os a redlnych vrchola vyplyva, ze dana kvadrika je jednodilny hyperboloid. V béazi
S, v; = 1(1,0,-1), vy = %(1,0, 1), v3 = ug budeme mit soufadnice y1, y2, y3, pro které

V2
plati
1 1L
T 2 2 Y1 1
o | = 0 0 1 v |+ 2
T3 —% % 0 Y3 -1
Tedy v homogennich souradnicich
o / ! ‘ ? ? O\ Yo Yo
n|_('] v v |wn|_p|w
T2 2 0 1] 1|v Y2
x3 -1 —% % 0/ \v3 Y3
Tedy rovnice kvadriky v souradnicich y je
yPYAPy =0,
kde
[-16]2 8 -2\
2 |1 0 3
A =
8 |0 —4 0
213 0 1
/[ 4‘ 0 0 0Y)
T
0|0 0 —4
Rovnice v novych souradnicich je
—2y%+4y§—4y§+420. o

Kontrolni otazky

1. Podejte definici hlavnich sméra a vysvétlete, kterou vétu pouzijete k jejich vypoctu.
2. Jak se lisf hlavni ¢isla regularnich kvadrik?

3. Kolik osovych (hlavnich) rovin maji jednotlivé kvadriky? (Pouzijte jejich metrickou kla-
sifikaci.)

4. Napiste kanonické rovnice kvadrik s 1, 2, 4, 6 a nekone¢né mnoha redlnymi vrcholy.

5. Zvolte si néjakou kvadriku a popiste vSechny jeji symetrie.
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4. Metricka klasifikace nadkvadrik

Priklady k procviceni

1. Urcete hlavni &isla a hlavni sméry nadkvadriky, jeji stfed a jeji kanonickou rovnici v pii-
slusné ortonormalni bézi.

(a) 323 + 102129 + 323 — 221 — 1429 — 13 =0 v &

[Reseni: A\; = 8, Ao = —2, uy = (%, %), Ug = (%,—\%), S = [2; —1], hyperbola
ot =1

(b) 722 + 67129 — 23 + 2871 + 1229 + 28 = 0 v &

[Reseni: A\ = 8, g = —2, u; = (=

710 ) U2 = ( S = [_270]7

_i)
b \/ﬁ b

ﬁ‘
o
ﬁ‘
[e=)

2
riznobézky x% — 22 = 0]
¢) 922 + 122129 + 422 — 2421 — 1629 +3 =0 v &
1 2

[Reéeni: )\1 = 13, )\2 = 0, uy =

rovnobézky x? = 1]

3 2 _ (.2 3 — 9.
(ﬁ’ ﬁ), ug = (ﬁ, *ﬁ), S = [2t,3 — Qt],
(d) 22+ 23 + 5x§ — 6x129 — 22123 + 229703 — 627 + 619 — 623 +9 =0V &3
[Reéenl': )\1 = 3, )\2 = 6, )\3 = —2 uy = (%,—% %) :2(—?,%,%),
0), S = [1; —1;1], redlna kuzelovd plocha Lt 22— §3 0

_ (1 1
usz = (ﬁa ﬁ?
(e) 522 + 8x3 + 5:6% + 4x1x9 — 811203 + dxoxy — 27 =0 v &3

1 1 14 1 2 1
(\/5’0’ ﬂ)’uz_(gﬁ’m’rﬂ)’ui‘_(_@ﬁ? )
S = [0;0;0], redlnd elipticka valcova plocha —3531 + —“”32 =1]

[Reéem’: )\1’2 = 9, )\3 = 0, Ul =

(f) 23 — 223 + 2% + 4179 — 87123 — daows — 14wy — 4wy + 1423 + 16 =0 v &3
[R ni: >\1,2 — 737 )‘3 — 6, uy = (ﬁaiﬁv()z) U22: (#aﬁa%)) us =
(%, %, —%), S = [1;1; —1], redlna kuzelova plocha % + % —23=0]

(g) 222 + 522 + 2x§ — 27170 — 4x123 + 2T073 + 271 — 1029 — 223 —1 =0 v &3

1 2 1 _ (1 1 _ 1
(77_%7_%)7 Uz = 2(%7%7 3)7
ug = (%, 0, %), S = [t; 2; 1], realn4 eliptickd valcovd plocha z3 + %2 =1

[Reéem’: )\1 = 6, )\2 = 3, )\3 = O, Uy =

(h) a:%+:c%—2x1x2+2x1+2x2—2\/513—8:0v53
[Resenf: A\ = 2, Aog = 0, u3 = (%, —%,O), Uy = (%%,0), us = (0,0,1),
nesttedova, parabolickd valcova plocha z? + 2x3 = 0.]
2. Urcete osové nadroviny a vrcholy nadkvadrik z piikladu (1).
[Resent:
(a) Osy o1: ¢y + 22 =1, 0g: 1 — 29 = 3, vrcholy Vio = [2+ %; -1F %] piislusné
ko, Vsa=[2=£ \[ i—1+ \f] piislusné k oo;
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Osy o1 + 29 = —6, ©1 — 39 = —2, vrcholy Vj = [—g, —%] k o1, Vo =[-2;0] k 09;
Osa 31 + 2x9 = 4, nevlastni vrchol uréeny zamérenim osy (-2,3,0);

Osové roviny o1: 1 — 29 + a3 = 3, 09: v1 — X0 — 223 = 0, 03: 1 + x93 = 0, 6 0s
zadanych pruniky vzdy dvou rovin, vrchol V = [1; —1;1];

Osové roviny 2z; — x2 — 223 = p pro Vp € R, déle vSechny roviny obsahujici osu
0: x1 + 2x9 = 0,421 — 229 — b3 = 0, dalsi osy jsou pirimky na tuto osu kolmé,
vrcholy jsou vSechny body kvadriky;

Osové roviny o: 2x1 + x9 — 223 = 5, dale vSechny roviny prochézejici osou o: x1 —
x9 = —3,4x1 + 229 + Sxz = 1, vrchol V = [1; —1; 1];

Osové roviny o1: ©1 — 2290 — x3 = —2, 09: 1 + 2 — x3 = 1, osa dand prunikem
rovin a nevlastni vrchol urceny jejim zamérenim (1,0,1,0);

Osové rovina x1 = xa.]
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5. Mooreova—Penroseova pseudoinverze

5.1. Pseudoinverze

Necht ¢: U — V je linedrni zobrazeni mezi Eukleidovskymi prostory. Zabyvejme se otdzkou,
zda existuje inverzni zobrazeni a v piipadé, Ze neexistuje, otdzkou, jak blizko se k inverzi
muzeme piiblizit. Nechf tedy : V — U je libovolné zobrazeni a zkoumejme sloZeni ¢ a
Y. Ziejmé je Y = 0 na ker ¢ a nejlepsi, co mizeme ocekavat, je, ze bude toto slozeni rovno
identité na néjakém doplinku ker . Symetricky mizeme o¢ekdvat ¢ = id pouze na néjakém
doplnku ker .

Definice 5.1. Linearni zobrazeni v: V' — U se nazyva Mooreova—Penroseova pseudoinverze
linedrniho zobrazeni ¢: U — V, jestlize
e Yo =id na (kerp)t a
e o) =id na (kere)*.
Protoze na ker ¢ je vzdy v = 0, je prvni podminka ekvivalentni tomu, ze ¥ je kolma
projekce na (ker ¢)*.

Lemma 5.2. Pro Mooreovu—Penroseovu pseudoinverzi plati im ¢ = (ker )L,

Diikaz. Podle druhé podminky z definice plati (ker )+ C im ¢, ukédzeme nyni opaénou inkluzi.
Prvné si uvédomme, ze plati @) = ¢ — na ker jsou obé strany nulové a na (ker o)t to
plyne z prvni podminky. Jinymi slovy tato rovnost znamenad, ze ¢y = id na im ¢. Zaroven je
véak kompozice p1p projekce, musi tedy nutné im o lezet v jejim obraze (ker ). O

Symbolicky budeme situaci z predchozi definice/lemmatu zndzornovat diagramem

)
(ker o)t = "imo
® ¥ ®
ker ¢ (im )+

kde fakt, ze 1 je naznacené jako zobrazeni im ¢ — (ker cp)J- znaci, ze je nulové na komplementu
(im )t a jeho komponenta v ker ¢ je taktéz nulova. Znacka = uprostied znaci, ze jakozto
zobrazeni mezi (ker )t a im ¢ jsou ¢ a 9 vzajemné inverzni izomorfismy.

S vyhodou lze piedchozi situaci vyjadiit pomoci blokovych matic. Pokud zvolime v U
bazi tak, ze vektory ze zacatku tvoif bazi (ker o), zatimco vektory z konce tvoif bazi ker ¢
a analogicky pro V' a podprostory im ¢, (im cp)l, lze matice ¢ a ¥ psat v blokovém tvaru

A 0 AL 0
e=(0 o) o= (% )

U prvni matice dva nulové bloky napravo znaéi, Ze ¢|ker, = 0, zatimco dva nulové bloky dole
znaci, ze komponenta ¢ v (im )+ je nulova.

Ziejmé také naopak v situaci z predchoziho diagramu je (im ¢)— = ker ¢ a ¢ je Mooreovou—
Penroseovou pseudoinverzi . Protoze inverze izomorfismu : (ker ) — im ¢ existuje jedina,
dostavame jednoduse nasledujici tvrzeni.

)J_

Tvrzeni 5.3. Necht ¢: U — V je linedrni zobrazeni mezi Eukleidovskymi prostory (konecéné
dimenze). Potom Mooreova—Penroseova pseudoinverze existuje a je jedind. Znacime ji @v.
O
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Tradiéné se Mooreova—Penroseova pseudoinverze definuje pomoci singularniho rozkladu
(singular value decomposition). Tento pfistup je vyhodny i z dalsich duvodi. Uvazujme proto
adjungované zobrazeni ¢*: V — U.

Lemma 5.4. Zobrazeni p*p je samoadjungované a plati (p*o(u),u) > 0 (Tikame, Ze ¢*p je
pozitivné semidefinitni). Navic ker(¢*p) = ker .

Dukaz. 7 definice adjungovaného zobrazeni plati

(P p(u),v) = (p(u), p(v)) = (u, P p(v))

a navic prostfedni ¢len je pro u = v nezaporny.
Inkluze ker(¢*p) D ker ¢ je ziejmd. Je-li naopak ¢*p(u) = 0, pak také 0 = (p*p(u),u) =
lo(u)|? a proto p(u) = 0, tedy u € ker ¢. O

Podle tohoto lemmatu existuje na U ortonormélni baze o = (uy,...,un) slozend z
vlastnich vektoru ¢*p a muzeme ji zvolit tak, ze

[tpgty ..o um] = ker(p*p) = ker

a tim padem
[u,. .. uy] = (ker)=t.

Necht vlastni &fsla piislusnd uy, . . ., uy, jsou Ay, ..., Ap,. Podle nasi volby A\pyq = -+ = A, =0
a zbyld \; jsou nenulova. Stale podle predchoziho lemmatu plati

i = (A, ui) = (@ o(ug), ui) >0

Zkonstruujme nyni vhodnou ortonormalni bazi V', vzhledem k niz bude mit ¢ co nejjednodussi
tvar. Prvné se zabyvejme obrazem ¢, ktery je generovan ¢(uy),. .., o(uy):

(p(ui), p(ug)) = (@ p(ui), uj) = Nifui, ug) = \idij.

Jsou tedy vektory ¢(u;) navzajem kolmé o velikostech

lp(ui)l = VA = si.

Tato ¢isla nazyvame singuldrni hodnoty zobrazeni . Polozime

vi = 5-p(u;)

proi=1,...,r a doplnime vy, ..., v, do ortonormélni baze g = (vi,...,v,) prostoru V.
Vzhledem k témto bazim mé ¢ matici

sg 0 - -0
0 .

(‘P)Ba = sy
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(tato matice ma rozméry m X n). Poznamenejme, Ze matice adjungovaného zobrazeni ¢* je
»stejnd®, akoradt mé rozméry n x m. V téchto bazich je také extrémné jednoduché napsat
Mooreovu—Penroseovu pseudoinverzi

Timto soufadnicovym zdpisem se ¢asto Mooreova—Penroseova pseudoinverze definuje. Ele-
gantné to lze provést nésledujici ivahou. Pracujme pro jednoduchost ve standardnich Euk-
leidovskych prostorech a misto ¢ pracujme s matici M. Ve vySe popsanych bazich a, 8 ma
M diagondlni matici, ozna¢me ji 3. To znamend, ze lze psat

M = PYQ*,

kde P, @ jsou ortogonalni matice. Tomuto rozkladu matice M se tika singuldrni rozklad.
Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi potom miizeme spoéitat jako M+ = QYT P* kde ©T
vznikne (tak jako vyse) z diagondlni matice ¥ inverzi vSech nenulovych prvk.
Poznamenejme jesté, Ze z matice (¢)gq lze také odvodit geometricky vyznam singuldrnich
hodnot. Uvézime-li v U jednotkovou sféru, pak jeji obraz pii zobrazeni ¢ je (v nékterych
smérech mozné zdegenerovany) elipsoid, jehoz délky poloos jsou pravé singularni hodnoty.

Tvrzeni 5.5. Plati ndsledugjici vztahy
o Je-li p injektivni, potom ot = (p*p) L.
o Je-li o surjektivni, potom ot = *(pp*)7 L.

Diikaz. V bazich a, 8 jsou vSechny uvazované matice diagonalni. V piipadé injektivniho ¢
mé ¢*p na diagondle pouze &isla s?. Proto (¢p*¢) ! existuje a md na diagonale ¢isla 3;2 a
tim pddem prava strana md na diagondle prvky s; ! Tyz diagondlni tvar levé strany jsme

odvodili pred tvrzenim. Podobné analyza funguje v piipadé surjektivniho (. O

Pozndamka. Je-li U = V & W, mé kazdy vektor v € U jednoznacné vyjadieni u = v + w,
kde v € V a w € W. Ozna¢me v = p(u) a dostdvame tak linedrni zobrazeni p: U — U (s
hodnotami ve V'), kterému tikame projekce na V ve sméru W.

Uved'me nyn{ jesté dvé alternativni charakterizace. Linedrni zobrazeni p: U — U je pro-
jekce na V' ve sméru W, pravé kdyz p|y = id a plw = 0. Linedrni zobrazeni p: U — U je
projekce, pravé kdyz p o p = p; v takovém piipadé se jednd o projekci na im p ve sméru ker p.

Ukazte, ze projekce je samoadjungovand, pravé kdyz je kolmaS.

Véta 5.6. Plati
1 ppto=9p
2. pTppt =T

SPodle definice je projekce p samoadjungovand, pravé kdyz (u, p(v)) = (p(u), v). Tato podminka je trividlné
splnénd pro w,v € kerp a u,v € imp. Pro u € kerp, v € imp tato podminka je (u,v) = 0, tedy prave
kerp L imp. Zbyly pfipad u € imp, v € kerp je symetricky.
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5. Mooreova—Penroseova pseudoinverze

3. ¢ je samoadjungované

4. ot je samoadjungované
Naopak kazdé zobrazeni i spliujici tyto étyri vztahy s @ nahrazengym 1 je Mooreovou—
Penroseovou pseudoinverzi k ¢, tj. 1 = @™ .

Dukaz. Je jednoduché ovérit vztahy z tvrzeni pro Mooreovu—Penroseovu pseudoinverzi; vlast-
nosti (3) a (4) plati proto, ze piislusné kompozice jsou kolmé projekce na podprostory im ¢ a
(ker ). V tomto i opacéném sméru je podstatné si uvédomit, Ze projekce je samoadjungovana,
pravé kdyz je kolma.

Podle (1) a (3) je ¢ty samoadjungovand projekce (nebot (pTp)? = ptp) ve smeéru
ker(¢ ) = ker ¢ (nebot ker p C ker(ptp) C ker(ppT¢) = ker ), nutné tedy kolmd. Proto
je jejim obrazem (ker )+ a ¢ tedy splituje prvni definiénf vztah. Druhy se dokaze symetricky.

Témér v jakékoliv knize pojednavajici o Mooreové—Penroseové pseudoinverzi lze najit
alternativni dukaz hrubou silou. O

5.2. Aproximace feSeni soustavy linearnich rovnic

Zabyvejme se soustavou linedrnich rovnic Az = v. Pokud je matice A ¢tvercova a invertibilni,
lze formélné tuto soustavu vyfesit vyndsobenim inverzi A~1,

r=A"1Ar = A 0.

V piipadé, ze A nem4d inverzi nebo dokonce neni ani ¢tvercova, lze stale néco fict o feSenich
pomoci Mooreovy—Penroseovy pseudoinverze.

Tvrzeni 5.7. Soustava Ax = v md TeSend, prdvé kdyz
AA v =

Diikaz. Pokud plati AATv = v, pak zfejmé ATv je fesenim. Naopak, pokud Az = v pro
néjaké x, potom
AATv = AAT Az = Az = v.

Jiny dikaz spoéivd v tom, Ze AAT je projekce na im A, a proto rovnost AATv = v je
ekvivalentni tomu, ze v € im A, coz je zfejmé to samé, ze soustava md reSeni. O

Vidime tedy, ze i v pfipadé, ze A nem4 inverzi, nebo dokonce neni ani ¢tvercova, muzeme
né&jaké jeji feseni (v pripadé, Ze existuje) najit jako ATv. V ndsledujicim ukézeme, jaky geome-
tricky vyznam toto feSeni mé. Obecnéji se budeme zabyvat otdzkou geometrického vyznamu
Atv i v pifpadé, kdy soustava Az = v nem4 Feseni.

Rekneme, ze  je nejlepsi aprozimace fesent, jestlize minimalizuje vyraz | Az —w], tj. pokud
pro libovolné y plati

Az — v| < [Ay —v|

Ziejmé je tedy Az bod im A, ktery je nejbliz v, je to tedy kolmé projekce vektoru v do
podprostoru im A. Tu umime podle piedchoziho napsat pomoci pseudoinverze jako AATw.
Plati tedy

Lemma 5.8. Vektor x je nejlepsi aproximaci eseni soustavy Ax = v, pravé kdyz plati

Az = AATw.
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5. Mooreova—Penroseova pseudoinverze

Zejména tedy ATv je nejlepsi aproximace feseni. Obecné je takovych nejlepsich aproximaci
vic. Mezi nimi lze ATv charakterizovat pomoci nasledujici véty

Véta 5.9. Vektor ATv je nejlepsi aprozimace veseni soustavy Ax = v s nejmensi normou,
»2krdcené” nejmensi nejlepsi aproximace resent.

Dikaz. Mnozina nejlepsich aproximaci je pravé mnozinou feSeni soustavy
Ax = AATw

a jednd se tedy o afinni podprostor se zaméfenim ker A. Vektor z tohoto afinniho podprostoru
s nejmensi normou je tedy jediny a to pravé ten, ktery je kolmy na zaméreni ker A. Pfitom
ale Atv € im AT = (ker A)*. O

Piiklad (Aproximace piimkou). Nechf jsou v roviné dany body (z1,41), - - - , (n, yn). Ukolem
je vést témito body pfimku. Pokud by to bylo mozné pfesné, existovaly by a, b (koeficienty v
rovnici ptimky a + bxr = y) takové, ze

a-14+b-z1 =1y

a-14+b-x, =yn

Nasim ukolem je tedy vyfFesit soustavu (vzhledem k nezndmym a,b) s rozsitenou matici

1z, Un
Piimka s rovnici y = a + bx se nazyva aproximaci piimkou zadané n-tice bodu. Je potieba

viak vysvétlit, v jakém smyslu je to nejoptimalnéjsi odpovéd na nasf otdzku prolozeni piimky
zadanymi body. Tato pfimka minimalizuje

n

Z ((a+ bx;) — yi)Q,

i=1
tedy soucet ¢tverct odchylek funkénich hodnot a + bx; od zadanych y;. Tato aproximace se

pouziva, pokud vime, ze zadané hodnoty y; muzou byt zatizeny chybou, ale x; jsou namétreny
presné.

50



5. Mooreova—Penroseova pseudoinverze

5.3. Kolma projekce do podprostoru

Necht V' = [vq,...,v;] C U je podprostor. Kolméa projekce vektoru u do V je takovy vektor
P(u) = zvy + -+ + xpvk, ktery je nejbliz k u. Jednd se tedy o nejlepsi aproximaci feseni
soustavy xjvy + - -+ + v = u. Oznacime-li A = (v - - - vx) matici na levé strané, dostdvame
z predchoziho formulku (z1 ---23)T = ATu a tedy

P(u) = (vy - vg) (21 - 2p)T = AATw,

Predpoklddame-li nyni, ze vektory vy, ..., v jsou linearné nezavislé, je A matici injektivniho
zobrazeni a dostavame tak formulku

P=A(A*A)1 A

V piipadé, ze byl systém vektoru dokonce ortonormalni, je matice uprostied jednotkova a
tedy P = AA*.
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6. Multilinearni algebra

V celé této kapitole budeme pracovat s vektorovymi prostory nad pevnym télesem K.

6.1. Baze a soufadnice

Prvné pfipomenme dulezité vlastnosti bazi a sourfadnic. Linedrni zobrazeni o: K" 35U je
jednoznacné urcené obrazy u; = «(e;) a lze jej tedy chapat jako n-tici vektoru (uq,...,uy).
Pritom se jedna o bazi, tj. a posila bazi na bézi, pravé kdyz je « izomorfismus. Inverzni
zobrazeni ¢ = a~!: U — K" pak posild kazdy vektor u na jeho soufadnice (u), a budeme
mu tedy fikat souradnicové zobrazeni (nebo prosté souradnice na U).

Lemma 6.1. Vektory ui,...,u, tvori bdzi U, prdvé kdyz se kazZdé zobrazeni {u;} — V
jednoznacéné rozsiruje na linedrni zobrazeni U — V.

Poznamka. V teci univerzalni algebry to znamend, ze baze vektorového prostoru je koncept
totozny s volnou algebrou. Nasledujici dukaz je vhodné v tomto sméru chapat.

Diikaz. To, Ze baze mé vlastnost z tvrzeni, zndme z difvéjska. Necht tedy naopak uq,...,u,
maji vlastnost z trvzeni. Zejména tedy existuje zobrazeni ¢: U — K", posilajici u; — e;. Ze
stejné vlastnosti standardni baze dostavame zobrazeni o: K® — U posilajici e; — u;. Protoze
slozené zobrazeni ap posila u; — u;, stejné jako identické zobrazeni, plyne z jednoznacnosti
rozsifeni ap = id a symetricky také pa = id; tim padem je o skuteéné béze. O

6.2. Faktorovy prostor

Necht U je vektorovy prostor, V jeho podprostor. Tento podprostor definuje na U ekvivalenci
uy ~ ug praveé tehdy, kdyz u; — us € V. Tiidu ekvivalence obsahujici vektor v budeme znagit
[u]. Je to mnozina

Ul =u+V ={ut+v|veV}

Mnozinu vsech t¥id ekvivalence oznacujeme U/V. Jakozto kvocient komutativni grupy podle
jeji podgrupy je to opét komutativni grupa, navic mizeme na této mnoziné definovat nasobeni
skalarem z K takto:

[u] + [v] = [u + 2]

Tyto operace jsou nezdvislé na vybéru reprezentantu a neni obtizné se presveédéit, ze z U/V
vytvareji vektorovy prostor nad K.

Je-li W komplementarni podprostor k V, tj. U = W @ V, pak projekce U — U/V se
zuzuje na izomorfismus W — U/V: ke kazdému u + V € U/V hledejme vzor w € W tak, ze
u+V =w+V, tj. u = w4+ v pro néjaky vektor v € V; podle definice piimého souc¢tu lze toto
jedinym zpusobem.

Je-li U kone¢nérozmérny prostor, pak

dimU/V =dimU — dim V.

Dtkaz je jednoduchy: Zvolme bazi vy, ..., vp prostoru V a doplime ji na bazi vy, ..., vg,
Vkt1, - - -, Up Prostoru U. Staci ukazat, ze [vgi1], ..., [vn] je baze prostoru U/V .
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Cviceni. Dokazte predchozi tvrzeni.
Oznaéme p: U — U/V surjektivni linedrni zobrazeni definované predpisem
p(u) = [ul.

Toto zobrazeni se nazyva projekce.
Necht ¢: U — W je linedrni zobrazeni a nechf V C ker . Potom existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni @: U/V — W takové, ze

p=pop,
tedy Ze nasledujici diagram komutuje
U—"—=W
p ~
|4
u/ywv
 musi byt definovdno predpisem
?([u]) = ¢(u).

Diky tomu, ze pro v € V' je p(v) = 0, je pro ui ~ ug

o(ur) = p(u1) + p(ur — uz) = p(u2)

a definice @ nezavisi na vybéru reprezentanta.
Necht ¢: U — W je linedrni zobrazeni. Pak znamé véta z algebry tikd U/ ker ¢ = im ¢,

6.3. Prostory linearnich a multilinearnich zobrazeni

Linearni zobrazeni z vektorového prostoru U do vektorového prostoru V' vytvareji vektorovy
prostor, ktery budeme oznacovat
Hom(U, V).

Duvodem pro toto oznaceni je skuteénost, ze linearni zobrazeni se ¢asto nazyvaji homomor-
fismy vektorovych prostoru.
Necht Uy, ..., Uy, V jsou vektorové prostory. Zobrazeni

p:Up x--xU; =V
se nazyva multilinedrni (nebo ¢-linedrni), jestlize je linedrni v kazdé své slozce, tj.
o(ur, ..., au; + by, ... up) = ap(ur, ..., Ui, ..., uq) +bp(ut, ... v, ..., uq)

Mnozina vsech g-linedrnich zobrazeni z Uy x --- x U; do V' tvoii opét vektorovy prostor
nad K, ktery budeme oznacovat

Ling(Uy,..., Uy V).
S¢itani a nésobeni skaldrem se déje ve V, tj.
(ap +b0¥)(u1, ..., uq) = ap(ur, ..., up) +bh(ui, ..., uq).
Specialné plati

Lin; (U; V) = Hom(U, V).

93



Ccv

6. Multilinearni algebra

Piiklad. Na R3 uvazujme linedrni zobrazeni f,¢: R? — R zadand piedpisem

f(z1,22,73) = w3, 9(y1, Y2, Y3) = Y1
Ukézeme, ze zobrazeni
p:RPx R =R, p(z,y) = f(x) 9(y) = x5
je bilinearni. Plati
olax + bz, y) = flax + bz) - g(y) = (axs + bzs)y1 = axsyr + bzsyr = ap(z,y) + bo(z,y).
Dtikaz pro linearitu ve druhé slozce se provede obdobné.

Cviceni. Ukazte, ze multilinedrni zobrazeni jsou uzaviena na skladéni.

6.4. Dualni prostor

Linedrni zobrazeni z U do K se nazyvaji linedrni formy na U, vektorovy prostor vsech
linearnich forem se nazyva dudlni vektorovy prostor k prostoru U a oznacuje se

U* = Hom(U, K).

Véta 6.2 (o dudlni bézi). Necht U je vektorovy prostor s bdzi (e1, ..., e,). Potom v dudlnim
prostoru U* existuje bdze (', ..., f) takovd, Ze

file)=i=0 0170
0 proi##j

Tato baze se nazyvd dudlni bazi k bdzi (e1, ..., en).

Dukaz. Kazdy vektor u 1ze psat jedinym zpusobem jako linedrni kombinaci vektoru béaze

n
U= E a‘e;.
i=1

Jelikoz je f7 jednoznaéné urcena tim, ze posila ej na 1 a zbylé bazové vektory na 0, dostdvame
vztah f7(u) = o’ jako j-tou soufadnici vektoru.

Necht n € U* je libovolnd linedrni forma a hledejme b; € K tak, aby n =", b; f7. Tato
rovnost forem bude platit, pravé kdyz tomu tak bude po dosazeni viech bazovych vektoru e;,
tj. prave kdyz pro kazdé ¢ bude platit

n(e:)) =Y bifi(es) = bi,
j=1

Tim jsme dokazali, ze (f', ..., ™) je baze U*. O

Pozndamka. Zabyvejme se nyni kratce tim, co se stane pro U nekonec¢né dimenze. Zjevné formy
f7 existovat budou a opét n = 3 ;bj f7, pravé kdyz b; = n(e;). Pitom ale vyraz napravo dava
smysl pouze, pokud z téchto ¢isel bude pouze koneéné mnoho nenulovych. Ve vysledku tak
kazds forma mé maximalné jedno vyjadieni jako linedrni kombinace f7, a proto jsou f7
linedrné nezavislé a generuji jisty podprostor U*. Navic k tomuto zavéru staci, aby byl e;
libovolny linedrné nezavisly systém vektort (to je potieba k tomu, aby formy f/ existovaly,
nebudou vsak jiz jednoznacéné urceny).
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6. Multilinearni algebra

Z dukazu je dobré si zapamatovat, ze soufadnice vektoru u v bazi a = (e, ..., e,) lze
spoéitat pomoci dudlni baze o* = (f1, ..., f*):

(Wa = (F(u)s..., fA(w)"

a naopak soutadnice formy 7 v dudlni bazi o* lze spocitat pomoci baze a:

(Max = (n(er), -, nen))
(v dalsim je budeme zapisovat do fadkiu).

Piiklad. Vektory v R™ povazujeme za n-tice redlnych ¢isel ve formé sloupct. Prvky dualniho
prostoru (R™)* budeme znacit jako n-tice redlnych ¢isel ve formé radku (nakonec to jsou
linearni zobrazen{ R™ — R). Tedy

ueR  u= |22, ne®),  n=(y1.y293)
X

Vy¢cisleni formy 7 na vektoru u je potom maticové nasobeni

1

x
n(u) = (y1,92,y3) | 2> | = o’ + yoa® +ysa®.
3
Necht o = (u1,...,u,) je bdze R™. Matice pfechodu od « ke standardni bézi ¢ =

(e1,...,6p) je (id)ea = A

(Ut ..., up) = (€1,...,en)(id)z q-

Dualni baze k (e1,...,e,) je f! = (1,0,...,0), ..., f* = (0,...,0,1) a dudlni béze
(nt,...,n") k (u1,...,u,) je uréena fadky matice A~!, nebotf musi platit
0!
D (s un) = (0 (wy) = (6) = E
,,77'1

Pozndmka. Abstraktné lze predchozi ivahu provést pomoci dudlnich zobrazeni takto: chdpeme bézi jako zob-
razenf o: R™ — U, potom dualizaci 8(id)ga = @ dostaneme vztah (id)3,8" = o*. Dudlni bazi o’ chdpeme jako
zobrazeni o/ = (a*)™': (R™)* — U™ a proto plati vatah §' = (id)gaa’ (matice dudlnich zobrazeni se skladajf
naopak).

Disledek 6.3 (o druhém dudlu). Necht U je vektorovyj prostor koneéné dimenze. Pro vektor
u € U efinugme linedrnd formu ev,, € (U*)* na dudlnim prostoru U* pomoct predpisu evy(n) =
n(u). Potom vzniklé zobrazeni ev: U — (U*)* je linedrni izomorfismus.

Diikaz. Podle predchozi véty k bazi (eq, ..., e,) prostoru U lze najit dudlni bazi (f!, ..., f)
prostoru U*. Ukézeme, Ze (evel, ce even) tvoif dudlnf bazi k (f1, ..., f). Plati totiz
v () = Pl =14 - 0T
“ ‘ 0 proi#j
Protoze je zjevné ev linedarni a pfevadi bazi na bazi, jedna se o izomorfismus. O
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Pozndmka. Zabyvejme se nyni kratce tim, co se stane pro U nekoneéné dimenze. Jak jsme
vidéli, formy f7 jsou bazi jistého podprostoru U* a ev,, jsou k nim opét dudlni, takze jsou
linedrné nezavislé. Zobrazeni ev je tedy injektivni a U je izomorfni podprostoru U daného
pravé prvky tvaru evy,.

Od tohoto okamziku budeme povazovat prostory U a (U*)* za totozné. Zobrazeni (—, —): U* x
U — K definované

(n,u) = n(u)
je bilinedrni a nékdy se nazyvé dualita nebo parovani. Pomoci duality se daji vyjadrit podminky
pro dudlni bazi jako (f7,e;) = &/ a pro soufadnice plat{ symetrické vztahy (f7/,u) = u/,
(n,€i) = n;.
6.5. Dualni linearni zobrazeni
Necht ¢: U — V je linedrni zobrazeni. Zobrazeni ¢*: V* — U* definované pro 6 € V*

predpisem ¢*(0) = 0 o p, t].

se nazyva dudlni linedrni zobrazeni k zobrazeni .

Pozndmka. Pomoci dualit (—, —)y: U* xU - Ka (—,—)y: V* x V — K lze definici psat

(90*(0)7 U)U = (07 (,O(U))V,

coz formalné pripomind definici adjungovaného zobrazeni, kde skalarni sou¢iny jsou nahrazeny
dualitami. Vyhodou tohoto zapisu je jeho symetrie a lepsi pfehlednost.

Podobnost s definici adjungovaného zobrazeni neni ndhodna. Je-li totiz U realny Euklei-
dovsky vektorovy prostor, je zobrazeni

R:U — U, u > (u, —)

izomorfismus — prostory maji stejnou dimenzi a injektivita plyne z toho, ze (u, —) = 0 znamena
zejména |u|? = (u,u) = 0, tj. u = 0. P¥i této identifikaci R pak dualita vypada

(Ru7 U) = (<u7 _>7U) = <uvv>7

tj. dualita je pfesné skalarni sou¢in. Pro komplexni skalarni soucin je R izomorfismus U = U*
a situace je o néco komplikované;jsi.

Piiklad. Necht ¢: U — U je zobrazeni ¢(u) = 3u. Vypoctéte ¢*: U* — U* z definice. Plat{

(")) (w) = 0(o(w)) = 0(3u) = 36(u).
Tedy ¢*(0) = 36.

Zabyvejme se nyni soufadnicovym zapisem dudlniho zobrazeni. Pfipomerime, ze vektory
zapisujeme do sloupce, zatimco linearni formy do fadku a dualita je nasoben{ matic. Definice
dudlniho zobrazeni ¢*(n) = ny pak v souradnicich davéa (¢*(1))a = (1)(¢)sa a je tedy dédno
nasobenim matici (¢)g, zprava.
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6. Multilinearni algebra

6.6. Dualita a podprostory

Necht U C V je vektorovy podprostor a uvazujme vlozeni
LU=V
a k nému dudlni surjektivni zobrazeni
G VE - U,
které je ziejmé déno predpisem 7 — 7|y. Definujme
Ul =ker* ={neV* |YueU: (nu) =0},

kde podminku (n,u) = 0 si lze pfedstavovat jako ,n L U neboli n € U+*; proto také tento
podprostor dualniho prostoru znac¢ime timto symbolem.
Piitazeni U — U~ zadavé zobrazeni

Dy : {podprostory V'} — {podprostory V*},

které zjevné obraci usporadani, tj. pokud Uy C Ui, pak UOL ) UlL. Navic, pokud U ma
dimenzi d, pak UL ma dimenzi n — d (také Ffkdme, ze ma kodimenzi d); to je proto, Ze je
jadrem surjektivniho zobrazeni V* — U* z n-rozmérného do d-rozmérného prostoru.

Nasim dalsim krokem bude ukazat, ze zobrazeni Dy je bijekce (a tedy antiizomorfismus
uspofadanych mnozin — ve skutecnosti svazi). Zabyvejme se proto tim, co se stane pii druhé
aplikaci ,,kolmého dopliku“. Geometricka intuice z Eukleidovskych prostoru iika, ze druhy
kolmy doplnék musi nutné obsahovat puvodni prostor a ve skute¢nosti se musi rovnat, protoze
maji stejné dimenze. Stejny argument funguje i obecné,

UH ={veV |VneU": (n,0) =0},

Protoze se viak viechny formy z UL podle definice nuluji na U, plati U C (UL)L. Zaroven
maji oba prostory stejnou dimenzi, musi byt tedy totozné, (U+)+ = U.

Véta 6.4. Prirazeni U — UL urcuje bijektivni zobrazend
Dy : {podprostory V} — {podprostory V*}, U U+

s nasledujicimi vlastnostmi
o Dy prevraci usporddant,
e je-li U dimenze d, pak UL je dimenze n —d,
o (UgNUp)*t =Us + Ut
o (Up+U)t=UsNnUH
Ol

Poznamka. Vse je dusledkem prvniho bodu, dokonce i vztah mezi dimenzemi. MuZzeme totiz
vycist dimenzi U jako délku d nejdelsiho striktné rostouctho fetézce podprostora 0 = Uy ¢
Uy C---CU;=U.
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6. Multilinearni algebra

Péknou aplikaci je popsani svazku vSech rovin v prostoru prochézejicich danou piimkou p.
Prechodem ke kolmym dopliikiim to znamend popsat viechny pifmky obsazené v roviné p=.
To je ale jednoduché — jejich smérové vektory jsou pravé viechny nenulové prvky p*. Pokud
je p zadand implicitné jako feseni soustavy a(v) = B(v) = 0 dvou rovnic, je p* = [a, 3] a
pifmka lezici v pt je proto generovans libovolnou jejich nenulovou linedrn{ kombinaci acv+ bg.
Piechodem zpatky vidime, ze rovnice odpovidajici roviny obsahujici p je (aa+b3)(v) = 0, ve
vysledku tedy libovolna nenulova linedrni kombinace definujicich rovin piimky p.

Zabyvejme se dale vztahem mezi podprostory zadanymi implicitnim a parametrickym
popisem. Necht je podprostor W C V* zadén parametricky jako W = [n',..., n*]. Potom

Wh={veV|WmeW: (nv)=0t={veV|@Hn,v)= = @u*v)=0}
To je ale popis W+ jako prostoru fesenf soustavy linearnich rovnic n'(v) = 0,...,n%(v) =0,
tedy implicitni popis. Stejny princip funguje naopak. Je-li U = [vy,. .., v4], pak
Ut = eV (o) = = (n.va) =0}

Formalné tak prevod parametrického popisu na implicitni je elementarni. Parametricky popis
U je ekvivalentni implicitnimu popisu U=, ten lze pomoci vyFeSeni soustavy s parametry
prevést na parametricky popis, ktery je zpétné ekvivalentni implicitnimu popisu U.

Tvrzeni 6.5. Necht jsou na V zaddny formy n°,n', ... n*. Jestlize libovolné v € V spliujici
171(1}) = ... :nk(v) =0
splituje zdrover n°(v) = 0, pak n° € [n', ... n¥].
Pozndmka. Opaénd implikace je trividlni: je-li n° € [p',...,7*], pak z n'(v) = ---9*(v) = 0
plyne jednoduse n°(v) = 0.
V pifpadé implikace (n'(v) = --- = n¥(v) = 0) = (n°(v) = 0) mizeme mluvit o tom,

ze rovnice 7°(v) = 0 je logickym diisledkem zminéné soustavy. Véta tedy iikd, ze pokud je
n°(v) = 0 logickym diisledkem, je ve skuteénosti ,algebraickym* disledkem; lze odvodit ze
soustavy tim nejtrividlnéjsim moznym zpusobem — je kombinaci rovnic soustavy. V jistém
smyslu se jednd o uplnost jistého logického systému: implikace, které plati, jsou pravé ty,
které lze dokdzat (pomoci zminéného jednoduchého pravidla).

Dukaz. Implikaci lze vyjadiit jako
[77077717 oo 777k]l = [7717 oo ﬂ?k]l-

Druhou aplikaci Dy dostavame [n°,7%, ..., 7% = [n',...,n*] a zejména n° € [n',...,7¥]. O

Nasledujici tvrzeni je dobfe zndme z teorie feSeni soustavy linedrnich rovnic a lze jej
vyvodit z Gaussovy elimina¢ni metody. Uvadime zde alternativni dikaz pomoci duality.

Tvrzeni 6.6. Soustava rovnic Axr+b = 0 nemd resent, prdvé kdyz existuje linedrni kombinace
jejich tadki (tedy rovnic) tvaru 1 = 0.

Dukaz. Trik spociva v ,projektivizaci soustavy. Puvodni soustava nema feSeni, pravé kdyz
kazdé teseni soustavy Ax + bt = 0 spliuje také ¢ = 0. Podle predchoziho tvrzeni to nastane
pravé tehdy, kdyz forma zadand rddkem (0,...,0,1), tj. (0| 1) je linedrni kombinaci fadku

rozsirené matice (A|Db). O
Pozndmka. Obecné vyjadieni duality: (—, —): U x V' — K bilinedrni zobrazeni takové, ze U — V*, u > (u, —)
aV —U", v~ (—,v) jsou izomorfismy. Tenzorovy piistup: existujie: U®V — Ka §: K — V ® U takové,

d®id id ®e

eV 22 veUueV Ll =eid

ValU UV ®U ——— U jsou identickd zobrazeni.
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6. Multilinearni algebra

6.7. Prostory multilinearnich forem

Zabyvejme se nyni multilinedrnimi formami. Pro jednoduchost zapisu se omezime pouze na
piipad Ling (U, V;K). Necht n € U*, 6 € V* jsou linearni formy. Definujme bilinedrni formu

0on:UxV =K, (0 ©n)(u,v) =n(u)-0(v)

(soucin funkénich hodnot — prvki télesa K); vSimnéte si, ze argumenty se dosazuji do linedrnich
forem v opa¢ném poiradi nez je poradi jejich zapisu — toto bude naSe konvence, kterd neni
iplné bézna.

Pozndmka. Pfi praci s bilinearnimi formami a pozdéji s tenzorovym souc¢inem je vyhodnéjsi
se vzdat usporddani prvku bédze a pracovat s neuspofddanymi bézemi. V dalsim budeme
zkracovat na ,{e;} je baze U“.

Lemma 6.7. Necht {e;} je bdze U, {€;} bdze V* s prislusnymi dudlnimi bdzemi { f'} a {F7}.
Potom mnozina {f? © f'| i=1,...,n;j=1,...,m} tvor bdzi Liny(U, V;K).

Dukaz. Pointou dikazu je, ze dvé bilinedrni formy se rovnaji, pravé kdyz davaji stejné hodnoty
na vsech dvojicich (e;, €;) bazovych vektoru (to by mélo byt ¢tendfi zndmo, piipadné by to
meél zvladnout dokdzat sdm). Pokusme se napsat bilinedrni formu & jako kombinaci

=0 (f [
T8
Tato rovnost bude podle predchoziho splnéna, pravé kdyz pro kazdé ¢, 7 bude platit
D(e;,€5) ) f5®f )(ei, €5) D fefs(e) )
iy g Z rs i5 €j Z rs i j ]

T8 .8
S
61. 58

Je tedy videét, ze koeficienty existuji a to jediné: ®;; = ®(e;, €;). To ale piesné znamend, ze
dand mnozina je béze. O

Pozndmka. Predchozi dukaz je analogii vztahu n; = n(e;) pro soufadnice formy — soufadnice
bilinedrni formy jsou také dany hodnotami na prvcich baze, ®;; = ®(e;, €;).
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7. Tenzorovy soucin

7.1. Tenzorovy soucin vektorovych prostora

Pointa tenzorového soucinu je, ze chceme prevést bilinedrni zobrazeni na linearni. Konkrétné
bilinedrni zobrazeni U x V. — W bude ekvivalentni linedrnimu zobrazeni U @ V. — W.
Symbolicky

Ling (U, V; W) = Hom(U @ V, W),

kde vsak fikame vic nez v pfedchozim — vyzadujeme, aby se jednalo o izomorfismus vekto-
rovych prostoru (a ne jen o bijekci). Timto vztahem je tenzorovy soucin urcéen jednoznacéné
az na izomorfismus a ve vétsiné aplikaci neni potieba znat presnou definici a vystacime si s
touto vlastnosti. Pokusme se s jeji pomoci ,,odvodit* definici tenzorového sou¢inu. Dosad me
do uvedeného vztahu W = K. Dostavame

Ling(U, V;K) = (U @ V)*.
Budeme-li nyni predpokladat, ze ma U ® V konec¢nou dimenzi, lze psat
U®V = Ling (U, V;K)*

Chceme-li tedy dostat tomu, ze tenzorovy soucin pievadi bilinedrni zobrazeni na linearni,
jsme vedeni k nasledujicimu:

Definice 7.1. Nechf U a V jsou vektorové prostory koneéné dimenze. Definujeme jejich
tenzorovy soucin U @V def Ling (U, V; K)*.
Prvek tenzorového sou¢inu t € U ® V nazyvame tenzor.

(V analogii k predchozimu vykladu pro linedrni formy jde o verzi ,druhého dudlu“ pro
vice €initelu.)
Definujme nyn{ bilinedrni zobrazeni ¢t: U x V — U ® V predpisem

t(u,v): ® — P(u,v),

jednd se tedy o ,evaluaci“ (viz srovndni druhého duélu s puvodnim vektorovym prostorem).
V nésledujicim budeme znacit u ® v = t(u,v) a je to tedy zobrazeni, které kazdou bilinedrni
formu posila na jeji hodnotu na dvojici (u,v).

Lemma 7.2. Zobrazeni t je bilinedrni, tj.
(ar1u1 4+ agu2) ® v =1a1 - u1 @V + ag - uy v
a analogicky pro druhou slozku.

Diikaz. Leva strana je ddna evaluaci
O — P(ajug + ague,v),
zatimco prava je dana jako linedrni kombinace evaluaci, tedy
O = a1 P(ur,v) + ar®(ug,v).

Tyto dva vyrazy se rovnaji diky bilinearité . O
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7. Tenzorovy soucin

Tenzory tvaru u®v nazyvame jednoduché. Neni pravda, ze by kazdy tenzor byl jednoduchy,
ale jednoduché tenzory prostor U ® V' generuji — to je disledek nasledujici véty.

Véta 7.3. Necht {e;} je bdze prostoru U a {€;} bdze prostoru V. Pak {e; ® €; | i =
1,...,n; 5 =1,...,m} tvori bazi prostoru U @ V.

Dikaz. Ukazeme, ze {e; ® €;} tvoii dudlni bazi k bazi {fvj ® f'} z Lemmatu 6.7. Staci tedy
pocitat N N N
(ei @€;)(f* O f") = (f* © ") ei,e5) = [ (&) f*(e)) = 6; 3,

coz je 0 s vyjimkou piipadu ¢ = r, j = s. To je ale pfesné podminka na dudlni bazi. O

Pozndmka. Zabyvejme se nyni krédtce tfm, co se stane pro U nebo V' nekonecné dimenze. Opét
plati, ze e; ® €; jsou dudlni k 7 ® £ takze e; ® €; jsou linedrné nezavislé a tvoii tedy bézi
podprostoru Ling (U, V; K)*, ktery budeme oznacovat U ® V. Pro tuto definici plati pfedchozi
véta beze zmény. V dalsim nebudeme konkrétni definici U ® V' potiebovat a vystacime s
predchozi vétou; zejména bude vSe platit i pro prostory nekonec¢né dimenze.

7.2. Univerzalni vlastnost tenzorového souéinu

Vratme se nyni ke vztahu, ktery jsme pouzili k motivaci definice tenzorového soucinu a ovéime,
ze opravdu plati. Pfipomenime kanonické zobrazeni t: U x V — U @ V dané (u,v) — u ® v.

Véta 7.4 (Univerzaln{ vlastnost tenzorového soucinu). Necht F: U x V. — W je bilinedrni
zobrazeni. Potom existuje prdavé jedno linedrni zobrazeni ¢: U @ V. — W takové, Ze

pu®v) = F(u,v),

ty. takové, Ze ndsledujici diagram komutuje

UxV-Ltsw

>
t -
| =
UV
Diikaz. Jsme nuceni polozit ¢(e; ® €;) = F(e;, €;). Jelikoz takové tenzorové souciny tvoif
bézi, je timto ¢ diky linearité jednoznaéné urceno. Zbyva ukéazat, ze podminka opravdu plati.
Ptitom jsou ale obé F', ¢ ot bilinedrni zobrazeni U x V — W. Podle pfedchoziho se shoduji

na dvojicich bazovych vektoru a musi tedy byt stejné. O

Diusledek 7.5. Ezistuje prirozeny izomorfismus
Hom(U ® V, W) — Ling(U, V; W),

danyj ¢ — pot.
Pozndmka. Jesté je to izomorfni Hom (U, Hom(V, W)), ale to je asi napoprvé zbyteéné komplikované.

Nasledujici tvrzeni fika, ze tenzorovy soucin je svou univerzdlni vlastnosti uréen az na
izomorfismus jednoznaéné.
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7. Tenzorovy soucin

Véta 7.6 (o jednoznacnosti tenzorového soucinu). Necht S je wvektorovy prostor a necht
s:Up x -+ x U, — S je n-linedrni zobrazeni, které md stejnou vlastnost jako zobrazeni
t: Uy x -+ xU, > U1 ®---®U, z predchozi véty. Potom existuje prdvé jeden izomorfismus
c: U1 ®--- U, =S aknému inverzni 7: S > U1 ® --- ® U, tak, Ze komutuje diagram

U1®®Un$5
Tt /
U1><'--><Un

Dukaz. Provedeme pouze ndznak. Existence linedrniho zobrazeni o plyne z univerzalni vlast-
nosti t, existence linedrniho zobrazeni 7 plyne z univerzalni vlastnosti zobrazeni s. Identity
Too =id, 0 o7 = id se dokazi dalsim pouzitim predchozi véty (predevsim jejiho tvrzenim o
jednoznacnosti). O

Pozndmka. Existuji i jiné definice tenzorového sou¢inu vektorovych prostoru nez je ta, kterou
jsme pouzili. Podle pfedchoziho tvrzeni lze v8ak vzdy ukazat, Ze jsou na prostorech koneéné
dimenze ekvivalentni s nasi definici.

Jedna z moznosti, kterd funguje i pro U, V nekoneéné dimenze, je

U®V:T/T0,

kde T je vektorovy prostor vsech formalnich linedarnich kombinaci dvojic (u,v) € U x V (pro
K nekonecéné a U, V netrividlni nemd 7" koneénou dimenzi!), tj. T je volny vektorovy prostor
na mnoziné U x V| a Ty je jeho podprostor generovany prvky

(auy + bua,v) — a(uy,v) — b(ua,v)
(ua avy + b'UQ) - CL(’U,, Ul) - b(”? Ug)

Zobrazeni t: U x V. — T /Ty je t(u,v) = [(u,v)].

7.3. Asociativita a komutativita tenzorového souc¢inu

Uvazujme zobrazeni U; x Uy x Us — (U ® U) ® Us, (u1,ug,u3) — (u; @ uz) @ us. To je
ziejmé linedrni v kazdé slozce (protoze tenzorovy souc¢in vektoru je linedrni v kazdé slozce) a
diky univerzédlni vlastnosti tenzorového soucinu tak existuje jediné linearni zobrazeni

Oz:U1®U2®U3—>(U1®U2)®U37
u1®u2®U3l—>(u1®UQ)®u3-

Jednd se o izomorfismus, protoze posila bazi na bazi. Obdobné pro kazdou permutaci o
mnoziny {1,...,n} existuje pravé jeden linedrni izomorfismus

Po: U1 Q- @Un — Uyy ® -+ @ Up(y,

UL R @ Up > Ug(1) @+ @ Ug(n)-
Jednotkou pro tenzorovy soucin je téleso K, tj. plati
KeU=U.

Tento izomorfismus je pfedepsan k ® u — ku (skaldrni ndsobeni v U).

Pozndmka. Jesté distributivita a kompatibilita s kvocienty. Jesté vektor jako zobrazeni K — U a forma jako
zobrazeni U — K.
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7. Tenzorovy soucin

7.4. Tenzorovy soucin linearnich zobrazeni
Necht ¢;: U; — V; jsou lineérni zobrazeni. Potom zobrazen{
Uy x - xU,—>VM® -V,

definované predpisem (ug,...,u,) — p1(u1) ® -+ ® @u(uy), je n-linedrni a podle véty o
univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu existuje pravé jedno linedrni zobrazeni

P11 QU ®--0U, > V1®---QV,

takové, ze

Zobrazeni ¢ ® - -+ ® @, nazyvame tenzorovym soucinem linedrnich zobrazeni ¢1,..., vn.

7.5. Tenzorovy soucin a dualita

Tvrzeni 7.7. Necht U a V maji koneénou dimenzi. Pak zobrazeni
V*®@U" — Ling(U,V;K) = (U V)"
dané predpisem 0 @ n+— n © 0 je izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni prevadi bazi fj ® f' na bézi fj ® f* (ve druhém vyjadieni jsou pak obrazy
f7® f* dudlni k €' ® &7). O
Jakozto zobrazeni U ® V' — K je obraz tenzoru 6 ® n dan predpisem u ® v — n(u) - 8(v)
a lze jej tedy popsat jako kompozici
UoVv 1 KoK ~K,

kde pftirozeny izomorfismus K ® K = K je dan predpisem a ® b — ab.

7.6. Izomorfismus mezi Hom(U,V) a V @ U*

Uvazujme bilinedrni zobrazeni

V x U* - Hom(U, V)
definované predpisem
(v,n) — v

kde v - n je linedrni zobrazeni u +— v - n(u) (skaldrni ndsobek vektoru v). V soufadnicich je
toto zobrazeni opét dano nasobenim matic, tentokrat v opacném poradi nez u evaluace.

Podle univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu toto zobrazeni indukuje linedrni zobra-
zeni

V ®U* = Hom(U, V).

Veéta 7.8. Je-li U konecéné dimenze, pak je vijse uvedené zobrazeni izomorfismus.
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Diikaz. Nechf oo = (ej) je baze U s dudlni bazi (f7) a necht 8 = (e;) je béze prostoru V.
Ukéazeme, ze ke kazdému ¢: U — V existuje jediny vzor, ten si ozna¢me

S @ f)d

i3

Jeho obraz je >, ;(€; - fI )a§- a stac¢i porovnat hodnoty na bézovych vektorech eg:
ples) = Z'e} . fj(es)aé- = Z'@} -al.
ij i

Dostavame tak jediné fesenf: a’ musi byt i-t4 soutadnice ¢(es). Zejména je tedy a’ rovno
prvku matice zobrazeni ¢, al, = ((¢)ga)is- O

Pozndmka. V soufadnicich lze identifikovat Hom(U, V') s prostorem matic m x n. Zobrazeni
7z predchozi véty pak posild €; ® f/ na matici E!, kterd m4 jediny nenulovy prvek na misté
(i,7) roven 1. Zjevné matice Ef tvoii bazi prostoru vsech matic, coz dava alternativni dikaz
predchozi véty.

Z predchozi véty je dobie vidét, Ze vétsina tenzoru neni ,jednoduchych®, tj. tvaru v ®
1. Takovym nenulovym tenzorum totiz odpovidaji pfesné zobrazeni U — V hodnosti 1,
nebot jejich obraz je pravé podprostor generovany v. Ve skute¢nosti mé ale vétsina zobrazeni
maximalni hodnost min{dim U, dim V'}.

Cviceni. Jaky je vzor id € Hom(U,U)?

7.7. Tenzorova algebra vektorového prostoru

Definice 7.9. Algebrou rozumime vektorovy prostor A, ktery je soucasné okruhem a to
takovym zpusobem, Ze ndsobeni A x A — A je bilinearni. Alternativné tedy muZeme psat
nasobeni jako linedrni zobrazeni A ® A — A.

Zmname jiz pomeérné dost piikladu algeber — algebru étvercovych matic, algebru kom-
plexnich ¢isel (obecnéji libovolné rozsiteni téles), za chvili pozndme algebru kvaterniont.
Tenzorovy soucin p kopii dudlniho prostoru U* a ¢ kopii prostoru U se oznacuje

TW=U® - UeU'® -oU".
q p

Jeho prvky se nazyvaji tenzory typu (p,q). Diky Vété 7.8 je TJU = Hom(U®P,U®7). Nasim
dalsim cilem bude z téchto prostort vyrobit tzv. tenzorovou algebru vektorového prostoru U.
Prvné definujeme nasobeni

U®n g (U*)®p1 QU®2 g (U*)®p2 P23) s UON @ 79 g (U*)®p1 Q (U*)®p2’

q1 ] q1+4q2
Tp U Tps U Tyl {paU

tj. soucinem tenzoru typu (p1,q1) a tenzoru typu (p2,q2) je tenzor typu (p1 + p2,¢1 + ¢2),
konkrétné

((Ul®"'®Uq1)®(771®"'®77p1))®((’Ul®"'®’l}q2)®<91®"'®9p2))'—>
S Ry BV R B,) 0N @R R0 @ @ 6P?)
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7. Tenzorovy soucin

Abychom z jednotlivych prostortt 7/U a ndsobeni{ mezi nimi vyrobili jedinou algebru,
je nutné tyto prostory dat néjakym zpusobem dohromady. K tomu ndm poslouzi pojem di-
rektniho souctu, tentokréte ovSem pro nekoneény pocet scéitancu (sjednoceni vektorovych
prostort neni vektorovy prostor). Pro vektorové prostory V;, i € I, polozme

Dvi={w)

el el

v; je nenulové pouze pro koneé¢né mnoho i € }

Budeme identifikovat v € V; s prvkem (v;);cr takovym, ze v; = v a ostatni komponenty
jsou nulové. Pro v = (v;)ier s nenulovymi slozkami vj,,...,v;, plati v = v;;, +--- +v;, a
je tedy direktni soucet generovan jednotlivymi scitanci V;. Ziejmé je toto vyjadieni navic
jednoznacné a tedy linedrni zobrazeni @, ; Vi — W je jednoznacné urceno svymi ztzenimi
Vi = W, kterdzto mohou byt libovolna linearni zobrazeni.

Polozme T{U = K. Potom tenzorovd algebra vektorového prostoru U je direktn{ soucet
vektorovych prostoru

o0
*TT — q
;U = @ 17U
p,q=0
To je opét vektorovy prostor, i kdyz nekonecné dimenze. Nasobeni na 7T;U je jednoznacné
urceno tim, ze md byt bilinedrn{ a svym chovéanim na jednotlivych T7U.

Piiklad. Souc¢inem tenzoru
2f' @ uy @ ug — 3% @ uz ® uz, 43 @uz — fP@u
je tenzor
(2f1 ® U1 ® U —3f2®U3®U3)®(4f3®u3—f2®u1) =

=8l P Ru @us @uz —2f' @ 2@ u @ us @ uy
—122@ P @us Qus Q@us + 32 ® 2@ uz @ uz ® uy.

7.8. Souradnice tenzoru

Necht a = {e;} je baze prostoru U a o* = {f/} duélni baze prostoru U*. Potom vsechny
tenzory tvaru ' '
6i1®"‘®eiq®fjl®"'®fjp

tvoif bazi prostoru Ty (U) a kazdy tenzor ¢t € T5(U) lze psat pravé jednim zptusobem ve tvaru
D e ® ®e, @ @@ [,

7'17 7Zq
J1s--50p

Cisla t; - J‘; € K nazyvdme soufadnicemi tenzoru ¢ € T(U) v bdzi a. VSimnéte si, ze dolnf
index p zna¢i pocet dolnich indext, zatimco horni index ¢ znaci pocet hornich indexi u
soufadnic.

Kazdy vektor u € U je tenzorem typu (0, 1), nebot

T3 (U) =U.
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7. Tenzorovy soucin

Jeho soutadnice v bdzi o budeme zapisovat pomoci hornich indext

n
U= E a‘e;.
=1

Kazd4 linearn{ forma n € U* je tenzorem typu (1,0), nebot
(U) =U*.

Jeji soutadnice v bazi @ budeme zapisovat pomoci dolnich indext
n
n= E a; f’.
J=1

Kazd4 bilinedrni forma g na U je tenzorem typu (2,0), nebot
TY(U) = U* @ U* ~ Ling(U x U, K).
Jeji soutadnice v bézi o budeme zapisovat pomoci dolnich indext

9=> gijf @

7:7‘7.
Kazdé linedrn{ zobrazeni p: U — U je tenzorem typu (1,1), nebot
THU) =U ® U* ~ Hom(U,U).

Jeho soutfadnice v bazi a budeme zapisovat takto:
p=D e ®f.
ihj
Ukéazeme, ze matice linearniho zobrazeni ¢: U — U v bazi « je

(P)aa = (aé‘)?,j:h

kde i oznacuje fadek a j sloupec. Plati totiz, ze v i-tém fadku a j-tém sloupci matice (¢)a,a
je i-td soufadnice vektoru ¢(e;), tj.

Od této chvile budeme tedy v kapitole o multilinedrni algebfe zna¢it matice zobrazen{ jako
(aé-), kde ¢ znaci fadek a j sloupec.
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Nésobeni tenzoru lze v souradnicich popsat takto:

(t@ )11 dqitay _ 01egy g +1eTgy+ag
JieJpi4py ~ J1--dpy “Jpy+1e-Jpi4pa

Vyéisleni bilinedrniho zobrazeni g: U x U — K na dvojici vektori v a v je postupné
soucin tenzori g ® u ® v a nasledné kontrakce prvnich a druhych slozek (tj. slozeni s evaluaci
U®U* — K). V soutadnicich

g(u,v) = <Zgijfi ® fj> (Zases, Z btet>
= Z gijasbtfi f] et nga V.
1,7,t,8

Vyéisleni linedrniho zobrazeni ¢: U — U na vektoru v € U je postupné souéin tenzori
p®RueU®U*®U a kontrakce mezi druhou a prvni slozkou. V soutadnicich

olu) = (ijaje ® fj> (er)
= Zaél’sfj(@s)ez‘ = Z (Za§$j>€i
i j

,L‘?j?s
Soufadnice vysledného vektoru jsou tedy y aé-a:j .

Kroneckeruv tenzor 6 je prvkem U®U*, ktery odpovida identickému zobrazeni z Hom(U, U).
Jeho soutradnice v libovolné bézi jsou

‘ L i
5=%0 i
0  i#]

7.9. Graficky kalkulus

Ve cviceni jsme reprezentovali tenzory pomoci obrizku, dale pak jejich tenzorovy soucin,
identitu, evaluaci, skladani, atd.
Zakladni identity jsou

U o®id U®U*®U id ®e U
id ®d6 e®id

Ur ——U'UeU* —— U”

Diky nim lze pfechézet mezi zobrazenimi U®P — U®7 a tenzory z T,/U. Déle jsme definovali
stopu zobrazeni, tj. prvku T{U jako napojeni vystupu do vstupu (kontrakce).
7.10. Souradnice tenzoru pri zméné baze

Necht o = {e;} je baze prostoru U s dudlni bazi o* = {f7} prostoru U* a necht 8 = {¢&;} je
jind béze prostoru U s dudlni bazi * = { fj} Necht A = (a j) ¢ znaci fadky, j znaci sloupce,
je matice prechodu od baze a k bazi 3, tj. A = (id)ga,

(61,. . .,en) = (51,,gn)A

67



7. Tenzorovy soucin

Déle necht

r! f!
=21
fr i
Dualita potom fika
f! !
E=|: |(e1,...,en) =B | (€1,...,6n) A,
fr fm

E
diky ¢emuz B = A~!. Oznaéime-li B = (b;), pak dostdvame vztahy
e =Y aap,  fl=) Bf
i J
jejichz dosazenim do vztahu definicujictho soutfadnice tenzoru dostaneme nasledujici vétu.
Véta 7.10. Necht t € TJ(U) je tenzor o souradnicich t;lllj‘; v bazi . Jeho souradnice v bdzi

B jsou pri pouziti sumacni konvence

011 i
t q __ 1

kika..kqyly 110 lp
gy = Oy bib2 ... b

3 7
aké...ak‘Ztthmlp b i
(Séitame tedy pres vsechny indexy ki, ..., kg, L1, ..., lp.) O

Piiklad. Necht u je vektor se soufadnicemi z* v bazi « a 2 v bazi 8. Podle pfedchozi véty
= Z al ¥
k
Tedy
(u)s = Au)a = (id)ga(t)a;
coz je ndm znamo jiz z drivéjska.
Priklad. Necht f je linedrn{ forma se soufadnicemi y; v bdzi o* a soufadnicemi y; v bdzi
5*. Podle predchozi véty
5= ubj
l

Tedy
(f)ﬁ* = (f)a*B = (f)a* (id)aﬁa

kde jsou ale soufadnice forem brany jako fadky jako obvykle.

Piiklad. Linearni zobrazeni ¢: U — U je tenzor typu (1,1). Jeho matice (¢)aa = (t;) je
zadéna soufadnicemi tohoto tenzoru. Podle pfedchozi véty jsou jeho soufadnice v bazi g8

f= Y aiht) = Z%(gg@),
4.J k l

maticovée
(‘P)BB = A(p)aaB = A(‘P)aaA_l = (id)ﬂa(So)aa(id)aﬁa

coz je nam jiz znamy vztah pro transformaci matice zobrazeni.
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Priklad. Bilinedrni forma na U je tenzor typu (2,0). Matice této formy je dédna soufadnicemi
tenzoru (t;;) (i znaci radek, j sloupec). Podle pfedchozi véty

tij = Ztklbfbé = be<ztkzb§-),
Kl k !

maticovée _
T = B'TB = (id) 4T (id)ags,

Poznamka. Potadi mé byt opacné.
P#iklad. Necht V je vektorovy prostor s bazf (e1, e2) a dudlni bazi (f!, f?). Vyjadiete tenzor
fl@(er+e) € TH(V)

v bazi (61,63) a dudlnf bazi (f1, £2), jestlize
. 11
@@ =enen (5 3)

Regeni. Plati
(€1,€2) = (e1,e2)A.

Chceme vyjadiit eq, es pomoci €1, €3 a f1, f2 pomoci f1, f2. Z ptedchozi rovnice okamzité
dostavame

e =@aa =@ (1)

Déle hleddme vyjadieni ve tvaru
fl F
<f 2 }\5 .

E=(f(e) = <§;> (e1,e2) =B <%> (1,62)A ' =B-EA' =B.- A

Plati

Tedy musi byt B = A~!, proto

N (1o (£
()= 2) ()
Odtud dosadime do naseho tenzoru
FL® (e1+e2) = (f1+ [2) ® (—261 + 36 + 61 — )
= (14 2) © (—61 +26)

= flRa - 206 +2fl®6+ 22 6. o
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7. Tenzorovy soucin

7.11. Tenzory ve fyzice, jina definice tenzoru

Predchozi véta o transformaci souradnic tenzoru pii zméné baze nam umoznuje porozumét
tomu, jak jsou tenzory chépany ve fyzice.
Tenzor typu (p, q) nad vektorovym prostorem U kazdé bazi a v U piitazuje nPT9-tici &isel

t;ll'_'.’_é.p € K, pficemz pii zméné baze probihd transformace téchto ¢isel podle véty z predchoziho

paragrafu.

Pozndmka. Podobné jsme mohli chdpat vektory — jsou to takové n-tice soufadnic, které se pii zméné baze
vhodné transformuji. Lze je tedy organizovat do zobrazenf v: {bdze a(e;)} = K", a > (v)a, které je ,ekviva-
riantni®, tj. pro reguldrni matici A plati (v)oa-1 = A(V)a-

Podobné lze také chapat vektorovy prostor V., do néhoz jsme vkladali afinni prostor S. Jeho prvky lze
totiz chépat jako (n + 1)-tice éfsel, které se pfi afinni{ zméné soufadnic vhodné zméni, konkrétné pfirazeni
»(0,e1,...,en) zaddvd vektor O - vo(O,a) + - o+ (0, ).

——

o
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

8.1. Symetricka mocnina

Od této chvile nechf K je téleso charakteristiky 0. Grupu permutaci mnoziny {1,...,q}
oznacme .

Definice 8.1. Definujme symetrickou mocninu S?U jako kvocient ®? U podle vektorového
podprostoru generovaného tenzory tvaru

Ug(1) ®"'®ua-(q) _U1®"'®Uq.
Ttidu prvku ug ® - - - ® ug budeme znacit uy - - - ug; plati tedy uy(1) -« Ug(g) = u1 -+ uq-

Symetrickd mocnina S9U ma opét jistou univerzalni vlastnost, demonstrovanou nasledujicim
diagramem:

v —=——Vv
G////

tJ{ ~ 7/
// 4
v
pl 7
v

S

Je-li®: [[?U — V multilinedrn{ zobrazeni, pak existuje jediné linedrni zobrazeni G: @7U —
V diky univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu. Je-li navic ® symetrické, pak

G(ua(l) @ ua(q)) = (I)(ua(l)a s 7ua(q)) = (I)(ula cee 7uq) = G(Ul Q- uq)'
Proto G indukuje jediné linearni zobrazeni F', pro které zjevné plati
F(uy---uq) = ®(ui, ..., ug).

Naopak, pokud je F' linearni zobrazeni, pak kompozice F' o p ot je symetrické ¢-linedrni
zobrazeni.

Véta 8.2. Plati Hom(SU, V) = Ling(U,...,U; V)sym. O

Ukazeme nyni, ze S9U je ve skutecnosti kvocientem podle idedlu, takze se jednd opét o
algebru. Protoze je ®? U generovany jednoduchymi tenzory, staci ukdzat, ze

(UU(1)®"'®Ua(q)_Ul®"'®Uq)®(uq+1®"'®uq+r)

opét lezi v jadre projekce p a podobnou symetrickou vlastnost. To je ale jasné, nebot se
jednd o generujici tenzor pro permutaci o + id, kterd je ¢ na prvnich ¢ prvcich a identita na
poslednich r prveich. Ndsoben{ S1U ® S"U — S9T"U mé tvar (u1---uq) - (Ugt1 - Ugtr) =
u]_ ---uquq+1--.uq+r‘

Pozndmka. Navic je TU i koalgebra; na U®? je kondsobeni déno A(u1 ® -+ @ ug) = > (U ® -+ @ us,,) @
(uj, ® -+ ® uj,), kde séitdme pres vSechny rozklady {1,...,q} na dvé rostouci posloupnosti i1 < --- < g,
j1 < --- < ji1. To je jediné kondsobeni, pro které jsou vektory z U primitivni a které z TU déld bialgebru.
Konésobeni na SU je analogické, A(uy - --uq) =D (wiy -+ wiy, ) @ (g, -+ - uy, ). Na trovni multilinedrnich zobra-
zeni to odpovidd néasledujicimu ndsobeni: (¢ - ¥)(u1,...,uq) = > Wiy, - .-, Ui, )Y (W), ..., uj ). Ndsobeni na
SU naopak odpovidd kondsobeni na multilinedarnich zobrazenich: kazdé linedrni zobrazeni SYU — K se uchopi
jako bilinedrni zobrazeni S*U ® S'U — K.
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8.2. Symetrické tenzory

Uvedeme nyn{ alternativni definici S9U, konkrétné jako podprostoru ®?U. K tomu budeme
potiebovat nékolik definic. Pro permutaci o € ¥; mame linedrni zobrazeni

po: QU = QIU, u1 @ @ Uy = Uy(q) @+ @ Ug(q)-

Plati pr 0 po = poor; to je proto, ze prp,(u; & - - - ® uy) vznikne z vyse uvedeného vztahu pro
Po(u1® - ®uy) tim, Ze na i-té misto napiSeme clen na 7(4)-tém misté, tj. uy(r(;)). Vysledkem
tak bude

Uo(r(1)) @+ @ Ug(r(g)) = Por(us @ -+ D ug).

Konkrétné si lze predchozi dukaz demonstrovat na piikladu
P23)P(12) (U1 ® Uz ® u3) = praz)(u2 @ u1 @ uz) = ug @ uz @ u1 = p123)(U1 ® Uz ® u3z),
pricemz (12)(23) = (123) # (23)(12).

Definice 8.3. Rekneme, 7ze tenzor t € QRIU je symetricky, jestlize p,t = t pro kazdou
permutaci o.

Definice 8.4. Symetrizace tenzoru t je tenzor Sym(t) = %ZTGEq prt.

V ptedchozi definici pouzivame nulovou charakteristiku K k tomu, abychom mohli délit
nenulovgm ¢islem ¢! # 0.

Priklad. Symetrizaci tenzoru u; ® u; ® us dostaneme tenzor (séitance odpovidaji postupné
permutacim id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1
6(“1®U1®U2+U1®U1®U2+U1®U2®U1+U2®Ul®U1+U1®U2®U1+

1 1 1
+ug @ up @uy) = §u1®u1 ®u2—|—§u1 X uz ® uy +§U2®U1 @ up
Symetrizace zjevné zadava linearni zobrazeni Sym: @7U — Q7 U.
Lemma 8.5. Plati p, o Sym = Sym = Sym op,,.

Dukaz. Dokézeme prvni rovnost, druhd se dostane podobné. Plati

po(Sym(t)) = % Z po(pr(t)) = % Z Prool = % Z prt = Sym(t)

TEY, TEY, TEY,
(pro T € X, zjevné probihaji permutace 7 o o ptes kazdy prvek X, pravé jednou). O
Dusledek 8.6. Obraz Sym(Q?U) sestdvd pravé ze symetrickych tenzori.

Diikaz. Podle lemmatu je p,(Sym(t)) = Sym(t), takze Sym(¢) je vzdy symetricky. Na druhou
stranu kazdy symetricky tenzor ¢ lezi v obraze Sym, nebot

Sym(t)z%Zpﬂfz%Zt:t. O

TEY, TEY,

72
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Ve skutecnosti z dikazu jednoduse plyne SymoSym = Sym, takze Sym je projekce na
prostor symetrickych tenzoru.

Druhé rovnost z lemmatu kd Sym(u1 ® - ® ug) = Sym(uy() @ - @ Uy(g)), tj. Sym
faktorizuje pres SU, takze dostdvdme indukované zobrazeni s: S1U — Q7 U. Plati

S(ul"'uq) :Sym(u1®®uq) :% Z uo.(l) ®-.-®ug(q)7
TEY,

z ¢ehoz dostavame

TEY, TEY,
a tim padem p o s = id. Nazorné to znamena, ze s vybira z kazdé tfidy rozkladu S1U =

Q?U/ ker p néjakého reprezenta této t¥idy; proto p indukuje izomorfismus im s = sy,
P#itom zjevné im s = im Sym a podle dusledku se jednd o prostor symetrickych tenzoru.

8.3. Baze prostoru symetrickych tenzoru

Budeme pouzivat zkrdcené znaceni uf’ ... u}*, pokud se vektor u; vyskytuje v soucinu a;-krat.

Véta 8.7. Necht (e1,...,en) je bdze prostoru U. Potom {e{*...e%" | ay + -+ + a, = q} je
baze S1(U).

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme s pomoci Lemmatu 6.1, budou nas tedy zajimat linedrni zobra-
zeni S9(U) — V nebo ekvivalentné symetrickd g-linedrni zobrazeni ®: [[?U — V. To je
jednozna¢né urceno svymi hodnotami na g-ticich bazovych vektoru s tim, ze tyto hodnoty
mohou byt libovolné, ale symetrické, tj. jsou jednoznaéné uréeny (libovolnymi) hodnotami na
(€iyy--r€i), kde iy < --- <iig. Pii izomorfismu

Ling (U, ..., U; V)sym = Hom(SU, V)

odpovida @ linearnimu zobrazeni F': SIU — V a plati tedy, Ze toto je jednoznacné urcené
svymi (libovolnymi) hodnotami

F(eil s €iq) = @(eil, ey €z‘q),
kde 71 < --- <'ig4, jak jsme chtéli dokdzat. O

Dusledek 8.8. Dimenze prostoru S1(U) je (”"’g_l),

Dukaz. Spocitejte, kolik existuje n-tic (aq, ..., a,) nezdpornych celych ¢isel takovych, ze a; +
+++ay, = q. (Je jich stejné, jako je ruznych posloupnosti g znaku e a n — 1 znaku |, napiiklad
(1,0,2,1) odpovidéd e | | ee | e.) O

Specialné pro U = (K")* mtzeme chapat formy f z dudlni standardni baze jako proménné
2' (jsou to zobrazeni K™ — K jejichz hodnota na (x!,...,2™) je pravé z*). Potom lze symetric-
kou algebru S(K™)* ztotoznit s algebrou K[z!, ... 2"] polynomi nad télesem K v proménnych
z', ..., 2" a prvky této algebry pak interpretovat jako polynomidlni funkce na K".
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8.4. Antisymetricka mocnina

Ozna¢me signo znaménko permutace o. Zopakujeme piedchozi vyklad pro antisymetricka
(nebo téz alternujici) g-linedrn{ zobrazeni, tj. zobrazen{ ®: [[?U — V spliaujici

Q(Ug(1), - - - Ug(q)) = signo - (ur, ..., ug)

pro libovolnou permutaci (zjevné staci zkontrolovat pro transpozice, které generuji ¥,). Vek-
torovy prostor antisymetrickych g-linearnich zobrazeni budeme znagcit Ling (U, ..., U; V).

Definice 8.9. Definujme antisymetrickou mocninu AU jako kvocient Q?U podle vekto-
rového podprostoru generovaného tenzory tvaru

Uy(1) @ -+ @ Ug(g) — SIgN O - U @ - -+ @ Uq.

Tridu prvku u; ® -+ ® ug budeme znacit ui A -+ A ug; platl tedy ugy A -+ A ugg) =
signo - up A Aug.

Zejména plati u; A --- A ug = 0, kdykoliv w; = u; (prohozenim wu;, u; se vyraz jednak
nezméni a podle definice zméni znaménko; v nulové charakteristice to znamenad, Ze je tento
vyraz nulovy).

Antisymetrickd mocnina AU mé opét jistou univerzalni vlastnost:

v ——=——=Vv
J G///
t 7

// /

/

®qU //F
pl 7

7/
AU

Je-li @ multilinedrni zobrazeni, pak existuje jediné linedrni zobrazeni G: QYU — V diky
univerzalni vlastnosti tenzorového souc¢inu. Je-li navic ¢ antisymetrické, pak

G(Ug(1) @ @ Ug(g)) = P(Ug(1)s - - - Ug(q)) = signo - @(uy, ..., uy) =signo-G(u; @ @ug).
Proto G indukuje jediné linearni zobrazeni F', pro které zjevné plati
F(up A+ ANug) = (ug, ..., uq).

Naopak, pokud je F' linearni zobrazeni, pak kompozice F' o p ot je antisymetrické g-linedrni
zobrazeni.

Véta 8.10. Plati Hom(AU, V) = Ling(U, ..., U; V)ax. O
Ukazeme nyni, ze AU je ve skutecnosti kvocientem podle idedlu, takze se jednd opét o
algebru. Protoze je ®? U generovany jednoduchymi tenzory, staci ukdzat, ze
(Ug(1) ® @ Ug(q) — SIgNO - UL ® -+ D Ug) @ (Ug1 @ -+ + @ Ugr)

opét lezi v jadie projekce a podobnou symetrickou vlastnost. To je ale jasné, nebot se jednd o
generujici tenzor pro permutaci o +id, ktera je o na prvnich g prvcich a identita na poslednich
r prveich. Ndsobeni AU ® A"U — AT"U ma tvar (ug A -+ Aug) - (Ugp1 A+ A Uggr) =
U A ANbg Agr1 A s - A Uggp.
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Pozndmka. Kondsobeni na AU je analogické, A(ui A---Aug) =signo-y (ui A A, ) ® (ujy A---Aug,), kde
o je permutace p — ip, kK + p — ji. Na drovni multilinearnich zobrazeni to odpovida nasledujicimu nasobeni:
(¢ -Y)(u1,...,uq) = D signo - (wiy, ..., ui )P(uj,...,u;). Ndsobeni na SU naopak odpovida kondsobeni
na multilinedrnich zobrazenich: kazdé linedrni zobrazeni S?U — K se uchopi jako bilinedrni zobrazeni S*U ®
S'U — K.

8.5. Antisymetrické tenzory

Uvedeme nyn{ alternativni definici AU, konkrétné jako podprostoru ®? U. K tomu budeme
potiebovat nékolik definic.

Definice 8.11. Rekneme, 7e tenzor t € QU je antisymetricky, jestlize p,t = signo -t pro
kazdou permutaci o.

Definice 8.12. Antisymetrizace tenzoru t je tenzor Alt(t) = % ZTEEQ signo - p,t.

V predchozi definici pouzivame nulovou charakteristiku K k tomu, abychom mohli délit
nenulovym ¢islem ¢! # 0.

Priklad. Antisymetrizaci tenzoru u; ® u; ® uy dostaneme tenzor (s¢itance odpovidaji po-
stupné permutacim id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1
6(u1®u1®u2_ul®ul®u2_u1®u2®ul—U2®U1®U1+U1®U2®U1+U2®U1®U1) =0

Antisymetrizace zjevné zadavd linedrn{ zobrazeni Alt: @7U — Q1 U.
Lemma 8.13. Plati p, o Alt =signo - Alt = Alt op,.

Ditkaz. Dokazeme prvni rovnost, druhd se dostane podobné. Plati

po(AlL(t)) = é Z sign 7 - po(p-(t)) = % Z signo - sign(7 0 0) « progt

TEY, TEY,
= signo - % Z signT - p;t = signo - Alt(t)
TEY,
(pro T € ¥, zjevné probihaji permutace 7 o o pres kazdy prvek 3, pravé jednou). ]

Dusledek 8.14. Obraz Alt(Q?U) sestdvd prdvé ze symetrickych tenzori.

Dikaz. Podle lemmatu je p,(Alt(t)) = signo - Alt(t), takze Alt(t) je vzdy antisymetricky. Na
druhou stranu kazdy antisymetricky tenzor t lez{ v obraze Alt, nebot

Alt(t)z%Zsign7‘~p7t:%2t:t. O

TEY, TEY,

Ve skutecénosti z dukazu jednoduse plyne Alt o Alt = Alt, takze Alt je projekce na prostor
antisymetrickych tenzoru.

Druhé rovnost z lemmatu fikd Alt(uy(1) @ - - ®@ ug(q)) = signo - Alt(ur @ - - @ uy), tj. Alt
faktorizuje pres AU, takze dostdvame indukované zobrazeni s: AU — @7 U. Plati

s(up A ANug) = Alt(u ® -+ - @ ug) = % Z SIgN o - Uy(1) @« @ Ug(q),
TEY,
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

z ¢ehoz dostavame

p(s(ul/\‘-'/\uq))zi Zsigna‘ug(l)/\'--/\ug(q):% Zul/\"-/\uq:ul/\‘--Auq
TEY, TEY,

a tim padem p o s = id. Ndzorné to znamena, ze s vybird z kazdé tiidy rozkladu AU =

Q?U/ ker p néjakého reprezenta této tridy; proto p indukuje izomorfismus im s = AL
Pritom zjevné im s = im Alt a podle dusledku se jedné o prostor antisymetrickych tenzoru.

8.6. Baze prostoru antisymetrickych tenzora

Véta 8.15. Necht (e1,...,e,) je bdze prostoru U. Potom {e;, N --- Ne;, | i1 < --- < i} je
baze AY(U).

Dukaz. Dukaz je analogicky symetrickému piipadu s tim, ze antisymetrickd g-linedrni forma
®: [[?U — K je jednoznaéné uréena svymi hodnotami na g¢-ticich bazovych vektoru s tim,
ze tyto hodnoty mohou byt libovolné, ale antisymetrické, tj. jsou jednoznaéné urceny (libo-
volnymi) hodnotami na (e;, ..., e€;,), kde iy < --- < i, Pfi izomorfismu

Ling(U,...,U; V)a = Hom(AU, V)

odpovidd @ linedrnimu zobrazeni F': AU — K a plati tedy, Ze toto je jednoznaéné urcéend
svymi (libovolnymi) hodnotami

F(eil AR /\eiq) = @(eil,...,eiq),
kde 71 < --- <ig. L]
Dusledek 8.16. Plat?
dim AY(U) = <”>

q
kde n =dimU.

Véta 8.17 (Linedrni nezdvislost a vnéjsi soucin). Vektory ui,...,uq, € U jsou linedrné zdvislé
prdvé tehdy, kdyz
ur Ao Aug = 0.

Dikaz. Jsou-li ui,...,uq linedrné nezavislé, lze je doplnit na bazi (u1,...,uq, Ugt1,- -, Un)
prostoru U. Potom uj A - -+ Ay je jeden z prvki baze AY(U), tudiz je rizny od nuly.

Jsou-li wy,. .., u, linedrné zavislé, pak jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich, necht
je to

qg—1
_ 7
Ug = E a‘u;.
i=1

Potom

i=1
q—1
:Zazul/\- ANug—1 Au; =0 O
=1
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8.7. Vnéjsi mocnina linearniho zobrazeni

Necht ¢: U — V je linearn{ zobrazeni. Jiz difve jsme ukdzali, Ze existuje linedrni zobrazen{
pH=pa 0 QU Q'

takové, ze
P ur @ -+ @ ug) = p(u1) ® -+ @ p(ug).

Nyni ukazeme, ze existuje zobrazeni na kvocientech

4,0®q
RIU—— K1V
P\L J/p
AU - - -+ AV
© q
K tomu zjevné staci
po 90®q(ua(1) K- ug(q)) =signo-po®(u1 ®--- ® Ug)

neboli
O(Ug1)) A Apltgq)) =signo - (ur) A--- A p(ug),

coz ale plati. Indukované zobrazeni znac¢ime ¢4: AU — AIV.

8.8. Vnéjsi mocniny a determinanty

Veéta 8.18. Necht p: U — U je linedrni zobrazent, které md v bdzi o = (eq, ..., e,) prostoru
U matici A = (a;) Potom plati

" (er N Ney)=det A-ep A+ Aep.
Diikaz. Plati
@ (er A Nen) = pler) Ao A plen)
= <Za{16jl> ARERWN <Za%"ejn>
J Jn

— E: J1 In e A ,
= ay ...ayt e N Nejy

jlv’”vjn
1

= Z aclf( )...az(") “Co(1) N A eg(n)

0EY,
_ Z PSR (O ) .
= 1 -0 gno-el A---Ney

o€,
=detA-e1 AN---ANey, ]

Diusledek 8.19. Necht o = (uy, ..., uy) je bdze U a wvazme a-P = (v, ..., vy,) pro libovolnou

matici P. Potom plati vi A--- Avy, =det P-uy A--- Auy.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

Dukaz. Obé «, 8 = « - P lze chapat jako zobrazeni K" — U posilajici standardni béazi
(e1,...,e,) na danou n-tici vektoru, pro tato zobrazeni pak plati f = a o P a dostdvame
komutativni diagram

//\

e1 N\ APK"? APK"? detP-e1 A---Nep

S e

det P-ui A--- Auy

Tvrzeni jednoduse plyne z komutativity. O

. . 1 2 Do, , = .
Piiklad. Nechtf matice A = <3 4> reprezentuje linearni zobrazeni R? — R?. Cemu se rovna

AN??
Reseni. A™?: AR =R — A?R = R. Podle piedchozi véty je matice tohoto zobrazeni rovna
det A = —1. o

Piiklad. Necht

DN W s
= oo O O
=N OO
w o O O

Najdéte kanonicky tvar matice A3,
Matice A mé& vlastni ¢isla 1, 0, 2, 3 a prislusné vlastni vektory ui, us, ug, us tvori bazi
R%. Potom u; A uj A ug tvori bazi APRA.
Protoze
A/\3(ui ANuj N\ uk) = Au; A A’U,j N Auy, = )\i/\j/\kui Auj N\ ug,

mé matice A3 vlastni vektory, které tvoif bazi ASR? s vlastnimi ésly 0, 0, 0, 6. Tedy Jordantiv
kanonicky tvar matice A3 bude

0000
0 00O
0000
0 006
Kontrolni otazky
1. Necht linedrni transformace ¢: U — U m4 vlastni &isla A1, A2, A3, ..., Ag. Jakd vlastni

¢isla ma dudlni zobrazeni ¢*: U* — U*?

2. Necht Rs[z] je vektorovy prostor polynomu stupné nejvyse 3. Udejte pifklad nenulové
linedrni formy R3[x] — R, nenulové bilinedrni formy Rg[z] x R[z] — R, nenulové 3-linearni
formy Rs[z] x R3[z] x Ra[z] — R.

3. Vyslovte definici tenzorového sou¢inu U ® V' a vysvétlete, co je tenzor u ® v, kde u € U
avelV.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

4. Ukazte, jak se pouzije univerzalni vlastnost tenzorového soucinu pro definici zobrazeni
01 ® @2, kde p1: Uy — Vi, pa: Uy — V3 jsou linedrni zobrazeni. Necht o7 je ddno matici

1 2
<3 4>, 2 je ddno matici (g é) Vypoctéte ¢1 ® oo na (i) ® (;)
5. Udejte piiklad nenulového symetrického tenzoru S3(R?).
6. Vysvétlete, co znamend symbol i,w, kde v € U, w € A¥(U*). Vyjadiete pro U = R3?,
w(z,y) = r1y2 — T2y1 + T2y3 — x3y2 a v = (1,2,3).
Priklady k procviceni
1. Vycislete tenzory:

(a) t = fl®ex + f2®@ (e1 + 3e3) € TH(R?) na vektoru v = e1 + Sez + 4eg a formé
f=r'+r+r

(b) t € T#(R*) se viemi soufadnicemi rovnymi 3 na pétici (v, v, v, f, f), kde f = f1— f*
av=ej + 2es + 3eg + 4ey.

(c)r=2t®s +s@t, kdet=2-f'®e1, s = f2® (2e1 — e2), na ctvefici (e, 3e; —
6272f1+f27f1>'

[Resent: (a) ¢(v, f) = 21; (b) t(v,0,0, f, f) = 0; (¢) r(er, 3e1 — e, 2f1 + f2, f1) = —16]
2. Spoctéte soutadnice

(a) %12 tenzoru t € TZ(R?), jehoz soutadnice jsou v bazi (e1, e2) véechny rovny 1, v nové
bézi
_ 1 2
(er,e2) = (e1,e2) <2 5>
b) L, tenzoru t = f1 ® f2® (e1 + e3) € TL(R?) v nové bazi
12 2

(e1,e2) = (e, e2) @ ;)

(c) T3 tenzoru f2@ fl@es@er + f3 @ f3 @ e @ ey € T2(R?) v nové bazi

N = O

1 0
(é1,€2,€3) = (e1,e2,€3) | 2 0
3 1

+12 T MR (.
(d) %53 tenzoru t € T2(R?) se viemi soufadnicemi rovnymi dvéma v bazi (ey, e, e3)
v nové bazi

(6717 6727 673) = (617 €2, 63)

S O =
O = N
=N W

[Regeni: (a) EP =-9; (b) ﬂg =4; (c) féf =3; (d) igs =0.]
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3. Spoctéte kontrakci tenzoru
(a) 3-fl®e1®ea—2- f2®@ ey ®eg podle 1. a 2. slozky.
(b) (f' =2 +3f*) ® (e1 + ez — e3)
© (f'+ 2+ +Mea+ (M +2/2+2f +af Y @ea+2(f' - - [ oes
(d) 2o floes®er + 2@ f3® e ® eg podle druhych slozek.
[Reseni: (a) —2e2; (b) 3; (c) 3; (d) 2 ®e3.]

4. Pomoci matice

2100
1100
G_()Oll
0 01 2

provedte snizeni a povyseni tenzoru (f! 4+ f2) ® (e3 +eq) — (f1 + f3) @ e3

[Reéem’: Snizeni (3e1 + 2e2) ® (e3 + e4) — (2e1 + €2 + €3 + e4) ® ez, povyseni (f! + f2) ®
P+t + et -2

5. Necht t € TZ(U) je symetricky a s € T9(U) antisymetricky tenzor. Dokazte, 7e tenzor
vznikly ndsobenim a naslednou kontrakci v obou slozkach tijsij je roven nule.

6. Dokazte, ze pro operatory symetrizace S: T (U) — S?(U) a antisymetrizace A: T (U) —
AY(U) plati

SoA=A08=0.
7. Dokazte, ze pro dim U > 2 nejsou prostory A?(A?*(U)) a A*(U) izomorfni.

8. Dokazte, Ze tenzor t;j, € T3(U) symetricky vzhledem k 4, j a antisymetricky vzhledem
k 7, k je roven nule.
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9. Determinanty, objemy a orientace

9.1. Objemova forma a determinant

Objemovd forma na U je libovolnd nenulové antisymetrickd n-linedrni forma Vol: [[" U — K,
kde n = dim U, t;j.

Vol € Lin, (U, ...,U;K), = Hom(A"U,K) > vol;

odpovidajici linedrni formu budeme znacit vol: A"U — K. Necht (ey,...,e,) je libovolnd
béze U. Nenulovost Vol je ekvivalentni tomu, Ze vol(e; A---Ae,) = Vol(eq, ..., e,) # 0, nebot
A™U je generovany ey A--- A ep.

Hodnotu Vol(uy,...,u,) nazyvame orientovanym objemem rovnobéznosténu urcéeného

témito vektory. Diky objemové formé muzeme interpretovat determinant operatoru ¢: U —
U. Plati totiz

Vol(p(ur), - - -, (un)) = vol(p(ur) A - A p(un))
=det - vol(u; A--- Auy)
= det - Vol(uy, ..., uy),

tedy zobrazeni ¢ zvétsi objem (det ¢)-krat. Tato vlastnost nezavisi na volbé objemové formy
— podstatné je, ze se jedna o ,relativni tvrzeni“, tedy nefikdme nic o tom, jaky je vysledny
objem, ale pouze ho porovnavame s puvodnim. Pokud bychom v8ak chtéli definovat determi-
nant linedrniho zobrazeni mezi dvéma ruznymi vektorovymi prostory (stejné dimenze), museli
bychom na nich zafixovat objemové formy.

Je-li (vi,...,vn) = (u1,...,uy) - P, pak plati

Vol(vy,...,v,) =vol(vy A--- Avy) = vol(det P-uy A -+ Auy) = det P - Vol(ug, ..., upy).
Piriklad. Na K" mame standardni objemovou formu, jejiz hodnota na standardni bazi je
Vol(ey,...,e,) = 1.
Pro libovolnou n-tici vektoru (uq, ..., u,) pak lze psét
(Uty ... up) = (€1,...,en) - P,
kde matice prechodu P je tvoiena pravé vektory uq,...,u,, a potom
Vol(uy, ..., u,) = det P - Vol(ey,...,e,) = det P.

Dohromady Vol(u,...,u,) je determinant matice, jejiz sloupce jsou tvofeny témito vektory.

9.2. Orientace

Nagim dalsim cilem bude definovat orientovany objem v Eukleidovském prostoru — protoze
méame velikosti a thly, je viceméné jasné jak objem definovat; pro orientovany objem bu-
deme ale potiebovat jesté orientaci redlného vektorového prostoru U. Rekneme, ze dvé baze
(e1,...,en) a (€1,...,€y) jsou shodné orientované, jestlize plati

egN--Nep=c-(e1 N - Nep)
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9. Determinanty, objemy a orientace

pro néjaké kladné ¢ € R. Konstanta ¢ je timto vztahem samoziejmé jednozna¢éné urcena
— jednda se o determinant matice pfechodu od prvni béze k druhé — a je tedy nenulova.
Pro ¢ zadporné mluvime o opacéné orientovaniych bazich. Takto ndm na mnoziné vsech bazi
vznika relace ekvivalence majici pravé dvé t¥idy, které nazyvame orientace U. Pokud je na U
zvolena orientace, fikame, ze je U orientovany a prvky vybrané orientace nazyvame kladné
baze, zatimco zbylé jsou zdporné bdze.

Piiklad. Na R" definujme standardni orientaci jako tiidu bézi obsahujici standardni bazi
(e1,...,6en).

Piiklad. Necht V je komplexni vektorovy prostor a V® znaéi redlny vektorovy prostor s
touz nosnou mnozinou, tymz s¢itanim, ale s ndasobenim skalary zizeném na redlnd cisla;
mluvime o realifikaci V. Na V® existuje kanonickd orientace (zavisejici samoziejmé na kom-
plexni struktufe), kterou nyni popiseme. Zvolme libovolnou bézi (ey,...,e,) komplexniho
prostoru V. Potom

(e1,1€1, ..., €n,iey)

je baze realného prostoru V® a prohldsime ji za kladnou bazi. Je potieba ukézat, ze pro jinou
volbu komplexni baze bude vznikla redlnd baze shodné orientovand a tim padem dostdvame
opravdu dobfe definovanou orientaci.

Matice prechodu mezi dvéma komplexnimi bazemi je vSak libovolna invertibilni komplexni
matice a musime tedy ukazat, ze redlnd matice piislusna libovolné invertibilni matici ma
kladny determinant. Rozlozme komplexni matici pfechodu na sou¢in elementirnich matic.
Piislusna matice prechodu mezi redlnymi bazemi je tak opét soucinem jistych ,elementarnich“
matic. Pri¢itani (komplexniho) nésobku dd matici determinantu 1, prohozeni dvou fadku
taktéz (piislusnd redlnd matice odpovidé prohozeni dvou dvojic fadku). Ndsobeni komplexnim
¢islem ma prislusnou redlnou matici vzniklou z jednotkové vyménou dvou jednicek za blok

()

Vratme se nyni k obecné situaci redlného vektorového prostoru U.

ktery méa determinant a® + b > 0.

Véta 9.1. Dvé bdze a, 8 jsou shodné orientované, prdavé kdyz je lze spojit cestou, tj. prdavé
kdyz existuje spojité zobrazeni

v:[0,1] 2 U x---xU=U"

.

splnugict ndsledugict
* 7(0) =, v(1)=pB a
e pro kazdé t € [0,1] je n-tice y(t) bdzi U.

Pozndmka. Spojitost jisté ddva smysl pro U = R™. Avsak libovolny (kone¢né rozmérny) redlny

vektorovy prostor je izomorfni R™ a spojitost lze definovat ve smyslu tohoto izomorfismu —
hlavné na volbé takového izomorfismu nezavisi.
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Dukaz. Neni tézké se presvédcit, ze kazdou ¢tvercovou matici s kladngm determinantem lze
napsat jako soucin elementarnich s kladnym determinantem. Prohozeni dvou sloupcu lze na-
hradit kompozici operaci I — I+11, 11 — I1—1,1 — I+11, kterd samoziejmé zaroven s pro-
hozenim sloupct také jeden z nich vynasobi ¢islem —1, ale Gaussova eliminace lze provadét i s
touto operaci. Vynasobeni dvou sloupcu &islem —1 lze nahradit provedenim dvou piedchozich
slozenych operaci za sebou.

Dale neni tézké se presvédcit, ze kazdé z elementarnich matic T; s kladnym determinantem
lze spojit s jednotkovou matici E cestou I'; prochazejici pouze maticemi s kladnym determi-
nantem. Jejich sou¢in T' = T --- T}, pak lze spojit s jednotkovou matici jednoduse pomoci
cesty

t— Fl(t) .- -Fk(t).

Jelikoz vsak plati
a=p-T,

hledand cesta mezi bazemi «, § lze volit napiiklad jako
te B-Tu(t) - Ti(t).

V opacéném sméru velicina (detid,),) € R* zévis spojité na t a jeji hodnota pro t = 0 je
1. Proto i jeji hodnota pro ¢t = 1 musi byt kladna, tj. (detidg,) > 0 a béze o, § jsou shodné
orientované. O

Dulezitym piikladem objemové formy je objemova forma vznikld ze skaldrniho soucinu
na orientovaném Eukleidovském prostoru £. To by nemélo byt pfekvapujici — skalarni sou¢in
na £ udava smysl velikosti vektorti a dhli mezi nimi; z téchto idaju lze objem spocitat.
Objemova forma v8ak udava orientovany objem, proto je navic potieba jesté volba orientace.
Z jiného uhlu pohledu na Eukleidovském prostoru jsou dvé objemové formy a neni zadny
duvod preferovat jednu z nich; ten nastava az pii zafixovani orientace. Pro neorientovany
Eukleidovsky prostor bychom mohli nadefinovat pouze neorientovanou objemovou ,formu“
| Vol |; k nf se vratime za chvili.

Nechf a = (eq,...,ey) je libovolnd kladné orientovand ortonormélni baze. Kanonickou
objemovou formu zafixujeme pozadavkem

Vol(ey,...,e,) = 1.

Je-li (é1,...,€,) jind kladné orientovand ortonormélni béze, pak matice prechodu mé kladny
determinant a je ortogonalni, takze tento determinant musi byt roven 1, a proto

Vol(éy,...,é,) =1-Vol(ey,...,ep) =1
a pozadavek na Vol tedy nezavisi na volbé baze a.
Necht nyni 8 = (uq,...,u,) je libovolnd n-tice vektoru a pisme 8 = a - P, kde ,trans-
forma¢ni matice“ P md prvky souradnice vektoru u; v bézi o, tj. pj = f*(u;). Potom

Vol(uy, ..., u,) = det P - Vol(ey,...,e,) = det P.

Jelikoz je baze « kladnd, mé g stejné znaménko jako det P, tedy jako Vol(ug, ..., uy).
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Tvrzeni 9.2. Orientovany objem Vol(uq,...,uy) lze spoéitat jako determinant matice, jejiz
J-ty sloupec je tvoren souradnicemi vektoru uj v libovolné kladné ortonormdlni bdzi (ta viak
musi byt stejnd pro véechny sloupce). Zejména

sign Vol(uy, . .., u,) = sign(ug, ..., up).
Jeho druhou mocninu lze spocitat jako Gramuv determinant
(Vol(ui, . .., up))? = det({u;, uj))
z matice, jejiz prvek na pozici (i,j) je skaldrni soucin (u;, u;).

Diikaz. Druhé tvrzeni plyne z prvniho uvazenim det(PT P). Na pozici (i, j) dostaneme souéin
i-tého a j-tého sloupce P, tedy

S FE ) 4 () = (i)
k

(jednd se o vzorec pro skaldrni soucin v ortonormalnich soufadnicich). O

Jako dusledek dostdavame vzorec pro neorientovany objem na Eukleidovském prostoru
jako odmocninu z Gramova determinantu — ten zavisi pouze na skaldrnim souc¢inu a nikoliv
na orientaci. Z tohoto pohledu lze interpretovat Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces
jako vzorec pro objem. Béhem néj totiz ménime kazdy vektor pouze pri¢itdnim ndsobku
predchozich vektoru a neméni se tedy orientovany objem. Pfitom po provedeni celého procesu
a pro vznikly ortogondaln{ systém (v1,...,v,) je Gramova matice diagondlni a neorientovany
objem je tak roven

| Vol(ug,...,upn)| = |vi| - |vnl,

tedy soucinu velikosti vektoru vi,...,v,. Znaménko je téz jako u puvodniho orientovaného
objemu a je tedy urc¢eno tim, zda je (uy,...,u,) baze kladna ¢i zaporna (v piipadé, ze se
nejednd vubec o bdzi, je objem beztak nulovy). Pfitom velikost vektoru v; je rovna vysce
rovnobéznosténu uréeného uy, ..., u; s podstavou danou prvnimi ¢ — 1 vektory. Jedna se tedy
0 Vvzorec

objem rovnobéznosténu = objem podstavy x vyska

Hlavni vyznam této formulky je pro nas v tom, ze po nékolika strankéach je snad konecné
ziejmé, pro¢ tomuto objektu fkame orientovany objem.

9.3. Geometrie v roviné a prostoru

Prvné se zabyvejme rovinou &, kterou budeme chapat jako R? se standardnim skaldrnim
soutinem a standardni orientaci. Ta je mimochodem totozna s tou vzniklou z komplexni
struktury na C = R2.

Pro vektory u,v € & pocitejme neorientovany objem z Gramova determinantu

(u,u) (u,v)
(v,uy  (v,v)

sin? a,

(Vol(u,v))? = |2

= |ul*of® = (u,v)* = ul|v

kde « je tihel mezi vektory u, v a rovnost plyne z (u, v) = |u||v| cos a. Odmocnénim dostdvame
vztah
| Vol(u, v)| = |ul|v]||sin .
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9. Determinanty, objemy a orientace

Standardné bereme a € [0,7], diky orientaci muzeme nyni rozsifit definiéni obor na « €
(—m, 7] a zvolit znaménko podle orientace (u, v). Mluvime pak o orientovaném hlu od vektoru
u k vektoru v a muzeme psat

ul ol
2 2

" = Vol(u,v) = |ul|v|sin a.

Budeme psat o = <(u, v). (Lépe je samoziejmé brat o € R/27Z.)

Orientovany thel se hodi v tlohéch, ve kterych je potieba (zejména algoritmicky) rozhod-
nout o viditelnosti objektu v roviné. Dalsim piipadem je tiloha rozhodnout, zda mnohothelnik
Aj -+ - A, zadany posloupnosti vrcholu je kladné ¢i zaporné orientovany (v piipadé, Ze nevime,
zda je konvexni). Velice jednoduchym zptusobem (alespon z teoretického pohledu) je spocitat
vSechny orientované uhly

<I(AnA1a A1A2)7 <(A1A27 A2A3)7 ) <I(An71Ana A’nAl)

podél mnohotihelnika a secist je. Pokud je soucet roven 2w, je mnohotihelnik kladné oriento-
vany, pokud —27, je zdporné orientovany. Ostatni piipady nemohou pro mnohoihelnik na-
stat a lze takto i detekovat nékteré pripady, kdy se nejednd o mnohothelnik (zdaleka ne vsak
vSechny). V ptipadé, kdy je mnohoihelnik konvexni, budou mit vSechny tihly stejné znaménko
a to lze spocitat pomoci orientovaného objemu (u ¢tyithelniku staci spocitat znaménka i v
nekonvexnim piipadé). Jinym FeSenim je se¢ist orientované objemy

%VOI(AlAQ, A1A3) + -+ %VOl(AlAn_l, AlAn)
Pokud je vysledek kladny, je mnohothelnik kladné orientovany a naopak.

Piiklad. Ukazme nyni, Zze vySe uvedeny soucet vyjadiuje obsah mnohothelniku A; --- A,. V
prvinim kroku dokazeme o néco obecnéji, ze soucet

Vol(X Ay, XAs)+ -+ Vol(XA4,_1,XA,) + Vol(XA,, XA;)
nezavisi na volbé bodu X. To je tim, ze

VOI(YAZ, YAi+1) = VOI(YX + XA, YX + XA,‘_H)
= VOI(XAZ, XAi—l-l) + VOl(YX, XAi+1) + VOI(XAI, YX),

kde ¢leny Vol(Y X, X A;11) se pii secteni vyrusi se ¢leny Vol(X A4;,Y X) = — Vol(Y X, X A4).

V dalsim kroku ukazeme, Ze existuje vnitini diagondla A;A;, kterd protind mnohothelnik
pouze v koncovych bodech. Pak lze induktivné predpokladat, ze vzorec pro obsah funguje pro
oba mnohotihelniky vzniklé rozdélenim podél A;A; a jejich sectenim dokézat, ze tento vzorec
funguje také pro puvodni mnohothelnik (¢leny obsahujici diagonalu se vyrusi). Nechf A; je
bod s nejmensi z-ovou soutradnici. Pokud lezi uvniti trojuhelniku A; 1A4;A;11 né&jaky dalsi
vrchol mnohothelniku, zvolime za A; ten s nejmensi z-ovou soufadnici. Pokud ne, zvolime za
deélici diagonélu AiflAi+1.

Pozndmka. Orientovana Eukleidovskd rovina’ je kanonicky (jednorozmérnym) komplexnim
vektorovym prostorem: nasobeni ¢ je rotace o 90° v kladném sméru. Tim lze také definovat

Ve skutecnosti stac¢i mit skaldrni souéin zaddn az na ndsobek — takové struktufe se ¥ikd konformni; lze v
ni méfit dhly a porovnavat velikosti. Typickym piikladem konformniho zobrazeni, které neni ortogonalni, je
stejnolehlost.
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9. Determinanty, objemy a orientace

orientovany hel mezi nenulovymi vektory wu, v jako <t(u,v) = arg(v/u) — je totiz v = z - u pro
jediné komplexni ¢islo z, jehoz argument je piesné onen orientovany thel.

Neorientovana rovina ma dvé komplexni struktury, které se navzajem lisi o komplexni
konjugaci. Ve vysledku je tak tihel jednozna¢ny az na znaménko.

Prejdéme nyni ke standardnimu orientovanému Eukleidovskému tfirozmérnému prostoru
&3. Krom skalarnfho soucinu lze na &3 definovat vektorovy sou¢in pomoci objemové formy.
Po dosazeni dvou vektori u, v € £3 se z objemové formy stane linedrni forma

Vol(u, v, —): €3 — R.

Kazda linearni forma je rovna skaldrnimu soucinu s jednozna¢éné uréenym vektorem, ktery v
tomto pripadé znac¢ime u x v. Je tedy definovan vztahem

Vol(u, v, w) = (u x v, w).

V kladné ortonormélni bazi 1ze vektorovy souéin spocitat jako

uxv={(uxuver) e+ (uxuve)- e+ (uxuves)-es
ul ol 1 ub vl 0 ut ol 0 ul ol e
=|u2 02 0le; + |u?2 02 1les+ |u?2 02 0 es = w2 0?2 ey ,
uw v 0 w v 0 w ov? 1 uwd v? es

kde vysledny determinant dava smysl pouze, pokud jej rozvineme podle tietiho sloupce;

dostaneme pak korektni vzorec
u? o2 u? 3 ul ol
ud

UXv= e1 + €2 + es.

v3 ul vl u? v?

Zabyvejme se nyni abstraktnimi vlastnostmi vektorového soucinu. Z antisymetrie plati
(u x v,u) = Vol(u,v,u) =0,

a proto je u X v kolmy na w a analogicky také na v. Tim je urcen jeho smér, nyni urc¢ime
orientaci a na zavér jeho velikost. Orientace je dana tim, ze

Vol(u,v,u x v) = (u X v,u X v) >0

a je tedy (u,v,u x v) kladné orientovand (za predpokladu, ze se jednd o bazi; v opa¢ném
pripadé vSak u x v = 0 a jeho orientaci neni potieba urcovat).
Zbyva spocitat velikost u x v. Pomoci Gramova determinantu

1/2

=
X
<
T
Il
=
X
<
IS
X
<
Il
5
—~
S
=
IS
X
<
S~—
I
=
£
=
<
=

0 0 (uxwv,uxov)
= (luPJof? = (u,0)*)"" - Jux ol
Pomoci thlu o mezi vektory u, v dostavame findlni vztah
lu x v| = |u||v|sin a.

Tentokrat neni mozné priradit thlu « orientaci jako v rovinném pfipadeé.
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Véta 9.3. Vektorovy soucin md nasledujici vlastnosti (které ho jednoznacné uréugi)

o Vektorovy soucin — X — je antisymetrické bilinedrni zobrazend.
o Vektor u x v je kolmy na u a v.

o Vektor u X v je menulovy, prdvé kdyz jsou u, v linedrné nezdvislé a pak

baze (u,v,u X v) je kladné orientovand.

Plati |u x v| = |u||v| sin <(u,v).

9.4. Vztah kvaternionu a orientovaného objemu

Obecné muzeme fict, ze objemovéd forma je kompatibilni se skalarnim soucinem, jestlize
| Vol(ug,...,upn)| = |ui|- - |un| kdykoliv wuy, ..., u, tvofi ortonormélni systém vektoru. Nad
R je pak objemova forma Vol urcena jednozna¢né az na znaménko (orientaci), nad C jed-
nozna¢né az na nasobek komplexni jednotkou. Jednoduchou modifikaci ortonormalni baze
lze najit takovou ortonormalni bézi, jejiz objem je roven 1. Standardni baze R™ a C" jsou
piiklady takovych bézi.

Zabyvejme se prvné kratce situaci v redlné Eukleidovské roviné &. Objemova forma je

Vol: & x & — R,
kterou muzeme diky skalarnimu soucinu piepsat jako
Vol(u,v) = (Tu,v).
Protoze je objemova forma kompatibilni se skaldrnim sou¢inem, méame
Vol(ey,e1) =0, Vol(ey,e2) =1, Vol(eg,e1) = —1, Vol(ez,e2) =0

a tedy Ie; = eg, Ies = —e;. Diky tomu I? = —id a zobrazeni I zadavé na V strukturu
komplexniho vektorového prostoru: v(a + bi) = va + I(vb) (samoziejme, I je rotace o 90° v
kladném sméru).

Nyni se zabyvejme stejnou situaci v ,komplexni Eukleidovské roviné“ Séc. Ptedpokladejme,
ze skalarni soucin je linedrni v druhé slozce a tzv. ,konjugované linearni“ v prvni slozce, tj.
plati (qu, v) = a(u,v). Objemova forma je Vol: £5 xES — C, kterou miizeme diky skaldrnimu
soucinu prepsat jako

Vol(u,v) = (Ju,v).

Tentokrat je J: 5 — £ konjugované linedrni,
(J(uar),v) = Vol(ua,v) = aVol(u,v) = a{Ju,v) = ((Ju)a,v),

tj. J(ua) = (Ju)a. Z kompatibility se skaldrnim soucinem Je; = ey, Jea = —e; a proto
J? = —id (druh4 iterace uz je linearni) a zobrazeni J zadavd na &S strukturu kvaternio-
nického vektorového prostoru: definujme kvaternionickou algebru H jako podalgebru gene-
rovanou I, J € Homg(V,V), kde I = iE je ndsobeni imagindrni jednotkou i. Ukdzeme, ze
jako vektorovy prostor je generovand E, I, J, K = IJ: uz vime, ze plati I? = J? = —E,
IJ = —JI = K, potitejme nyni K2 = —JIIJ = J> = —E a obdobné JK = —KJ = I,
KI=—-1K = J. Plati

E€1 = €1, 161 :eli, J61 = €9, K€1 :egi
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9. Determinanty, objemy a orientace

a tedy zobrazeni H — £5, Q +— Qe; je izomorfismus. Obrazy E, I, J, K znacime postupné 1,
i, 7, k a v dalsfm budeme o H uvazovat jako o prostoru R* = [1,4, j, k] spole¢né s ndsobenim
danym vysSe uvedenymi vztahy.

‘ 1 ik
1)1 i j k
11 —1 k —j
il -k -1 i
kilk 5 — -1

9.5. Dodatek ke geometrii v prostoru

V této casti dame do souvislosti geometrii v prostoru s kvaterniony. Pfipomenme, ze kva-
terniony vzniknou z komplexnich ¢isel pridanim jednotky j, kterad antikomutuje s komplexni
jednotkou 4, tj. plati ij = —ji, a spliuje i2 = j?> = —1. Oznaéme k = ij. Potom mime
nasledujici
q=(a+zi)+ (y+20)j = a+ (xi +yj + zk).

Cislo a nazveme redlnou ¢dsti kvaternionu ¢ a v = xi + yj + zk jeho vektorovou édstt; 1ze
totiz tuto ¢ast ztotoznit s vektorem (z,y, z) € R3. Chdpeme proto komplexn{ jednotky i, j, k
jako vektory standardni baze.

Pozndmka. Lépe se tento vztah vyjadif pomoci Cliffordovy algebry C3; pak i = ezes, j = eze1, k = eje.
Pro jejich soucin plati vySe uvedend tabulka, diky niz se snadno ovéfi, ze
vow=—(v,w) +v X w.

Jelikoz je skalarni sou¢in komutativni a vektorovy sou¢in antikomutativni, dostavame snadno
vztahy

(v,w) = =3 (vw + wv) = —Re(uwv), v xw = (vw — wv) = Im(uv).

Orientovany objem Vol(u, v, w) ziskdme jako redlnou ¢ést
Vol(u, v, w) = — % (www — vuw + wuv — wvu) = — Re(uwvw).

Zabyvejme se nyni inverzi kvaternionu ¢ = a+wv. K tomu nadm poslouzi konjugovany kvaternion
q* = a —v. Plati

q'q=(a—v)(a+v)=aa—vv=aa+ (v,v) = ]a\Q + |v\2 = \q!z

1 1

atedy ¢! = |¢|72¢*. Zejména, pokud je g jednotkovy kvaternion, tj. |¢| = 1, dostdvdme ¢~ =
q*. Kvaterniony maji také goniometricky tvar; my si vystacime s jednotkovymi kvaterniony,
pro néz plati

q = cosp +vsiny,
kde ¢ € [0,7] a v € R? je jednoznaéné urceny jednotkovy vektor s vyjimkou ¢ = =+1, tj.
¢ € {0,7}, kdy neni uréeny vubec. Obcas je také vyhodné zapisovat

e¥Y = cos ¢ + vsin p.

Tento vztah davé smysl zejména, kdyz vyraz vlevo rozvineme do Taylorovy fady a vyuzijeme
vztahu v?2 = —|v|? = —1. Pro inverzni kvaternion plati (e#V)~! = =%V,
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9. Determinanty, objemy a orientace

Pozndmka. Obecné pak plati vztah
log(e’e) =v+w+vXxXw+---

a znamé pravidlo pro ndsobeni mocnin v kvaternionech neplati — duvodem je, Ze nejsou
komutativni.

Dva ryze imagindrni kvaterniony komutuji, vw = wv, pravé kdyz v || w a antikomutuji,
vw = —wv, pravé kdyz v L w. Lze proto spocitat pro v || w

ePPwe P’ = e’ 'w = w,
coz znamena, ze vektor w se touto konjugaci zachovava. Naopak pro v | w plati
we ¥Y = w(cosp —vsinp) = (cos p + vsin p)w = e¥’w
a proto
ePlwe PV = ePeVw = e2PPw = (cos 2¢)w + (sin 2p)v X w.

Vektor v X w je kolmy jak na v, tak na w a ma stejnou velikost jako w. Lezi tedy e®’we™¥"
na kruznici prochéazejici w a v X w a nachazi se od w vzdélen o 1hel 2p. Ve vysledku tak
konjugace e¥? geometricky odpovida rotaci o ihel 2¢ okolo osy dané vektorem wv. Z téchto
uvah plyne pomérné prakticky popis toho, jak spocitat slozeni dvou rotaci.

Piiklad. Necht napifklad R je rotace okolo osy z o 1ihel 60° a S je rotace okolo osy z o tihel
90°. Potom R odpovidd konjugaci kvaternionem ™% a S konjugaci e™/**. Jejich slozeni SR
je potom dané kvaternionem

e/ Akem /6 — (2/2 4 V/2/2 - K)(V3/2+1/2 1)
= V644 V2/4-i+V2/4-j+V6/4- k.
Ve vysledku se tak jedn4 o rotaci okolo osy dané vektorem (1,1,+/3) o thel 2arccos(v/6/4).

Poznamenejme, ze tento piiklad lze pocitat také pomoci matic. Slozeni dvou zadanych
rotaci mé& matici

0 —1 0 1 0 0 0 -1 3
V3 2 2

1 0 0 0 & Y= 0 0
0 0 1 0 ¥ 1 V31
2 2 2 2

Vlastni vektor pifslusny vlastnimu éislu 1 je (1,1,v/3), jak se snadno spoéitd, a stopa této
matice je
3 =1+ (cosp+ising) + (cosp —ising) =14 2cos p,

z ¢ehoz vychazi p = arccos(—%). Tezsi je zjistit, jestli se jednd o rotaci v kladném ¢i zaporném
smeru.

Podobné se daji reprezentovat reflexe. Zobrazeni w — vwv je na vektorech v || w rovno
VWU = VVW = —W

a na vektorech v L w rovno
VWV = —VVW = W.
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Jedna se tedy o reflexi vzhledem k roviné kolmé na vektor v (opét predpoklddame, ze |v| = 1).
Zabyvejme se nyni tim, co se stane pii slozeni dvou reflexi, prvné podle roviny kolmé na v a
poté podle roviny kolmé na v’. Dostaneme

w = vowvr’ = (—v'v)w(—vv') = ((V,v) — v x v)w({v,v") —v x V),

tj. rotaci okolo vektoru v x v/ = —v' x v o thel 2 arccos(v,v’).
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10. Smithtv normalni tvar celociselnych matic

10.1. Celociselné matice

Celoc¢iselnd matice tvaru n x m je kolekce celych ¢isel A = (aé) indexovana dvojicemi
t=1,...,naj =1,...,m. PiSeme A € Maty,xm, Z. Celoc¢iselné matice odpovidaji homo-
morfismim grup:

Lemma 10.1. Homomorfismy grup Z™ — Z™ odpovidaji presné celociselnym maticim typu
m X n. Homomorfismus prislusny matici A € Mat,xm Z je x — Ax.

Dikaz. Kazdy homomorfismus grup ¢: Z"™ — Z" je jednoznaéné uréen obrazy p(e1), ..., p(em),
které ale muzou byt libovolné:

o, ..., 2™) = plerxt + -+ enz™) = ezt + - + p(ep)z™
7
= (pler) - plem)) | 1 |- O

Nasim cilem bude nyni kazdy takovy homomorfismus reprezentovat ,,ve vhodnych bazich®
co nejjednodussi matici. Bude nés tedy zajimat nalezeni invertibilnich matic P a @ takovych,
ze PAQ™! je co nejjednodussi. Stejné jako v pifpadé vektorovych prostorii jsou invertibilni
matice sou¢inem ,elementdrnich matic“, tj. matic odpovidajicim fadkovym /sloupcovym ope-
racim, jen musime ddvat pozor na niasobeni fadku a sloupcu. Jediné operace tohoto typu,
které jsou invertibilni, jsou totiz nasobeni £1.

V dalsim proto budeme za tfadkové operace povazovat pouze: pri¢teni nasobku jednoho
fadku k druhému, prohozeni dvou fadku a vynasobeni fadku ¢islem —1. To samé samoziejmé
plati pro sloupcové operace.

Obecné mame nasledujici charakterizaci:

Lemma 10.2. Celoéiselnd matice A je invertibilni, prdvé kdyz je ¢tvercovd a jeji determinant
je roven £1.

Dukaz. Prvné si uvédomme, ze libovolna celo¢iselna inverze je zaroven inverzi nad Q a proto
musi byt matice A ¢tvercové (s nenulovym determinantem). Zaroven

1 =detE =det(AA ') =det A-det A}

a, jelikoz A~! je celo¢iselnd, musi byt také celociselny jeji determinant, det A~! € Z. Proto
det A = £1.

Necht naopak A je &tvercovd, jejiz determinant je +1. Potom inverzni matici muzeme
spocitat pomoci matice algebraickych doplnku:

-1_ 1 .
A7 = det A Aadj
a je celociselnd. O

Pozndmka. Podobny dukaz funguje nad libovolnym komutativnim okruhem R (to by mélo
byt ziejmé alespon pro obor integrity, kde Q je nahrazeno podilovym télesem): matice A €
Mat, xm R je invertibilni, pravé kdyz je ¢tvercovd a det A € R* je invertibilni. Komutativita
okruhu R je dilezitd — bez ni by jednak nebylo mozné definovat determinant a navic existuji
okruhy s invertibilnimi obdelnikovymi maticemi!
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Véta 10.3 (o Smithové normdlnim tvaru). Pro libovolnou celociselnou matici A existuji
imwvertibilng celociselné matice P a Q) takové, Ze

g 0 e e e 0
0 ¢ :
plaQ=|. .
: gy L
0
0
kde g1 | g2 |- | g se postupné deli. Cisla q; se nazjvaji invariantni faktory, pravd strana se

nazyvd Smithuv normalni tvar celociselné matice A. Kazdyj jing takovy se lisi pouze znaménky
qi- Konkrétnéji plati q; = d;/d;—1, kde

d; = ged{det S | S je submatice A tvaru i x i}

Pozndmka. Je tedy vhodné vyzadovat ¢; > 0 a tyto jsou potom uréené zcela jednoznacné. V
dalsim budeme vzdy tuto volbu preferovat.

Dukaz. Hlavnim krokem je pomoci fadkovych a sloupcovych operaci vyrobit v levém hornim
rohu nejvétsi spoleény délitel vSech prvkt matice, ddle pomoci néj vyeliminovat vSechny prvky
pod nim a vpravo od néj a nasledné pouzit indukci.

Zéakladnim krokem je vytvoreni nejvétsiho spoleéného délitele prvku lezicich v témz Ffadku
nebo sloupci. K tomu budeme vyuzivat Eukleiduv algoritmus, ktery spoc¢ita nejvétsiho spo-
letného délitele ndsledujicim zpusobem: jsou-li a, b nenulovd celd ¢isla takova, ze |a| > |b],
vydélime ¢islo a ¢islem b se zbytkem, a = ¢b + r. Potom

ged(a, b) = ged(b, r).

Nahrazenim dvojice (a,b) dvojici (b,r) se tedy nejvétsi spoleény délitel nezméni. Navic po
koneéném (ve skute¢nosti velmi malém) poctu kroku vyjde r = 0; potom piislusné b v tomto
kroku je hledany nejvétsi spoleény délitel. Pokud se vyskytuji a, b v jednom sloupci, muzeme
vySe popsany algoritmus realizovat pomoci fddkovych operaci a nahradit tak tyto dva prvky
dvojici (d,0), kde d je nejvétsi spoleény délitel a, b. To samé lze aplikovat na vyskyt a, b v
témze fadku pomoci sloupcovych operaci.

1. Vratme se nyn{ k nasf matici A. Prvné pfesuiime na pozici (1, 1) pomoci operaci libovolny
nenulovy prvek matice A (rozmyslete si zvlast ptipad A = 0). V dalsich krocich se bude vzdy
prvek na této pozici zmensovat, diky ¢emuz bude nas algoritmus koneény.

2. Pomoci Eukleidova algoritmu a jeho implementace pomoci fadkovych a sloupcovych ope-
raci muzeme dosdhnout toho, ze prvek v levém hornim rohu je jediny nenulovy prvek v prvnim
fadku a prvnim sloupci, tj. dostaneme matici tvaru

a 0 -+ 0
~ 0 = *
A= .

0 = *



10. Smithuv normalni tvar celo¢iselnych matic

3. Pokud by nyni prvek ai nedélil néjaky prvek Zi; matice g, muzeme jej pomoci pri¢teni
fadku dostat do prvniho fddku a pomoci kroku 2. opét na pozici (1,1) vyrobit mensi prvek.
Po koneéném poctu kroku tak vznikne matice blokového tvaru

(& )
0 A/ 9
v niz bude prvek ¢; v levém hornim rohu délit vSechny prvky matice A’.

4. Na submatici A’ muZzeme pouzit indukéni piedpoklad a prevést ji na Smithtuv normalni
tvar s invariantnimi faktory go,...,q,. Protoze ¢; délil véechny prvky A’, déli i go (podle
indukéniho predpokladu je to nejvétsi spolecny délitel vsech prvku A’) a tim paddem q; | ¢2 |
-+ | gr tak, jak pozadujeme.

Zbyva dokazat jednoznac¢nost; ta bude plynout z invariantnosti d; viuéi fadkovym/sloup-
covym operacim a z jednoduchého vypoctu nejvétsich spole¢nych délitelu d; pro matici ve
Smithové normalnim tvaru, kterym zacneme.

Ziejmé, pokud submatice obsahuje k-ty tadek, nikoliv vSak k-ty sloupec matice ve Smi-
thové normélnim tvaru, pak jeji determinant je nulovy (jelikoz obsahuje nulovy rédek). Proto
stac¢i uvazovat submatice slozené z néjakych radku a tychz sloupcu. Ty jsou diagonalni a je-
jich determinant je roven sou¢inu prvkia na diagonale — libovolnych ¢ prvka diagonaly. Tedy
nejvetsi spolecny délitel je

di=ged{qp, - qp, | 1<k <-- <k <r}=q- ¢

a vskutku plati ¢; = d;/d;—1 pro matici ve Smithové normdlnim tvaru.

Zbyva dokazat invarianci nejvétsiho spole¢ného délitele d; vzhledem ke sloupcovym ope-
racim. Uvazujme tedy ,starou” a ,novou“ matici, kde nova vznikne ze staré pomoci sloup-
covych operaci (zatim ne nutné invertibilnich). Zrejmé kazdy sloupec kazdé nové subma-
tice je celo¢iselnou kombinaci starych sloupcu a jeji determinant je tedy celoGiselnou kom-
binaci starych subdeterminanti; zejména je kazdy novy subdeterminant délitelny nejvétsim
spole¢nym délitelem d; starych subdeterminantii a zejména je nové d; délitelné starym d;.
Pokud byly operace invertibilni, lze také starou matici vyrobit z nové a proto je i staré d;
délitelné novym d; a tudiz se rovnaji. O

Pozndmka. Neni Spatné si pov§imnout, Ze z existencéni ¢asti plyne, ze kazda invertibilni matice
je sou¢inem elementdrnich matic, nebot jedind invertibilni matice ve Smithové normélnim
tvaru je jednotkova matice, tedy P71 AQ = F a A = PQ~!, a v pfevodu na Smithtiv normaln{
tvar jsme pouzivali pouze elementarni matice.

Smithtv normalni tvar je vhodny k algoritmickym vypoétim s komutativnimi grupami.
Plati totiz nasledujici vztahy

imA = [q - Pey,...,q - Pe]
ker A = [Qery1, ..., Qenl,

tedy obraz i jddro homomorfismu A lze jednoduchym zpusobem ziskat ze sloupct matic P a
Q) a z invariantnich faktoru g;.
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10.2. Prezentace konecné generovanych komutativnich grup

Necht M je komutativni grupa. V nésledujicim budeme komutativni grupy uvaZovat vzdy
aditivné, tj. grupovou operaci budeme znacit +, jednotku 0 a inverzi prvku a zna¢ime —a.

Necht k € Z a a € M. Definujme a - k jako 0, pokud k£ = 0, jako

at+-+a
k
X

pokud k£ > 0 a jako (—k) - (—a), pokud k& < 0. Toto oznaceni by ¢tenaii mélo byt zname
z multiplikativniho zépisu a*, kde znaéi piesné to stejné. Vyhodou tohoto zdpisu je, ze v
kazdé (komutativni) grupé umime automaticky nédsobit celymi ¢isly, muzeme se tedy bavit o
celoé¢iselnych kombinacich a pouzivat okamzité nékteré dalsi pojmy z vektorovych prostori.

Necht aq,...,a, € M jsou libovolné prvky komutativni grupy M. Uvazujme ndsledujici
homomorfismus grup

n

©:Z" = M, (z,...,2") = arzt 4+ - aua™

Lemma 10.4. Zobrazeni ¢ je skutecné homomorfismus grup. Navic plati
1. ¢ je surjektivni, prdave kdyz prvky ai,...,a, generuji M.

2. ¢ je injektiond, prdvé kdyz jsou prvky ai,...,an ,linedrné nezdvislé nad Z“. O

Omezme se nyni na situaci, kdy prvky aq, . .., a, generuji M. Potom je ¢ podle pfedchoziho
surjektivni a z algebry zname nasledujici fakt,

M = 7"/ ker p,

nazyvany prvni véta o izomorfismu. K pochopeni konecné generovanych komutativnich grup
bude tedy dobré zkoumat grupu Z™ a jeji podgrupy.

Veéta 10.5. Kazdd podgrupa Z" je opét koneéné generovand a ve skuteénosti izomorfni Z™
pro néjaké m < n.

Diikaz. Budeme postupovat induktivné. Pro n =1 mdme M C Z a vime, ze vzdy M =t - Z.
Méme tedy dvé moznosti. Pokud ¢t = 0, je M = Z°, v opaéném pifpadé M =2 Z!.
Necht nyni M C Z"*! a uvazme projekci
p: 2" =z, (202t 2" s af
Opét p(M) C Z je podgrupa a tedy p(M) = t - Z. Necht yo € M je n&jaké takové, ze
t = p(yo). Déle uvazme podgrupu ker p C Z"H1, kters je ziejmé izomorfni Z" a mizeme tedy
na nf aplikovat indukéni pfedpoklad. Necht tedy
M nkerp=[yi,...,Ym]

Tvrdime nyni, ze M = [yo, Y1, - -, Ym]. Uvazme proto libovolné = € M. Podle konstrukce
mame p(z) = tkg pro néjaké kg € Z a

x = yoko + (z — yoko),
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kde x — yoko € M Nkerp a tedy

x:y0k0+ylkl+"'+ymkm

pro néjaké ki, ..., ky, € Z. Podrobnéjsim prozkouméanim dukazu lze téz dokazat induktivné,
ze prvky Yo, Y1, - - - » Ym jsou linedrné nezavislé nad Z, pokud jsou linedrné nezavislé yi, ..., ym
at# 0 (pifpad t = 0 je trividln{ a vyfesi se zv14st). O

Pozndmka. Podobné tvrzeni pro nekomutativni grupy neplati. Existuje grupa, kterd je gene-
rovana dvéma prvky (jednd se o volnou grupu na dvou generdtorech), ktera obsahuje pod-
grupu, kterd je generovana tfemi, ¢tyimi, ... prvky a dokonce i podgrupu, ktera neni kone¢né
generovana.

Pfejdéme nyni k hlavnimu konceptu této ¢éasti — prezentacim. Necht M je komutativni
grupa generovand prvky ai,...,a, a uvazme surjektivni homomorfismus

©: Z"—» M, o(z',... 2" =axt + -+ apa”

jako predtim. Podle predchozi véty je ker ¢ opét konecné generovand komutativni grupa a
muzeme tedy najit dalsi surjektivni homomorfismus

Y: 2™ —» ker .
Zavedeme-li pro slozeni Z™ — ker ¢ — Z™ oznaceni R, budeme vzniklou situaci zapisovat
zm Ly 7n Zy M.

V kazdé takové posloupnosti budeme vyzadovat, aby ¢ byl surjektivni homomorfismus grup
a ker ¢ = im R. Potom dostavame izomorfismus

M = 7" /ker p = Z"/im R.
Vsimnéme si, 7e pravd strana Z"/im R zavisi pouze na homomorfismu (matici) R. Rikdme

proto, ze R prezentuje komutativni grupu M.

Poznamka. Prezentace grupy M lze definovat konkrétnéji pomoci generdtoru M a relaci mezi
nimi. Generatory ey, ..., e, grupy Z" odpovidaji (zvolenym) generatorum aq, .. ., a, grupy M
a generdtory grupy Z™ budou odpovidat relacim mezi a1, ..., a,. Obrazy generdtoru e; € Z™
jsou néjaké celociselné kombinace

R(ej) = 617’} + -+ en"f’?‘

7 podminky ker ¢ = im R plyne, ze analogické kombinace
a1r;+---+anr?:0

jsou nulové. To jsou pfesné ony zminované relace mezi generdatory M a M je v jistém smyslu
,hejobecnéjsi“ komutativni grupa s generatory ai,...,a, spliujicimi tento systém relaci.
Presnéji, je-li N jinad komutativni grupa s prvky b1, ..., b, spliujicimi tytéz relace

blrjl-—l—'-‘-l-bnT?’:O,

existuje jediny homomorfismus grup M — N posilajici a; na b;. Tento fakt nebudeme dokazo-
vat, poznamenejme ale, Ze plyne (celkem snadno) z univerzalni vlastnosti kvocientu Z"/im R.

95



nd

10. Smithtv normalni tvar celo¢iselnych matic

Konecéné generované komutativni grupy jsou ve vysledku prezentovany celo¢iselnymi ma-
ticemi. Nyni ukdzeme, Ze ze znalosti Smithova normaélniho tvaru lze prezentovanou grupu
zcela zrekonstruovat, samoziejmé az na izomorfismus. Obecnéji se zabyvejme piipadem ekvi-
valentnich matic a jimi prezentovanych komutativnich grup

zm B ogn oM

S

Z" ——Z"—— N

Tvrdime, ze naznaceny homomorfismus M — N existuje a je to navic izomorfismus. Prezen-
tované grupy muzeme ztotoznit s kvocienty podle obrazu a hleddme tedy homomorfismus

Z"/im R — Z"/im S.
Ten lze jednoduse definovat predpisem
r+imR— Px+imS.

Jelikoz se kazdy jiny reprezentant t¥idy x + im R 1is{ od = o prvek tvaru Ry, pfislusna prava
strana se zméni o tfidu prvku PRy = SQy € im S a zlstane proto stejnd — zobrazeni je
dobfe definované. Inverzni zobrazeni je uréené tymz predpisem s P nahrazenym P~!. Tento
vysledek lze vyjadiit heslem: izomorfni prezentace urcuji izomorfni grupy.

Zabyvejme se nyni tim, jakou grupu prezentuje matice ve Smithové normalnim tvaru.

Lemma 10.6. Je-li S ve Smithové normdlnim tvaru s nenulovgmi prvky qi|---|q- na dia-
gondle, pak
Z%/imS — Z)q x - L)q. x Z""

Diikaz. Potfebné zobrazeni se definuje snadno
(..., ") +im S — ([z'],...,[z"], 2", ... 2"

a je jednoduché ovéfit, ze se jedna o dobfe definovany homomorfismus grup. Stejné snadno
se definuje i inverzni zobrazeni. ]

V kombinaci s pfedchozimi tivahami dostavame prvni ¢ast néasledujici véty.

Véta 10.7. Kazdd konecéné generovand komutativni grupa je izomorfni soucinu cyklickych
grup

(1) Zjqy x -+ x L/ gy x T,
kde 1 # q1]---|qr. Dvé takové grupy jsou izomorfni, prdvé kdyz se rovnaji odpovidajici rddy
qi,---,qr koneénych cyklickych faktoru a exponenty k beztorznich édsti.

Dukaz. Existencni ¢ast plyne z toho, ze kazda konecné generovand komutativni grupa ma
prezentaci a ta je ekvivalentn{ prezentaci ve Smithové normalnim tvaru. Cinitele tvaru Z /1=0
muzeme vynechat.

Jednozna¢nost se dokédze nésledovné. Jsou-li dvé grupy tvaru (1) izomorfni, musi byt
izomorfni i jejich torzni ¢asti Z/qy X - -+ x Z/q,. Ptitom ¢, je fadd nejvétsi koneéné cyklické
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podgrupy a musi byt tedy stejny pro obé grupy. Soucin zbylych koneénych cyklickych grup je
kvocient torzni ¢asti podle jeji nejvétsi cyklické podgrupy a musi byt tedy opét izomorfni pro
obé grupy. Podle indukéniho predpokladu se musi rovnat vSechna odpovidajici q1, ..., ¢ —1.
Kvocient podle torzni ¢asti je roven ZF a opét musi byt tato grupa izomorfni odpovidajici
grupé Z¥F . Tento izomorfismus je zprostFedkovan invertibilni matici. Jelikoz kazd4 takova musi
byt nutné ctvercovd, dostavame k = k' O

Pozndmka. V tom dukazu jednoznac¢nosti je dira (nejvétsi cyklickd podgrupa neni jednozna¢nd
a neni jasné, pro¢ by mél existovat izomorfismus velkych grup prevadéjici jednu na druhou),
asi to chce fakt délat pres vnéjsi mocniny, viz nize.

Alternativni véta dava rozklad kazdé konecéné generované komutativni groupy na soucin
cyklickych grup, jejichz fad je mocninou prvoéisla. To snadno plyne opét ze Smithova normalniho
tvaru: jelikoz je grupa Z/ plfl X - X1/ pffr prezentovana diagonalni matici s ¢isly plfl, ey pffT
na diagondle a tato ma invariantni faktory 1,...,1, plfl e pffT (jelikoz d,—1 = 1), plati

ZpY* x -+ X Zfpfr = T/py" -l

(tomuto tvrzeni se také Fikd Cinska zbytkova véta). V opaéném sméru pak lze kazdou cyklic-
kou grupu rozlozit na soucin cyklickych grup, jejichz #ad je mocninou prvocisla. Tento rozklad
je také jednoznacny.

10.3. Poznamky

Je-li M konecnd, lze dat invariantnimu faktoru ¢, nésledujici vyznam. Jedna se o nejmensi
¢islo t, pro které M -t = 0, tedy nejmensi ¢islo délitelné fadem kazdého prvku. Ponékud
abstraktnéji definujme Ann(M) = {t € Z | M -t = 0}, anihildtor komutativni grupy M.
Jednd se vzdy o podgrupu a plati Ann(M) = ¢, - Z.

Pozndmka. Ptedchozi plati i pro koneéné generované komutativni grupy — pokud &k > 0, je posledni invariantni
faktor ¢, = 0 a 0 je vzhledem k délitelnosti nejmensi ¢ s vlastnosti M - ¢ = 0 (neboli ¢ generuje Ann(M) = 0).

Podobnou iterpretaci lze ddt s trochou préce i zbyvajicim invariantnim faktorum, konkrétné
Ann(A"TIM) = ¢; - Z,

k tomu je vSak potieba definovat vnéjsi mocniny komutativnich grup, coz znacné presahuje
obsah kurzu.

Pozndmka. Zaklad je formulka A® (M @ Ms) = D,y AR My @ AP2 My a A%Z/q = 0.

Vzhledem k jednoznaé¢nosti z predchozi véty muzeme zformulovat jednozna¢nost prezen-
tace konetné generované komutativni grupy. Pro kazdé dvé prezentace musi jejich Smithovy
normalni tvary byt shodné az na jednicky na diagonéle (ty zhruba fe¢eno odpovidaji pridani
nového generdtoru z spoleéné s relaci x = 0) a nadbyteéné nulové sloupce (ty zase odpovidaji
relacim, které lze odvodit z ostatnich relac).

Maji-li matice R, S stejné rozméry, pak prezentuji stejnou grupu, pravé kdyz jsou ekvi-
valentni (ve smyslu, Ze je lze na sebe prevést fadkovymi a sloupcovymi tpravami).

97



*

11. Smithtv normalni tvar polynomialnich matic

11.1. Polynomialni matice

Polynomiélni matice tvaru n x m je kolekce polynomu A = (aﬁ) indexovand dvojicemi ¢ =
1,...,n, 5 =1,...,m. Tedy aé- je polynom, presnéji polynom s koeficienty v télese K a v
proménné \. Piseme A € Mat,, . K[A].

Lemma 11.1. Polynomidlni matice A je invertibilng, prdvé kdyz je ¢tvercovd a jeji determi-
nant je nenulovy konstantni.

Dukaz. Dukaz se provede stejné jako pro celo¢iselné matice. O

Véta 11.2 (o Smithové normdlnim tvaru). Pro libovolnou polynomidlni matici A existuji
imwertibilni polynomidini matice P a Q takové, Ze

i 0 e e e o 0
0 ¢ :
-1 _ . .
P AQ = g - -,
0 )
: . . 0
O v coi e e 00
kde q1lq2| - - |qr se postupné déli. Polynomy q; se nazyvaji invariantni faktory, pravd strana

se nazyvd Smithuv normalni tvar polynomidlni matice A. KaZdy jiny takovy se lisi pouze
vyndsobenim q; nenulovou konstantou. Konkrétnéji plati ¢; = d;/d;—1, kde

d; = ged{det S | S je submatice A tvaru i x i}

Diikaz. Dukaz se provede stejné jako pro celociselné matice; jeho zdkladem byl Eukleiduv
algoritmus, ktery funguje i pro K[A]. O

Opét muzeme vyzadovat polynomy ¢; normované, dostaneme pak Smithtv normalni tvar
zcela jednoznacné.

Pozndmka. Je zajimavé se zamyslet nad tim, které (komutativni) okruhy umoznuji Smithuv
normalni tvar. Potfebujeme néjakou formu Eukleidova algoritmu a pro tzv. Eukleidovské
obory (obory integrity s Eukleidovym algoritmem) neni naprosto zddny problém. Ve sku-
tecnosti lze tuto vétu zobecnit na obory hlavnich idedlu (obory integrity, kde kazdy ideal je
hlavni), nevystac¢ime si vSak jiz s elementdrnimi operacemi: k vyrobeni nejvétsiho spoleéného
deélitele nestaci odéitat nésobky, ale jsou potieba obecnéjsi (invertibilni) linedrni kombinace.
Ve vysledku se dé ukazat, ze nad obory hlavnich idedlu jiz neni kazdé invertibilni matice
sou¢inem elementarnich. Rozdil mezi invertibilnimi maticemi a souciny elementdrnich matic
je jednim z diulezitych aspekti studovanych algebraickou K-teorii okruhu R. Ta je velmi
dulezitd v rozlicnych odvétvich matematiky — od geometrie, pies algebru az k teorii ¢isel.
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Stejné jako celociselné matice mély vztah ke koneéné generovanym komutativnim grupam a
jejich prezentacim, maji také polynomidlni matice vztah k néjakym matematickym objekttim
a jejich prezentacim. Pokusme se jejich definici motivovat néasledujicim porovnanim

¢iselné matice A € Mat,, «,, K linedrni zobrazeni K™ — K"
celociselné matice A € Maty,x, Z homomorfismy grup Z™ — 7™
polynomidlni matice A € Mat,,xy, K[A] homomorfismy 777 K[A]™ — K[A]"

Definice 11.3. Nechf M je komutativni grupa. Rekneme, ze M je K[\]-modul, jestlize je
zadano zobrazeni

K[A] x M — M, (p,x) —p-x,
nazyvané ,nasobeni skalary“, spliiujici obvyklé axiomy vektorového prostoru
p-(g-z)=(p-q) -z
x=zx

1
p-(x+y) =p-x+p-y
ptq)rz=p-rtq-z

Piiklad. Dulezitym K[A]-modulem je K[A]"”, tj. mnozina vSech n-tic polynomu spolecné se
s¢itanim po slozkach a nasobenim po slozkach

b- (Q1’-~-,Qn) = (leaaPQn)

Kazdy K[A]-modul M je automaticky vektorovym prostorem nad K: kdyz umime prvky
M nasobit polynomy, umime je zejména néasobit konstantnimi polynomy, které lze jednoduse
ztotoznit s prvky télesa K, lze psat

K — K[\].
Zaroven nasobeni linedrnim polynomem A je zobrazeni
myx: M — M, T Az,
o kterém ovéiime, ze se jedna o linedrni zobrazeni:
my(ax +by) = X-azx+ X-by = (a\) -z + (bA) - y = a(myx) + b(myy)
Veéta 11.4. Predchozi konstrukce zaddvd bijektivni korespondenci

{K[A]-moduly M} —— {dwjzce (V,T), kde V' je vektorovy}

prostor a T:'V — V' je operdtor
M (M, m)\)
v (V,T)

V dalsim budeme pro operator T na vektorovém prostoru V pouzivat pro odpovidajici
K[A]-modul oznaceni (V,T).
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Diikaz. Zbyva ukézat, jak se pro operator T: V — V na vektorovém prostoru V definuje
nasobeni skaldry z K[\]. M&-1i se jednat o inverzi ke konstrukei (M, m)), jsme nuceni polozit

pr = (po +pA+ -+ g = pox + pi T + - + p T,
kde T’z znaéi i-ndsobnou iteraci operatoru T, tj.
Tix=(To-oT)z=T(--T(Tz)--);
je totiz Xax = A(---AXAx)---) =T(---T(Tx)---). 0

Z predchoziho dukazu si zapamatujme vztah pro ndsobeni polynomem p na K[A]-modulu
(V,T). Budeme ho zapisovat ve tvaru

kde p(T') znaci, tak jako v dukazu, vysledek formélniho dosazeni operatoru 7' do polynomu
P, tj- p(T) = pold +p1 T + - - - + py T,

Pozndmka. Hlavni myslenkou pfedchoziho dukazu je, ze okruh polynomu K[A] je generovany télesem K a
jednim prvkem A\ spliujicim a - A = X - a, tedy prvek A je pfidan ,volné“ pouze s tim, ze ma komutovat se
v8emi prvky z puvodniho télesa. Pro strukturu modulu to znamend, ze musime zadat nasobeni prvky télesa
K (strukturu vektorového prostoru) a ndsobenf prvkem A, kde jedinou podminkou je, ze tyto maji komutovat,
tj. ndsobeni prvkem A\ musi byt linedrni. To je pfesné tvrzeni véty.

Pozndmka. Vyhodou uvazovani K[A]-modulu namisto operdtort je to, ze zdkladnim stavebnim
kamenem (kone¢né generovanych) K[A]-modulua je K[A]™ (jak za chvili uvidime), ktery je jako
vektorovy prostor s operatorem nekonec¢né rozmérny a tedy z pohledu linedrni algebry dost
netypicky. Konkrétné K[)\] jako vektorovy prostor je

K®No = {(ag,a1,...) | 3k € No: VI > k: a; = 0},

mnozina posloupnosti ¢isel (odpovidajicich posloupnostem koeficientu polynomu), kterd jsou
od jistého indexu poc¢inaje vSechna nulova. Operator je pak dan

(ao, at, .. ) — (O, ap,ai, . . )

Dalsim pfirozenym pojmem je homomorfismus K[\|]-modulu, ktery je pfimou analogii li-
nearniho zobrazeni.

Definice 11.5. Necht M, N jsou dva K[\]-moduly. Zobrazen{ ¢: M — N se nazyva homo-
morfismem K[\|-moduli, jestlize plati

px+y) =v@) +ely),  opz)=pe(z)
pro libovolnd z,y € M a p € K[A].

Opét prevedeme tento pojem do feci operatoru. Je ziejmé zizenim definiéni podminky na
konstantni polynomy, ze kazdy homomorfismus K[\]-modulu je linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 11.6. Necht jsou ddny operdtory T na 'V a S na U. Linedrni zobrazeni ¢: V — U
je homomorfismus K[\|-moduli, prdvé kdyz komutuje ndsledugjici diagram.

V.U
Tl ls

VT>U

100



11. Smithiv normalni tvar polynomidlnich matic

Drikaz. Jelikoz je ¢ linearni, zachovava nasobeni vSemi konstantnimi polynomy. Zbyva tedy
zkontrolovat zachovavani nasobeni polynomem A, ale to jsou pfesné operdtory v diagramu. [

V pifpadé, ze je ¢ invertibilni, lze pfedchozi diagram piepsat jako S = T, tj.
operatory S, T jsou podobné.
Vratme se k nasi puvodni motivaci s polynomidlnimi maticemi.

Lemma 11.7. Necht ay,...,a, € M jsou libovolné prvky K[\-modulu M. Pak existuje
jeding homomorfismus K[\|-moduli ¢: K[A\]" — M spliugici p(e;) = a;, kde e; je opét n-
tice polynomi (0,...,0,1,0,...,0) s konstantnim polynomem 1 na i-tém misté.

Specidlné homomorfismy K[A-moduli KA\ — K[A]™ jsou v bijekci s polynomidinimi ma-
ticemi A € Maty,wm K[\, jejimz i-tym sloupcem je prdvé obraz e;. Prislusny homomorfismus
je ddn x — Ax.

Diikaz. Vse je jasné z rovnosti

e(p',...,p") = plewp’ + - enp™) = ple1)p' + -+ + p(en)p

:alpl + o+ anp”.

n

Naopak vysledny vzorec je homomorfismus K[A]-modulu pro libovolné ay,...,a, € M. O

V dalsim se ndm jesté budou hodit kvocienty K[A]-moduli. Necht M je K[A]-modul.
Podmodul N C M je podmnozina uzaviena na nulu, s¢itani a nasobeni skaldry. Zejména je N
podgrupa vzhledem ke séitani. Na kvocientu grup M /N definujeme strukturu K[A]-modulu
nésledovné:

(@+N) pEap+ N
Je jednoduché ovérit, ze se jednd o dobie definované zobrazeni, které spliuje vSechny axiomy
K[A]-modulu.

11.2. Kanonicka prezentace operatoru na K"

Necht T: K® — K" je operator na K" a uvazujme ptislusny K[\]-modul (K", T'). Narozdil od
situace pro konec¢né generované komutativni grupy existuje kanonicka prezentace (tj. takova,
ktera nezavisi na zddnych volbach). Uvazujme homomorfismus K[A]-modulu

o: K[\* —- K"

jednozna¢né uréeny tim, ze posila e; — e;, kde na levé strané je e; interpretovano jako n-tice
polynomt, zatimco na pravé strané jako n-tice ¢isel®. V obou pifpadech se jednd o n-tici
slozenou z 1 na i-tém misté a z 0 na zbylych mistech. Zfejmé je ¢ surjektivni zobrazeni,
popiseme nyni jeho jadro a dostaneme tim prezentaci pro (K™, T).

Tvrzeni 11.8. Necht T je operdtor na K"*. Potom

T—\E
e

K[A" K[A" 2 (K™, T)

je prezentace prislusného K[A]-modulu.

8 Alternativn{ pohled na prvky K[A]™ je jako polynomy s koeficienty v K. Zobrazenf je pak déno predpisem
vo + vt + -+ Ao = vo + Tt + -+ Troy.
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11. Smithiv normalni tvar polynomidlnich matic

Dukaz. Zbyvé ukazat, ze
im(7T — AE) = ker ¢.

Zaprvé plati p o (T — AE) = 0, nebot pro generatory e; € K[A]" plati
wo (T —AE)(e;)) =p(Te; — Aej) =Te; —Te; = 0.
Proto im(T' — AE) C ker ¢. K opa¢né implikaci pisme pro v € K[\|"
v =1vg+ My + - -+ Ny,
kde vg,v1, ..., v jsou n-tice konstantnich polynomu. Zjevné plati
v=vg+Toy + -+ Ty, (modim(T — AE)),

coz je n-tice konstantnich polynomu, ktera pii ztotoznéni s K™ ptesné odpovida ¢(v). Pokud
tedy predpokldddme v € ker ¢, dostavdme v = 0 modulo im(7T' — \E) a tedy v € im(T — AE).
Plati proto i opa¢né inkluze ker ¢ C im(7" — \E). O

Pozndmka. Posledni tvrzeni dava velice uspokojivé zduvodnéni, pro¢ v matici T — AE je
obsazeno vse podstatné tykajici se operatoru T'. To se tradi¢né vysvétluje pfes kofenové pod-
prostory. Pfedchozi tvrzeni vSak plati nezdvisle na tom, zda téleso K je algebraicky uzaviené
a hodi se ke zkoumani operatoru i nad obecnymi télesy.

Nyni ddme dohromady kanonickou prezentaci se Smithovym norméalnim tvarem tak, jak
jsme ucinili pro kone¢né generované komutativni grupy. Necht Smithuv normdlni tvar T — AE
je polynomidlni matice S()\). Jeji vztah ke kanonické prezentaci je vyjadien v ndsledujicim
diagramu

KN TR (K™, T)

I

Q(A)J% %lP(/\) =
3
K .

Opét se jednoduse presvédéime, ze
K[A"/im S(A) = K[A]/(q1) x - - x K[A]/(gn),
kde qi1|- - - |gn jsou polynomy vyskytujici se na diagondle Smithova normalniho tvaru S(\).

Véta 11.9. Dwva operdtory T, T' jsou podobné, prdvé kdyz polynomidini matice T — \E,
T — \E maji tyz Smithiv normdind tvar. Zejména lze problém podobnosti tesit algoritmicky.

Pozndmka. Nad algebraicky uzavienym télesem lze problém podobnosti ,Fesit“ s pomoci
Jordanova kanonického tvaru. Algoritmicky je vSak tento ptistup nevhodny, protoze obecné
nelze spoéitat vlastni ¢isla a tim paddem ani Jordanuv kanonicky tvar. Na druhou stranu
Smithtv normélni{ tvar je zcela algoritmicky.

Diikaz. Jsou-li operdtory T a T’ podobné, T/ = PTP~!, budou podobné i
T —\E = P(T — \E)P~ L.

Tim spi§ budou ekvivalentni a proto budou mit tyz Smithtv normalni tvar.

Necht naopak T'— AE, T" — AE maji tyZ Smithtiv norm&lni tvar. Potom jsou ekvivalentni
a podle predchoziho diagramu jsou izomorfn{ prezentované moduly (K", T') = (K", 7"). To ale
presné znamena, ze operatory jsou podobné podle Tvrzeni 11.6. O
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11. Smithiv normalni tvar polynomidlnich matic

Pozndmka. Vyhodou oproti pfipadu komutativnich grup je existence kanonické prezentace.
O néco obtiznéji lze také dokézat, ze dva K[A]-moduly prezentované libovolnymi (v kontrastu
s kanonickymi) polynomidlnimi maticemi tychz rozméru jsou izomorfni, pravé kdyz maji tyto
matice tyz Smithtav normalni tvar; viz pfipad komutativnich grup.

Misto Jordanova kanonického tvaru je mozné popsat jiny kanonicky tvar, ktery nevyzaduje
nalezeni kofenu charakteristického polynomu a lze jej spocitat algoritmicky. Jelikoz je

(K™, T) = K[A/(q1) x - -- X K[A]/(gn),

sta¢i popsat K[A]-modul K[\]/(q) jako vektorovy prostor spoleéné s operatorem. Nalezneme
vhodnou (kanonickou) bdzi a v ni matici pifslusného operatoru my. Necht ¢ = ag + a;\ +

o4 ap_1 AP+ AR Potom takovou bazf je oo = ([1],[A], - -, [\*71]) a jednoduse
0 -+- -+ 0 —ag
1 : —aq
(Mmx)aa = | 0
: 0
0 0 1 —ap_

Tedy (K™, T) méa ve vhodné bézi blokové diagondlni tvar s bloky vyse uvedeného tvaru na
diagonale. Tento tvar se nazyva raciondlni kanonicky tvar operatoru — pro jeho kanoni¢nost
je v8ak nutno vyzadovat, aby se polynomy piislusné jednotlivym blokiim postupné délily tak
jako ve Smithové normalnim tvaru.

Invariantni faktor ¢, mé pomérné jednoduchou interpretaci v fe¢i K[A\]-modulu, z niz lze
jednoduse dokazat nasledujici vétu.

Tvrzeni 11.10 (Cayleyho—Hamiltonova véta). Necht x(\) = det(T — \E) znaéi charakteris-
ticky polynom T. Potom plati x(T') = 0.

Diikaz. 7 véty o Smithové normalnim tvaru plati x = ¢1 - - - ¢, Pfitom pro libovolné

z € K[A/(q1) x -+ x K[A]/(gn)

zjevné plati g,z = 0. Protoze je vsak tento K[A]-modul izomorfni (K", T), plati to samé i pro
K[A]-modul (K™, T'). Pro libovolné v € K" tak méme ¢, (7)v = 0. Protoze ale toto plati pro
libovolné v, musi byt g,(7") = 0 jakozto operdtory na K". Tim spis tedy x(7") = 0. O

Definice 11.11. Z dukazu predchozi véty plyne, ze ve skutecnosti plati jiz ¢,(T") = 0 a neni
tézké se presvedcit, ze gy, je nejmensi polynom (vzhledem k délitelnosti), pro ktery tento vztah
plati. Nazyva se minimdlni polynom operatoru T.

Pozndmka. Opét ponékud abstraktnéji 1ze minimaln{ polynom popsat nasledovné. Definujme
anihilator K[A]-modulu M jako

Ann(M) ={p e K[\ | p- M = 0}.

Nen{ tezké se presvedcit, ze se vzdy jednd o idedl a v nasem piipadé je Ann(M) = (g,). Opét
s trochou préce lze dat vyznam i zbylym invariantnim faktortim,
Ann(AZGHLM) = (g0,
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kde napiiklad A%([ )\]M je kvocient A2M podle podprostoru generovaného rozdily TaAy—zATy.
Operator na tomto kvocientu je zadan predpisem

Tz Ayl o [Tz Ay] = [z ATyl

11.3. Jordantv kanonicky tvar

Jelikoz Smithuv normadlni tvar T — AE zcela urcuje operator T az na podobnost, nemélo
by byt piekvapenim, Ze z néj lze spocitat Jordanuv kanonicky tvar T. Necht proto nyni K
je algebraicky uzaviené téleso. Potom kazdy cyklicky modul K[A]/(q) 1ze psat s vyuzitim
rozkladu ¢ = (A — A1) -+ (A — A\g)™* ve tvaru?

K[AI/(g) Z KAJ/((A = A)"™) x - x KIAJ/((A = Aw)™)

(formalni podobnost s rozkladem na prvocinitele neni viibec ndhodna). Zbyvé tedy popsat
K[A]-modul tvaru

KIAJ/((A = A0)")-

Tvrzeni 11.12. Cyklicky K[A]-modul K[A]/((A—Xo)") je izomorfni operdtoru na K" s matici

M 1 0 -+ 0
0 :

0
: P |
0 - - 0 X

Diikaz. Jakozto vektorovy prostor ma K[A]/((A — Ao)") bézi

([N =20)" 1,y A = Aol [1])
Pocitejme matici operatoru m) (ndsobeni polynomem \) vzhledem k této bézi. Zjevné plati
A =20)71 = (A= 20) +A0) [ = A0) 1T = [(A = X0)'T+ Ao[(A = Xo)" ).
V piipadé i = r pak [(A — Ag)"] = 0 a dostdvame pfesné matici z tvrzeni. O

Veéta 11.13. Je-li téleso K algebraicky uzaviené, je kazdy operdtor podobny operdtoru v Jor-
danové kanonickém tvaru. Obecnéji tvrzend plati pro operdtor T nad libovolnym télesem, nad

kterym se charakteristicky polynom T zcela rozklddd. O
Je-li T'— AE ekvivalentni J — AE, feknéme
J—\E = PO(T — AE)Q(N)
9Jednoduchy dikaz tohoto faktu vyuzivd Smith@iv normalni tvar — K[\]-modul napravo je prezentovin
diagondlni matici s mocninami (A — A;)™ na diagondle; jeji Smithtiv norméln{ tvar m4 na diagondle 1,...,1,q.
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11. Smithiv normalni tvar polynomidlnich matic

(nyni u P(\) nebudeme psat inverzi, protoze v tomto tvaru dostaneme vysledek z algoritmu
pocitajictho Smithuv normélni tvar), lze spocitat matice prechodu mezi obéma operétory.
Zatnéme s matici pfechodu od T k J. Tu dostaneme z nésledujiciho diagramu

KN TR R €5 (K7, T)

|
gTQ(A) glp(x) ~|R
<4

A" g KA g (K™, 0)

naznacené zobrazeni K" — K[A]™ zobrazi n-tici ¢isel na n-tici piislusnych konstantnich poly-
nomu (a nejednd se o homomorfismus K[A]-modulu). Slozenim dostaneme pro

P=Py+ AP, +---+ )P,
nasledujici vyjadieni pro matici prechodu R:
v evy(P(A\)) = Pyv+ JPw+ - + J¥Pypo = P (),

kde posledni zapis zna¢i dosazeni matice J do polynomidlni matice P()\) zleva.

Matice pfechodu v opacném sméru lze ziskat bud jako inverzni matici k P'*%(.J) nebo
pomoci transponovani vSech matic (formélné prechodu k dudlnim prostorum). Konkrétné
dostavame diagram

K[A" == (K", T*)

\
%TP*(A) gl@*(,\) >~ 5%

4
K[\" (K", J*)

nebo jednoduseji rovnici

J* — AE = Q*(\)(T* — AE)P*(\)

Podle pfedchoziho dostavame S* = (Q*)'°f(.J*) a zpétnym transponovanim

S = ()" (J) = (Q5+ T Qf + -+ (J)Qp)"
= Qo+ Q1J + -+ Q" = QUEM().

Jelikoz je S matice pfechodu od J k T, skladaji se jeji sloupce z vektoru béaze, v niz T nabyva
Jordanova kanonického tvaru J. Matici Q(\) lze ziskat tak, ze veskeré sloupcové operace
provadime zaroven na matici T'— A\E a na jednotkové matici (fddkové operace viak pouze na
T — AE). Pokud takto prevedeme T'— AE na J — \E, vytvoii sloupcové operace presné matici
Q(A). Dosadime-li pak do ni matici J zprava, ziskdme hledanou matici prechodu S.

Vhodnou adaptaci 1ze vypocet zjednodusit. Neni potfeba pomoci dalsich operaci prevadét
Smithtv normdln{ tvar na J — AE, nebot lze vyuzit bdzi K[\]"/im B z dikazu Tvrzen{ 11.12,
kde B je Smithuv normalni tvar T'— AE. Uvedme si to na zasadnim pifkladu

1 0 0
B=|"°
1 0
0 0 (A=2Xo)
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Potom forma f? na prostoru K" vpravo nahoie se zobrazi na formu na K[\]" s tymz ndzvem,
déle pak pomoci Q*(A) na f*Q(A), tj. na i-ty radek matice Q(A). Na zavér je potieba spocitat,
jakou formu na K" v pravém dolnfm rohu tato reprezentuje. Vyjadifme ji proto ve tvaru'®

FlRN =D fr(A=Xo)aj
J

modulo im B = (f1,..., f71, f"(A—Xo)"). Matice aé je hledanou matici prechodu (v piipadé
B = J — \E se vypocet zjednodusil tim, ze poc¢itdni modulo im B je dosazovéni J).

Pozndmka. Protoze chceme dostat v Jordanové kanonickém tvaru J a nikoliv J*, je vhodnou bézi opravdu
(f7, .., fT (A = Xo)™™ 1Y), tj. poradi je opaéné oproti Tvrzeni 11.12. K hlubsimu pochopeni by bylo potieba

presnéji popsat vztah mezi coker S(A) a coker S* (), ktery jsme pro S(A) = J — AE s pomoci coker(J — AE) &
(K™, J) pouzivali v pfedchozim.

VVVVVV

za bézi kvocientu K[A]/(q) lze vzit polynomy

q q q q
U VARG W W ITR LRl s VERLLLE o Wy W T

(Z&dnou jejich ¢iselnou linedrni kombinaci nemiizeme ziskat nenulovy nasobek ¢. Budeme-li
pSét G/Tg—l)\%)\e—i_' . '+GOW = (a'r'g—l()\_AZ)reil‘i_' . '+G/0) ()\_()I\Z)T[ = py (/\_Ke)re y 1ze linearni
kombinaci piepsat do tvaru plﬁ 4ot pkw a jejf nulovost déva (A — Ao)™ | py,

protoze ostatni cleny jsou (A — Ay)" délitelné a naopak W je s nim nesoudélné. Protoze
je ale stupen p; mensi nez ry, musi byt p, = 0.)

Matice m) je v této bazi v Jordanové kanonickém tvaru postupné s bloky piislusnymi
Al, ..., Ap rOZMEru rq,...,r,. Polozime-li r = r1 + --- + r, je pro vypocet i-tého Fadku
potifeba vyjadiit

i — r q a(f)
rem = %f g 05

modulo im B = (f!,..., f"~1, f"q), kde a(f) znaéi (-ty sloupcovy blok matice piechodu, tj.
a(?); je j-ty bazovy vektor (-tého bloku Jordanovy béze.!!

Kontrolni otazky

1. Jak se méni determinant polynomidlni matice pfi provadéni jednotlivych elementarnich
radkovych operaci?

2. Napiste dva maticové polynomy stupné 1, jejichz soucin je polynom stupné 1.

3. Vysvétlete, jaky je vztah mezi podobnosti matic a ekvivalenci jejich charakteristickych
matic.

4. Vyslovte definici kanonického tvaru polynomialni matice. Pro¢ je tento kanonicky tvar
urc¢en jednoznacné?

K peficienty a§~ jsou az na faktor ﬁ ¢leny Taylorova rozvoje polynomu (f*Q(N)), (tj. prvku Q()\): matice
Q(N) v bodé Ao.
1 Opét 1ze koeficienty a(€)§~ ziskat z Taylorovych polynomi Q(M\)% a W v bodech A1,..., Ax.
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5. Jaky je vztah mezi matici J v Jordanové kanonickém tvaru a kanonickym tvarem jeji
charakteristické matice J — AE? Napiste nékolik matic v Jordanové kanonickém tvaru
s vice bunikami ruznych velikosti a s nékolika vlastnimi ¢isly a k nim najdéte piislusny
kanonicky tvar charakteristické matice.

6. Vyslovte definici minimalniho polynomu matice A # 0. Jak najdeme minimélni poly-
nom matice pomoci kanonického tvaru jeji charakteristické matice? Najdéte matice 4 x 4
s minimélnim polynomem stupné 1, 2, 3 a 4.

Priklady k procviceni.

1. Najdéte Jordanuv kanonicky tvar néasledujicich matic A; a matice podobnosti P; takové,
ze J =P ' A P

3.2 -3 701;:11 9 -9 4
Ar=1[4 10 —12 Ay = As=|7 -7 4
3 6 -7 o 3 —4 4
-11 0 1
701 -2 1
1 4 1 1
A=y 4 5
2 -1 -1 8
Resent:
210 113
Ji=[0 2 0 Pi=14 0 0
00 2 301
1100 1 0 0 -1
0100 1 0 0 0
22=10 011 P=1y 11 1
000 1 0 0 1 0
2 10 2 -1 0
Js=[0 2 1 Py=12 -1 1
00 2 1 0 2
6 1 00 0 3 -2 -9
0610 9 -3 -1 -9
=10 0 6 0 Pi=1g o 3 g
000 6 9 0 0 0
2. Které z nasledujicich matic jsou navzajem podobné?
~13 5 4 2 2.0 2 0
0 -1 00 1 2 2 -2
Bi=1_3) 12 9 5 B2=109 02 o
~12 6 4 1 001 2
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1 0 0 2 20 0 2
1 -1 -2 2 1 2 -2 2
Bs=1|o o -1 1 Bi=1y o9 2 1
0 0 0 -1 00 0 2

2 0 0 1%

0 3 1 0

Bs=10 211 0

0 0 0 2

[Reseni: By je podobné Bs, By, By a Bs jsou si navzajem podobné.]

3. Urcete kanonické tvary charakteristickych matic pfislusnych maticim

1 -3 0 3 4 3 2 -3
—2 —6 0 13 6 9 4 -8
G=1o =31 3 G=1_3 4 _1 1
-1 -4 0 8 9 9 6 -8
120 0 0 -3 -2
O = Ch=|-1 —2 -2
112 3 L 4 3
000 —1
[Reden:
10 0 0
01 0 0
Ki=K2=14 g (1—X) 0
00 0 (A—1)3
10 0 0
01 0 0
Ks=1¢ ¢ (A+1) 0
0 0 0 A+1)(A—=2)3
1 0 0
Ki=10 (A+1) 0

3 00 3 0 5 3 00
Di=11 3 0 Dy=11 3 0 D3=11 3 0
0 0 4 0 0 3 01 3
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-1 4 0 0 O
0 3 0 0 O
Dy=]10 -4 -1 0 O
3 -9 -4 2 -1
1 5 4 1 4

[Resent: my = (A — 3)2(A —4); ma = (A —3)%; mg = (A — 3)3;
my=(A=32\+1)]
5. Najdéte matici, jejiz minimalni polynom je
(a) polynom A\? a matice ma rozméry 3 x 3
(b) polynom prvniho fddu a matice ma rozméry 2 x 2

é o (5 1)

[Resent: napt. (a)

o O O
o O O
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Dodatky

A. Affine spaces through affine combinations

Let us skip at this point metric questions. The world around us is (a reasonable approximation
to) an affine space rather than a vector space — it does not really make sense to speak about
the origin. Clearly, every observer may treat himself as the origin but then certain notions
of vector spaces depend on such a choice — e.g. %v is the point on half of the way to v and
this certainly depends on the starting point. On the other hand %u + %v, the midpoint of the
segment between w and v is independent of the choice of the origin. When speaking about
affine subspaces, we observed that it is possible to define affine combinations and that the
affine subspaces are closed under them. We will base our definition of an affine space on all
affine combinations because this keeps the axioms rather straightforward.

Definition A.1. An affine space S is a set together with operations of affine combinations
S"—=S, (r1,...,7p) = TN F -+ TR

for all A\1,..., Ap € K with Ay + .-+ A\, = 1 that satisfy the following axioms:
e v10+ - +2, 10+ =zl + 2110+ + 2,0 = 5,

o (z1 M1+ +xp A1)+ -+ (@A o F T ) b = 21 (M1 4+ Ambiim) +

The axioms become very easy to write down if we set up the following notation: for an
n-tuple of points x = (z1,...,2,) of S and an n-tuple £ = (A1,...,\,)? whose components
add up to 1, we denote

Xl = a1+ T,

and similarly for a matrix L = (¢1,...,%,,) we denote
xL = (xl1,...,x0ly).

Then the axioms become
xE =x, (xL)M =x(LM).

A prime example of an affine space is a vector space, where the affine combinations are
defined as the linear combinations in the vector space. In fact, we may recover all linear
combinations from the affine ones by adding an appropriate multiple of the zero vector, i.e.

TIAL + - F Tp Ay = 0N+ T1A L+ - F T,

where A is such that the combination on the right is affine, i.e. A=1—X; —--- — A,. In fact,
we may do the same in any affine space S — by a choice of origin, we obtain a structure of a
vector space on S. Let us study now the effect of changing the origin:

PA+ XM 4 4 Xodn = QA+ Xa M + - + Xnhn
gives (by adding P(1 — A\) + X1(=A1) + -+ Xn(=\))

P=P(1—\+ QA
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Then, for A # 0, we get Q € (P,P(1 — \) + Q\) = (P, P) = {P}, i.e. P = Q. On the other
hand, if A = 0, the result does not depend on the choice of P, so that we obtain the following
result:

A linear combination does not depend on the choice of origin if and only

if it is an affine combination.

We will now define the resulting vector space independently of the choice of origin, namely
through the translations of §. We say that a map

t:S— S

is a translation if it is of the form X — X + PiA\1 + -+ + P, A, where Ay +---+ A, = 0. We
will understand the formal combination v = P A1 + - -+ + P, A, as the vector that prescribes
the translation, so that ¢ is a translation by v given by ¢(X) = X + v. We obtain

t(X)=X+v=X+P+v—-P=X+tP)-P,

so that v = t(P) — P (regardless of P). In other words, only formal combinations of the form
@ — P are necessary to describe translations. Since the resulting translation maps P to @, it
is a translation by a “vector from P to Q” and we denote this vector as PQ) = Q — P.

It is possible to formally add and scalar multiply formal linear combinations and it is not
difficult to see that this passes to vectors (i.e. these operations produce ones on the set of
translations). We will describe this in bigger generality later.

We would like to make formal distinction between vectors and translations. We consider

the following mapping

O: {((Pr,..-,Pn)y( M,y M) | n>0,P, ..., P, €S, M + -+ Ay =0} — {mappings S — S}
((Pl,,Pn),()\l,,)\n))*—>(XF—)X+P1>\1++Pn>\n

We defined translations as the mappings in the image and we define vectors as elements of
dom @/ ker ®. The class of ((Pi,...,Pp),(A1,...,A,)) will be denoted by PiA; + -+ P\,
Thus, ¢ induces a bijection between vectors and translations. Also, we observed that there
is a unique translation mapping P to @, namely X — X + ]@ The choice of origin P now

provides the identification & =, Dir S, X — P‘X>
A map ¢: § — T is affine if it preserves affine combinations. We define its direction via

O(PIAL+ -+ Pon) = (PN + - -+ o(Pn) -

It is not difficult to see that this does not depend on the representation of the vector. In
particular go(]@) = ¢(P)e(Q ). If this map is the identity, we have

Q—P=9(Q—-P)=¢@Q)—»(P),

ie. p(Q) = Q + ¢(P) — P and ¢ is a translation by the vector ¢(P) — P. In other words,
translations are affine maps with the underlying linear map the identity.

In the subsequent construction of a linear closure, we will need to consider arbitrary formal
linear combinations, not only those whose coefficients add up to 0. Again, given Py,..., P, € S
and Aq,..., A, € K, we define the associated map

h(X) = XA+ P+ + P,
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where A =1— A1 —--- — \,. Such maps are called homotheties. When \ # 1, we may write

WMX)=XA+ (PP 4+ 4 Po2) (1= X) = XA+ Pu
N——

P p

so that such homotheties are represented by a formal multiple Py (the point P is recovered
as the unique fixed point — h(X) = X implies P € (X, X\ + Pu) = (X, X) = {X}; the
coefficient p is recovered as long as dim S > 0). We will thus say that PyA; +-- -+ P\, = Pu
is a point with weight u. Points with weight 0 are simply vectors. Another special case is a
point of weight 1 — those are in bijection with points of S.

We may now define the linear closure [S] of S to be the collection of all weighted points.
It is simple to form linear combinations of formal linear combinations and, thus, also the
corresponding homotheties. This provides this set with a structure of a vector space.

There is a canonical map e: [S] = K, PiA; + -+ + Py Ay — A1 + -+ + A\, and, clearly,
S = £71(1) so that it is an affine hyperplane. In addition Dir S = ¢71(0) is a linear hyperplane.

B. Symplektické vektorové prostory

V této casti dokazeme vétu o kanonickém tvaru nedegenerovanych antisymetrickych bilinearnich
forem, tzv. symplektickijch forem. Necht V je komplexni vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem

(—,=): VxV —=C.
Nechf w: V x V — C je antisymetrickd bilinedrni forma. Ta lze jednozna¢né vyjadiit jako
w(u,v) = (Ju,v),

kde J: V — V je antilinedrni zobrazeni, jak jsme vidéli u Vol na S(QC. 7 antisymetrie w
dostavame vztah (Ju,v) = —(Jv,u). Druhd iterace J2: V — V je jiz linedrni, ukdzeme nynf,
ze je samoadjungovana,

(JPu,v) = —(Jv, Ju) = —(Ju, Jv) = (J2v,u) = {u, J*v).

Lze proto ortogonélné diagonalizovat. Navic také pro libovolny normovany vlastni vektor u s
vlastnim ¢islem A plati

A= (J?u,u) = —(Ju, Ju) <0,

takze vSechna vlastni ¢isla musi byt realnd, nekladna. Je-li navic A < 0, je také vektor Ju
nenulovy a mé velikost s = v/—\. Vektory Ju, u jsou na sebe kolmé, nebot plati

(Ju,u) = w(u,u) =0.
Proto vektory u, v =J u% tvori ortonormélni systém, v némz je matice w rovna
0 s
—-s 0

(w(v,u) = w(Jut,u) = (J2ul,u) = A} = —s). Piitom vektor v je opét vlastnim vektorem .J?
s vlastnim ¢fslem —s? = A. Proto je kolmy doplnék [u,v]" invariantni vzhledem k J? a lze
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induktivné zkonstruovat ortonormalni bazi (uq, ..., ug,v1,..., V), v niz ma w matici
s -+ 0
0 :
0 Sk
—s1 -+ 0
: : 0
0 - —s
Cisla s1, ..., s, jsou jednozna¢né uréena z vlastnich ¢isel J? (ta zavisi pouze na w a skaldrnim

sou¢inu). V piipadé, ze J zachovava skaldrni soucin v nésledujicim smyslu
(u,v) = (Jv, Ju),

fikdme, ze symplektickd forma je kompatibilni se skaldrnim sou¢inem. Jinak se da také tento
pozadavek vyjadiit jako
(u,v) = —(J*u,v),

neboli J2 = —id. Potom zobrazeni J zadava na V strukturu kvaternionického vektorového
prostoru piedpisem vj = Jv.

Typickym piikladem symplektického vektorového prostoru je prostor U* @ U, na némz je
symplekticka forma dand predpisem

w(n +u, 8 +v) =n(v) = (u).
Skalarni soucin na tomto souctu, dany skaldrnim sou¢inem na U a indukovanym skaldrnim

souc¢inem na U* je kompatibilni s touto symplektickou formou.

Poznamka. V piipadé redlného vektorového prostoru se symplektickou formou w existuje
ortonormalni béze, v niz ma w tvar jako v komplexnim ptipadé. Pokud je symplekticka forma
kompatibilni se skalarnim souc¢inem, zaddva piislusné linearni zobrazeni I na vektorovém
prostoru strukturu komplexniho vektorového prostoru (je linedrni a plati 12 = —id).

C. Komplexni ortogonalni prostory

Zabyvejme se nyni tim, jakou strukturu na komplexnim vektorovém prostoru zadédva nedege-
nerovana symetrickd bilinearni forma f: V x V — C. Opét ji muzeme psat ve tvaru

f(u,v) = (Cu,v>,

kde C': V — V je antilinedrni. Nad R je C' samoadjungované (vzhledem ke skaldrnimu soué¢inu
Re(—, —)) a tedy ortonormélné diagonalizovatené. Necht nyni v je vlastni vektor, tj. Cv = vs
pro néjaké (redlné) s € R. Potom C(vi) = —(Cv)i = —(vs)i = vi(—s) a proto ndsobeni i pro-
hazuje vlastni podprostory piislusné kladnym vlsatnim ¢islim s témi piislusnymi zapornym
vlastnim ¢islim. Dostavame tak rozklad

V = Pker(C - sE) @ @ ker(C - sE)

s>0 s<0

kde prvni sc¢itanec je redlny podprostor U C V' a druhy je podle pfedchoziho roven Ui, tj.
plati V = U @ Ui. Zejména, V = UC. Je-li navic f kompatibiln{ se skaldrnim sou¢inem ve
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smyslu (Cu, Cv) = (v,u) nebo ekvivalentné C? = id, potom Cv = T vzhledem k tomuto
rozkladu.

Shriime tedy, Ze na komplexnim vektorovém prostoru kompatibilni nedegenerovand an-
tisymetricka bilinedrni forma zadava rozsifeni na kvaternionicky vektorovy prostor, zatimco
symetrickd naopak ,zizeni“ na redlny vektorovy prostor (pfesnéji to znamend, ze vektorovy
prostor je komplexifikaci redlného vektorového prostoru).

D. Polarni rozklad

Pti odvozovani singuldrniho rozkladu jsme zjistili, ze v pfipadé invertibilni matice M plati
M = PXQ" = (PQ")(QEQ") = (PXP*)(QP")",

kde v obou piipadech jde o sou¢in pozitivné definitni matice a unitarni matice. Tomuto roz-
kladu se fika polarni rozklad a je analogicky geometrickému tvaru komplexniho éisla, ktery je
sou¢inem kladného ¢isla (pozitivné definitni matice) a komplexni jednotky (unitdrni matice).

Protoze je matice QXQ* urcena jednozna¢né tim, ze na vlastnim podprostoru M*M pri-
slusném A je dand ndsobenim s = v/, nezdvisf na volbé baze. Proto také PQ* = M(QXQ*)™*
je jednoznaéné uréena.'? Pro matici QXQ* existuje velice uziteény vzorecek

QZQ" = (M*M)"?

(analogicky k |z| = v/Zz), kde vyraz napravo ma smysl, protoze spektrum M*M je tvoreno
kladnymi ¢fsly, na nichz je odmocnina definovéna.'® Pro unitdrni ¢dst pak mame vztah

PQ* = M(M*M)~'/?

(analogicky k z/|z|).

Poznamenejme, ze PQ* = ¢ pro néjakou pozitivné definitni samoadjungovanou matici A,
kterda odpovidd argumentu komplexniho ¢isla a neni jednozna¢nd. Lze psat A = —ilog(PQ*)
(analogicky k arg z) pro libovolnou volbu komplexni funkce log na spektru PQ* — spektrum
PQ* lezi na jednotkové kruznici a proto spektrum A bude lezet na realné ose.

E. Grassmannovy variety

Cviceni. Uvazte posloupnost
AV = AV o AT

kde kazdé zobrazeni A9V — ATV je ddno piedpisem ¢ +— v At pro néjaky nenulovy vektor
v € V~ {0}. Dokazte, ze tato posloupnost je exaktni, tj. ze obraz kazdého zobrazeni je presné
jadro nasledujiciho.

12pokud by ndhodou M nebyla invertibilni, je tento rozklad nejednoznaény, stejné jako geometricky tvar
nulového komplexniho ¢&isla.

130becné lze zavést f(A) pro libovolnou funkci f definovanou a majici dostatecné mnozstvi derivaci v okolf
spektra matice A. Necht p je Lagrangiiv interpolaéni polynom f ve vlastnich éfslech matice A a to stejného Fadu
jako je minimdlni polynom (zejména sta¢i fad rovny algebraické ndsobnosti). Potom polozime f(A) = p(A); pro
samoadjungovanou matici sta¢i vzit polynom interpolujici hodnoty, protoze minimélni polynom mé vsechny
kofeny jednoduché.
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Resent. Diky doplnéni do béze muzeme piedpoklddat, ze v = e; je prvni vektor baze. Potom
bézovy antisymetricky tenzor e;; A --- A e;, se zobrazi na 0 pokud 73 = 1 a jinak na bazovy
antisymetricky tenzor e; A e;; A -+ Ae;,. Dostavame tak

‘= Z flinig] eiy Ao Aei, — Z glivi) o Nei A Nei,
1< < <ig<n 1<i1 < <ig<n

a to je nulovy tenzor, pravé kdyz vsechny koeficienty ¢ %l pro i; > 1, jsou nulové. To ale
presné znamena, ze

t = ) tlizial o) Aeg A Aey, = er A > tlhizial e A ne L o
1<iz<-<ig<n 1<iz<-<ig<n

Cviceni. Dokazte, ze Pliickerovo zobrazeni
GV = P(AV), [v1,...,04] = [v1 A+ Ay
je dobre definované a injektivni.

Resend. Nezévislost na vybéru baze U C V se nejjednodusseji ukaze tak, ze se zobrazeni
popise jako U — AIU.

Rekneme, ze antisymetricky tenzor t € AV je zcela rozlozitelny (jednoduchy nebo zakladni),
jestlize t = v1 A -+ - A vy, tak jako v zaddni. Zobecnénim piedchoziho piikladu lze dokdzat, Ze
to nastane praveé tehdy, kdyz zobrazeni

0 V= ATV v oAt

m4 jadro dimenze g — konkrétné pravé [vi,...,v,]; v opaéném piipadé ma toto jadro mensi
dimenzi. Diky piedchozi diskuzi 1ze inverzi spocitat jako [t] — ker ¢;. o

Poznamka. Diky pfedchozimu cviceni lze obraz popsat pomoci podminky dimkery; > ¢,
neboli rk ¢y < n—gq. To je ale ekvivalentni tomu, ze vechny minory matice ¢; fadu (n—g+1) x
(n—q+1) jsou nulové, coz je systém polynomidlnich rovnic. Grassmannova varieta je tedy jista
analogie nadkvadrik (jen je ur¢ena systém polynomiélnich rovnic obecného stupné oproti jedné
kvadratické rovnici). Ve skute¢nosti lze Grassmannovu varietu ekvivalentné popsat soustavou
kvadratickych rovnic, je to ale znatelné tézsi.

Existuje pfirozena kolineace
P(AIV) = P(A"IVT), [1 A= Awg] = [T A AT,

kde V+ = [n9t1 ... n"]. V piipadé, ze je V orientovany Eukleidovsky prostor, mame dokonce
kanonicky izomorfismus

A9V 22 APy

dany tim, Ze ortonormalni systém vektoru vi,...,v, doplnime do kladné orientované orto-
normdlni bze vy, ..., Vg, Vg1, - - -, Up a uvdzime dudlni bazi n', ..., n"; poté polozime

VI A Avg =TI A AT

(je to o Hodgeové dudlu, ktery se ale vétsinou uvazuje jako AV = A"79V, vy A -+ ANvg —
Vg1 A+ A vp.)
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