10. cviceni z M3110 - symetrické a antisymetrické tenzory, orientovany objem,
podzim 2024

Priklad 1. Necht' e; je bize U a f? dudlni bdze. Spoététe kontrakci tenzoru
D3 fl®e1®er— 2 f2@ ez @ ey podle 1. a 2. slozky.
(2) Pof'®es®er+ f2® f2 ® ey ® ey podle druhé a tvrté slozky.
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Priklad 2. Vypodététe tenzorovy soucin riiznych matic.
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Priklad 3. Necht’ stopa ¢tverové matice je oznacena tr A. Vypottéte tr(A® B) pomoci tr A

atrB.
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Priklad 4. Symetrickd mocnina. Pro vektorovy prostor U dimenze n nad K napiSte de-

finici symetrické mocniny S?U jako kvocientu prostoru Q? U. Jak pomoci béze prostoru
U popiteme bazi S?U a jaka je dimenze S?U? Tvrzeni o dimenzi dokaZte. Zformulujte

univerzélni vlastnost symetrické mocniny SU.
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Piiklad 5. Symetrické tenzory Pomoci grupy permutaci ¢ prvkii definujte symetrické ten-
zory v ®? U. Co plati pro soufadnice symetrickych tenzori?
Definujte zobrazeni symetrizace tenzoru

Sym:éU—)éU

V textu k prednasce (kapitola 8) je dokédzdno, Ze obrazem tohoto zobrazeni je podprostor
symetrickych tenzorl a Ze tento podprostor je izomorfnf symetrické mocning.
Spoditejte symetrizaci tenzoru t = u; @ uz — 3ug @ U1 € ®2 U.
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Prikiad 6. Symetrickd mocnina a polynomy. V (K")* uvazujme dudlni bazi ke standardn{
bazi v K™. Je tvofena formami z*, z*(u) je i-t4 soufadnice vektoru u ve standardni bézi.

Uvédomte si symetrickd mocnina S%(K")* je prostor homogennich polynomi stupné ¢ v n
proménnych z!, 2%, ... 2"
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Pfiklad 7. Antisymetricka mocnina. Pro vektorovy prostor I/ dimenze n nad K napiste
definici antisymetrické mocniny A?U jako kvocientu prostoru &Q? U. Jak pomoci béze pro-
storu U popiSeme bazi AU a jakd je dimenze A?U? Tvrzeni o dimenzi dokaZte. Ztormulujte

univerzalni vlastnost antisymetrické mocniny A?U.
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Priklad 8. Antisymetrické tenzory Pomoci grupy permutaci ¢ prvki definujte antisymet-
rické tenzory v Q? U. Co plati pro soufadnice antisymetrickych tenzord?
Definujte zobrazeni antisymetrizace tenzoru

q
Alt:®U—>®U_

V textu k pfednasce (kapitola 8), Ze obrazem tohoto zobrazeni je podprostor antisymetric-
kych tenzoni a Ze tento podprostor je izomorfn{ symetrické mocnin€.
Spoditejte antisymetrizaci tenzoru ¢ = u; @ Uz ® (ug — Tuy) € ®3 U.
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Piiklad 9. Zopakujte si definici antisymetrickd mocniny linedrniho zobrazeni. UvaZujte
vektorovy prostor UU dimenze n s bazi ui, us,. .., U, a linedrni zobrazeni ¢ : U — U
s matici (p)q,0 = (a}). Spocitejte A™p(ur Aug A+ A up).
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Priklad 10. Na zdklad€ pfedchozi iilohy dokaZte, Ze pro Stvercové matice platf det(AB)
det A - det B.
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Pfiklad 11. Na R® uvaZujme standardn{ skaldrni sou¢in. Necht' Vol : A3R® — R je obje-
mové forma takové, Ze na standardnf bdzi je Vol(e; A ex A e3) = 1. Doka’te, Ze potom

(1) Vol(uy A ug A ug) = £1 na kazdé ortonormdln{ bazi.

(2) JestliZe od bdze v;,vs, v3 pfejdeme Grammovym-Scmidtovym algoritmem k orto-
gondln{ bazi u;, us.us, pak

VO].(Ul A (I5WAN ‘2)3) = Vol(u1 Aus A ’11,3).

(3) RovnéZ determinant Grammovy Schmidtovy matice (v;, v;)se nezméni.

(4) |V01(’U1/\’Ug/\’U3)|=\/det(<7)i,1}j>). - .
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Ptiklad 12. Pomoci standardni objemové formy a skaldrniho souéinu v R?® definujte vekto-
rovy soudin dvou vektort. Spoéitejte u X v prou = (2,1,3) av = (3,1, —2). Jaky je vztah
vektoru » X v a vektort u a v? Jaky je geometricky vyznam velikosti vektoru u x v? Jaka je
orientace trojice u X v, v, u vzhledem ke stantardni bazi? ;

- 7 / ',’f}"
Sceiicbon /"”@‘MQ/LWMJ/W ! i
Ao M = {/U a5 /f~2>
\ \
w! gt A - (/a;/,ff;') _ /((/4/;&3-4(3?"1
o 1 2 . AL
w> >0
A o [V = die-ae
A = 7 > 3
QF = ol | v g A “
wd e 0
/ 1 1 - A
VAR D, L)
!2/2) = d@ﬂ// (az /V'Z' (/) = M (*’a—Ly/b
w2 v A -
\ , -0
3 ‘ A
2 _ Aet 1%
Peo %‘;(’4> r [j; ¥ -1
3

. . s y

' Al Laes VA = 1/9(5(/&,/@/*«) ]

Platn Z:Z’i/‘; ol L 4,>c{/46[/&(/ﬂ,4/»>/0
, i ¥ yg. )LKQ%&/

094%0 ;//'./a/*ﬂ// # ploh W@/ MALRN?

W w a v nsle” . 2
) = L, 4 o > = |4 v

Vot (A 10y 2V



Putone
Vo, () povnr) = Kbty dve-> >0

A Rucl a4 & v fore A neenireste! . a

tadate  La'na (i b, ran) Rdral Pt

jcﬁ%emca/ -y (./h/‘fﬂf‘l v »ét/)( ey temelnes

/A{/Wﬁ‘k@ e M. &3 A,

@W/



