
Lineárńı algebra III 7. 2. 2020
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1. 2. 3. 4. 5. 6. Celkem

1. (6×1 bod) Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch výrok̊u (+1 bod za správnou odpověd’,
−1 bod za špatnou odpověd’, 0 bez odpovědi, výsledný počet bod̊u je max{součet bod̊u, 0}):

(a) ano – ne Každý neprázdný polyedr má nějaký vrchol.

(b) ano – ne Plat́ı
min{cx | Ax ≥ b, x ≥ 0} = max{yb | c ≥ yA, y ≥ 0},

pokud obě strany existuj́ı.

(c) ano – ne Pro antisymetrické tenzory α, β ∈ Λ2U vždy plat́ı α ∧ β = β ∧ α.

(d) ano – ne Na reálném vektorovém prostoru C existuje jediná orientace.

(e) ano – ne Každý nenulový kvaternion q 6= 0 má inverzi q−1.

(f) ano – ne Smith̊uv normálńı tvar matice

(
λ λ3 − λ
λ6 λ

)
je

(
1 0
0 λ2 − λ6(λ3 − λ)

)
.

2. (6× 2 body) Stručně a jasně odpovězte. Svá tvrzeńı zd̊uvodněte.

(a) Na př́ıkladu P : − 1 ≤ x ≤ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1 (namalujte si obrázek!) demonstrujte, jak lze
popsat stěny polyedru P : Ax ≥ b (všechny, ne jen maximálńı) pomoćı podsystémů nerovnic
systému Ax ≥ b zadávaj́ıćıho P .

(b) Zformulujte Farkasovo lemma pro polyedry (nehomogenńı systémy nerovnic).

(c) Necht’ α je báze prostoru U a necht’ α∗ je duálńı báze prostoru U∗. Vyjádřete souřadnice formy
η ∈ U∗ v bázi α∗ pomoćı prvk̊u báze α. Své tvrzeńı dokažte.

(d) Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R3 má vlastńı č́ısla 2, 1, −1. Odvod’te, čemu se rovná stopa
zobrazeńı ϕ∧2 : Λ2R3 → Λ2R3.

(e) Definujte vektorový součin, nezapomeňte uvést všechny předpoklady. Kdy je vektorový součin
dvou vektor̊u nulový?

(f) Najděte nějakou reálnou (nebo alespoň komplexńı) matici A, pro kterou Smith̊uv normálńı
tvar matice (A− λE) je (

1 0
0 λ2 + 1

)
.

3. (8 bod̊u) Určete minimum lineárńı funkce 2x1+x2+x4+x5 na polyedru P ⊆ R5 daném soustavou
nerovnic

x1 − x2 + x3 + x5 ≥ 3 x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0
−2x1 + x2 + x4 ≤ 0

2x2 − x3 + x4 ≥ 3
x4 + x5 ≤ 3

(některé nerovnosti ≥, některé ≤) a všechny body této podmnožiny, ve kterých je minima
dosaženo.



4. (3 body) Necht’ V je vektorový prostor s báźı α = (e1, e2, e3) a duálńı báźı (f 1, f 2, f 3). Tenzor
t ∈ T 2

1 V má v bázi α souřadnice tijk = k. Najděte jeho souřadnici t̄123 v bázi β = (ē1, ē2, ē3), jestliže
pro duálńı bázi β∗ = (f̄ 1, f̄ 2, f̄ 3) plat́ıf 1

f 2

f 3

 =

1 2 1
3 0 −4
0 1 1

f̄ 1

f̄ 2

f̄ 3

 .

5. (3 body) Popǐste pomoćı osy a úhlu složeńı S ◦R rotace R okolo vektoru (1, 0,−1) o úhel +90◦

s rotaćı S okolo vektoru (1,−2, 1) o úhel +120◦.

6. (4 body) Spočtěte Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselné matice
2 1 −1 1
4 2 1 6
6 2 1 −2
4 1 2 1


zadávaj́ıćı homomorfismus grup ϕ : Z4 → Z4. Poté rozložte Z4/ imϕ na součin cyklických grup,
jejichž řády jsou mocniny prvoč́ısel.


