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Nasledujici text je zapisem Céasti prednasky predmétu M5858 Diferencidlni rovnice a je-
jich uziti. Ma slouzit predevsim k tomu, aby studentky /studenti nebyly /i nuceny/i si béhem
prednéasky délat podrobné pisemné poznamky, ale radéji se soustfedily/i na pochopeni vy-
kladu. Dale muze byt pomtckou k rychlému piripomenuti toho, co ¢lovék jiz zna. V zadném
pripadé nemuze byt povazovan za zékladni zdroj nahrazujici standardni u¢ebni texty, z néhoz
by bylo mozné se naucit problematice obycejnych diferencialnich rovnic a jejich aplikaci. Pred-
stavuje pouze podrobnou osnovu predmétu M5858 nebo poznédmky z prednasky; sam o sobé
bez komentéaii béhem prednasky je malo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentéri
srozumitelny, je mym pianim a bude mou snahou).

Budu vdéény kazdému, kdo mé upozorni na neduslednosti, formula¢ni nedostatky, preklepy
nebo dokonce chyby.

Zari 2021 Zdenék Pospisil
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Prolog

Nejprve se podivame na nékolik zjednodusSenych modelt néjakych redlnych procesi. Na nich
potom ukizeme, ¢im se tento text, a tedy predmét M5858, zabyva.

Samocisténi jezera

Predstavme si jezero, do kterého pritéka a ze kterého odtéka voda tak, Ze se jeho objem neméni.
Pritom proudéni je dostatecné rychlé, aby voda byla stale dokonale promichana. Odparovani
vody z jezera a dést maji na mnoZstvi vody v jezefe zanedbatelny vliv.

V jistém okamziku se do jezera dostane néjaké znecisténi. Znecistujici latka (polutant) je
ve vodé rozpustna nebo je tvofena malymi ¢asticemi, které maji zhruba stejnou hustotu jako
voda. Za takové situace se latka v jezefe rovnomeérné rozptyli, jeji koncentrace bude v kazdém
okamziku konstantni a postupné se z jezera odplavi. Chceme tento proces popsat kvantitativné.

Ozna¢me V objem jezera a v rychlost pfitoku a odtoku vody; objem V budeme vyjadiovat
v objemovych jednotkich (napf. m?), rychlost v v objemovych jednotkach za jednotku casu
(napf. m?® / den). Predpokladejme, Ze na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, se do jezera dostal polutant
o celkové hmotnosti m; vyjadiime ji v néjakych jednotkach hmotnosti (napi. g).

Dale oznac¢me z(t) koncentraci polutantu v jezefe v ¢ase t od okamziku zne¢isténi; kon-
centraci budeme vyjadfovat v jednotkach hmotnosti na jednotku objemu vody (tedy napft.
g /m?3), ¢as vyjadiujeme ve stejnych jednotkach, k nim# je vztazena rychlost v (tedy napi. ve
dnech).

Chceme znat koncentraci polutantu v libovolném ¢ase od vzniku znecisténi, hledame tedy
neznédmou funkci z nezévisle proménné t. Koncentrace polutantu na pocatku procesu je rovna

2(0) = - (1)

Zvolme casovy interval tak kratky, Ze se béhem ného koncentrace polutantu prakticky ne-
zméni. Oznac¢me délku tohoto ¢asového intervalu At. Za ¢as At od okamziku ¢ bude mnozstvi
polutantu v jezete rovno Vz(t + At). Toto mnoZstvi se rovna mnozstvi polutantu, které, které
bylo v jezefe v Case t, tj. Vx(t), zmenSené o mnoZstvi, které za ¢asovy interval délky At
odteklo. Za tento interval z jezera odtece voda o objemu vAt a v ném bylo zhruba (vAt)x(t)
polutantu. Celkem dostavame

Va(t+ At) = Va(t) —vx(t)At, (2)
nebo po snadné tpravé

x(t + At) — x(t) v
At V:c(t)
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Za predpokladu, ze funkce x je diferencovatelnd, muzeme v této rovnosti provést limitni pre-

chod At — 0 a dostaneme
v

2 (t) = —Vx(t). (3)

Hledana funkce x tedy spliiuje rovnici (3), v niz je vazana hodnota nezndmé funkce a jeji
derivace. Dale funkce splituje podminku (1), v niZ je dana hodnota funkce z na pocatku
procesu. Nyni muZzeme snadno pfimym vypoctem ovérit, ze funkce dana predpisem

m vy

x(t) = Vefv

splituje rovnici (3) i podminku (1). Je to klesajici funkce, pro kterou plati

lim z(t) = 0.

t—00
Koncentrace znecistujici latky v jezefe tedy exponencialné klesé; v libovolném kone¢ném case
od znecisténi je v8ak polutant v jezere stale pritomny.

Rist populace

Predstavme si populaci néjakych organismti. V8echny jedince budeme povazovat za stejné; je
tedy primérenéjsi si predstavovat bakterie nez napiiklad obratlovce. Tyto organismy jednak
umiraji, jednak déavaji vznik novym jedinctim. Velikost populace v néjakém okamziku — na
zacatku popisovaného déje — povazujeme za znamou. Budeme se snazit popsat, jak se tato
velikost vyviji v pribéhu casu.

Ozna¢me tedy z(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost miizeme vyjadrovat tfeba
v poc¢tu jedincu, v poctu jedinct vztazeném k jednotkové ploSe nebo objemu Zivného média
(tedy jako popula¢ni hustotu) a podobné. Casové jednotka mitize byt libovolné, je vSak vhodné
ji volit tak, aby byla mensi nez délka Zivota jedince z uvazované populace, ale fadové s ni srov-
natelna. Zvolme nyni ¢asovy interval délky At tak kratky, ze jedinec, ktery béhem ného vznikl
(narodil se, oddélil se od jedince rodic¢ovského), preZije jeho konec; dobu At tedy povazujeme
za mnohem kratsi, nez je doba Zivota jedince. Velikost populace z(t + At) za ¢asovy interval
délky At od okamziku t bude rovna velikosti populace v ¢ase ¢t zmensené o uhynulé jedince a
zvétsené o jedince nové vzniklé.

Je pfirozené predpokladat, ze ze mnozstvi uhynulych jedinct za jednotku ¢asu je Gmérné
velikosti populace. Koeficient tmérnosti oznac¢ime d a nazveme ho umrtnost (death rate).
Tento koeficient lze také interpretovat, jako klasickou pravdépodobnost, Ze jedinec b&hem
jednotkového intervalu zemfe; plati tedy 0 < d < 1. Za Casovy interval délky At uhyne ¢ast
populace o velikosti dz(t)At.

Ponévadz vsSechny jedince povazujeme za stejné, predpokladame také, ze kazdy jedinec
béhem jednotkového ¢asu vyprodukuje stejny pocet potomki. To znamena, Ze mnoZstvi nové
vzniklych jedincii za jednotku ¢asu je imérné velikosti populace. Prislusny koeficient tmérnosti
oznac¢ime b a nazveme porodnost (birth rate). V zivé populaci néjaci novi jedinci vznikaji, proto
je b > 0. Velikost ¢asti populace tvofené jedinci, ktefi nové vznikli v ¢asovém intervalu délky
At, vyjadiime tedy soucinem bx(t)At.

Provedenymi tvahami jsme dospéli k rovnosti

x(t + At) = x(t) + bx(t) At — dx(t)At,
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kterou muzeme upravit na tvar

z(t + At) — z(t)
At

= (b—d)x(t).

Budeme predpokladat, Ze funkce = je diferencovatelnd. Tento predpoklad neni realisticky,
funkce z nabyva hodnot celo¢iselnych (pokud je velikost populace vyjadiena v poctech jedinct)
nebo racionélnich (pokud je velikost populace vyjadiena jako popula¢ni hustota). Pokud je ale
populace ,,dostatecné velka“, lze diferencovatelnou funkci povazovat za piijatelnou aproximaci
velikosti populace ménici se v ¢ase. Za tohoto predpokladu v predchozi rovnosti provedeme
limitni prechod At — 0 a dostaneme rovnici

2 (t) = (b— d(t). (4)

Hledané funkce tedy opét splije rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota jeji derivace.
Na pocatku, v ¢ase t = 0, mizeme velikost populace povazovat za zndmou; oznacime ji xg, tj.

z(0) = xo. (5)
Opét se snadno primym vypoctem presvédcéime, ze funkce dané predpisem
b—d)t

z(t) = zoel

spliiuje rovnici (4) i podminku (5). Tato funkce je pro b > d (porodnost v&tsi nez Gmrtnost)
rostouci, pro b < d klesajici a pro b = d konstantni. Déle plati

oo, b>d,
tlgglo z(t) = ¢ zg, b=d,
0, b<d.

To znamena, 7e v pifpadé b > d velikost populace exponencialné roste nade viechny meze'.

Pokud je b < d, populace vymira a jediné v meznim piipadé b = d se velikost populace nemént,
zistava (dynamicky) stala.

Rist populace v omezeném prostiredi

Model ristu populace (4) méa v pripadé b > d (porodnost vé&tsi nez umrtnost) FeSeni, které

exponencialné roste do nekone¢na. To neni v kone¢ném svété mozné, populace musi narazit na

néjaké ,,meze rustu’. Tyto meze si vSak nemusime predstavovat jako néjakou tvrdou hranici,

na kterou populace pii svém ristu narazi. Spise se jedné o vliv prostiedi, o dostupnost zdroji,
které v ném jsou a podobné. Riist populace se tomuto prostiedi néjak prizptisobuje.
Rovnice (4) pfepiSeme ve tvaru

a'(t)

x(t)

Ponévadz derivace funkce x (velikosti populace) vyjadiuje jeji zménu, miuZeme levou stranu

predchozi rovnosti interpretovat jako relativni zménu velikosti populace. A ta je rovna rozdilu

—b—d (6)

!Tento vysledek zpopularizoval Thomas Malthus ve své slavné Eseji o principu populace z roku 1798.
Neziskal ho v8ak predvedenym vypocétem, ale empiricky — vyhodnocenim tidaji o velikosti osidleni novych
tzemi v Severni Americe.
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porodnosti a amrtnosti. V prostfedi, které povazujeme za neomezené, tj. v némz ma kazdy
jedinec dostatek zdroju pro svuj zivot a reprodukci, jsou porodnost i timrtnost konstantni,
jedna se o vnitini fyziologické charakteristiky populace.

V prostiedi, v némz jsou nékteré zdroje vzacné, mohou porodnost i imrtnost zaviset na
dostupnosti téchto zdroji. A dostupnost zdroju zavisi na velikosti populace — ¢im je populace
vétsi, tim je pravdépodobnost, Ze se jedinec dostane ke zdroji mensi. Porodnost a timrtnost
populace budou tedy zaviset na jeji velikosti, b = b(x), d = d(x). Oznacme g(z) = b(x) — d(z).
Pak rovnice (6) prejde na tvar

neboli

o'(t) = z(t)g(=()). (7)
Vyraz g(x) vyjadiuje relativni piirtastek populace o velikosti x. Nazyva se ristovy koeficient
(growth rate).

Je-li populace mala, zdroju prostiedi piipadajicich na jedince je dostatek a jedinec ma
dost energie pro reprodukci; porodnost je tedy velka. Je-li populace velké, zdroji na jedince je
malo a ten je proto schopen vyprodukovat jen malo potomki, pokud viitbec néjaké; porodnost
je mala. Navic velkd populace produkuje mnoho zplodin svého metabolismu, tyto odpadni
produkty byvaji pro jedince toxické, proto je imrtnost velkd, mize byt i vétsi nez porodnost.
7 téchto tvah muzeme udinit zavér, ze riustovy koeficient velké populace je maly, dokonce
zaporny. Presnéji feCeno, funkce g definovana na intervalu [0, 00) by méla mit vlastnosti

g(0) =r >0, li_)m g(z) < 0.

Budeme-li funkci g navic povazovat za spojitou a monotonni, bude existovat takova hodnota
K >0,7ze g(K)=0a (z— K)g(x) <0 (funkce ¢ je na intervalu [0, K) kladna a na intervalu
(K, 00) zapornd).
Nejjednodussi funkce, kterd ma tyto vlastnosti je funkce linedrni
x

g(x)zr(l—?).

Obecna rovnice (7) tak ziska konkrétni tvar
t)
() = re(t) (1- 20 8
o) =ra(t) (1- 5 0

Primym vypoctem se presvédcime, Ze funkce x dana predpisem

(t) K.%'o
€T =
xo+ (K — x0)e™ "

vyhovuje rovnici (8) i podmince (5). Pokud je zy < %K , pak funkce x v pravém okoli nuly
roste a je konvexni. V jistém case t; populace dosdhne velikosti %K a jeji rust se zpomali, tj.
funkce x bude na intervalu (¢1, 00) konkéavni.

Pokud je zg > K, pak funkce x je konvexni a klesajici. V pripadé zo = K je funkce x
konstantni. V kazdém piipadé plati

. . Kx()
tlggox(t) N tlggo o+ (K — xg)e "t

velikost populace se v priabéhu ¢asu ustali na hodnoté K, pokud tuto hodnotu nemé jiz od
zacatku. Velicinu K miizeme nazvat kapacita nebo tzivnost prostiedi.
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Rist majetku

Predstavme si naivniho ¢lovéka, ktery ma néjaky majetek v penézich. Jeho naivita se projevuje
piedstavou, Zze v bance se budou jeho penize néjak samovolné mnozit, proto je ulozi. Urok
(podle reklamnich materialt vyhodny) je stanovovan podle aktualniho ceniku banky. Budeme
chtit popsat, jak se v pritbéhu ¢asu hodnota uvazovaného majetku meéni.

Ozna¢me proto x = z(t) velikost majetku v ¢ase ¢t. Ta je vyjadiena v né&jaké penézni
jednotce, ¢as budeme udavat v rocich. Poc¢ateéni velikost majetku oznacime xq, tedy

2(0) = 0. (9)

K ulozZené c¢éastce banka pripisuje trok. Jeho nominalni velikost se méni, je urena aktualni
situaci na trhu bankovnich sluzeb a trokovou sazbou centralni banky, tedy vykonnosti ekono-
miky. Realna velikost iroku je oproti nominalni mensi o inflaci a bankovni poplatky. Oznac¢me
realnou trokovou miru v Case ¢ symbolem p(t). Tato veli¢ina byva vyjadfena v procentech za
rok. Urokova mira se neméni plynule, k jeji zméné dochézi jen v uréitych ¢asovych okamzicich.
Proto budeme funkci p nezavisle proménné ¢ povazovat za funkci po ¢astech konstantni. V bo-
dech skoku funkce r nemusi byt definovéna, z technickych duavodi ji vSsak budeme definovat
tak, aby byla spojita zprava v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, tj. intervalu [0, 00).

Po uplynuti ¢asového intervalu s levym krajnim bodem ¢, ktery mé délku At tak malou,
Ze se v jeho pribéhu trokova mira nezméni, bude hodnota majetku rovna jeji hodnoté na
zacatku tohoto intervalu zménéna o hodnotu reélného (nikoliv pfipsaného) uroku za tento
Casovy interval, tj.

t
ot + A8 = 2(8) + 2 )ar.
Tuto rovnost upravime na tvar

z(t+ AAtl)t —a(t) _ p(t)a(t)

a provedeme limitni prechod At — 0. Dostaneme rovnici

2'(t) = () (2), (10)

v niz je vazana hodnota derivace hledané funkce x a hodnota této funkce.
Pfimym vypoctem se snadno presvédéime, ze funkce z spliwjici rovnici (10) a podminku
(9) je dana vyrazem
t
1
& [ p(T)dr
2(t) = zpe 0
Jesté poznamenejme, Ze funkce po Céstech spojita je integrabilni a tedy funkce x je zadana
korektné.
Z vyjadreni majetku v Case ¢ od zacatku (od uloZeni do banky) vidime, Ze za tento ¢as
se majetek zvetsi, resp. zmensi, pokud plati nerovnost

t t
/p(T)dT >0, resp. /p(T)dT <0,
0 0

tj. pokud nominalni trokova mira je v prub&hu casu prevazné vétsi, resp. mensi, nez inflace a
poplatky; v redlné ekonomice patrné nastane druhy piipad.
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Chladnuti kavy

V mistnosti je pokojova teplota. Uvaiime si kdvu a nalijeme ji do hrnku, nebo v hrnku zalijeme
mletou kdvu vrouci vodou. Hrnek ma tepelné izolované stény i dno, neprobiha pies né zadna
vymeéna tepla. Hrnek nemé Zzadnou poklicku, hladina kévy neni od okolniho prostiedi nijak
izolovana. Za takové situace lze ocekavat, ze kdva v hrnku bude chladnout. Navic tepla kava (a
kapalina obecné) ma mensi hustotu, nez chladna a to znamen4, Ze ochlazena kéva od hladiny
klesa a tepla kiva ze dna stoupé k hladiné. Timto procesem se kidva v hrnku promichava, takze
jeji teplotu muzeme povazovat za stejnou v celém objemu.

Chceme popsat vyvoj teploty kavy v pribéhu ¢asu. Za timto ucelem oznacime x = z(t)
teplotu kivy v Case t; ¢as je vhodné uvadét v minutéich, teplotu ve stupnich Celsia. Teplotu
v mistnosti oznac¢ime T" a také ji budeme uvadét ve °C. Vymeéna tepla mezi kdvou a prostiedim
probiha pfes hladinu. Oznaéime jeji obsah S; mtZzeme ho vyjadiit v cm?.

Experimentélné byl ovéfen Newtoniiv zakon chladnuti: zmenseni teploty za kratky casovy
interval je imérné rozdilu teplot, obsahu plochy pfes kterou vymeéna tepla probihé a ¢asu, po
ktery chladnuti probihé. Prislusny koeficient oznac¢ime r; pii zvolenych jednotkiach bude mit

rozmér cm ™ 2min~!. Oznaéime-li délku ¢asového intervalu At, bude mit tento zakon tvar

z(t+ At) — z(t) = kS(T — z(t)) At.
Po vydéleni vyrazem At a limitnim prechodu At — 0 dostaneme rovnici
7' (t) = kS(T — x(t)). (11)

Opét se jedna o rovnici vyjadiujici vztah funkéni hodnoty a derivace hledané funkce.
Na zacatku déje byla kava varici, jeji teplota byla 100°C, tj.

z(0) = 100. (12)
Primym vypoctem se muzeme presvédcit, ze funkce dana predpisem
z(t) =T + (100 — T)e "5t

vyhovuje rovnici (11) i podmince (12). Jedna se o funkci, ktera exponencialné klesé od hodnoty
100°C k pokojové teploté T'. Teplota kavy se ,velice rychle vyrovnava s teplotou mistnosti,
v konecném case ale az na tuto teploty neklesne.

Dynamika mezd a zaméstnanosti

Richard M. Goodwin sestavil ve druhé poloviné Sedesatych let minulého stoleti matematicky
model tfidniho boje. S pouzitim méné ideologické terminologie se jedna o model ¢asového
vyvoje mezd a zaméstnanosti, ve kterém lze pozorovat vznik hospodaiskych cykli. Jeho po-
drobné odvozeni bude uvedeno mezi aplikacemi,zde pouze nazna¢ime vysledek.

Jedna makroekonomické charakteristika, ktera v modelu vystupuje je relativni zaméstna-
nost [ (prace, labor) vyjadrena jako podil zaméstnanych v celkovém mnozstvi praceschopného
obyvatelstva; jedna se tedy o bezrozmérnou veli¢inu. Druha je pramérnd mzda w (wage)
vyjadrend v penéZnich jednotkach. Obé tyto veliciny se v ¢ase méni, tedy [ = I(t), w = w(t);
tyto funkce budeme povazovat za diferencovatelné. Casova zména zaméstnanosti mezd je pak
vyjadiena jako derivace téchto funkci.
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Jednim ,,ekonomickym zakonem* je skutecnost, Ze pii vysoké mzdé (tj. pii vysoké garanto-
vané minimalni mzdé) zaméstnanost klesa (zaméstnavatelim se nevyplati zaméstnavat drahé
pracovniky); naopak, pii nizké primérné mzdé zaméstnanost roste. Odtud plyne, Ze existuje
néjaki ,,rovnovaznd“ troven mezd, pri niz se zaméstnanost neméni. Tuto myslenku vyjadiime
presnéji.

Za ,zménu zaméstnanosti budeme povazovat relativni zménu zaméstnanosti [, tedy hod-
notu I'(t)/1(t). Jeji pokles s ristem hladiny mezd budeme specifikovat zjednodusujicim pired-
pokladem, Ze tato hodnota zavisi na priumérné mzdé linearné, pricemz tato linearni funkce je
klesajici, tedy

I'(t)

1(t)
kde v a o jsou kladné parametry; o vyjadiuje ,citlivost“ zmény zaméstnanosti na rust mezd,
~ vyjadiuje relativni riist zaméstnanosti pii hypoteticky nulové mzdé. Parametr v mé rozmér
1/¢as, parametr o ma rozmér 1/(¢as - penézni jednotka), hodnota /o je ,rovnovazna“ hladina
mezd.

William Phillips na zakladé idaji o nominélni mzdé a zaméstnanosti v Britanii v letech
1861-1957 vypozoroval zévislost zmény prumérné mzdy na zaméstnanosti; tato zavislost neni
line4rni, je vyjadfena znamou Phillipsovou k¥ivkou. S rostouci zaméstnanosti roste mzda (po-
kud chce hospodar pii témér tplné zaméstnanosti najit mezi praceschopnym obyvatelstvem
néjakého praceochotného, musi ho preplatit), naopak pii malé zaméstnanosti mzda klesa (mezi
hladovéjicimi nezaméstnanymi jsou lidé ochotni pracovat za alespon néjakou mzdu). Presnéji,
za zménu mzdy budeme povazovat zménu relativni a vyjadiime ji rovnosti

=7 —ow(t), (13)

=p(U(t) —a, (14)
kde ¢ je rostouci spojita funkce definovana na intervalu (0, 1), ktera ma vlastnost

| l li 1) >
Jm o) <o, lm o(l) > o
limity pripoustime i nevlastni. Parametr « vyjadifuje hodnotu Phillipsovy kfivky pfi ,,rovno-
vazné“ arovni mezd. Veli¢iny a i ¢ maji rozmér ,,cas™!.

Rovnice (13) a (14) muZzeme piepsat ve tvaru systému

(1) = I

t) (v — ow(t)),
W (1) = w(t (15)

)(# (1) = a),

v némyz jsou vzajemné provazany hodnoty derivace neznamych funkci I, w a jejich funkéni
hodnoty.

Zakon sily

Isaac Newton definoval silu pomoci jejiho téinku na pohyb télesa, jeji velikost zavedl jako
souc¢in hmotnosti télesa m a udéleného zrychleni a. Tento postuldt budeme precizovat pro
velice jednoduchou situaci. Misto télesa si budeme pfedstavovat abstraktni ,,hmotny bod*, tj.
téleso o stejné nenulové hmotnosti m ale o nulovém objemu. Déle si budeme pfedstavovat, ze
tento hmotny bod se miize pohybovat pouze po primce. Tuto pifimku prohlasime za soufadnou
osu, tj. zvolime na ni pocatek a orientaci. Polohu hmotného bodu pak vyjadiime jako jeho
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soufadnici x; pritom je z redlné ¢islo. Ponévadz hmotny bod se pohybuje, jeho poloha je
v kazdém okamziku jiné, souradnice zavisi na ¢ase, x = z(t). Rychlost pohybu je ve fyzice
definovana jako relativni zména polohy vztazena k ¢asu. Zménu polohy za kratky casovy
interval délky At vyjadiime rozdilem z(t + At) — z(t), tedy rychlost v uvazovaném casovém
intervalu je zhruba rovna
o(t) ~ x(t + At) — x(t)
At

a v limité At — 0 dostaneme presné v(t) = z/(¢).

Zrychleni je analogicky definovano jako relativni zména rychlosti vzhledem k ¢asu, tedy
zrychleni v uvazovaném kratkém casovém intervalu je zhruba rovno

t+ At) — o(t)
At

a(t) = o

a v limité At — 0 pTesné a(t) = v'(t) = 2" (t).

Na hmotny bod puisobi sila F', kterd nemusi byt stejna v kazdém misté. Jeji velikost tedy
zavisi na poloze, tj. na soutadnici bodu, F' = F(z) nebo podrobnéji F' = F(:U(t)) Postulovany
vztah mezi hmotnosti m hmotného bodu, jeho zrychlenim a a piisobici silou F' je

F =ma,
se zahrnutim c¢asu a souradnice bodu
F(z(t)) = ma(t) = ma"(¢),

takze 1
() = EF(x(t)) (16)

Casové proménna poloha bodu tedy spliiuje rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota
jeji druhé derivace.

Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéSeny na
nehmotném vlakné délky r na ktery pusobi pouze gravita¢ni sila.

Lze ho realizovat jako kulicku zavéSenou na niti, pri¢emz prumér

kulicky je zanedbatelny vzhledem k délce niti a hmotnost niti je

zanedbatelna vzhledem k hmotnosti kulicky. ®
Zavedeme soufadny systém podle obrazku tak, ze vodorovné osa

x sméfuje zleva doprava a svisla osa y sméfuje shora dola a kyvadlo je

zavéSeno v pocatku soufadnic. Oznacme ¢ = ¢(t) vychylku kyvadla

od rovnovazné polohy v ¢ase t. Poloha hmotného bodu v case t je

dana souradnicemi r

x =xz(t) = rsine(t), y =y(t) =rcosp(t). y

Vektor rychlosti hmotného bodu je derivaci jeho polohy podle ¢asu, velikost v = w(t)
rychlosti v ¢ase t je euklidovskou délkou tohoto vektoru, tj.

2 2
(v(t))2 = <dz—(tt)> + (di—(tt)> = (r¢'(t) cos go(t))Q + (= r¢/(t) sin gp(t))Q = (Tgo'(t))Q.
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Vyska h = h(t) hmotného bodu nad rovnovaznou polohou y = r v ¢ase t je rovna

h(t)=r—yt) =r(1—cosp(t)).

Podle zakona zachovani energie je soucet kinetické a potencidlni energie hmotného bodu kon-
stantni, tj.

%m(v(t))2 + mgh(t) = const;

piitom g = 9,823 ms~? je gravitacni zrychleni. Do piedchozi rovnosti dosadime vypoéitané v
a h. Dostaneme

2

%mr (cp'(t))2 +mgr(1 — cos p(t)) = const.

Tato rovnice popisuje ¢asové zavislou vychylku kyvadla — jedné se o relaci, v niZz je vazana
funkce @ a jeji prvni derivace. Vystupuje v ni vSak neurcitéa konstanta. Jeji hodnotu muzeme
ziskat z pfedpokladu, Ze na pocatku, v ¢ase t = 0, byla vychylka rovna né&jaké hodnoté ¢, a
kyvadlo bylo v klidu (tj. na za¢atku hmotny bod vychylyme z rovnovazné polohy a pustime).
V takovém piipadé je celkové energie rovna energii potencialni mgh(0) = mgr(1 — cos ¢q). Po
dosazeni a jednoduché tpravé dostaneme rovnici ve tvaru

1

57 (#(0)” = g(cos () = o) = 0. (17)

Na levé strané této rovnice je tedy néjaky vyraz, ktery vaze prvni derivaci hledané funkce ¢ s
jeji hodnotou.

Jiny tvar této modelu vychylky matematického kyvadla dostaneme zderivovanim levé
strany rovnice (17) podle ¢asu,

¢’ (£)¢" (t) + g/ (t) sin o (t),
a Upravou na tvar
¢ (t) (re" (t) + gsinp(t)) = 0.

Dostéavame tedy dvé rovnice pro ¢asové proménnou vychylku kyvadla ¢ = ¢(t):

P1)=0,  ¢(t)=~Tsinp().

Prvni z uvedenych rovnic vyjadiuje konstantni funkci ¢. To by znamenalo, Ze se kyvadlo
nepohybuje, coz je bud nezajimavy piipad (kyvadlo na po¢atku nemélo zZadnou vychylku od
svislého sméru a v této poloze zistavéa), nebo pripad fyzikalns nerealisticky (kyvadlo je stéle
v n&jaké nerovnovazné poloze). Za model matematického kyvadla tedy povazujeme rovnici

@"(t) = —Zsinp(t). (18)

Shrnuti

Vsgechny matematické modely, které jsme vySe sestavili, mély dvé spoletné vlastnosti:

vyjadreno, ¢asovy okamzik ¢ je prvkem intervalem [0,00) C R a je mozné provadét
limitni pfechod At — 0; pfitom At reprezentuje ¢asovy krok, délku kratkého ¢asového
intervalu. Okamzik ¢ = 0 v modelech oznacoval zaCitek procesu a v tomto okamziku
vétsinou byl znam stav procesu (1), (5), (9), (12); vyjimkou jsou posledni dva modely,

u kterych jsme v8ak nenagli (ani nehledali) zadné feseni.
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e Modelovany proces byl vyjadien nebo aproximovan néjakou diferencovatelnou funkei
¢asu x = x(t) (v pfipadé modelu zmén mezd a zaméstnanosti dvojici diferencovatelnych
funkei [ = [(t), w = w(t)). Model piedstavovala rovnice (nebo soustava rovnic) ve které
byla vazéna hodnota derivace hledané funkce (hledanych funkei) podle ¢asu v jednom
¢asovém okamziku a jeji funkéni hodnota v témze okamZziku; v modelech (3), (4), (7),
(8), (10), (11), (15) a (17) byla derivace prvni, v modelech (16) a (18) druha.

Rovnice, v nichz vystupuje neznamé funkce jedné realné proménné a jeji derivace, se na-
zyvaji diferencialni, podrobnéji obycejné diferencidlni rovnice. Budou zakladnim objektem,
kterym se budeme zabyvat. Jak ukazuje ekonomicky model (15), nevystac¢ime s jednou rov-
nici, a jak ukazuji fyzikalni modely (16) a (18), muZeme potifebovat i vyssi derivace, nez prvni.

Nézev ,diferencidlni rovnice mé pitivod v tradi¢ni symbolice. Napf. rovnici (2) mizeme
prepsat ve tvaru

V(z(t+ At) — (1)) = —vz(t)At,

neboli

VAz(t) = —vx(t)At,

v niz vystupuje kone¢ny prirtistek hledané funkce = a prirtstek nezavisle proménné ¢. Pokud
prirastky budeme povazovat za infinitesimélni, tj. za ,nekone¢né malé“, nahradime vyrazy
Ax a At diferencialy dz a dt. Posledni rovnice tak dostane tvar

Vda(t) = —vz(t)dt,

coz je rovnice, v niz vystupuji diferencidly dz a dt hledané funkce a jeji nezévisle proménné.
Jesté muzeme pfipomenout, Ze obycejnou derivaci v tradi¢ni symbolice zapisujeme

_dx

7' (t) = E(t) nebo struéné a’ =

dz

aa

posledni zpusob zéapisu je vyhodny zejména v situacich, kdy ve formulich vystupuje hledana
Casové proménna velic¢ina (tedy funkce) x, nikoliv jeji konkrétni hodnota z(t) v ¢asovém oka-
mziku ¢ (tedy funkéni hodnota). Nezéavisle proménna v tomto zapisu neni explicitné uvedena,
pritom ji potfebujeme néjak oznadit.

Mame-li diferencialni rovnici, chceme znat jeji feSeni, nejlépe v explicitnim tvaru. Pro
rovnice (3), (4), (8), (10) a (11) jsme takové Feeni napsali. Hledani explicitnich feSeni dife-
rencialnich rovnic je vénovan exkurs v sekci 1.1; podrobnéji je tato problematika probrana ve
skriptech 3. ze seznamu zakladni studijni literatury.

Resenf v explicitnim tvaru viak nelze nalézt vzdy, u systémii rovnic jsou dokonce explicitni
feSeni dosti vzacné. V takovém piipadé chceme alesponi znat, zda feSeni dané nebo sestavené
rovnice existuje, zda je jediné nebo jich je vic, pfipadné na jakém intervalu je feSeni definovano.
Pokud rovnice ma modelovat néjaky skuteény proces, nemuzeme znat tplné pfesné hodnoty
vSech parametri rovnice, stav procesu na pocatku a podobné. V takovém piipadé je dobré
védeét, zda drobna chyba v parametrech nebo pocateéni podmince feSeni neznehodnoti. O této
problematice pojednéava kapitola 2.

V obecném modelu ristu populace v omezeném prostedi (7) nezndme konkrétni tvar pravé
strany, postulujeme jen néjaké vlastnosti funkce g. Podobné u ekonomického modelu (15) také
nezname piesny tvar pravé strany druhé rovnice, zname jen néjaké vlastnosti funkce ¢, ktera
na ni vystupuje. A piesto potiebujeme i v téchto pfipadech néco o prubéhu feSeni védét.
Nelze ocekavat, Ze z ,neur¢ité” rovnice ziskdme presné kvantitativni informace, ale muZeme
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se dozvédét alespon néjaké vlastnosti FeSeni vyjadiené kvalitativné, napr. zda je funkce x
rostouci, klesajici, ohrani¢ena, ma limitu v nevlastnim bodé a podobné. Nékteré zakladni
poznatky z kvalitativni teorie diferencialnich rovnic jsou uvedeny v kapitole 4.
Podivejme se jesté jednou na rovnice (3), (4), (10) a (11). VSechny ¢tyfi lze zapsat v jed-
notném tvaru
2'(t) = a(t)z(t) + c(t); (19)

v rovnici (3) je funkce a(t) = r/V, v rovnici (4) je a(t) = b—d, v rovnici (10) je a(t) = Wlop(t)
a v rovnici (11) je a(t) = —kS, v rovnici (11) je ¢(t) = kST, v rovnicich (3), (4) a (10) je
¢(t) = 0. Rovnice tvaru (19) se nazyvaji linedrni. V rovnici (11) ¢len ¢(t) = kST vyjadioval vliv
okolniho prostfedi na popisovany proces (teplotu mistnosti, v niz probiha chladnuti kavy), ve
zbyvajicich modelech jsme Zadné ,okoli“ popisovaného procesu neuvazovali. Proto se linearni
rovnice s ¢ = 0 nazyvaji homogenni (stejnorodé; cely proces se ,rodi z jednoho ,zdroje“, nic
vnéjsiho nebo ciziho ho neovliviiuje), rovnice s nenulovym ¢lenem ¢ se nazyva nehomogenni.

Ve vSech uvedenych FeSenich se vyskytovala prirozend exponencialni funkce. Pozdéji uvi-
dime, Ze mnoZzina FeSeni linearni rovnice (nebo systému linearnich rovnic) ma také ,pékné*
algebraické vlastnosti — muZe tvorit koneénérozmérny vektorovy prostor. Navic se linearni
rovnice ¢asto vyskytuji v aplikacich, nebo byvaji prvnim pfiblizenim se k modelu zkoumaného
procesu. Z téchto divodt se linearnimi rovnicemi zabyvéa samostatna kapitola 3.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Obycejna diferencialni rovnice prvniho radu

Prevazné budeme pracovat s redlnymi funkcemi jedné realné proménné, kterou oznacime t;
v dynamickych modelech totiZz nezavisle proménné byva interpretovana jako cas (latinsky
tempus). Je-li x : R — R, budeme psat x = x(t) nebo = x(-). Oby¢ejnou derivaci funkce
v bodé t (v Case t) znacime 2/(t) nebo jako podil diferenciali, tedy

_dx (0.

2 (t) = &

x d
Zapis ' = T oznacuje derivaci funkce z v obecném bodé. MiZeme tedy psat ' = ® obecné

pro n-tou derivaci
n
OB
der

dn
nebo struéns (M) = .

Diferencidlni rovnice (podrobnéji obycejnd diferencidlni rovnice pruniho fddu) je rovnice,
v niz vystupuje neznama funkce x = x(t), jeji prvni derivace 2/ = 2/(t) a hodnota nezavisle
proménné t, tedy
F(t,x,2") =0,

kde F' je n&jaka funkce t¥i proménnych. Regenim rovnice je funkce x, ktera ji spliuje; podrob-
négji diferencovatelna funkce x definované na néjakém intervalu J, pricemz pro kazdé t € J je
(t,2(t),2'(t)) v definiénim oboru funkce F a plati F (¢, z(t),2'(t)) = 0.

Uvedena rovnice se nazyva implicitni nebo nerozresend vzhledem k derivaci. Pokud se
podaii derivaci 2’ z rovnice vyjadiit, dostaneme ezplicitni rovnici nebo rovnici rozresenou
vzhledem k derivact.

Definice 1. Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
v = f(t,) (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice proniho 7ddu roziesend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi diferencovatelna
funkce = : J — R, ktera spliuje podminky

(t,z(t)) € G, 2'(t) = f(t,z(t)) pro kazdé t € J;

15
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pokud néktery krajni bod patfi do intervalu J, je v podminkéich piislusna jednostranna deri-
vace.
Graf feeni rovnice (1.1) se nazyva integralni krivka.

Piiklad: G = {(t,z) € R?: t # 0}, f(t,x) = %
Funkce z(t) = Ct, kde C € R, je FeSenim rovnice

/

x = (1.2)

| =

~—~

na jakémkoliv z intervala (tq,t,) C (0,00) nebo (tq,t,) C (—00,0). Prestoze je tato funkce z
definovana na celé mnoziné R, neni feSenim dané rovnice na zadném intervalu, ktery obsahuje
nulu, ponévadz bod (0,z(0)) = (0,0) nenf prvkem mnoziny G. [ |

Tento priklad ukazuje, ze diferencialni rovnice miize mit vice FeSeni. Tato nejednoznac¢nost
je zpusobena moznosti volby intervalu, na kterém feSeni uvazujeme, nebo tim, Ze vice funkci
definovanych na stejném intervalu je feSenim dané rovnice.

Definice 2. Necht z = x(t) je feSenim rovnice (1.1) na intervalu J a & = Z(t) je feSenim
rovnice (1.1) na intervalu J. Jestlize J C J a pro kazdé t € J je x(t) = Z(t), fekneme, Ze
feSeni x = x(t) je prodlouZenim FeSeni T = Z(t) a Ze TeSeni T = Z(t) je ziZenim (restrikci)
resent x = x(t). Jestlize feSeni x = x(t) rovnice (1.1) neni zuzenim zadného jiného FeSeni této
rovnice, fekneme, Ze x = x(t) je uplngm (neprodluZitelngm) FeSenim rovnice (1.1), (1.3).

Nadale v této kapitole budeme pod pojmem ,feSeni“ rozumét tplné reseni.

Definice 3. Necht G, f maji stejny vyznam jako v definici 1 a necht (to,&) € G je libovolny
bod. Uloha najit feseni rovnice (1.1), které spliiuje podminku

z(to) = ¢ (1.3)

se nazyva pocdtecni nebo Cauchyova tloha, podminka (1.3) se nazyva pocditecni nebo Cauchy-
ova podminka.
Reseni pocatecni tlohy (1.1), (1.3) se nazyva partikuldrni Fesend rovnice (1.1).

Priklad: Necht tg # 0, ¢ € R. Funkce z(t) = tét je TeSenim ulohy (1.2), (1.3). Toto feSeni je
0
definovano na intervalu

J— (0, OO)7 to > O,
(—00,0), to<O0. |

Definice 4. Necht g = g(¢,C) je funkce dvou proménnych takova, ze ke kazdému (to,&) € G
existuje Cp € R takové, ze funkce x = z(t) = g(t, Cp) je FeSenim pocatecni ulohy (1.1), (1.3).
Pak se funkce g nazyva obecné Feseni rovnice (1.1).

Proménnou ¢ funkce g v predchozi definici povazujeme za nezavisle proménnou realné
funkce g(-,C) jedné realné proménné; proménnou C' povazujeme za parametr.

Mnozina funkei g(-,C) takovych, ze C' € R a g je obecné FeSeni rovnice (1.1) nemusi
obsahovat vSechna TeSeni této rovnice.
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Definice 5. Necht M je mnoZina vSech feSeni rovnice (1.1), g je obecné feSeni této rovnice a
N je mnozina funkci jedné proménné definovana jako

N ={g(-,C): CeR}.

ReSeni z* € M ~ N rovnice (1.1) definované na intervalu J a takové, ze ke kazdému ty € J
existuje Cpy € R, Ze g(tg, Co) = x*(to), se nazyva singuldrni. (Nazorngji feceno: kazdym bodem
grafu singularniho reSeni prochézi integralni kiivka néjakého partikularniho reseni, které neni
singularnim. Nebo: v kazdém bodé (to,z*(to))) = (to,&) singularniho FeSeni ma poatecni
tloha (1.1), (1.3) alespon dvé rizna FeSeni, tj. tloha (1.1), (1.3) neni jednoznacné Fesitelna.)

Resenf & € M ~ N rovnice (1.1) které neni singularni, se nazyvé vyjimecné.

Piiklad: Necht G = {(¢t,z) : t € R,z > 0}, f(t,2) = 2y/z. Funkce g definovana predpisem

0, t<C,
9(t,C) = )
(t—-0)?% t>C

je obecnym TFeSenim rovnice

7 =2yx. (1.4)

Vskutku,
dg(t,C) 0, t<C, 2\/3(t.C) = 0, t<c, |0, t<C,
it |2¢t-0), t>C, T ae—cl, t>c ~ \20t-0), t>c,

takze kazda z funkef g( -, C) je FeSenim rovnice (1.4). Pro £ > 0 a C = tg — /€ plati tg > C,

tedy g(to,to — V&) = (to — to + /€)? = € pii libovolnych hodnotach tyo € R a & > 0.!
Konstantni funkce z*, z*(t) = 0 je evidentné také feSenim rovnice (1.4). Pro libovolné

to € R plati x*(tg) = 0 = g(t, to), takZze x* je singularnim FeSenim této rovnice. [ |

Geometricka interpretace diferencialni rovnice

Rovnice (1.1) pfifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu o’ = f(¢,z), tedy kazdému
bodu (tg, &) € G lze prifadit smérovy vektor te¢ny k integralni kiivce v bodé (tg, ), tj. piimky
x—& = f(to,€)(t—to). Tento vektor ma souradnice (1, f(to,€)). To znamend, Ze rovnice (1.1)
definuje na G vektorové pole?. Toto pole se nazyva smérové pole rovnice (1.1).

Kazda integralni kiivka rovnice (1.1) je vektorovou cdrou® smérového pole. Smérové pole
tedy poskytuje predstavu o prub&hu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kiivky zadané rovnici f(t,x) = c¢) se nazyvaji izokliny rovnice
(1.1). Jsou to kiivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smér.

'Pi ,mechanickém* feseni rovnice (1.4) jakoZto rovnice se separovanymi proménnymi vyjde z = (t — C)?,
coz by znamenalo, Ze TeSeni je pro t < C klesajici funkci. Prava strana rovnice je vSak nezaporné, takze feseni
musi byt neklesajici.

2Vektorové pole na mnoziné G je zobrazeni ¢ mnoziny G do (konen& rozmérného realného) vektorového
prostoru, tj. ¢ : G — R"™; v naSem pripadé je n = 2.

$Vektorova cara vektorového pole ¢ : G — R? je kiivka v R™ takova, Ze vektor ¢(t, ) je te¢nym vektorem
k této kiivce v bodé (t,z).
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Obréazek 1.1: Smérové pole rovnice (1.4). Izokliny jsou vyznaceny teckovanou ¢arou, integralni
kfivky ¢arou plnou. Integralni kiivka odpovidajici singularnimu reSeni z* = 0 splyva s osou
nezévisle proménné t.

Priklad: Najdeme smérové pole rovnice (1.4). Jeji izokliny jsou dany rovnici

2Vz = ¢

konstanta ¢ je nezaporna, nebot odmocninu v realném oboru definujeme jako nezapornou
funkci. Po trivialni upravé dostaneme

2

Xr = 7C.

=

Izokliny jsou tedy primky rovnobézné s osou ¢; na izokliné splyvajici s osou ¢ i smérovy vektor s
osou t splyva, tj. méa nulovy sklon, s rostouci vzdéalenosti izokliny od osy ¢ roste sklon smérového
vektoru. Situace je znédzornéna na Obr. 1.1. [ |

Poznamka k terminologii a symbolice

Rovnice (1.1) se nazyva diferencidlni, prestoze se v ni zadny diferencial neobjevuje; v rovnici
vystupuji jen nezavisle proménné, hledané funkce a jeji derivace. Terminologie je ale osprave-
dInéna skute¢nosti, ze derivaci muZzeme zapsat jako podil diferenciali a rovnici (1.1) prepsat
do tvaru

dx

— = f,z

= f(t,7).
nebo po formalni tpravé

f(t,z)dt —dz = 0.

Diferencidlni rovnici tedy muzeme zapsat jako rovnici, v niz se vyskytuji zavisle a nezavisle
proménna a jejich diferencidly, tedy ve tvaru

O(t,x,dt,dz) = 0.
7 tohoto zapisu vSak neni tplné jasné, ktera z veli¢in x a t je zévisle a ktera nezavisle proménna.

To nékdy nemusi byt nedostatek, ale vyhoda. Zejména pokud proménné x a ¢ interpretujeme
geometricky jako soufadnice bodu, neni zadné z nich ,privilegovana‘.
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Exkurs: geometricky pristup a elementarni metody feSeni diferenciidlnch rovnic

Ke studiu diferencialnich rovnic mimo jiné vedla tloha z analytické geometrie: napsat rovnici kiivky
v roviné dané soufadnymi osami z a y, pokud zname jeji te¢nu v libovolném bodé; mizeme navic
pozadovat, aby kf¥ivka prochazela danym bodem.

Diferencialy dz a dy (podrobné&ji Fe¢eno diferencialy standardnich souradnicovych funkei) si pied-
stavujeme jako ,nekone¢né malé prirtstky kiivky ve sméru jednotlivych os*; trochu pfesnéji feceno,
jako priristky naméfené na te¢né. Te¢ny vektor ke kiivce v obecném bodé tedy ma souradnice (dz, dy).
V zadani alohy je, Ze zname te¢ny vektor v kazdém bodé; Ffeknéme, Ze to jsou vektory 7(x,y). Nemi-
zeme ovSem bezprostiedné pracovat se vztahem

(dx,dy) = T(‘T’y)a

nebot na levé strané by byl vektor ,,nekonecné kratky*, vektor ,skoro nulové délky“, na pravé strané
vektor nenulovy; normovat ,,skoro nulovy vektor* nedava rozumny smysl. Ponévadz ale zname tecny
vektor, zndme také vektor normalovy v(x,y); ten je kolmy na vektor teény 7(x,y), a tedy také na
infinitezimalni vektor (dz, dy). Jinak fefeno, skalarni soudin vektort teéného a normalového je nulovy.
Pokud tedy norméalovy vektor v bodé (x,y) rozepsany do souradnic je

v(z,y) = (f(z,9),9(z,y)),

pak musi platit
[z, y)da + g(, y)dy = 0. (1.5)

Rovnice hledané kiivky je tedy feSenim této diferencialni rovnice v tradi¢nim zapisu pomoci diferenci-
alu. Jeji feseni, tedy hledanou kfivku, nazyvame integrdlni kiivkou této rovnice. Pozadavku, aby kfivka
prochazela danym bodem (xg,yo), fikdime Cauchyova podminka. MuZeme ji také zapsat v nékterém
z tvari

y(xo) = 4o, mnebo x(yo) = xo. (1.6)

Diferencialni rovnici (1.5) spolu s Cauchyovou podminkou nazyvame Cauchyiv problém nebo Cauchy-
ova iloha.

Slovnim spojenim ,feSit diferencialni rovnici elementarnimi metodami“ rozumime: ,ulohu najit
feSeni diferencialni rovnice nebo Cauchyovy tlohy prevést na néjakou jinou — jednodussi — tlohu*.
Pritom za ,jednodussi dlohu* povazujeme takovou, ktera se objevuje v kursu matematické analyzy
pred probiranim diferencialnich rovnic. Casto jde o vypocet integral, proto se elementarnim metodam
feSen{ také rikava ,feSeni v kvadraturach*.

Pri feSeni diferencialnich rovnic elementarnimi metodami byva uziteéné rovnice zapisovat ve tvaru
(1.5) s diferencialy.

Priklad: Najdeme rovnici kruznice se stiedem v poc¢atku soufadnic, ktera prochéazi bodem (1,2).
Te¢na ke kruznici je v kazdém bodé kolma k pruvodici (tise¢ce spojujici uvazovany bod a stied
kruznice), smérovy vektor privodife v bodé (z,y) je (z,y)—(0,0) = (x,y). Dostavame tak diferencialni
rovnici
xdx 4+ ydy = 0,
tedy rovnost diferenciali
rdr = —ydy.
Z rovnosti diferencialit plyne rovnost integrali (aZ na integra¢ni konstantu). A ponévadz hledana
kruZnice mé prochazet bodem (1,2) (muZeme také fici, Zze k¥ivka z bodu (1,2) vychéazi, ze bod (1,2)
je jejim pocateénim bodem), dostaneme
z y
[ eae=— [ nan
1 2
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To znamena, ze %xQ — %12 = — (%y2 — %22), po upravé
2 + 9% = 5.
Tento vysledek zcela odpovida tomu, co nas naucili na stfedni skole. |

Exaktni rovnice

Jedna se o diferencialni rovnici ve tvaru (1.5), kde funkce f a g splituji identitu

g_;(l',y) = %(‘Tay) (17)

Vyraz na levé strané rovnice (1.5) je za predpokladu (1.7) totdlnim diferencidlem* n&jaké kmenové
funkce F'. Pfipomenme si, Ze kmenova funkce splituje podminky

%(z, y) = f(x,y), g—z(x,y) =g(z,y). (1.8)

Je-li F' kmenovou funkei diferencidlu na levé strané rovnice (1.5), pak rovnost
F(z,y) =c,

kde ¢ je realna konstanta, je implicitnim vyjadienim FeSeni rovnice (1.5). O tom se snadno presvédcime
pifimym dosazenim.

Hledani feseni rovnice (1.5) jsme tedy pievedli na problém hledani kmenové funkce diferencialu a
na vysetfovani implicitné zadané funkce.

Spolu s rovnici (1.5) uvazujme Cauchyovu podminku (1.6). Bod (zg, o) musi samoziejmé lezet
v pruniku defini¢nich obortu funkci f a g. Budeme hledat takovou kmenovou funkci F, pro niz plati

F(xo,y0) = 0.
Prvni z podminek (1.8) spliwje funkce F dana predpisem

Flz,y) = / F(6,9)dé + o), (1.9)

kde ¢ je néjaka diferencovatelna funkce, pro niz plati ¢(z¢) = 0. Aby byla splnéna druha z podminek
(1.8), musi platit

a% [ e o] - a% [ €wie+ o) = gl

symbol ’ nyni oznacuje oby¢ejnou derivaci podle proménné y. Z predchozi rovnosti a z podminky
©(yo) = 0 plyne

w(y)/y g(xvn)%/mf(f,n)dé dn/yg(xm)dn]f(é,y)d§+]f(§,yo)d§-

Yo Yo

Dosazenim do rovnosti (1.9) dostaneme hledanou kmenovou funkei F. Reseni Cauchyovy tlohy (1.5),
(1.6) je tedy implicitné dano rovnosti

/ F(6,yo)de + / oz, n)dn = 0. (1.10)

Yo

4Viz napf. Z. Dosla, O. Dogly: Diferencidlni pocet funkei vice proménngch. MU, Brno 1999, kap. 4
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Analogickym postupem (s opa¢nym pofadim integrovani) miizeme najit feSenf ulohy (1.5), (1.6) v im-

plicitnim tvaru
Yy

/ F(Ey)de + / oz, m)dy = 0.
o Yo

Hledani feseni Cauchyovy tlohy (1.5), (1.6) jsme tedy v pfipadé exaktni rovnice prevedli na pro-
blém vypoctu integrali a na vySetfovani implicitné zadané funkce.

Specialni pripad: rovnice se separovanymi proménnymi.

Jedné se o rovnici tvaru
f(z)dz + g(y)dy = 0, (1.11)

v niz funkce f a g jsou funkcemi pravé jedné proménné. Tato rovnice je evidentné exaktni.
Kiivka, ktera splituje rovnici (1.11) a prochézi bodem (xg,yo) méa podle (1.10) obecnou rovnici

]f(é)dEJr /yg(n)dn =0.

Yo

Obecnéji mizeme mluvit o rovnicich se separovatelngmi proménngmi, pokud v rovnici (1.5) jsou
funkce f a g souc¢inem dvou funkei jedné proménné. Jedna se tedy o rovnice

f1(@) f2(y)dz + g1(x)g2(y)dy = 0. (1.12)
Pokud je pfislusna Cauchyova podminka takova, Zze fa(yo) # 0 # ¢1(20), miZzeme rovnici (1.12) vydélit
vyrazem f2(y)g1(x) a dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

fl(x)der 92(y)d

g1(x) f2(y)

Je-li fa(yo) = 0 nebo fi(xp) = 0, ale v ryzim okoli bodu (zg,yo) je f2(y) # 0 # ¢1(x), provedeme
stejnou upravu a feSeni Cauchyovy tlohy dostaneme v implicitnim tvaru

y=0.

[ J1(€)
91(&)

o

Yy

92(77)
d dn=0
§+y fa(n) =5

pokud oba integraly konverguji. V ptipadé, ze fa(yo) = 0 (resp. gi(zo) = 0), je pfimka dana rovnict
y = yo (resp. © = xp) integralni kiivkou rovnice. ReSeni y = yo (resp. & = xo) miZe byt singularnim
FeSenim této rovnice.

Integracni faktor

Rovnici (1.12), ktera obecné neni exaktni, jsme vynasobili vyrazem

1
g1(z) f2(y)’

a tim ji prevedli na rovnici exaktni. MtZeme obecné hledat nenulovy vyraz o = o(z,y) takovy, Ze pfi
danych funkcich f = f(z,y), g = g(z,y) je rovnice

o(z,y) =

oz, y) f(z,y)dz + o(x,y)g(x,y)dy = 0 (1.13)
exaktni. Vyraz o(x,y) se pak nazyva integracni faktor dané rovnice. V takovém piipadd musi platit
0 0 . 0o af  Op dg
—of = — tj. == L ==L =
3y of = 5-09: 1 ayf tog, T et %,
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(pro stru¢nost zapisu nepiSeme nezavisle proménné). Z téchto rovnosti dostaneme vztah
(1.14)

To znamené, ze funkce g spliiuje rovnici, v niz se vyskytuji jeji parcialni derivace, tj. funkce g je feSenim
parcialni diferenciélni rovnice. Resit parcialni diferenciélni rovnici neni ,jednodussi aloha“, nez fesit
obyc¢ejnou diferencialni rovnici. Problém hledani integra¢niho faktoru tedy nemtzeme prohlésit za
vyTeSeny.

Pokud by v8ak integracni faktor ¢ byl funkei pouze jedné proménné z, o = o(x), pak by

9 _, , 9e_de
oy Or da’

Parcialni rovnice (1.14) by tak pfesla na rovnici obyéejnou

G _1 (o o
dz g \dy Oz e

nebo v diferencialnim tvaru
1 /09 Of

1
—d — | = — —)dx=0. 1.1
g"+g<aw ay> r=0 (1.15)

Pokud je vyraz pred diferencidlem dz funkei pouze jedné proménné x, pak je rovnice (1.15) rovnici se
separovanymi promeénnymi.
Dostavame tak zavér: Je-li
O91(0g 0f\_,
dy g (596 ay) o

pak existuje integra¢ni faktor o = p(z) rovnice (1.5); tento integraéni faktor je FeSenim obycejné

diferencialni rovnice (1.15).
Analogicky odvodime: Je-1i
01 /0f Og
—— | =—-=)xz=0,
or f \dy Ox
pak existuje integra¢ni faktor o = p(y) rovnice (1.5), ktery je feSenim obycejné diferencialni rovnice se

separovanymi promeénnymi
1 1 /0f 0g
—d —|=—-—=—]dz=0.
00T <ay ax) ‘

Rovnice na rovnici exaktni transformovatelné

Neékteré specialni rovnice lze vhodnou substituci nebo apravou (pfipadné kombinaci obou postupti) na
rovnici exaktni prevést. Jedna se zejména o nasledujici typy rovnic:

(i) Rownice homogenni.
Nejprve piipomeneme definici: Funkce h : R2 — R se nazyva homogenni ¥ddu k, pokud pro
kazdou redlnou konstantu x plati h(kz, ky) = K*h(z,y).
Homogenni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru (1.5), v niz obé funkce f a ¢ jsou homogenni
stejného fadu. Takovou rovnici mizeme upravit na tvar

zF f (1,%) dz + g (1,%) dy =0

a po vydéleni vyrazem z* dostaneme

f(l,%) derg(l,%) dy = 0. (1.16)



1.1. OBYCEJNA DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU 23

Y

Odtud (formalng) plyne % = fgl’yzg
g 13_
x

Dale zavedeme substituci
u="1. (1.17)
T

7 této rovnosti dostaneme ) )
—dz + 9(1,u) du =0,
x S u) +ug(1,u)
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy specialni pripad rovnice exaktni.
Jesté poznamenejme, Ze pii oznaceni (&) = f(1,€) a ¥(§) = ¢(1,£) muZeme rovnici (1.16)
prepsat na tvar

@(g) dx + (g) dy = 0;
x x
takové rovnici fikdme homogenni v uzsim smyslu.

(ii) Rownice typu
b b
(M) dﬂg(w) dy 0. (1.18)

ar + By 4y ax 4 fy 4y
Rozlisime tfi pripady:
1. ¢ =~ =0. Oznacime

b b
P =1 (252 Gl =g ()

a rovnici prepiSeme jako
F(z,y)dz + G(z,y)dy = 0.

Pritom plati
P )= f akz + bry f ax + by Fla,y)
KX, KY) = — | = — | = F(x
Y arkz + Ky ar + By Y

a stejnym vypocétem G(kz,ky) = G(z,y). Obé funkce F' a G jsou homogenni fadu nula.
Rovnice (1.18) je v tomto pfipadé homogenni a muzeme ji Fesit substituci (1.17).

2. a = =0.V tomto piipadé zavedeme substituci
axr + by + ¢

Y

takZe rovnici prepiSeme ve tvaru
fu)dz + g(u)dy =0
dy _ flu)

a z ni vyjadfime — = ———=. Dale plati

dz g(u)

b3 o) () - 2
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takze dané rovnice se transformuje na tvar

dr s — 290 4,

=0,
bf(u) — ag(u)
COZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.
b
3. 2+ 2 #£0# a? + 2. Nejprve vyraz artoyte upravime.
ax + By +

Pokud a # 0, dostaneme

ax +by +c 1< +(abaﬂ)y+o¢ca’y)
— = —a
ar+fy+y o« ox + By +

pokud S # 0, dostaneme

ar+by+c 1 <b (abaﬂ)er'ybﬂc)

ar+By+~ B azx + By + v

Nyni mohou nastat dvé moznosti:

e ab — aff = 0. Z predchoziho vypoctu pak vidime, Ze rovnice je stejného typu, jako
v piipadé 2.

e ab— af # 0. Za tohoto predpokladu existuje jednozna¢né reSeni m,n soustavy alge-
braickych linearnich rovnic

am+ bn =c,
am+ fn =-.

S vyuzitim tohoto FeSeni zavedeme substituce
E=x+m, n=y-+n. (1.19)
pak d¢ =dx,dy =dn a

ar+by+c _ a6 —m)+bn—n)+c
ar+Py+vy  al—m)+Bn—n)+y

al+bn—(am+bn)+c  al+by
af + By — (am+bn)+7y  al+fn’

To znamené, Ze substituce (1.19) pievede rovnici (1.18) na rovnici stejného typu, jaky
je v pripadé 1.
(iii) Rovnice linedrni je rovnice, v niz je podil diferencialii (derivace) vyjadien jako vyraz linearni

v zavisle proménné, tj.

dy dx
e a(z)y +b(x), nebo e a(y)z + b(y),

kde a, b jsou néjaké integrabilni funkce jedné proménné, funkce a je nenulova. Budeme se vénovat
prvni z rovnic ve tvaru

(a(z)y + b(z))dz — dy = 0; (1.20)
druh4 rovnice z ni vznikne zdAménou proménnych.

Jedna se o rovnici tvaru (1.5), kde f(z,y) = a(x)y + b(z) a g(z,y) = —1. Ponévadz

99 9of _
%—a—y——a(x);é(),
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rovnice neni exaktni. Budeme tedy pro ni hledat integra¢ni faktor. Ponévadz

o1 (09 of N
Y, (a - 8_y) (z,y) = z—a(z) =0,

existuje integracni faktor tvaru ¢ = o(z). Ten je FeSenim rovnice se separovanymi proménnymi
1
—do + a(z)dz = 0.
0

Tato rovnice mé podle (1.10) FeSeni v implicitnim tvaru zapsaném rovnosti

- - / a(€)de.

zo

o x
1
/—dr—l—/a(f)df =0, po upravé In
r 90
(] xo

Volime gy = 1 (nejde nam totiz o nalezeni vSech moZznych integra¢nich faktord, ale sta¢i nam
jen jeden) a dostaneme integracni faktor ve tvaru

- J a(e)ae
o(x) =e =0 .

Rovnici (1.20) vynasobime timto integra¢nim faktorem a dostaneme rovnici exaktni

— [ a(o)do — f a(&)dé
(a(z)y + b(z))e = dz —e o dy =0,

ktera ma podle (1.10) FeSeni zapsané v implicitnim tvaru

r - f a(o)do “_ fa(a)da
[ @@mro©)e »" " ag- [e o a0, (1.21)
To Yo
Nyni vypocitame
xT 3 T 3 x
- [ a(o)do d — Jalo)de — [ a(o)do
/ (a(©wo)e dE =y / e de=—mle o o),
) zo
Yy z x
- [ a(§)dg = [ a(&)dg
/e zo dn:(y—yo)e ED) ,
Yo
dosadime do (1.21),
T S x
- [ a(o)do — [ a()de
/b(g)e v dé +yo —ye o =0

0
Odtud vyjadfime FeSeni rovnice (1.20) ve tvaru

£ x z

J a(é)d¢ [a(o)do
Y = ypeo + /b(&)eg dé. (1.22)
o
(iv) Rovnice Bernoulliova
dy .
=, = a@)y +b(z)y",
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kde r # 1 je néjaka realna konstanta.
Zavedeme substituci

Pak

du 7Td_y B

o= U=y ==y (a(@)y +b(2)y") = (1 =) (a(z)y' ™" +b(z)).

Bernoulliova rovnice se tedy transformuje na rovnici

du
oo (1 =r)a(z)u+ (1 —r)b(x),

coZ je rovnice linearni.

1.2 Systémy diferencialnich rovnic

1.2.1 Vektorové a maticové funkce

Redlnyg n-rozmérny vektor  je prvkem prostoru R™. Slozky (standardni souiadnice) vektoru x
budeme znadit 1, xs,...,T, nebo ()1, (x)2,..., ().

Matice A o m Tddcich a n sloupcich je prvkem prostoru R™". Jeji slozku na i-tém radku
a v j-tém sloupci budeme znacit a;; nebo (A);;. Vektor z prostoru R™ budeme chéapat jako
matici o n fadcich a jednom sloupci.

Je-li tedy & € R™ a A € R™”, mlizeme psét

T all a19 e A1n
n
T2 asy as9 . Qa2
x=| .|, (@i=x, A=] . L s Ay =aiy, (Az); = § ik T
: : : . : k=1
Tn aml1 Am2 ... Amn

Normy vektort a matic

1
Z2
Normu vektoru x = . , podrobnéji vektorovou 1-normu nebo souctovou normu definu-
xn
jeme predpisem
n
lz) = Iz, =) |il.
i=1
ail a2 . QA1p
. as ago e aon . ) .
Normu matice A = . . ) . , podrobnéji maticovou I-normu nebo soucto-
aml1 Am2 ... Amn,

vou normu definujeme predpisem

m n
IAL= 1AL = > lagl.

i=1 j=1
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Na mnoziné vektori zavadime metriku o(x, y) = |z — y||, na mnoziné matic zavadime metriku
o(A,B) = |A — B|. Jedna se o souctovou neboli taxikaiskou metrikou, sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: |[Az| < ||A| |z||. Této vlastnosti se fika, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou
normou.

n
Diikaz: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |aj| < > |ai;|. Odtud plyne
j=1

Z !az’k! 2k =

m m

|Az] = Z zh| =)

3
3

n
Qif T

n

z(rmkr;\am\){ 30 oyl | = (zu) f;zu o

k=1 i=1 j=1

Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci

Vektorova funkce, podrobnnéji n-vektorova funkce, = x(t) je zobrazeni x : R — R",
maticova funkce, podrobnéji ¢tvercova m-rozmérna maticova funkce, A = A(t) je zobrazeni
A:R — R,

I (t) al (t) alg(t) e aln(t)
x(t) _ X9 (t) A(t) _ as (t) ago (t) e azn(t)
(t) o) aa®) e am(®)

Na mnoziné R uvazujeme prirozenou metriku, na mnoziné R", resp. R”Q, uvazujeme piislusnou
souctovou metriku. Spojitost vektorové, resp. maticové, funkce chapeme jako spojitost prislus-
ného zobrazeni metrickych prostort. Podrobnéji: vektorova funkce @ (resp. maticova funkce
A) je spojita v bodé ty svého definiéniho oboru, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu e existuje
kladné ¢islo ¢ tak, Ze pro vSechna ¢ z defini¢niho oboru funkce @ z nerovnosti |t —tg| < 0 plyne
nerovnost ||z (t) — x(to)| < e (resp. |A(t) — A(to)|| < €). Vektorova (resp. maticova) funkce je
spojita pravé tehdy, kdyz vSechny jeji slozky jsou spojité.

Limitu v bodé t(, derivaci v obecném bodé ¢ a integral v mezich od ¢ do ty vektorové, resp.
maticové, funkce definujeme vztahy (v uvedeném potadi)

(fm =) = Jma. (570 = (=0), - @) / 2(s)ds | = / i(s)ds

to

t

(tlgth(t)>ij—th?azg(t) (%(t))ijz(A/(t))ijza;j@), / As | = [ (o).

ij o

1.2.2 Vektorova rovnice prvniho radu
Definice 6. Bud G C R mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R™. Rovnice

' = f(t, ) (1.23)
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se nazyva systém n obycejnych diferencidlnich rovnic pruniho Fddu nebo n-vektorovd obycejnd
diferencidlni rovnice proniho Fddu.

Rovnice (1.23) se od rovnice (1.1) lisi pouze tim, Ze nékteré symboly (konkrétné hledana
funkce x a funkce f na pravé strané) jsou tucné, oznacuji vektorové proménné. Proto mizeme
zopakovat vSe, co je uvedeno v 1.1 mezi Definici 1 a geometrickou interpretaci diferencialni
rovnice. VSechny pojmy vztahujici se k diferencialni rovnici (1.1) jsou po pfislugné zaméné
skalart za vektory pouzitelné i na systémy diferencialnich rovnic.

Vektorovou rovnici miizeme rozepsat do slozek

= filt,z,xe,. .. x),
.%'/2 - f2(t7x17x27"'7xn)7
x, = falt,z1,29,. .. 1),

Pocateéni podminku x(ty) = £ k rovnici (1.23) zadavame pro systém rozepsany do slozek
ve tvaru
z1(to) = &1, x2(to) = &2y -, @n(to) = &n. (1.24)

Obecné feseni n-rozmérného systému g( -, C') zavisi na n-rozmérné konstanté, tedy na n pa-
rametrech.
1.3 Skalarni rovnice n-tého radu
Definice 7. Bud G C R mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice

2™ = f <t, z, 2’2", ... ,x("71)> (1.25)
se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice n-tého tddu rozreSend vzhledem k nejuyssi derivaci.

Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi n-krat diferencova-
telna funkce = : J — R, ktera pro kazdé ¢t € J spliuje podminky

(t,x(t),x'(t),x”(t),...,x("’l)(t)) eq, ™M) =rf (t,x(t),x’(t),x”(t),...,x("’l)(t)) .

Rovnici n-tého fadu lze prevést na systém prvntho fadu:
e Necht funkce z je feSenim rovnice (1.25). Definujme funkce

T =, Tpo1 =) prok=12....n—1.
Pak
Thpl =T) =Tf_ =Xp g == xgk) = z(¥) prok=2,3,...,n,
7! :mlh 2" = 13, 2" =24, ..., x(nfl) =2,
takze

.%';1 - x(n) = f (t7x7x/7x”7 s 7'%'(”71)) - f(t7x17x27x37 s 71.71)'
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To znamené, ze funkce x1,x9,...,x, jsou FeSenim systému rovnic
I
Ty - €2,
I
Lo - €3,
(1.26)
I
Tp—1~= L,
/
x,  =f(t,r1,x2,23,...,2n).
e Naopak, necht vektorova funkce © = (z1,x9,...,x,) je FeSenim systému rovnic (1.26). Pak

pro jeji slozky plati

/ / " / 1 (n—1)
1’2:.%'1, xgzxzle, x4:x3:$17...7xn:1'1 s
takze - 1)
n / A/ n—1
xy :xn:f(t,xl,xg,xg,...,xn):f(t,xl,xl,xl,...,xl )

To znamena, ze prvni slozka FeSeni systému (1.26) je FeSenim rovnice (1.25).
Celkem jsme ukazali, ze rovnice (1.25) je ekvivalentni se systémem (1.26). Z této avahy
také plyne, ze pocdatecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.25) zadavame ve tvaru

x(to) = €1, @' (to) = &, 2 (to) = Es,..., 2"V (tg) = &n, (1.27)

kde (t07§17§27 s 7571) €aqG.

Uplné FeSeni, partikularni a obecné feSeni rovnice (1.25) definujeme analogicky jako u rov-
nic prvnfho fadu. Obecné feSeni rovnice n-tého fadu zavisi na n parametrech.

Priklad: Pohyb hmotného bodu o hmotnosti m, ktery je vazan na primku a na ktery ptsobi
sfla F' zévisla na poloze 1ze popsat skaldrni rovnici druhého radu

kde = = x(t) oznac¢uje polohu bodu v ¢ase t, sr. Prolog, str. 7. Stejné dobfe ho v8ak lze popsat
systémem dvou rovnic

T =w,
1
/
=—F
v = —F(o);

v = v(t) oznacuje rychlost bodu v Case t. |
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Kapitola 2

Obecné vlastnosti obycejnych
diferencialnich rovnic

Aby poc¢atecni tiloha pro diferencialni rovnici mohla byt popisem (modelem) né&jakého realného
procesu, musi mit nékolik vlastnosti:

1. Ezistuje jeji feSend. Diferencialni rovnici povazujeme za vyjadieni (nebo alesponi idea-
lizaci nebo aproximaci) n&jakého ,zakona* (prirodniho, ekonomického, sociologického,
...), tj. pravidla vyabstrahovaného metodami piislusné védni discipliny. Proces se podle
tohoto pravidla skuteéné vyviji, tj. feSeni poc¢atecni tlohy musi existovat.

2. Reseni pocdtecni ilohy je jediné. Je-li proces deterministicky, ze znalosti pocatecniho
stavu a pravidla vyvoje jednoznac¢né plyne jeho dalsi vyvoj.

3. Resent musi zaviset na parametrech rovnice a pocatecnich podminkdch spojité. Vsechny
konstanty (parametry modelu) a po¢atecni hodnoty miZzeme zméfit jen s omezenou pres-
nosti. A je zddouci, aby mal& chyba méreni nezptisobila velkou zménu feseni v kone¢ném
Case.

4. Reseni musi byt definovdno v dostatecné dlouhém case. Modelovany proces urcité néjakou
dobu probiha (abychom si ho viibec pov§imli) a n&jakou dobu jesté probihat bude (aby
mélo smysl ho modelovat).

Proto je potfebné se zabyvat otazkou, jaké podminky kladené na pravou stranu rovnice,
zarui existenci reSeni. Jinak feceno, jak pozname, Ze pravidlo vyvoje neni z procesu vyabs-
trahovano naprosto $patné.

Jednoznacné se vyvijeji procesy studované klasickou (nekvantovou) fyzikou. Procesy kom-
plexnéjsi (kterym se vénuje napf. vyvojova a evolu¢ni biologie, ekonomie, sociologie a podobné)
jiz jednozna¢né byt nemusi, muze dojit k néjakému ,,vétveni procesu. Proto je uziteéné stu-
dovat, kdy je feSeni rovnice jediné a za jakych podminek muze dojit k nejednoznacnosti reSeni
(tj. k nepredikovatelnosti vyvoje). Pijjemnym zjisténim pfitom bude, Ze dostatené podminky
pro jednoznacCnost feSeni pocatecéni tlohy jsou také dostateénymi podminkami pro spojitou
zévislost TeSeni na parametrech a pocateénich hodnotach. Vyvoj deterministickych procesti
muZzeme pro nepfili§ vzdaleny ¢asovy horizont predikovat dostateéné presné, pokud zname de-
terministické pravidlo vyvoje a dostatecné presné méfime aktualni hodnoty. V této formulaci
zustaly velice vagni pojmy ,dostatecné presné“ a ,nepfilis vzdaleny“. Co presné znamenaji
podstatné zavisi na charakteru procesu.

31
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Udrzitelnost byva diilezitou vlastnosti procesti, proto je dobré mit jasno v tom, do jakého
Casu TeSeni pocatecni tlohy existuje. Zejména vyjasnit, zda existuje néjaka konecné hranice,
za niz feSeni prodlouZit nelze, nebo zda je vyvoj (potencialné) nekone¢ny.

V prvni ¢éasti se budeme vénovat pocéatecni tloze pro skalarni rovnici. V tomto piipadé
jsou totiz v8echny dvahy jednodussi a nézornéjsi. Nejprve ukazeme dva zpiisoby, jak najit
FeSeni dané ulohy jako limitu aproximaci. Ty mimochodem pfedstavuji jednoduché metody,
jak numericky najit pfiblizné (a pro praxi dostateéné piesné) feSeni. Déle najdeme horni a
dolni odhad hledaného TeSeni.

Pro skalarni rovnici s analytickou pravou stranou (funkci na pravé strané rovnice lze vy-
jadrit ve tvaru mocninné fady) ukazeme jesté jednu metodu aproximace TfeSeni — vyjadieni
FeSeni pomoci mocninné rady.

Uvahy o existenci a jednoznaénosti feseni pocateéni tlohy pro (skalarni) diferencialni rov-
nici pak zobecnime na systémy rovnic (na vektorovou diferencialni rovnici), v ¢asti 2.2 lokalné
(v okoli pocateéniho bodu) a v ¢asti 2.3 globalné (na celém intervalu feSeni rovnice). V po-
sledni ¢asti 2.4 kapitoly ukdZeme, jak odhadnout meze, ve kterych se bude FeSeni (vektorové)
rovnice pohybovat.

2.1 Existence, jednoznac¢nost a odhad reSeni skalarni ODR

Uvazujme pocatecni tlohu pro obyc¢ejnou diferenciélni rovnici prvniho fadu ve standardnim
tvaru

¥ = f(t,x), xz(ty) =& (2.1)
Na rovnost
a'(t) = f(t, z(t))
definujici feSeni prislusné diferencialni rovnice se mizeme prosté divat jako na rovnost dvou
funkci jedné realné proménné t. Integraci v mezich od ty do ¢t dostaneme
¢
x(t) — x(ty) = /f(s,x(s))ds,
to

neboli
x(t) =€+ / f(s,2(s))ds. (2.2)

Naopak, derivovanim posledni rovnosti podle proménné ¢ dostaneme 2/(t) = f (t, x(t)) Navic,
pro funkei definovanou pravou stranou rovnosti (2.2) plati z(tp) = £. Vidime tedy, Ze pocéate¢ni
tloha pro diferencialni rovnici (2.1) je ekvivalentni s integralni rovnici (2.2).

K feSeni pocate¢ni ulohy (2.1) se budeme snazit piiblizit tfemi rtznymi zpusoby. Lze
ukézat, ze v limité jsou tato pfibliZeni (aproximace) rovna feseni dané tlohy, coz znamené, Ze
feSeni existuje a navic je vysledkem néjakého konkrétniho limitnfho procesu.

2.1.1 Eulerovy polygony

Resent ulohy (2.1) se spojitou funkei f budeme aproximovat funkei po ¢astech linearni a spo-
jitou. Jinak feceno, integralni kiivku nahradime lomenou ¢arou spojujici body (to,€), (t1, 1),
(tg,.%’g), e
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Podrobnéji: Zvolime Casové okamziky t1,to,ts,... (body na ose t) tak, ze tg < t1 < ta <
t3---. Déle polozime zo = £ a budeme predpokladat, Ze zname hodnoty z1,zs,x3,..., Tk
takové, ze ,,dobfe aproximuji“ feSeni tlohy v okamzicich ¢1,ts,%3, ..., tj.

x1 R x(ty), xo = x(ta), ..., xp ~ z(ty).

Ze spojitosti funkce f plyne, Ze
f(tl,x(tl)) ~ f(tl,ml), f(tg,x(tg)) ~ f(tg,m'g), RN f(tk,.%'(tk)) ~ f(tk,xk).

Podle (2.2) pro hodnotu feseni x dané tlohy plati

thy1

st) =€+ [ f(sia()ds

to

Integral aproximujeme integralnim souc¢tem' a vyuzijeme spojitost funkce f. Dostaneme

bt k k
£+ / F(s,m(s))ds = €+ (tiyr — t) f (b 2(ts)) = E+ D (s — i) f (ti, 32).
to =0 =0

Posledni vyraz vezmeme jako aproximaci hodnoty feSeni v bod€ tx1, tj.

k
Tpy1 =€+ Z(ti-i-l — i) f (i, xi) = @ (tr41)-
i=0
7 pocateéni hodnoty xg = £ timto zptisobem postupné ziskavame jednotlivé aproximace feSeni

x1 =x0+ (t1 — to) f(to, o), 2 =1+ (t2 — t1)f(t1,21), x3 = x2 + (t3 — t2) f(t2, 22),
. XTpyl = T+ (thrl — tk)f(tk, mk), .

atd. Vysledek muzeme shrnout:

Euleriv polygon prislusny k iloze (2.1) a déleni D = {to,t1,ta,...,tn, = to+ a} je lomena
¢ara, spojujici body (to,zo), (t1,21),..., (tn,Zn). PFitom hodnoty x;, ¢ = 0,1,2,...,n jsou
definovany rekurentné vztahy

xo =&, Tht1 = Tk + (thrl — tk)f(tk,wk), k=0,1,2,...,n—1.

Eulertiv polygon je zkonstruovan tak, ze aproximuje graf feSeni dané tlohy. Lze tedy ocekavat,
Ze se zjemhovanim déleni intervalu J (tj. s ristem poc¢tu délicich bodi n a se zmenSovanim
normy déleni v(D) = max {|t; — t;—1| : i = 1,2,...,n}) se bude Eulertiiv polygon , ptiblizovat*
ke grafu feSeni alohy (2.1), k integralni k¥ivce rovnice.

Provedena tivaha jesté nedokazuje, ze posloupnost Eulerovych polygont pro v(D) — 0 sku-
te¢né konverguje; a pokud konverguje k néjaké funkci, tak Ze tato funkce je feSenim dané tlohy.
Korektni dikaz — ktery samoziejmé existuje — je analogii konstrukce Riemannova integralu.

Po provedeni dukazu je jisté, Zze FeSeni dané tlohy existuje a navic, Ze ho lze najit jako
limitu posloupnosti Eulerovych polygonti. Plati tedy:

!Pfesnégji FeGeno, jednim z moznych tvari integralniho soudtu. Ten uvedeny odpovida aproximaci integralu
pomoci obdélnikového pravidla.
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Tvrzeni 1. Je-li funkce f : [to,to + a] X R spojita a ohranifend, pak ma tuloha (2.1) FeSeni
definované na intervalu [to, to + al.

Zobecnénim tohoto tvrzeni je Peanova véta o existenci reSeni pocCatecni tlohy, tj. Véta 2.

Pokud chceme skuteéné Eulerovym polygonem aproximovat feSeni néjaké tulohy, je nutné
zvolit konkrétni interval [tg, tg+a] na kterém feseni hledame, a zvolit konkrétni déleni {¢g, t1,to, ..., t, =
to + a} tohoto intervalu. Pro vypocet je nejjednodussi volit konstantni délku kroku h, tj. vzit
déleni takové, Ze t;41 — t; = h pro vSechna i = 0,1,2,...,n — 1; takové déleni se nazyva
ekvidistantni. Byva ovSem tucelné délku kroku ménit podle rychlosti zmény hledané funkce,
tedy podle velikosti absolutni hodnoty jeji derivace — s rostouci hodnotou { ft, xz))| zkracovat
vzdalenost k nasledujicimu délicimu bodu Zx1.

Ukézeme jednu jednoduchou moznost, jak volit délku kroku ,,adaptivné”, podle velikosti
derivace hledané funkce v bodé tj (pfresnéji: podle derivace zprava Eulerova polygonu v bodé
tr). Zvolime konstantni délku ¢ strany Eulerova polygonu, tj. pozadujeme, aby pro platilo

(tre1 — tr)? + (g1 — ) = 6%

Ponévadz zp11 = xg + (tkr1 — tr) f(tk, T), miZeme z této podminky vypocitat

let1 =tk + .
L+ f(ty, zx)?

Priklad: Uvazujme pocatecni ulohu
o =2t+2% 2(0)=0. (2.3)
Zvolime konstantni délku kroku h. Pak t; = kh a pfislusné rekurentni vztahy jsou
x9 =0, Tyl = o + h(2t; + :ci) =ux + hx% + 2kh2.
P1i ,adaptivni* volbé délicich bodu dostaneme dvojici rekurentnich vztahu:

tQZO, x():o,

lpt1 =t + , Tht1 = T + (tk+1 - tk) (th + x%) .

\/1 + (2t + 22)°

Na obrazku 2.1 jsou zobrazeny Eulerovy polygony na intervalu [0, 1] s konstantni (h = 0,075)
is ,adaptivni“ délkou kroku (6 = 0,075). [ ]

2.1.2 Picardova posloupnost

Picardova posloupnost postupngch aprozimact fesent ulohy (2.1) je posloupnost funkei defino-
vana rekurentné

zo(t) =&,

t

:ck+1(t):§+/f(s,:ck(s))ds, k=0,1,2,....

to
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Budeme predpokladat, ze funkce f je spojita, a ze Picardova posloupnost stejnomérné kon-
verguje k funkci z. Ponévadz interval [to, t] je konecny (a tedy kompaktni), funkce f je spojita
stejnomérné. Odtud plyne, Ze nasledujici tpravy jsou korektni:

k— o0

¢
z(t) = lim zx(t) = klg]go Tp1(t) =&+ kli_)rglo/f(s,xk(s))ds =
to

= +/tf <S,k1Lr& xk(s)> ds=¢ —i—/tf(s,x(s))ds.

to

Stejnomérné limita Picardovy posloupnosti je tedy feSenim integralni rovnice (2.2), takze je
také TeSenim pocatecni ulohy (2.1). Sta¢i tedy ukézat, ze Picardova posloupnost konverguje
stejnomérné, pripadné najit podminky, za jakych stejnomérné konverguje.

Stejnomérnou konvergenci Picardovy posloupnosti zaru¢i Lipschitzova podminka: Rek-
neme, ze funkce f : J x D — R je Lipsichitzovskd s konstantou L > 0 wvzhledem k druhé
proménné, pokud pro vSechna t € J a vSechna z,y € D plati

[f(t2) = f(t )] <z —yl.

Predpokladejme nyni, Ze funkce f v rovnici (2.1) je na mnoziné [tg — a, to + a] x R Lipschi-
tzovska s konstantou L vzhledem k druhé proménné. Zvolime libovolné prirozené ¢islo p a
kladné realné ¢islo a takové, Ze

1
a<max§ ——,a,p.
{ar )

al < 1. (2.4)
Pro libovolna k € N, t € [tg — «, tg + «] nyni plati

Pak plati

t t

0 <|zp(t) — zpap(t)] = §—|—/f(s,xk_1(s))ds—£—/f(s,xkﬂ,_l(s))ds =

to
t
< [1Hma(s) = sz ()| ds <
to
t to+ao
< L[l = (6 ds <L [ foia(s) = zuspa()]ds <
to to—«
< 2Lomax {|zg_1(t) — Tpgp—1(t)| 1 to —a <t <to+a}.

Proto také

0 < max {|zy(t) — 2pip(t)| to <t <tp+a} <
< 2Lamax {|xg_1(t) — Tpyp—1(t)] 1to—a <t <tyg+a}.
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Analogicky dostaneme

0 <max {|zg_1(t) — Tpyp_1(t)| 1o <t <top+a} <
< 2Lamax {|xg_2(t) — Tpip—2(t)] 1to—a <t <ty+a}

a tedy

0 < max {|zy(t) — 2pip(t)| to <t <tp+a} <
< (2La)? max {|z_o(t) — Tprp2(t)] 1to—a <t <to+a}.

Po k analogickych krocich krocich dostaneme odhad

0 < max {|zk(t) — zp4p(t)] 1t <t <to+a} <
< (2La)* max {|zo(t) — x,(t)] 1 tg —a <t <to+a}.
Z nerovnosti (2.4) plyne, Ze limita vyrazu na pravé strané je pro k — oo rovna nule. Odtud dale
plyne, Zze Picardova posloupnost funkei {zy} je na intervalu [ty — a, {9 + @ stejnomérné Cau-
chyovska a tedy stejnomérné konvergentni. Ukazali jsme tak, Ze limita Picardovy posloupnosti
je feSenim pocatecni tlohy (2.1) na intervalu [ty — «, tg + .
Jesté ukazeme, Ze toto feSeni je jediné. K tomu ucelu pfipustme, Ze existuje dalsi feSeni
y = y(t) ulohy (2.1) definované na intervalu [ty —«, to+ ], které je rizné od limity = Picardovy
posloupnosti, tj.
max {|z(t) —y(t)| :to—a <t <tg+a}>0. (2.5)

Ponévadz funkce z a y jsou také feSenim integralni rovnice (2.2), plati pro kazdé ¢ z intervalu
[to — a, to + @] nerovnost

t

j2(t) — y(t)] = §+/f(s 2(s))ds — € - /f 5, 5(5))ds| <

S/‘f(sx() f(s,y(s ‘<L/\x s)lds <
< 2Lamax{]w( )—yt)|: to—a<t<ty+a}.

Z platnosti této nerovnosti pro kazdé ¢ € [tg,to + «] déale plyne nerovnost
max {|x(t) —y(t)| : to —a <t <to+a} <2Lamax{|z(t) —y(t)|: to —a <t <ty+a}

a vzhledem k (2.5) také 1 < 2La, coz je ve sporu s (2.4).
Provedené tvahy muzeme shrnout:

Tvrzeni 2. Je-li funkce f Lipschitzovska vzhledem ke druhé proménné, pak ma pocatecni
tloha (2.1) jediné Feseni definované na okoli bodu .

Zobecnénim tohoto tvrzeni bude Picardova-Lindel6fova véta o existenci a jednoznac¢nosti
FeSeni systému diferencialnich rovnic, tj. Véta 1.
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Ponévadz Picardova posloupnost {x},- , konverguje k feSeni x poc¢atecni tlohy (2.1), lze
jeji ¢len s ,dostatecné velkym‘ indexem k povazovat za pfiblizné feSeni této tlohy.

P1i odvozeni konvergence Picardovy posloupnosti jsme také odhadli interval, na kterém
tato posloupnost konverguje. Tento odhad ¢isla « (poloviny délky intervalu konvergence) zéavisi
na neznamé velikosti Lipschitzovy konstanty L. Navic se jedné o odhad ,pesimisticky“ nebo
ykonzervativni“; Picardova posloupnost obvykle konverguje na §irsim intervalu, nejen na [tg —
a,to + al.

Pokud ma funkce f ohrani¢enou parcialni derivaci podle druhé proménné, pak lze za
Lipschitzovu konstantu volit

L= sup{‘%(t,x)

teJx e R} .
V takovém piipadé totiz podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje ¥ € (0, 1), zZe

)= £0.)] = | G b2+ 00y = )@ = )| < Lo .

Piiklad: Uvazujme znovu pocatecni tlohu (2.3). Postupné budeme pocitat ¢leny Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci:

z1(t) = 04 [ (254 0%)ds =t%,

t
!
t
(1) :0+/@Hﬂﬂ%@:ﬁ+#i
0
j
0

¢
z3(t) = 0+ (25—{—(52+% ds—/ 25—|—S4—|—%87—|—%510)d82
0

2, 145 1,8 11
t +St +2_ot +275t

¢
x4(t) = 0+/(2s+(s + 1%+ 5588 +275811)2> ds =
0

t
2.7 10 13 16 1 .19 _
/(23+5 t+35s +503 "‘1103 "‘220003 + 37508 +756258 )ds—
0

t23

_ 42, 145 1,8 7 411 3 414 17
=t +St +2_ot +ﬁt +1540t +374000t +55000 )

1
+ 1739375

atd. TTeti ¢len posloupnosti postupnych aproximaci je znézornén na obrazku 2.1. |

2.1.3 Odhad feSeni

Uvazujme opét pocatecni ulohu(2.1) a predpokladejme, Ze zname odhad derivace feSeni této
ulohy. Pfesnéji feceno, ze existuji ¢isla d, D a okoli O(&) bodu ¢ takova, ze

d< f(to,z) <D
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Euleriv polygon, ekvidistantni déleni, A = 0,075
Eulerav polygon, adaptivni délka kroku, 6 = 0,075

T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5

Obréazek 2.1: ReSeni pocate¢ni tulohy (2.3), jeho odhady pomoci horni funkce v a dolni
funkce u, aproximace ¢tvrtym Clenem Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci xs a
Eulerovymi polygony.

pro viechna = € O(§). Pak je zfejmé, ze v pravém okoli [tg, 1o + 0) poc¢atecniho ¢asu ¢y plati
pro feSeni x tlohy (2.1) nerovosti
E+dt <z(t) <€+ Dt,

tj. TeSeni tlohy v okoli poc¢atetniho ¢asu odhadujeme pomoci dvou linearnich funkei. (Pfesné
1ze toto tvrzeni zdivodnit pomoci Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté.) Jesté mirné obecnéji
Ize tici: Necht u, resp. v, je FeSeni pocatecni ulohy

' =d, u(0) =&, resp. v' =D, v(0) = £,
kde &, < &, resp. £* > €. Pak existuje § > 0 takavé, Ze feSeni x tlohy (2.1) spliwje nerovnosti
u(t) <z(t) <wv(t) pro 0<t<ty+9.
Jako bezprostiedni zobecnéni této tivahy dostaneme

Tvrzeni 3. Necht [tg,T] x G C R? je podmnozinou defini¢niho oboru funkce f a necht funkce
fas 51 [to, T) x G — R spliwji nerovnosti

felt,x) < f(t,z) < f*(t,x) proty<t<T, z€G.
Jestlize u a v jsou TeSeni pocate¢nich tloh

u' = fut,u), ulte) =& a v =fr(t,u), v(to) =¢ (2.6)
definovana na intervalu [tg,T'), pak pro feSeni poc¢atecni tlohy (2.1) plati

u(t) < x(t) <wo(t) proté€ [ty,T).
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Toto Tvrzeni je uzite¢né, pokud jsou pocatecni tilohy v néjakém smyslu jednodussi nez dané
uloha (2.1); nejlepsi je piipad, kdy jsou tulohy (2.6) fesitelné v kvadraturach. Pak Tvrzeni 3
poskytuje odhad feSeni pocateéni tlohy (2.1).

Z Tvrzeni 3 také vyplyva, ze (aplné) feSeni ulohy (2.1) je definovano pfinejmensim na
intervalu [tg, T).

Piiklad: Odhadneme FeSeni po¢atecni ulohy (2.3). Zvolime pevné néjaké T' > ¢y = 0. Pak pro
v8echna ¢t € [0,T) a x € R plati

2t < 2t +2° < 2T + 2.
Prvni pocéate¢ni tloha (2.6) (aloha pro dolni odhad feSeni) je nyni tvaru
u'=2t, wu(0)=0.
Tato tiloha ma fefeni dané vztahem u(t) = 2. Pocatecni tiloha pro horni odhad fegeni je
v =2T + v, v(0)=0

ama FeSeni v(t) = V2T tg /2T t. Takto zavedena funkce v je definovana na intervalu [0, 7 /v/8T).
Ovsem pouze na intervalu [0, T") vyjadiuje horni odhad feSeni poc¢atecni tlohy (2.3). Toto po-
zorovani ukazuje, Ze optimalni volbou hodnoty T je takova, ze T' = 7 /V/8T, tedy T = % V2 =
1,0725.

Pocatecni tuloha (2.3) mé tedy na intervalu [0 Ly

.5 772) feSeni x, pro které plati

Situace je znézornéna na obrazku 2.1. [ |

2.1.4 Frobeniova metoda

Piedpokladejme, ze funkce f na pravé strané diferencialni rovnice v pocateéni uloze (2.1) je
analytickd v okoli pocateéniho bodu (tp,§), tj. Ze na jistém okoli bodu (tg,§) lze funkei f
vyjadiit konvergentni dvojnou mocninnou fadou se stfedem (g, ),

FEx) =D bum(t —to)"(x — ™ (2.7)
n=0m=0

V takovém piipadé muzeme ocekavat, Ze i feSeni tlohy (2.1) bude na né&jakém okoli po¢atecniho
¢asu tg analytickou funkei.
Reseni alohy (2.1) formélné zapiSeme jako mocninnou fadu

2(t) =Y an(t—to)™. (2.8)
n=0

Pak je z(tg) = ag, takze
apg = f (2.9)
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Forméalni mocninnou fadu (2.8) dosadime do rovnice v (2.1):

o0 o0
=Y nan(t—to)" " = a1+ (n+Dani(t—to)",
n=0

n=1

Fltz®) = D) bum(t —to)" (Z a;(t — o) — g) -
=0

n=0m=0
= DD bum(t—t0)" (Z a;(t — to)i> _
n=0m=0 i—1

o0

00 oo
= Z bnot—t0n+anmt—to)nZ Z ajl---ajm(t—to)i =
m=1

n=0 i=m j1+-+Jjm=1

— anot—to —{—Zanmt—to Z Z ajl---ajm(t—to)i:

n=0m=1 i= m]1+ +Im=1
- ano JNTES 3D IRSLS SEND SIS
m=1n=0 i=m j1+-+Jm=1
= ano (DR 3D 3D S I SRR IS
m=1n=mi=m J1+Fim=1
= anot_t0n+zzzbn i,m Z aj1"'ajm(t_t0)n:
n=1m=1i=m Jit-tim=i
o0 n n
= bt ) b0t DD busim DL apa, | (- t)" =
n=1 m=1i=m Jit+Fim=t
o0 n n—m
= boo+ Y |bwot DD bem > gy - Qg | (8= t0)"
n=1 m=1 k=0 Jjittjm=n—k
Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin vyrazu ¢ — ty nyni dostaneme
a1 = boo, (2.10)
1 n o n—m
a1 = = | boo + | Z aj, - aj, bm |, n=1,2,3,.... (2.11)
m=1 k=0 ji++jm=n—k
Vidime, Ze koeficienty aj, as, as, ... formélni fady (2.8) lze pomoci tohoto rekurentniho vztahu

jednoznacné vypocitat.
Pokud mocninna fada (2.8) ziskana timto zpisobem konverguje na néjakém (symetrickém)
okoli bodu tg, pak jeji soucet je FeSenim pocatecni tlohy (2.1). Vysledek opét shrneme:

Tvrzeni 4. Je-li prava strana rovnice v (2.1) v okoli po¢atecniho bodu (tg,&) analytickou
funkei tvaru (2.7) a polomér konvergence mocninné fady (2.8), jejiz koeficienty jsou dany
vyrazy (2.9), (2.10) a (2.11), je nenulovy, pak soucet této fady je na oboru konvergence feenim
pocatecni ulohy (2.1).
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Jesté poznamenejme, Ze analytickd funkce f ma v bodé (tp,&) konecné vSechny parcialni
derivace. Zejména méa na kazdém uzavieném okoli tohoto bodu ohrani¢enou parcialni derivaci
podle proménné z. Z toho podle 2.1.2 plyne, ze dana tloha ma jediné feSeni.

Pri hledani analytického FeSeni pocatecni tlohy vétsinou dosadime formalni tvar FeSeni do
rovnice a pak porovname koeficienty; neni pot¥eba si pamatovat a pouZivat formuli (2.11).
Soucet prvnich k ¢lenu rady, vypocitanych timto postupem, lze pro ,dostatecné velké* k
povazovat za priblizné feSeni pocatecni tlohy.

Priklad: Uvazujme opét pocatecni ulohu (2.3). Jeji feSeni budeme hledat ve tvaru mocninné
rfady

x(t) = iant". (2.12)
n=0

Z pocateéni podminky plyne 0 = z(0) = ag, takze

o0 o0
2 (t) = Z nant" ' = ay + 2ast + Z(n + Day41t",

n=1 n=2

0 2 o) n—1
n=1 n=2 \ j=1
Porovnanim koeficientu dostaneme
1 n—1
ay = 0, ag = 1, Ap41 = n——i—l ;ajan_j

7 tohoto vyjadreni tplnou indukci snadno ukazeme, Ze vSechny koeficienty a, jsou nejvyse
rovny 1. To znamend, Ze polomér konvergence fady (2.12) je alespon 1.
Koeficienty rady mtizeme postupné pocitat:

ag=0, ag =0, a1z =0,

a; =0, a1 =0, a9 =0,

az=1, a1 = s, 20 = 5936000
az=%-0-0=0, ajp =0, az =0,

a4:%(0 1+1-0)=0, a13 =0, agz =0,
as=1(0-0+1-140-0) =1, ay ==, (93 = T3 500555
ag=2%(0-040-1+1-0+0-0) =0, a1 =0, az =0,
ar=1(1-0+0-1+0-0+1-040-23)=0, a16=0, ags =0,
ags=2(0-0+%-140-040-0+1-£+0-0) =355, | a17= 5005, | 026 = Tommson000
atd.

Porovnanim s vysledkem piikladu v 2.1.2 vidime, ze fada vyjadiujici feSeni pocatecni tlohy
se az do ¢lenu u sedmé mocniny nezavisle proménné t shoduje s polynomem, ktery je ¢tvrtym
¢lenem Picardovy posloupnosti konvergujici k feseni této tlohy. |
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2.2 Existence a jednoznacnost feSeni systému ODR

V tomto oddilu se budeme zabyvat pocatecni alohou (1.23), (1.24) pro vektorovou diferencialni
rovnici.

Lemma 1. Bud funkce f spojitd na G C R"\. Funkce x = x(t) je fesenim ulohy (1.23),
(1.24) na intervalu J prdave tehdy, kdyz pro kaZdé t € J je (t,a:(t) €eGa

x(t) = :co—l—/f(s,a:(s))ds. (2.13)

Diikaz:
»= Necht & = x(t) je fesenim tlohy (1.23), (1.24) na J. Pak

d
&w(s) = f(s,z(s))

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich od tg do t dostaneme:

(5] ey = @(t) — m(ty) = / £ (s,2(s))ds

a vzhledem k (1.24) funkce @ = x(t) spliuje (2.13).

to
»<=" Necht funkce @ = x(t) splituje (2.13). Pak @(tg) = @o + [ f(s,%(s))ds = xo, tedy je
to

splnéna podminka (1.24). Derivovanim (2.13) podle ¢ dostaneme (1.23). O

Necht C(J) je mnozina (vektorovych) funkci @ = x(t) diferencovatelnych na uzavieném
intervalu J takovych, ze x(ty) = xo. Na této mnoziné zavedeme metriku

o(x,y) = max{|z(t) —y(t)| : t € J}

(metrika stejnomérné konvergence). Prostor (Cl(J),Q) je uplny (sr. Z. DOSLA, O. Do-
SLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iv a II1.1.3.6.i). Dale definujme zobrazeni
F:CY(J) — CY(J) predpisem:

F(x)(t) = a:o—l—/f(s,a:(s))ds. (2.14)

Regenf tlohy (1.23), (1.24), tedy funkce, ktera spliiuje integralni rovnici (2.13), je ziejmé pev-
nym bodem zobrazeni F'.
Podaii-li se tedy ukazat, ze F' je kontrakce uplného metrického prostoru (C L, Q), z Bana-
chovy véty vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy zZe existuje jediné
diferencovatelné feseni ulohy (1.23), (1.24) (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU,
Brno 1996, IV.2. a V.1.).
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Véta 1 (Picard (1856-1941)-Lindelof (1870-1946)). Budte a,b € R, a,b > 0, tg € R, g € R™.
Oznacme

J=[to,to+a], D={xecR": |z —=zo| <0}, (2.15)

m = max{||f(t,x)| : (t,z) € Jx D}, &=min {a%}

Necht funkee f : JJ x D — R™ je spojitd a Lipschitzovskd vzhledem k x (tj. existuje L € R tak,
ze plati || f(t,x) — f(t,y)| < L|x — y|| pro vSechna t € J, &,y € D).

Pak existuje prdavé jedno tesent pocdtecniho problému (1.23), (1.24) definované na intervalu

J = [to, to + 9]. Toto Fesent je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkei {x,(t)}>2, kterd

je rekurentné definovdna rovnostmi

t t

x1(t) = xo +/f(s,:1:0)ds, Tpi1(t) = xo + /f(s,a:k(s))ds, k=1,2,3,...

to to

Diikaz: Je-li funkce @ diferencovatelné, pak je spojita (sr. V. NOVAK: Diferencidlni pocet v R.
MU, Brno 1997, kap. V, véta 1.2). Proto je funkce y(t) = F(x)(t) diferencovatelna a pro jeji
derivaci plati y'(t) = f(t,:c(t)) (sr. V. NoOVAK: Integrdlni pocet v R. MU, Brno 2001, 2.4,
véta 4.2). To znamena, 7e zobrazeni F definované vztahem (2.14) zobrazuje mnozinu C*(.J)
do sebe. Bud K > L. Na C!(J) zavedeme metriku o* vztahem

0" (@,y) = max {o " () — y (1)) 1€ T}
Tato metrika je na C1(J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence o, nebot

e Mo(z,y) < o (,y) < o(z,y).

Prostor (C’l(J), Q*) je tedy tuplny.

Polozme P = {x € C'(J) : (Vt € J) |z(t) — zol| < b}. Ponévadz P je uzaviena podmno-
zina mnoziny C1(.J), je prostor (P, o*) uplny (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory.
MU, Brno 1996, I11.1.3.3). Zobrazeni F' zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro kazdou funkci
x € P plati

t

HF(:L')(t) —ar:OH = /f(s,x(s))ds < /Hf(s,ac(s))Hds <(t—to)m <dm <b.

to
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Ukazeme, 7e F je kontrakei prostoru (P, o*): Pro kazdé t € J plati
o (F(@), F(y)) = max{e X0 |P(2)(t) — Fy)(®)] + te} =
¢ ¢
= max{e K(t=to) /f(S,w(S))dS—/f(S,y(S))dS teJ, <
to to
¢
< max {eK(ttO) / [ f(s:2(s)) = f(s,9(s))|ds : te Ty <
to
t
< max{eK(tto)/Lac( )—y(s)|ds : teJy =
to
¢
= max {L/eK(ts)eK(StO) [z(s) —y(s)|ds : teJp <
to
t
< max{L/eK(tS)g*(a},y)ds ctedy =

IN

=

o)

5
—

Ponévadz L < K, je < 1, coz znamena, ze F je kontrakce. O

K
Pozndmka 1. Posloupnost funkci zavedena ve vété 1 se nazyva Picardova posloupnost postup-
nyjch aproximaci.

Pozndmka 2. Analogické tvrzeni plati, nahradime-li ve vété 1 interval J = [to, to+a] intervalem
[to — a,to] nebo intervalem [ty — a,to + a].

Poznamka 3. Ma-1i funkce

fl(t,xl,mg, . ,xn)
f2(taxlax2a cee ,fEn)
ft,x) = .
fn(taxlax% s ’xn)
ohranic¢ené parcialni derivace vSech slozek podle kazdé z proménnych x1, xo, .. ., £, na mnoziné

J x D (zavedené rovnosti (2.15)), pak jsou predpoklady Picardovy-Lindeléfovy véty splnény.
Diikaz: Mnozina J x D jakozto uzaviena a ohrani¢ena podmnozina prostoru R™*! je kom-
paktni (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, I111.3.3.16). Z ohranice-
nosti parcialnich derivaci funkce f plyne existence ¢isla
afi(t,x)

M:max{izi:1,2,...,n,j:1,2,...,n, (t,a:)ejxD}.
aﬁﬂj
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Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych (sr. Z. DOSLA, O. DoOSLY: Di-
ferencidalni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 3.4) pro vSechna t € Jax =
(1,22, ..., 2n), Yy = (Y1,Y2,.--,Yn) € D existuji &isla & lezici mezi z a yg, k = 1,2,...,n
takova, ze

|£(tz) - F(ty)| = Zlfz t.x) — filt.y)| =

ofi
— Z 8 (t $1,$2a---a$k—1,5kayk+1a---,yn)($k—yk) S
i=1 |k=1
< ZZ 9k (t 2z, @2, W1, &k Yt 1o -+ Yn) | |2 =yl <
< Dy <
i=1 k=1
n n n
< Y M-yl = Y Mlz—y| = nM|z—-y|,
i=1 k=1 i=1
takze funkce f je vzhledem k @ Lipschitzovska s konstantou nM . O
Dausledek 1. Md-li (vektorovd) funkce
fl(t,xl,mg, . ,xn)
f2(taxlax2a cee ,fEn)
ft,x) = .
fn(taxlax% s ’xn)
ohranicené parcidlni derivace vsech sloZek podle kazZdé z promeénnijch x1,xo,...,T, v jJistém
okoli bodu (to, o), pak pocdtecni problém (1.23), (1.24) md v okoli ty jediné Tesend.
Dausledek 2. Md-li (skaldrni) funkce f(t,z1,x2,...,x,) ohranicené parcidlni derivace podle
kazdé z promeénnych x1,x2, ..., T, v jistém okoli bodu (to, o, o1, %02, - - -, Ton), Pak pocdtecni

problém (1.25), (1.27) md v okoli ty jediné FeSend.

Na zaveér kapitoly jesté zformulujeme vétu o existenci feSeni pocatecéni tlohy:
Véta 2 (Peano 1890). Budte a,b € R, a,b >0, tg € R, £° € R". Oznacme

J= [to,to +a], D={xecR": H:I:—acOH < b},

~ . b
m = max{|f(¢t,z)| : (t,z) € J x D}, §=min {(Z,E}.

Necht funkce f : Jx D — R" je spojitd. Pak existuje alespori jedno vesent pocdtecniho problému
(1.23), (1.24) definované na intervalu J = [to,to + 9].

Diikaz: Viz J. KALAs, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 67-70. [J
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2.3 Globalni vlastnosti reseni systému ODR

Véta 3 (o existenci uplného feseni). Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnoziné
G C R" . Je-li @ = x(t) Tesent rovnice (1.23), pak je toto veSeni bud 1iplné, nebo existuje
uplné FeSeni y = y(t), které je prodlouzenim teseni x.

Diikaz: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 73-76. Dikaz
vyuziva véty 2. ]

Definice 8. Bud G C R"t!, Rekneme, ze funkce f : G — R” je lokdIné lipschitzovskd v G
vzhledem k x, jestlize ke kazdému (7,a) € G existuje okoli Orq C G a ¢islo L, 4 € R tak, ze
pro viechna (£, ), (t.y) € Orq platt |£(t@) — £(L9)| < Lra |z —y.

Véta 4 (o globalni jednozna¢nosti). Necht funkce f : G — R™ je spojitd a lokdlné lipschit-
zovskd v G vzhledem k x a necht funkce * = x(t), y = y(t) jsou dvé Teseni rovnice (1.23).
Jestlize existuje to takové, Ze x(ty) = y(to), pak x(t) = y(t) pro vsechna t, v nichZ jsou FeSent
x, y definovdna.

Drikaz: Pripustme, Ze existuje b > to takoveé, ze x(b) # y(b). Oznac¢me ¢ = inf{t : x(t) # y(t)}.
Funkce x, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).

Ukazeme, ze z(c) = y(c):

Pripustme, ze x(c) # y(c). Polozme € = |z(c) — y(c)|. Pak € > 0

K Z > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé t € (c—d,¢) je |y(t) — y(o)|| < i alx(t) —x(c)| < i
Ponévadz pro t € (¢ — d,¢) je z(t) = y(t), plati pro t € (c — J, ¢) nerovnost

€ € ¢
e =[z(c) —y(c)l = lz(c) —2(t) + y(t) — y(c)| < |z(c) —2(O)[+]y(t) —y(o)| < ;+7 =3,
coz je spor, nebot € > 0, a tedy x(c) = y(c).
Podle véty 1 nyni existuje o takové, Ze pro t € [c,c + o] je (t) = y(t), coZ je spor.
Analogicky vylou¢ime moznost existence b < to takového, ze x(b) # y(b). O

Definice 9. Bud = = «(t) uplné FeSeni rovnice (1.23) definované na intervalu (S,7), kde
—00< S <T < o0.
Rekneme, 7e £ € R" je

w-limitni bod Teseni x, jestlize existuje posloupnost {t;}7°, takové, ze t;, < T pro vSechna
keN, lim t, =T a lim z(t;) = &,
k—o0 k—o0
a-limitni bod Teseni x, jestlize existuje posloupnost {t;}7°, takova, ze t;, > S pro vsechna
keN, lim t, =S a lim x(tx) = &;
k—00 k—00
limitnd bod TeSeni x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.

Mnozina v8ech w-limitnich bodi FeSeni « se nazyva w-limitni mnozina feSeni x, mnozina vsech
a-limitnich bodi feSeni x se nazyva a-limitni mnozina esSeni , mnozina vsech limitnich bodu
FeSeni x se nazyva limitni mnozZina 7eSeni x.
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Priklady:

1. x = e je tplné Fedeni rovnice 2’ = ax definované na intervalu (—oc,cc). Je-li a > 0,
pak 0 je a-limitnim bodem tohoto feSeni a w-limitni body toto feseni nemé. Je-li a < 0,
pak 0 je w-limitnim bodem tohoto Feseni a a-limitni body toto feSeni nema. Je-li a = 0,
pak 1 je a- i w-limitnim bodem tohoto feseni.

1
2. x = sin n je uplné feSeni rovnice x’ = —t—2\/1 — 22 definované na intervalu (—oc,0).

Interval [—1,1] je w-limitni mnoZinou tohoto FeSeni.

Y
p __J
tgt\ . . 52
3. () = (O°® je uplné feSeni soustavy rovnic ) = COS"t | jefinované na
Y sintgt Y L
o cos?t
intervalu (—5, 5) Limitnf mnozina tohoto fefenf je {(z,y) € R?: 22 +y?> =1}. N

Véta 5. Necht funkce f : G — R" je spojitd na oteviené mnoziné G C R"! a @ = x(t) je
uplné Tesent rovnice (1.23) definované na intervalu (S,T'). Pak plati:

T = oo nebo tlir%l |z(t)| = oo nebo kazdy w-limitni bod Tesent x lezi na hranici G.
ST
S = —o0 nebo tlir§1+ z(t)| = oo nebo kazdy a-limitni bod TeSeni x lezi na hranici G.
—

Diikaz: Bud @ = x(t) uplné FeSeni rovnice (1.23) definované na intervalu (5,7, T' < oo a
bud £ jeho w-limitni bod. Kdyby (7', £) € G, pak by existovalo okoli O7 ¢ bodu (T, §) takové,
ze Or¢ C G, nebot G je oteviena. Podle véty 2 by existovalo TeSeni y = y(t) rovnice (1.23)
s poc¢ate¢ni podminkou y(7T') = £ definované na [T, T+ 4], kde d je vhodné (malé) ¢islo. Funkce

z:z(t):{m(t)’ S<t<T
y(t), T+

by byla FeSenim rovnice (1.23), které by bylo prodlouZzenim feeni x, coz by byl spor s uplnosti
IeSeni .
Pro a-limitni bod se diikaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty“ véty 2. [

Disledek 3. Necht J = [tg,00), D ={x € R": |z| < a}, kde tg € R a 0 < a < 00 a necht
vektorovd funkce f . J x D — R"™ je spojitd. Pokud existuje spojitd funkce g : J — R takowvd,
Ze uplné feseni x = x(t) rovnice (1.23) definované na (S,T) spliiuje pro kazdé t € [to,T)
podminku |z(t)| < g(t) < a, pak T = oco.

Disledek 4. Necht J = [tg,00) a funkce f:J x R™ — R"™ je spojitd. JestliZe existuje m € R
takové, zZe pro kazdé (t,x) € J x R™ — R" plati | f(t, )| < m, pak kazZdé iplné FeSeni rovnice
(1.23) je definovdno pro vSechna t > tg.

Diikaz: Bud @ = x(t) uplné feseni rovnice (1.23). Podle lemma 1 je

t

x(t) = x(to) +/f(s,ac(s))ds.

to
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Pro kazdé ¢, pro néz je x(t) definovano, plati
t t
lo(t)] = |e(to) + / Fls,a(s)ds| < Jalto)] + / 1#(s, ()l ds < Jato)] +mit —to).
to to

Tvrzeni tedy plyne z disledku 3, polozime-li g(t) = |z (to)| + m(t — to). O

Toto tvrzeni umoziuje rozhodnout, zda lze kazdé feSeni rovnice (1.23) prodlouzit do ne-
konecna, aniz bychom toto feSeni znali.

Véta 6. Bud Q C R ! oteviend mnoZina a necht pro kazdé k = 1,2, ... je vektorovd funkce
T : Q= R"™ spojitd a (tg, &) € Q. Oznacme xp, = xk(t) Uplné Fesent pocéatecniho problému

' = fi(t, ), x(ty) = Ek.

Jestlize posloupnost funkci { fi}r—, konverguje k funkci foo : & — R™ stejnomérné na kazdé
kompaktni podmnozine K C §, posloupnost bodi {(t,&k)}rey konverguje k bodu (teo,€oo) a
pocdtecni uloha

' = foolt, @), Z(too) = €co
md jediné uplné teseni oo = Too(t) definované na intervalu J, pak posloupnost funkci
{r}re, konverguje k funkci xoo stejnomeérné na kazdém intervalu [a,b] C J.

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 80-82. [

Piiklad (Matematické kyvadlo):

Fyzikalnimi tvahami uvedenymi od str. 8 jsme odvodili model pohybu matematického kyvadla
ve tvaru oby¢ejné rovnice druhého Fadu (18). Tuto rovnici budeme uvazovat s pocatednimi
podminkami

(0) = ¢o, ¢'(0) =0.
Ulohu o pohybu matematického kyvadla muzeme podle 1.3 piepsat jako poc¢ateéni tilohu pro
systém dvou rovnic prvniho fadu

@' =1,
W==Fsing,  @(0) = po, $(0) =0.

Tuto pocatecni tlohu neumime vyfesit explicitné. Funkci sinus v8ak muzeme vyjadfit jako
stejnomérné konvergentni Maclaurinovu fadu

o0 T
3 _ (2
sin p = El(—l) i
1=

(2.16)

Oznacme nyni © = (i) Pro k = 1,2,... zavedeme vektorové funkce fi a body (t,&k)

nésledujicimi formulemi

(4

fet.x) = fr(e.v) = g & R b =0, & = (S%O) .
L aT e
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0.2

0.0
-0.1

Obrazek 2.2: ReSeni loh (2.18) pro k € {1,2,3} a Feeni alohy (2.16), tj. ulohy (2.18) pro
k = co. Pocatecni podminky jsou ¢y = 557 (nahofe) a ¢ = 7 (dole).

Funkce fx a body (41, &) spliwji pfedpoklady véty 6 s Q = R3. Uloha

¥ = foolt, @),  (0) = 2(ta) = €oo = (%0> (2.17)
je totozna s ulohou (2.16). Ponévadz vSechny parcialni derivace
o)y _ 0w _, o)y _0v _
O gp 7 OW oy
g . g .
o)y _O(0me) g otrm), 2(ne)
dp D r ’ oY oY

jsou ohrani¢ené, je podle poznamky 3 uloha (2.17) jednozna¢né feSitelna. To znamena, Ze
feSeni ulohy (2.16) je stejnomérnou limitou feSeni tloh

¢ =1,
k 2i—1 (2.18)
1

W = _% Z(_l)iﬂh, ©(0) = o, ¥(0) = 0.

Na obrazku 2.2 je prvni slozka feSeni (vychylka kyvadla ¢) nékolika téchto tloh; nahote pro
pocatecni hodnotu ¢y = %7‘(‘, dole pro g = %7‘1’. Vidime, Ze v piipadé malé pocateéni vychylky
jiz prvni ¢len posloupnosti dostatetné piesné aproximuje feSeni tilohy (2.16). V pripadé velké
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pocatecni vychylky, dokonce maximélni mozné, je feseni tlohy (2.16) na uvazovaném intervalu
proménné ¢ dostateéné presné aproximovano tietim ¢lenem posloupnosti feSeni uloh (2.18).
Malé kmity matematického kyvadla Ize tedy modelovat systémem rovnic

g
SDI = T,Z), TIZ), = _;Qpa

ktery je ekvivalentni s rovnici druhého fadu ¢” + g(p =0. [ |
r

Véta 7 (o spojité zavislosti feSeni na pocatecnich podminkach a parametrech). Bud Q0 ote-
viend mnoZina v R o necht spojitd vektorovd funkce g : Q — R™ je takovd, Ze pro
vSechna 7 € R, € € R™, X € R™ spliiugici podminku (1,€, ) € Q, md pocdtecni problém

o = gtz N), =z(r) = ¢
prdvé jedno iplné FeSeni x = x(t) = x(t;7,&,X). Pak toto FeSent, chapané jako zobrazeni
Rl—i—l—i—n-‘,—m S R?
je spojité.
Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 82-83. [

Tato véta Fiké, Ze zméni-li se malo funkce f v rovnici (1.23) a mélo se zméni pocéate¢ni
podminka (1.24), pak se FeSeni nového — zménéného — problému ligi na koneném intervalu
maélo od feSeni puvodniho problému.

2.4 Odhady teSeni

Definice 10. Reseni z* = z*(t) tlohy (1.1), (1.3) se nazyva mazimdlni Feseni, jestlize pro
kazdé Teseni x = x(t) této ulohy plati z(t) < z*(t) pro vSechna ¢, v nichZ jsou obé FeSeni
definovana.

ReSeni z, = x,(t) alohy (1.1), (1.3) se nazyva minimdlni Fefen, jestlize pro kazdé FeSeni
x = z(t) této ulohy plati z,(t) < x(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé feSeni definovana.

Priklad

Uvazujme pocétecni tlohu

o =3Va2,  z(0)=0. (2.19)

Pfimym vypoctem ovéiime, ze kterdkoliv z funkei

x(t) =0, m(t)z{o’ P = {“*a)?” t<—a,
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zr(t) a(t) 25

Obrazek 2.3: a) Maximalni a minimalni feSeni pocatecni ulohy (2.19). b) Odhady feSeni z =
x(t) tlohy (2.20) s hodnotami ¢y = xg = 0.

kde a, b jsou nezaporné konstanty, je jejim tplnym FeSenim. Minimalni a maximalni reSeni
tlohy (2.19) tedy jsou funkce

3, t<0, . 0, t<0,
x4 (t) = { x*(t) = {

0, t>0, 3, t>0;
fedeni je zndzornéno na obrazku 2.3 a). u

Vé&ta 8 (srovnavaci). Nechtto € R, 0 < a < o0, J = [tg,0), G = {(t,z) € R"T!: t ¢
J,|x| < a}. Necht ddle f : G — R™ je spojitd funkce a g : J x [0,a) — [0,00) je spojitd funkce
takovd, ze |f(t,x)|| < g (t, |x|) pro (t,x) € G. Bud ug > ||xo|| a u* = u*(t) mazimdlni Fesent
ulohy
u = g(t,u), u(to) = ug
na intervalu J.
Pak kazdé uplné Fesent ilohy (1.23), (1.24) je definovdno pro viechna t € J a plati

le(t)] <w'(t) prote.

Diikaz: Viz. J. KALAs, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 91. [

Priklad
Najdeme odhad feseni poc¢ateéniho problému

t+x
/
T =—7, x(tg) =« 2.20
L ) = (220)
na intervalu [tg, 00).
Pravou stranu rovnice muzeme chapat jako funkci jedné proménné x s jednim parametrem
t. Standardnimi metodami diferencidlniho po¢tu najdeme globalni maximum a minimum této
funkce; konkrétné, pro kazdé ¢t € R plati

t—Vﬁ+1<<t+m <t+ 241
2 — 1422 2 ’
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t+x
1+ 22

Odtud plyne ze

<1 (t +Vit2 + 1) . Pocatecni tloha
ol +Vt2+1

5 u(to) = |zo] -

Na pravé strané této rovnice je derivace funkce u, na jeji levé strané je funkce jedné proménné.
Jediné Teseni tlohy je tedy déno integralem

1 t+VE2+1
u(t) = |wo| + = [ 2+ V12 +1 —t2 —toy /13 + 1 +ln%
4 to+ /12 +1

a podle srovnavaci véty 8 plati |z(¢)| < u(t) pro vSechna ¢ > t.
Reseni tlohy (2.20) pro tg > 0 lze odhadnout i jinym zptusobem. V takovém piipadé totiz
plati

t t
—’ + 2| < + || <t+ x|

t+x
Co1l4 22 T 1422~

1422

Jediné Teseni pocatecni tlohy

v = v+t v(to) = |0l
pro linearni rovnici je podle (1.22) rovno
’U(t) = (|,I0| —|— to + 1)et_t0 —t—-1

a podle srovnavaci véty 8 plati |z(¢)| < v(t) pro v8echna t >ty > 0.
Poznamenejme jesté, Ze nelze tici, ze by néktery z uvedenych odhadt u, v feSeni tlohy
(2.20) byl lepsi nez druhy. Situace je znézornéna na obrazku 2.3 b). |

Disledek 5. Necht symboly to, a, J, G maji stejny vyznam jako ve vété 8. Necht funkce
f: G —R" je spojitda a necht existuje spojitd funkce ¢ : J — [0,00) takovd, Ze

If ()| < o) 2] pro (t,z) € G.
Pak pro kazZdé xg € R™ takové, Ze
t
[zol eXp/gp(T)dT < a pro vSechna t € J,
to
jsou uplnd Fesent ilohy (1.23), (1.24) definovdina na celém intervalu J a plati

t

(b)) < ol exp / o(r)dr prote J.
to

Diikaz plyne z véty 8 volbou g(t,u) = ¢(t)u, ug = |xo-
Jediné tplné (tedy maximaln{) feSeni tlohy u' = p(t)u, u(ty) = up je podle (1.22)

t
u(t) = ug exp/gp(T)dT. 0
to



Kapitola 3

Linearni rovnice a systémy

3.1 Linearni rovnice
Obycejnd linedrni diferencidlni rovnice proniho Tddu je tvaru
' = a(t)z + b(t). (3.1)

O funkcich a, b budeme pfedpokladat, Zze jsou spojité na intervalu J C R. Pak pro vSechna
to € J, o € R ma rovnice (3.1) s po¢ate¢ni podminkou

.%'(to) = X0 (3'2)

jediné feSeni; to plyne z poznamky 3 za vétou 1, nebot

0
= (alt)e +b(t)) = a(t

a funkce a nabyva v okoli bodu ty pouze konec¢nych hodnot, nebot je spojita.

Linearni rovnice (3.1) se nazyva homogenni, pokud b = 0; v opa¢ném piipadé se nazyva
nehomogenni.
Homogenni rovnici
7 =a(t)z (3.3)

muzeme formalné prepsat pomoci diferenciala ve tvaru
1
—dz — a(t)dt =0,
T

tj. jako rovnici rovnici se separovanymi proménnymi, viz str. 21. Jeji feSeni s pocatecni pod-
minkou (3.2) je proto implicitné dano rovnosti

T t t
x/% —/a(s)ds:O, tj. ln% = /a(s)ds.

Odtud dostaneme FeSeni pocatecni tlohy (3.3), (3.2) ve tvaru
t

J a(s)ds
x(t) = xpe'o . (3.4)

o3
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Jinak feceno, libovolné feseni homogenni rovnice (3.3) je nasobkem funkce y definované vzta-

hem
t

J a(s)ds
y(t) = e'o . (3.5)

Jesté jinak muzeme také Tici, Ze mnozina vSech TeSeni linedrni homogenni rovnice tvoii jedno-
dimenzionalni vektorovy prostor nad polem realnych ¢isel a funkce y je bazi tohoto prostoru.
Toto pozorovani nas opraviuje funkci y nazvat fundamentdlnim Fesenim linedrni homogenni
rovnice (3.3). Tato funkce je FeSenim linearni homogenni rovnice (3.3), je to pfirozené expo-
nencidlni funkce s integralem zévislym na horni mezi v exponentu. To znamend, Ze plati

y'(t) = a(t)y(t), y(t) >0 prokazdé t € J, t # 1 a y(ty) =1. (3.6)

Obratme nyni pozornost k nehomogenni linearni rovnici (3.1). Linearni homogenni rov-
nici (3.3) nazveme prFidruZenou k nehomogenni rovnici (3.1). Jeji feSeni najdeme nésledujici
avahou.

Nehomogenitu b v rovnici (3.1) mtzeme chapat jako n&jaky pridany vliv, ktery v kazdém
okamziku ,,modifikuje“ nebo ,deformuje* feSeni ,neporusené” pridruzené homogenni rovnice.
Budeme predpokladat, ze tento vliv nehomogenity se k ,.¢istému* feSeni (3.4) pri¢ita. Trochu
presnéji FeCeno, FeSeni pocatecni tlohy (3.1), (3.2) budeme hledat ve tvaru

2(t) = woy(t) + (1), (3.7)

kde Z je zatim neznama funkce definovana na intervalu J.

Pokud
T(tg) =0 a T'(t) =a(t)z(t) +b(t), (3.8)

pak funkce = dana rovnosti (3.7) je skutecné fesenim pocate¢ni tlohy (3.1), (3.2); podle (3.6)
totiz plati

@'(t) = woy'(t) + &' (t) = zoa(t)y(t) + a(t)(t) + b(t) = a(t) (zoy(t) + Z(t)) + b(t),

.%'(to) = xoy(to) + .f'(to) = xq.

Nyni muZeme ¥ici pFesnéji, Ze FeSeni nehomogenni rovnice (3.1) s po¢ateéni podminkou (3.2)
hleddme ve tvaru souc¢tu feseni pfidruzené homogenni rovnice s ptivodn{ poc¢ateéni podminkou
(3.2) a feSeni & nehomogenni rovnice s nulovou pocéateéni podminkou. Funkce Z tedy vyjadiuje
,kumulované vlivy ptsobeni nehomogenity b od pocéatec¢niho okamziku tg. To napovida, Ze

funkce T by mohla byt tvaru
t

z(t) = /w(t, s)ds, (3.9)

to

kde w je zatim nezndma funkce dvou proménnych, ktera je ve druhé proménné integrovatelné.

Provedena uvaha je zndma jako Duhameliv princip: Regenf nehomogenni rovnice hleddame
jako soucet TeSeni pridruzené homogenni rovnice a feSeni nehomogenni rovnice s nulovou po-
¢atecni podminkou. Regenf nehomogenni rovnice potom hledame ve tvaru integralu od ¢y do
t z funkce zéavislé na parametru ¢.
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O integrované funkci w budeme nyni predpokléddat, Zze v je prvni proménné diferenco-
vatelna. Derivovanim integralu na pravé strané rovnosti (3.9) podle parametru ¢ dostaneme

derivaci funkce T ve tvaru
t

() = w(t,t) + / %w(t, s)ds.

Dosazenim tohoto vyjadfeni do druhé podminky (3.8) dostaneme po snadné apravé

[ P—

to

Tato rovnost je slnéna zejména tehdy, kdyZz na obou jejich stranéch jsou nuly; k tomu staci,
aby funkce w méla vlastnosti

0

Ew(ta 5) = a(t)w(ta 5)5 ZU(S, 5) = b(S)

pro v8echna s € J. Proménnou s ve funkci w nyni miazeme chépat jako parametr a na pied-
chozi podminky se divat jako na po¢ate¢ni tlohu pro funkei w(-,s). Jednéa se pak o linearni
homogenni rovnici, takze jeji FeSeni je podle (3.4) tvaru

t

w(t,s) = b(s)esf a(a)da.

Toto vyjadieni dosadime do (3.9) a dostaneme funkci & ve tvaru

to

tato funkce spliuje obé podminky (3.8). Dosazenim do rovnosti (3.7) dostaneme feSeni po¢a-
tecni ulohy (3.1), (3.2) vyjadrené formuli

t t

[ a(s)ds Ja(o)do
x(t) = xpe' +/b(s)es ds. (3.10)

to

Tato funkce byla zkonstruovana tak, aby Fesila poc¢atecni tlohu (3.1), (3.2). Jiz vime, Ze toto
feSeni je jediné. (Mimochodem, rovnost (3.10) je totozna s rovnosti (1.22), ktera byla odvozena
pomoci integracniho faktoru.) Ovérili jsme tak, Ze pro libovolné feSeni rovnice (3.1) skutecné
plati rovnost (3.7). To znamen4, Ze mnozina feSeni nehomogenni linearni rovnice tvoii afinni
prostor, jehoZ zaméfeni je (vektorovy) prostor feSeni pfidruzené homogenni rovnice.

S vyuzitim fundamentéalniho feSeni y pfidruZzené homogenni rovnice daného formuli (3.5)
miiZeme FeSeni poc¢atecni ulohy (3.1), (3.2) pro nehomogenni rovnici zapsat v nékterém z kom-
paktnéjsich tvaru

oft) = zopt) + [ Z3ne)ts = |0+ [ 25545 | ),

to to
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nebot )
[a(e)do [ alo)do— [ a(o)do
0

e = 0 = y(t)y(s)~".

Dale zavedeme Cauchyovu funkci ¢ : J x J — R rovnice (3.3) predpisem

fta(a)da
c(t,s) = y(t)y(s) "' = et :

Pak pro kazdé s € J je funkce ¢( -, s) FeSenim homogenni rovnice (3.3) s po¢atecni podminkou
z(s) = 1. Pomoci Cauchyovy funkce muzeme feSeni pocate¢ni tlohy (3.1), (3.2) zapsat ve

tvaru
t

x(t) = zoe(t, to) + /c(t, s)b(s)ds.

to

Jesté poznamenejme, Ze pocateéni hodnota zp v podmince (3.2) byla libovolna, proto
miiZzeme prvni s¢itanec na pravé strané rovnosti (3.7) povazovat za obecné FeSeni linearni
homogenni rovnice (3.3). Obecné feSeni linearni nehomogenni rovnice jsme tedy vyjadiili jako
soucet obecného FeSeni pridruzené homogenni rovnice a partikuldrniho reSeni dané rovnice s
nulovou pocatecni podminkou. Tento vysledek lze mirné zobecnit:

Tvrzeni 5. Obecné feSeni nehomogenni linearni rovnice (3.1) je sou¢tem obecného FeSeni
pridruzené linearni homogenni rovnice a né&jakého partikularntho feseni nehomogenni rovnice.
Linearni rovnice nemé singularni ani zvlastni feSeni.

Diikaz: Necht i = C'y je obecné TeSeni pridruzené homogenni rovnice (3.3); pfitom y je fun-
damentalni feSeni definované vztahem (3.5). Bud =y né&jaké partikularni feSeni nehomogenni
rovnice (3.1). Pak s vyuZzitim vztahu (3.6) plati

(zrr +xn)'(t) = 2 (t) + 2y (t) = Calt)y(t) + a(t)zn (t) +b(t) = a(t) (Cy(t) + zn(t)) +b(t),

takze funkce xy + xn je FeSenim rovnice (3.1).
Budte nyni tg € J a o € R libovolné. Polozme C = zy — zn(tp). Pak

(mH + DUN)(to) = Cy(to) + DUN(tQ) = (xo — wN(to))y(to) + wN(to) = x9,

takze funkce xpg + zx spliuje také pocateéni podminku (3.2).
Zbytek tvrzeni plyne jednoznacnosti feSeni pocatecni tlohy pro linearni rovnici. O

3.1.1 Linearni rovnice s konstantnim koeficientem
Uvazujme linearni homogenni rovnici (3.3), v niz je funkce a konstantni, a = «, tedy rovnici
¥ = ax. (3.11)
¢ ¢
V tomto pripadé je [a(s)ds = [ads = a(t — ty), takze fundamentalni feSeni (3.5) rovnice
to o

(3.11) je
y(t) = et=t0), (3.12)
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Obrézek 3.1: Typicky prubéh linearni nehomogenni rovnice s konstantnim koeficientem (3.13)
pro rizné hodnoty koeficient .. Nehomogenita b je znazornéna teckované.

Plati tedy y = 1 pro a = 0; pro a > 0, resp. a < 0 je funkce y ryze rostouci, resp. klesajici, a
plati

oo, a >0,
Jim y(t) =41, a=0,
0, a<O.

Koeficient « tedy ur¢uje kvalitativni vlastnosti FeSeni rovnice (3.11): pro « kladné je kazdé
feSeni neohrani¢ené (monotonné roste do 0o, nebo monotonné klesa do —o0), pro a zaporné
kazdé feseni monotonné vymizi (jeho hodnota se piiblizi libovolné blizko k nule); v meznim
pripadé o = 0 je kazdé Teseni konstantni.

Tento vysledek muzeme zformulovat i jinak: Rovnice (3.11) ma vzdy nulové feSeni, tj.
konstantni FeSeni x = 0. Je-li @ < 0, pak kazdé FeSeni rovnice (3.11) se k nulovému feSeni
,priblizuje* a pokud zacina ,,blizko* nulového, v pribéhu ¢asu ,,blizko k nému* ztustava. Je-li
a = 0, pak kazdé feseni zac¢inajici ,,blizko” nulového ziistava v prubéhu casu ,,blizko“ ného.
Je-li @ > 0, pak TeSeni rovnice za¢inajici ,libovolné blizko* nulového se od ného za dostatecné
dlouhy ¢as vzdali. V pfipadé o < 0 proto fikadme, Ze nulové FeSeni rovnice (3.11) je stabilni,
v piipadé a > 0 fikdme, Ze nulové feSeni je nestabilni a v piipadé o < 0 mluvime o (globdlné)
asymptoticky stabilnim nulovém reSeni. Casto také mluvime o stabilité, asymptotické stabilité
nebo nestabilité linearni rovnice (3.11).

Resenf pocatecni tlohy pro linearni nehomogenni rovnici s konstantnim koeficientem
7 = ax + b(t) (3.13)

a pocatecni podminkou (3.2) je podle (3.10) dano formuli

t t
x(t) = xoea(tfto) + /b(s)ea(ts)ds = | zge 2 +/b(8)easds et
to

to

Typicky pribéh feseni rovnice (3.13) je znazornén na Obr. 3.1.
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Pokud je i nehomogenita b konstantni, b = 3 # 0, plati

t t I3
I (ext—to) _1q 0
e , @ ,
/b(s)ea(t—s)ds :/Beozt/e—asds —Ja ( ) 7&
to to 5(t - to), a = 0.

ReSeni rovnice

¥ =ar+p (3.14)

s pocatetni podminkou (3.2) je pro a # 0 dano nékterym z ekvivalentnich vyjadieni

« [0

2(#) = mpectt=t0) 4 5 (eott-10) —1) = (wo N ﬁ) calt—to) B
(6%

a pro o =0 je

z(t) = zo + B(t — to).

Vidime, Ze feSeni  tulohy (3.14), (3.2) mé pro « < 0 vlastnost

lim z(t) = _B

t—00 (6]

a pro a > 0 je feSeni neohrani¢ené (monotonné diverguje do +00 nebo —oo v zévislosti na
znaménku vyrazu azg + ).

Exkurs: Kauzalni funkce a konvoluce

Funkce definované na intervalu (—oo, o00) takové, Ze jejich hodnota je pro zaporné hodnoty nezavisle
proménné nulové, se nazyvaji kauzdlni. Tento nazev vyjadiuje predstavu, ze néjaki veli¢ina ,,vznikla
z néjaké pri¢iny” (latinsky causa) v po¢ateénim Case to = 0.

Podivejme se na feseni rovnice (3.13) v oboru kauzalnich funkci. To mizeme povazovat za FeSeni
dané rovnice na intervalu [0, 00), které je pro zaporné hodnoty argumentu definovano jako nulové.
Klademe tedy b(t) = 0 pro t < 0. Funkce y definovana vztahem

et t>0,
y(t) = { _

je fundamentalnim fesenim pfidruzené homogenni rovnice k rovnici (3.13). ReSeni rovnice (3.13) s po-
¢ate¢ni podminkou z(0) = z je dano formuli

z(t) = 20e® + [ b(s)e®™)ds = zoy(t) + [ b(s)y(t — s)ds.
/ 1

Posledni ¢len je hodnotou konvoluce funkei b a y v bodé ¢. ReSeni rovnice (3.13) v oboru kauzalnich
funkci tedy muzeme psét ve tvaru

T =x0y +bxy.
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3.1.2 Linearni rovnice s periodickym koeficientem

Necht f je w-periodicka funkce, tj. funkce definovana na intervalu (—oo, 00), pro niz existuje
konstanta w > 0 takova, ze f(t 4+ w) = f(t). Pro w-periodické funkce zavedeme oznaceni

F=- / f(s)ds
0

Snadno nahlédneme, Ze

pro libovolnou hodnotu t. Veli¢ina f predstavuje integralni priimér hodnot funkce f pies
interval délky periody.
Bud nyni ¢ libovolné kladné ¢islo a N nejvétsi celé ¢islo takové, ze Nw < t, tj. N = [t/w].

Pak
t—Nw

(f(s) = f)ds <wmax {f(t)— f: 0<t <w} < o0,
0

nebot na levé strané je integral ze spojité (a tedy ohrani¢ené) funkce na kone¢ném intervalu
délky nejvyse w. Déle plati

t (i+1)w t—Nw
S ECIE Z J e ds+/f( s | =4 (Nor+ [ s )| -
0 w 0
) t—Nw 1t—NW
—He-e-vanre [oseas) =rei [ (6 - s
0 0

Limitnim prechodem ¢ — oo odtud dostaneme

tlgrolot/f

Hodnota f tedy také vyjadiuje integralni pramér z funkce f pies neomezeny interval.

UvaZzujme linearni homogenni rovnici (3.3) s w-periodickou funkei a. Ozna¢me

—

(p(t) ol (a(s)—a)ds

Pak funkce ¢ je definované na celém intervalu (—oo, 00) a je zde spojita, je nezaporna a splije
podminku ¢(0) = 1. Ponévadz plati

tw ¢ tHow
/( / —ads+/((s)—a)ds:
0 0 t
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plati také

pt+w)=e?d =e = (1),

takze funkce ¢ je w-periodické.
Rovnici (3.3) uvazujme s pocateéni podminkou

z(0) = xo. (3.15)

Fundamentalni feseni (3.5) této ulohy je

a obecné Teseni tedy je
x(t) = zop(t)e™. (3.16)

Provedené tvahy mtzeme shrnout:

Tvrzeni 6. ReSeni rovnice (3.3) s w-periodickou funkei a a s podateéni podminkou (3.15) je
déno formuli (3.16), kde ¢ je kladnd, spojité, w-periodicka funkce takova, ze

¢'(t) = (alt) —a)e(t),  ©(0) =1

Vyjadieni (3.16) se nazyva Floquetova representace feSeni tlohy (3.3), (3.15) s periodickym
koeficientem a. MuZeme ji interpretovat jako multiplikativni rozklad FeSeni x = x(t) na trend
e a sezonni slozku o(t).

Jesté si promyslete, Ze nahrazeni obecné podminky (3.2) specialni podminkou (3.15) ne-

predstavuje pro rovnici (3.3) s periodickym koeficientem a Zadnou tjmu na obecnosti.

3.2 Systémy linearnich rovnic
Systém n obycejnyjch linedrnich diferencidlnich rovnic proniho Tddu je tvaru

1"1 = an(t).%'l + alg(t).%'z + ... + aln(t)xn + bl(t),
56/2 = a21(t)$1 + a22(t)x2 + ... + agn(t)xn + bg(t),

xh, = ap1(t)x1 + ana(t)xe + ... 4 ann(t)xn + bp(t).

Oznacime
ant) anlt) ... am(®) bi(t) o
JOPSN KO R CR) FRRN [CR I
o) anma(t) . am(t) b (t) .

a linearni systém zapiSeme ve vektorovém tvaru

' = A(t)x + b(t). (3.17)
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O funkcich ay1,a12,...,01n,021, ..., any & by, ba, ..., by, budeme predpokladat, Ze jsou spojité
na intervalu J C R. Pak pro v8echna ty € j a g € R"™ méa systém (3.17) s pocatecni podminkou

$(7fo) = X (318)

jediné uplné reseni definované na intervalu J; to plyne z poznamky 3 za Vétou 1 a z Véty 4,
nebot
0

Oz
a funkce a;; nabyva v okoli kazdého bodu ¢ € J pouze kone¢nych hodnot, protoze je spojita.

Pokud vektorova funkce b na levé strané systému (3.17) je identicky nulova, b = o, systém
(3.17) se nazyva homogenni, v opa¢ném piipadé nehomogenni.

(A(t)z + b(t)), = ai;(t)

3.2.1 Struktura reSeni linearniho homogenniho systému
Nejprve se budeme vénovat homogennimu systému

' = A(t)z. (3.19)
Bezprostredné vidime, ze tento systém ma nulové feseni @ = o. Dale plati princip superpozice:

e Je-li x feseni systému (3.19) a « je libovolna konstanta, pak také vektorova funkce ax
je feSenim systému (3.19).

e Jsou-li &1 a @9 FeSenim systému (3.19), pak také jejich soucet je feSeni systému (3.19).

Vskutku,
(a:c)/(t) = ax'(t) = aA()x(t) = A(t) (az) (1),

(z1+a2) (1) = &, (£) +xh(t) = A(t)@1 () A B2(t) = A(t) (21 (1) +22(t)) = A(t) (21 +22) (1)

Jinak TeCeno, mnozina vSech feSeni linedrntho homogenniho systému tvoii vektorovy prostor.
Uréime jeho dimenzi.

Lemma 2. Necht vektorové funkce @1, s, ..., x) jsou fedenim systému (3.19). Jsou-li vektory
x1(tg), x2(ty), ..., xx(to) linedrné nezavislé pro néjaké ty € J, pak jsou linedrné nezdvislé
vektory x1(t), xa(t),. .., xk(t) pro vSechna t € J.

Diikaz: Piipustme, Ze existuje t; € J takoveé, ze vektory @1 (t1), ®2(t1), ..., xk(t1) jsou linedrnéd
zévislé. Pak existuji konstanty aq, o, ... a, ne vSechny nulové, ze

O£1$1(7f1) + 042$2(t1) + -+ Oékibk(tl) = 0.
Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze oy # 0. Pak

Cck(tl) = _Ozik(ml(tl) + CCQ(h) + -+ Cckfl(tl)).

Podle principu superpozice je vektorové funkce
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feSenim systému (3.19), pro kterou plati

z(to) = ——x1(to) — —xa(to) — -+ — a]:;lazkl(to) (3.20)
z(t) = —a—kﬂh(h) - a—iwz(h) — = al;;llwkl(tl)wk(tl)

Z jednoznacnosti FeSeni linearniho systému (3.19) nyni plyne, Ze z = @y, a tedy podle (3.20)
je @k (to) linearni kombinaci vektora @1 (tg), x2(to), - .., Tx_1(to). To je spor s predpokladanou
linearni nezavislosti vektoru 1 (to), x2(to), - - ., zx(to)- O

Lemma 3. Necht vektorové funkce x1,xa, ...,z jsou FeSenim systému (3.19). Jsou-li vek-
tory x1(to), x2(to), - .., Tk (to) linedrné nezdvislé pro néjaké tg € J, pak jsou vektorové funkce
X1, X, ..., 2y linedrné nezdvislé.

Diikaz: Necht aq, s, ..., ax jsou konstanty takové, ze
Y =o1x1 + agx1 + -+ apx = o.

Z principu superpozice plyne, Ze vektorova funkce z je FeSenim systému (3.19), ktera splituje
podminku
z(to) = alccl(to) + OéQ(El(to) + -4 Oékcck(to) = o.

Lineéarni nezavislost vektort vekzy(tg), x1(to), ..., xx(to) implikuje rovnosti
(Xl:aQ:---:ak:O.

To znamené, ze vektorové funkce a1, @, ...,z jsou linedrné nezavislé. ]

Lemma 4. Necht vektory vi,va,...,v, tvori bdzi vektorového prostoru R™ a yi,ys,...,Y,

jsou jsou FeSeni systému (3.19) s pocdtecnimi podminkams
Yy, =v, t=12,...,n

Pak jsou vektorové funkce yi,ya, ..., y, linedrné nezdvislé a tvori bazi prostoru TesSend linedr-
niho systému (3.19).

Diikaz: Tvrzeni o nezavislosti funkci y,, ys,y,, plyne bezprostiedné z predchoziho lemmatu a
z vlastnosti baze vektorovych prostori.
Necht z je libovolné FeSeni systému (3.19). Vektor z(tg) € R™ vyjadiime pomoci baze
V1,V2,...,Up,
z(to) = Brv1 + Pava + - + Bpvn.

Z principu superpozice plyne, Ze vektorova funkce n = S1y, + Says + - -+ + Bny,, je TeSenim
systému (3.19) spliujici poc¢ateéni podminku n(tg) = z(tp). Jednoznacnosti feSeni systému
(3.19) nyni implikuje z = 1 = S1y; + Bays + -+ + Bny,,. O

Odvodili jsme tak nésledujici vétu a jsme opravnéni zavést nésledujici definici.

Véta 9. Je-li maticovd funkce A = A(t), A : J — R spojitd, pak mmnoZina vSech TeSent
vektorové rovnice (3.19) tvofi n-rozmérny vektorovy prostor.
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Pravé skutecnost, Ze mnozinou feseni vektorové rovnice (3.19) je vektorovy prostor, ospra-
vedliuje terminologii. Systém (vektorova rovnice) se nazyva linearni proto, Ze mnozina vsech
jeho fegeni tvori vektorovy (linearni) prostor, nikoliv pro jeji specialni tvar.

Definice 11. Libovolné baze prostoru vSech feseni linearni homogenni rovnice (3.19) se nazyva

fundamentdlni systém Teseni rovnice (3.19).

Necht funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,Yn = yYn(t) tvoii fundamentalni systém FeSeni
rovnice (3.19). Obecné FeSeni této rovnice je jejich linearni kombinace

x=wx(t) = c1y1(t) + cayz2(t) + - + cayn(t).

Oznacme y;; = y;4(t) = (yj(t))@"

yia(t) yi2(t) ... yia(t) .
Y=Y() = <y1(t),y2(t), . ,yn(t)> _ yz,l.(t) yz,?(t) y277?(t) e c:2
yn,i(t) yn,é(t) ynﬁll(t) Cn

Matice Y = Y(t) se nazyva fundamentdlni matice FeSeni systému (3.19). Z linearni nezavislosti
vektorovych funkci y1,ys,...,yn plyne, Ze sloupce fundamentalni matice Y jsou linearné
nezavislé pro kazdé ¢ € J. To znamena, ze matice Y(t) je regularni, det Y(¢) # 0 pro kazdé
tel.

Obecné feseni rovnice (3.19) lze nyni zapsat ve tvaru

x=z(t)=Y(t)ec. (3.21)

Symbolem ¢ ozna¢me n-tici konstant takovych, ze funkce & = x(t) = Y(t)co je FeSenim
pocatecniho problému (3.19), (3.18). Z rovnosti g = Y(tg)co pak plyne, ze co = Y(tg) ' xo.
Reseni pocatecni ulohy (3.19), (3.18) tedy miizeme psat ve tvaru

x(t) = Y(t)Y(to) ‘ao.

Podobné jako v pripadé skalarni rovnice muzeme zavést maticovou Cauchyovu funkci C :
J x J — R™ homogenntho systému (3.19) vztahem

Clt,s) = Y()Y(s)™"
a FeSeni pocatecni ulohy (3.19), (3.18) psat ve tvaru

$(7f) = C(t, t0)$0.

3.2.2 Linearni nehomogenni systém

Nyni se budeme vénovat nehomogenni vektorové rovnici (3.17). Rovnice (3.19) se stejnou
maticovou funkei A se nazyva homogenni rovnice piidruZend k nehomogenni rovnici (3.17).
Uvazujme dvé feSeni &1 a x5 nehomogenni rovnice (3.17). Pak plati

(@1 — @) (t) = @) () — @h(t) = A(t)ma(t) + b(t) — (A(t)m2(t) + b(t)) = A(t) (21 — @2) (1).
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Timto vypocétem jsme odvodili jistou analogii principu superpozice pro nehomogenni rovnice:
Rozdil dvou feseni nehomogenni vektorové rovnice (3.17) je feSenim piidruzené homogenni
rovnice (3.19). Jinak Fefeno, FeSeni nehomogenni rovnice x je souctem néjakého FeSeni xpr
homogenni rovnice a feSeni @ nehomogenni rovnice, * = x N + xp. Dostavame tak analogii
Tvrzeni 5, které jiz znadme z teorie skalarni linearni rovnice:

Tvrzeni 7. Obecné FeSeni nehomogenni vektorové linearni rovnice (3.17) je sou¢tem obecného
feSeni pridruzené linearni homogenni rovnice a néjakého partikularniho reSeni nehomogenni
rovnice.

To spolu s Vétou 9 znamend, ze mnozina vSech FeSeni nehomogenni rovnice (3.17) tvoii
afinni prostor, jehoz zaméfenim je vektorovy prostor feSeni pfidruzené homogenni rovnice
(3.19).

Obecné feseni pridruzené homogenni rovnice je dano rovnosti (3.21). Zbyva tedy najit
aspon jedno TeSeni rovnice nehomogenni. To muZeme udélat pomoci Duhamelova principu.
Ukazeme ale jiny zptisob, metodu variace konstant.

Muzeme si predstavit, ze nehomogenita b néjak ,rusi“,  deformuje”, nebo ,modifikuje”
prubéh procesu, ktery by se bez ni vyvijel jako feSeni homogenniho systému. Toto ,ruseni“
se ve vysledku projevi tak, Ze konstantni vektor ¢ v obecném FeSeni (3.21) prestane byt kon-
stantni, ale bude se v case ménit. Jinak a trochu presnéji feceno, feseni nehomogenniho systému
(3.17) hledame ve tvaru x(t) = Y(¢)c(t). Toto feSeni musi spliiovat rovnosti

A)z(t) +b(t) =2'(t) =Y (t)e(t) + YY) (t) = A(t)Ye(t) + Y () (t) = A(t)z(t) + Y (1) (t),

tedy
b(t) =Y()c(t).

Fundamentélni matice Y je regularni na celém defini¢nim intervalu J, proto z predchozi rovnice
dostaneme

) =Y(t) " b(t)

a odtud integraci
¢

c(t) = e(ty) + /Y(s)_lb(s)ds.

Hledame jedno feseni nehomogenni rovnice. Proto klidné mizeme polozit ¢(tg) = o. Obecné
feSeni nehomogenni vektorové rovnice (3.17) je nyni podle Tvrzeni 7 a rovnosti (3.21) dano

formuli
t

x(t) = Y(t)e+ Y(t) /Y(s)lb(s)ds.

to
Regeni rovnice (3.17) s pocatetni podminkou (3.18) musi spliiovat rovnosti

to

20 = lto) = Y{to) [ V() bls)ds = Y(to)
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Odtud ¢ = Y(tg) 'ag. ReSeni pocatecni tlohy (3.17), (3.18) je tedy déno rovnosti
t
x(t) = Y ()Y (to) Lo + /Y(t)v(s)—lb(s)ds,
to

kde Y je fundamentalni matice FeSeni pridruzeného homogenniho systému (3.19). S vyuZitim
Cauchyovy funkce C mizeme tento vysledek zapsat ve tvaru

x(t) = C(t, to)xo + /C(t, s)b(s)ds.

to

Regenf linedrntho nehomogenntho systému (3.17) s pocatetni podminkou (3.18) je tedy souc-
tem FeSeni pridruzeného homogenniho systému (3.19) se stejnou pocatecni podminkou a feSeni
nehomogenniho systému s nulovou pocateéni podminkou.

Na zavér jesté ukdzeme, Ze rozliSovani linedrnich rovnic na homogenni a nehomogenni
vyjadiuje jen rozdilny pohled na tentyz abstraktni objekt. Nehomogenni rovnici lze totiz
povazovat za rovnici homogenni dimenze o jednic¢ku vyssi.

Uvazujme feSeni & homogenniho systému (3.19) a vektorovou funkci z definovanou vzta-

hem
z(t) = <x§t)> .

- (1§) - () - (9 40) (7).

Navic, 1 je feSenim pocatecni ulohy 2z’ = 0, z(tp) = 1. Témito vypocty jsme odvodili:

Pak plati

Tvrzeni 8. n-vektorova funkce & = x(t) je FeSenim pocateéni tlohy (3.17), (3.18) pro neho-
mogenni linearni rovnici pravé tehdy, kdyz (n + 1)-vektorova funkce

o0 (2)

2 =B()z, z(ty)= (“i(]) (3.22)

je TeSenim pocatecni tlohy

3.3 Homogenni linedrni systém s konstantni matici

Uvazujme vektorovou rovnici

' = Az. (3.23)

Konstantni maticova funkce A je definovana na celé mnoziné R. To podle vysledku uvedeného v
predchozi sekci na str. 61 znamena, Ze feSeni rovnice (3.23) existuje, je definovano na intervalu
J = (—00,00) a pro libovolnou pocateéni podminku (3.18) je feSeni jediné.
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3.3.1 ,Intuitivni hledani* obecného reSeni

Lineérni homogenni rovnice prvniho fadu s konstantnim koeficientem

/
r = ax

mé obecné Feseni Ce®. Toto pozorovani vede k napadu, Ze také linedrni homogenni systém
s konstantni matici by mohl mit feSeni ve tvaru exponencialy.

Regeni rovnice (3.23) proto budeme hledat ve tvaru & (t) = we™, kde w € R™ je konstantni
vektor a A je zatim nezndmé ¢islo. Hodnota \ musi spliovat rovnosti

z'(t) = wie™, Az = Awe,
takze vzhledem k tomu, ze eM # 0, musi platit
Aw = \w.

To znamend, Ze A\ je vlastni hodnotou matice A a w je prislusny vlastni vektor. Navic z
linearni algebry vime, Ze vlastni vektory prislusné k riznym vlastnim hodnotam jsou linedrné
nezavislé. Vektorové funkce y; = y;(t) = eMw;, kde \; je vlastni hodnota matice A a w; je
prislusny vlastni vektor, patii do fundamentalniho systému feSeni.

Piiklad: ReSeni a asymptotické vlastnosti feseni' dvojrozmérného systému

' =ax+by, . (2" [a b\ [z . [z /_ T
dourin )y (Y () o

Charakteristicky polynom matice A je tvaru

a— A\ b ‘

— \2 _ “be = )\ _
. d_)\—)\ (a+d)XA+ad —bc =)\ —trAX+det A

a jeho koreny jsou dany rovnostmi

Mg =1 <trA + /(tr A)Z — 4det A) .

Omezime se na piipad, ze det A # 0 a rozlisime dva piipady:

edet A < 0: V tomto pripadé ma matice A dva riizné redlné nenulové kotfeny A\; a Ao, které
maji opacna znaménka. Fundamentéalni systém feSeni daného systému tedy tvoii vekto-
rové funkce dané predpisem

yi(t) = My, yy(t) = My, (3.25)

kde wi a ws jsou vlastni vektory pfislusné k vlastnim hodnotam A; a Ay. Necht kladna
vlastni hodnota je A;, zdporna je A;. PTi tomto oznaceni plati

Tim Jy, (0 = oc, lim [y (0] =0, lim ;0] = 0. tim_[y,(0)] = o0
a pro jejich libovolnou linearni kombinaci & = 1y, + cays s ¢ + 2 # 0 plati

Jim Je ()] = lim_Je(t)] = oo.

1V esting ponekud matou dva vyznamy slova ,Fefeni“ — jednak funkce, ktera spliuje danou vektorovou
rovnici, jednak postup vedouci k nalezeni této funkce. Anglicky by zadani znélo: Solving of the 2-dimensional
system and asymptotical characteristic of the solution.
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edet A >0: V tomto pfipadé muze mit charakteristicky polynom matice A dva rtzné re-
alné nebo komplexni kofeny, pripadné jeden reilny dvojnésobny koren. Tyto moznosti
rozlisime:

o (trA)?2 > 4det A : Z podminky bezprostiedné plyne, ze tr A # 0. Charakteristicky
polynom ma dva realné rizné kofeny, které maji stejné znaménko jako vyraz tr A.
Fundamentalni systém FeSeni je opét tvoren funkcemi tvaru (3.25). Plati tedy:

A li =i = li = i =
trA>0 = lim |y, ()] = lim [y2(0)] = o0, lim Jy,(6)] = lim [y,(t)] =0,
a tedy také pro kazdé nenulové feseni & daného systému plati
li = li =0.
Iim [2(t)] = oc. lm_[e()]| =0
trA <0 = lim [y, (0)] = lim [y,(@)[| =0, lim [y, (0)] = lim Jys(8)] = oo,
a tedy také pro kazdé nenulové feseni & daného systému plati

lim [z(t)] = 0, lim_(t)] = cc.

o (trA)?2 < 4det A : Charakteristicky polynom ma dva komplexné sdruzené kofeny

Mo =1 <trA +iy/Adet A — (trA)2) — o+ B,

pifslu$né vlastni vektory jsou také komplexné sdruzené, wi o = u & iv. Vektory u
a v jsou linedrné nezéavislé. (Kdyby totiz jeden byl nasobkem druhého, tj. kdyby
existovala konstanta ¢ # 0, Ze v = cu, pak by vlastni vektory w; = (1 + ci)u a
w1 = (1 — ci)u byly linearné zéavislé.) Prislusny fundamentalni systém feSeni nyni
oznacime

0, (t) = Ty + jv) = e (cos Bt + isin Bt)(u + iv),
Ny (t) = @I (u — jv) = ™ (cos Bt — isin Bt)(u — iv);

jsou to vektorové komplexni funkce jedné realné proménné. Z principu superpozice
plyne, Ze funkce

Y1 () = 3 (m () + ma(8)) = ¢ (u cos Bt — v sin B)

Yo (t) = —i5 (m1(t) — ma(t)) = e (v cos Bt + usin Bt)
jsou také FeSenim daného systému.
Vektory y;(0) = u a y,(0) = v jsou linearné nezavislé, a proto jsou podle Lemma 3
linedrné nezavislé i funkce y;, Y. Tvoii tedy fundamentélni systém reSeni. Funda-
mentalni matice feSeni daného systému je tedy tvaru

Y(t) = (u v) < cos Ot sinﬁt> e kde a = %(a-l—d), 8= \/_bc_ %(a — d)2.

—sin Bt cos Gt
cos Bt sinft
—sin Bt cos St

2
je periodické s periodou %, funkce e je monotonni. Z toho plyne, Ze kazda slozka

kazdého nenulového feSeni & = <z> systému je tedy oscilatoricka. Dale plati:
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trA >0 = limsupz(t) = limsupy(t) = oo, liminf z(t) = liminf y(t) = —o0,
t—00 t—00 t—o0 t—o0

lim z(t) =o

t——o00

a tedy TeSeni « osciluje s amplitudou rostouci do nekone¢na.
trA =0 = fTeSeni x je periodické.
trA<0 = lim x(t) = o,

t—00

limsup z(t) = limsup y(t) = oo, liminf z(¢) = liminf y(t) = —oco

t——00 t——00 t——00 t——00

a tedy TeSeni x osciluje s amplitudou klesajici k nule.

o (trA)? = 4det A : Podminku lze upravit na tvar (a — d)? = —4bc. V této situaci ma

charakteristicky polynom jeden reilny dvojnasobny koifen \ = %(a +d).

Nyni rozlisime dva pripady:

- b=c=0: V takovém piipadé musi platit a = d. Matice A je tedy tvaru A = al,
A = a je jedina vlastni hodnota a libovolny vektor je vlastnim vektorem (tj.
vlastni hodnota ma algebraickou i geometrickou nasobnost dvé). Fundamen-
talni systém Tesen{ miizeme napsat ve tvaru

=< (3). wo- (),

a b
A= (a — d)? , pokud b # 0,
4
nebo
(a—d)?
A=Y T4 , pokud ¢ # 0.
c d

Budeme se vénovat prvni moznosti (b # 0), tu druhou (b = 0 # ¢) muZzeme
resit analogicky:.
Vlastni vektor matice A pfisludny k vlastni hodnoté \ = %(a +d) je

v= (a2

a prvnf prvek fundamentalniho systému Fegeni je y = y(t) = e*Mw. UvaZzujme
nyni ,trochu porusenou‘ matici A tak, aby se ,pfili§ nelisila“ od matice A a
méla dvé realny vlastni hodnoty, z nichz jedna je rovna A a p¥islusi k n{ vlastni
vektor w. MuZeme napft. vzit matici

A

a b

Pro tuto matici plati lin% B(e) = A. Jeji druha vlastni hodnota a prislusny
E—

vlastni vektor jsou

pie)=3(a+d +e=x+e v = (d—zb—i—%)'
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Vidime, Ze lin% wie) = A, liH(l) v(e) = w. Podle principu superpozice je vektorova
e— e—

funkce

ze(t) = W{A(e"(a)t’“(e) —Mw) = G?M [eat <d - Zb+ 26) - <d2—ba>]

Fesenim linearniho homogenniho systému s konstantni matici B(e). Lze oceka-
vat, ze se nebude ,pfilis 1lisit“ od Teseni ptivodniho systému s ,,neporusenou”
matici A. Vskutku, s vyuzitim de 'Hépitalova pravidla vypocitame

lim z.(t) = lim e 2bte” =
=0 N a0 te®t(d —a) + 2(1 +te)eft ) —

=" <t(d —zl;t) + 2> =" [tw * <g>} ‘

Vysledek ozna¢ime y,(t) a snadno pfimym vypoctem ovéiime, Ze tato vekto-
rova funkce je feSenim daného systému. Navic, vektory

no=(,",) o wo=(3)

jsou linearné nezavislé. To znamend, ze vektorové funkce y, a y, tvoii funda-
mentalni systém feseni daného systému.

Jesté oznacime y,(0) = (O,Q)T = w a mame fundamentéalni systém feSeni
daného systému ve tvaru

yi(t) = Mw,  yy(t) = M (tw + ).

V obou pripadech vidime, Ze podobné jako v pfedchozim piipadé plati:

rA>0 = lm Jy ()] = lm Jya()] = oo, lim_Jy, ()] = lim_[yy(5)] =0,
a tedy také pro kazdé nenulové feseni & daného systému plati

Jim [lz(t)] = oo, lim [a(t)] = 0.

rA<0 = lm ()] = Jim Jua()] =0, lim_ |y, ()] = lim_Jy,(0)] = oo,
a tedy také pro kazdé nenulové feseni & daného systému plati
lim |xz(t)| =0, lim [x(t)] = oc.
t—o0 t——o0

3.3.2 ResSeni poéatecniho problému metodou postupnych aproximaci

ReSeni rovnice (3.23) s pocateni podminkou (3.18) budeme hledat jako limitu Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci. Cleny této posloupnosti jsou podle Véty 1 rekurentné
déany formulemi

t t
Tp1(t) =xo + /Amk(s)ds =z + A/mk(s)ds.
to

to
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Postupné dostaneme (symbol | oznacuje jednotkovou matici):

t t
x1(t) = :co—i—A/:cods = xo+ /ds Axy = (I+(t—t0)A)a:0,

to to

t t

t
xo(t) = :c0+A/(I+(s—to)A)a:0ds = xo+ /ds Axg + /(s—to)ds A’xy =

to to to

= <| + (t — to)A + @M) xo,

t
1
x3(t) = xo+ A/ <| + (s —to)A+ (s — t0)2A2> xods =
to
t t t

= xp+ /ds Axo + /(s—t)ds A’xo + /—(s—to)st Adxy =

to to to

1 1
= xgy+ (t — to)ACCo —+ §(t — t0)2A2:130 -+ ﬁ(t — t0)3A3CC0 —

1 1
— <| + (= to)A+ o (t = to)2A% + 31t - t0)3A3> x.

Odtud jiz lze uhodnout, Ze obecny ¢len posloupnosti postupnych aproximaci je

t—1t0)? t—1to)k
xk(t): <|+(t_t0)A+%A2+...+%Ak> o,

Ovéfime to uplnou indukci: Pro £ = 0 mame

$0(7f) = <(t_o#)OAO> o — |ZCO = X

a z platnosti formule pro k plyne

t
_ 2 _ k
) ::co+A/ (H—(s—t@A%—MAZ%—---%— MA’“) zods =

2! k!
to

t t 1 t
= xg + /dS Axg + /(S—to)ds A2$0+---—|— E/(S—to)kds AkJrlZCQ:

to tO ‘tO

1 1 1
= (14 (t—t0)A+ =(t — t0)?A? + = (t — to)>A3 + - - t — to)FTIARTT .
(14 (= A+ 50— PR+ 0 = t0°A° oo it 1) o

Pokud bychom A povazovali za konstantu a | za jednic¢ku (tj. pro n = 1), je vyraz v zavorce

k-tym ¢astecnym souctem Taylorovy fady funkce eA(t—t0), Regenf tlohy

' =Az, z(ty) =z (3.26)
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muzeme proto formalné zapsat ve tvaru
(1) = A0, (3.27)

Matice A=) je dana nekonecnou fadou

o0 k
A(t—to) _ (t - tO) k
e 0) = kg . i A%,

Lze ukézat, Zze tato fada konverguje pro kazdé ¢t € R a tato konvergence je stejnomérné.
7 linearni algebry vime, ze matici A mizeme vyjadfit ve tvaru

A=WHw,

kde W je regularni ¢tvercova matice fadu n a J je Jordantv kanonicky tvar matice. Pfitom
sloupce matice W jsou (zobecnéné) vlastni vektory matice A piislusné k vlastnim hodnotam
v jednotlivych blocich Jordanovy matice J. Plati tedy

AF = (WHW)F = wlww e ww o www = W Rw,
Formuli (3.27) vyjadiujici FeSeni tilohy (3.26) nyni muZzeme piepsat do tvaru

At [ =t et [ =) )
x(t)=e Ty = ZTW JW | g =W ZTJ W™ . (3.28)

k=0 k=0

Priklad: Najdeme feSeni pocatecni tlohy pro tfidimensionélni linearni systém obycejnych
diferencialnich rovnic

x,: 33: +y +Z,
y/: -,
Z,: —2z —-Y, iE(O) = 20, y(O) = Yo, Z(O) = 20

T 3 1 1 1 10 1 1 1
=y, A=|-1 0 0], J=(0 1 1}, W=|-1 -1 0 ],
z -2 -1 0 0 0 1 -1 0 -1
takze
-1 -1 -1 1 k 3k(k—1)
wl=(1 0o 1], J=1[01 k
1 1 0 0 0 1
Dale plati
et — ! Pt Loxe R 1,2 ¢
k=0 k=0 k=1 k=0 k=2
COZ znamena ) Lo
o ik . 0 4k 1 k gk(k:—l) 1t 5t
—JF=N 10 1 k =10 1 ¢ |ée.
k! k!
k=0 k=0 0 0 1 0 0 1
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Nyni vypocitame soucin

-1 -1 -1\ /1 t i 11 1
1 0 1 01 ¢ -1 -1 0 ] =
1 1 0 00 1 -1 0 -1
1 11—t —1—t— L2
11—t —1—t—4 L1
=1 t 1+ 32 -1 -1 0 |=
1 14t t+ 3t? b0
L+2t+ 12 ¢ t+ 312
= —t—3t2 1-t¢ — 112
1,2 1,2
—2t— 32—t 1t
a TeSeni dané tlohy dostaneme ve tvaru
x(t) = [ (1 + 2t + %tQ) xo + tyo + (t + %tQ) zo] el
y(t)= {— (t+ %tQ) xo+ (1 —1t)yo — %tzzo] el
2(t) = {— (2t + %tQ) o — tyo + (1 —t— %tQ) zo] el. -
Podivejme se nyni podrobnéji na ¢len
[e.e]
(t —to)*
ZTJ (3.29)

k=0

ve vyjadreni (3.28) feseni ulohy (3.28). Jordanuv kanonicky tvar J je blokové diagonalni matice

Jy O ... O
O J ... O
J= . . . . )
O O ... Jnm
blok J; je ¢tvercova matice fadu n;; pritom ni +n9 + - - - +n,, = n. Jednotlivé bloky jsou tvaru
A0 O 0 A1 0 ... O
0O X0 ... 0 0O X1 ... 0
=10 0 A ... 0 nebo Ji=10 0 A 0f,
0 0 0 A 00 0 ... X

kde A je vlastni ¢islo matice A. Je-li blok J; diagonalni, tj. je prvniho z uvedenych tvari,
fekneme, Ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.
Pro libovolné ptirozené ¢islo k plati

JWE o0 ... 0
o O J ... 0

O 0O ... J,f
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Odtud vidime, Ze také matice (3.29) je blokové diagonalni, bloku J; odpovida blok

= (t—to)*
> )

k=0
Je-li blok J; diagonalni, pak
A0 0 0
0 N 0 0
JF=]10 0 AF 0 | =\,
0 0 0 Ak

kde | je jednotkova matice stejného fadu jako matice J;. Prislugné bloky v souctu (3.29) jsou

o0 k
> . _];0—) M| = Atto),
k=0 ’

V pripadé, zZe vlastni ¢islo A matice A neni jednoduchého typu, tak vyjadiime odpovidajici
Jordanuv blok ve tvaru

A1 0 ... O 1 0 0 0 010 ... 0
0O X1 ... 0 010 ... 0 001 ... 0
Gi= s or s EA s  E  = A My,
0 0 0 1 0 0 O 0 000 ... 1
0 0 0 A 0 0 O 1 0 0 0

kde M; je ¢tvercova matice stejného radu jako blok Ji, kterd ma nad hlavni diagonalou jednicky
a ostatni prvky jsou nulové. Prislusny blok v sou¢tu (3.29) je tedy tvaru

i (t=to)? _kTO)k (A + M)

k=0
Primym vypoctem ovérime, Ze
00 1 0 0 0 01 0
Mi=|o oo .. 1| M=[V000 e
00 0 0 00 00 0
000' 0 00 00 0
’ 00 00 0
000 1 0 00 0
000 0 0 00 0
J=1 _ i_ |- -
’Mj_ 7M]_
000 0 0 00 0
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a kazd4 vy$8i mocnina matice M; je jiz nulova. Proto
N min{j—l,k;} k min{j_lvk;} k'
A+ M;)* = AFPMP = ————\"PME,
SR R (4 Ee U R S T

p=0 p=0

Dale plati?

j—1 k j—1 ek
(t —to) k (t — to) k ke
A+ M) = NTPMP =
— k! ( 3) — k! pz;) pl(k —p)! J
j—1 j—1 & j-1 j P
t—10)" o (t —to)” (t —to)" PATP
:Ej—MPEj( AP =3 MES
A Y ! J Y
= = (k=) A = (k-p)

-
i
=
A
=
i
=]
e
—~~
S
|
s
N~—

k=0
g1 i1 YE=p\k= j—l k—pyk—
o E=t)” e (E—to) p)\ P (t —to)" PA™P
Yy S O S Uy 3
p=0 k=p p=0 k=j
7j—1 00 k k— 7j—1
:Zt—to Mzt to) PA P tto/\zt—to
p=0 P =p p=0 ’
Vyraz
p=0

je maticovou funkci; jedné se o ¢tvercovou matici stejného fadu jako uvazovany Jordantuv blok
Ji, kterd mé nad hlavni diagonalou polynomy a jinde ma nuly.

Z provedenych vypocti plyne, Ze maticova funkece (3.29) je blokové diagonalni, jednotlivé
diagonalni bloky jsou bud exponencialni funkce (odpovidajici vlastnim ¢islim jednoduchého
typu), nebo exponencialni funkce nasobené polynomem (ty odpovidaji vlastnim ¢islim, ktera
nejsou jednoduchého typu). Z tohoto pozorovani plyne zavér:

=1 k

2 . - ..

Ve druhé rovnosti je vyuzit vzorec > > ayp =
k=0p=0

ZE

HM|'
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Tvrzeni 9. Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice A zaporné realné casti, pak pro kazdé
feSeni x systému (3.23) plati tlggo x(t) = o.

Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice A nekladné realné ¢asti a nulové vlastni hodnoty
jsou jednoduchého typu, pak kazdé feSeni systému systému (3.23) je ohranicené.

Pokud existuje vlastni hodnota matice A, kterda ma kladnou realnou c¢ast, pak existuje
takové FeSeni x systému (3.23), Ze tlgglo [z(t)] = oo.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice a systémy

Autonomni systém oby¢ejnych diferencialnich rovnic je takova (vektorova) rovnice, ktera ne-
zévis{ explicitné na nezavisle proménné, tedy rovnice tvaru

/!
F(z,x') = o.
Omezime se na rovnice rozieSené vzhledem k derivaci, tedy na systém rovnic

2 = f(a), (4.1)

kde f = (f1,f2y---,fn) : & = R, Q C R" je mnozina s neprazdnym vnittkem a bez
izolovanych bodu. Systém (4.1) se nazyva autonomni systém obycejnych diferencidalnich rovnic,
defini¢ni obor pravych stran €2 se nazyva stavovy (nebo fazovy) prostor. V celé kapitole budeme
predpokladat, ze f je spojita funkce takova, Ze pocéateéni problém (4.1) s podminkou

x(ty) = o (4.2)

ma jediné FeSeni pro kazdé tg € R, a0 € Q.

Soustava rovnic (4.1) popisuje (modeluje) vyvoj takového systému, jehoZz stav je popsan
stavovym vektorem (prvkem ze stavového prostoru €2) a zmeéna stavu zavisi pouze na aktualnim
stavu. Zména stavu nezavisi na zadnych v Case se ménicich vnéjsich (externich) podminkach;
z jiného pohledu: modelujeme néjaky izolovany systém. Zékladni vlastnosti takovych systému
je invariance vzhledem k posunuti v Case, tj. nezavisi na tom, v jaké dobé& systém pozorujeme.
Presnéji je tato vlastnost zformulovana v nésledujicim:

Tvrzeni 10. Je-li = «(t) tplnym feSenim tlohy (4.1), (4.2) definovanym na intervalu (S, 7T),
pak pro kazdé 7 € R je y = y(t) = x(t + 7) FeSenim rovnice (4.1) s pocateéni podminkou
y(to — 7) = xg definovanym na intervalu (S — 7,7 — 7).

d
Ditkas: Y1) = St +7)= Flalt+ 7)) = Fy), a

Toto tvrzeni ukazuje, Ze bez jmy na obecnosti se u autonomnich systému miiZeme omezit
na pocateénimi problémy s pocatec¢ni podminkou

x(0) =z € Q. (4.3)

7
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Tvrzeni 11. Necht Q = R", & = x(t) je feSeni tlohy (4.1), (4.3) definované na intervalu
(S,T) a necht zobrazeni 7 : (S,T) — R je dano rovnosti

7(t) = / (L+ || £(=(s))]]) ds. (4.4)
0

Pak trajektorie systému (4.1) a systému

d 1

& Tl @ (45)

prochazejici bodem @ splyvaji. Navic, kazdé tplné feseni systému (4.5) je definovano na celém
intervalu (—o0, 00).

Driikaz: Derivaci rovnosti (4.4) podle proménné ¢ dostaneme

dr

o1t )]

Na pravé strané je kladny vyraz a to znamena, ze funkce 7 je ryze rostouci. Déle plati

dx do dt B 1

P T e B TS TRAS

To znamené, Ze T je jen jind parametrizace trajektorie.
Reseni rovnice (4.5) s po¢ateéni podminkou (4.3) splituje podle Lemma 1 rovnost

T

1
$(7') =z + 0/ Wf(%(s))ds

ZapiSme interval, na némz je toto feSeni definovano, jako (a,w). Ptipustme, Ze w < oo. Pak
T

e <l + | LSO s < ol 4 [ 1 47 < ol

0 0
To oviem znamena lim |z(7)| < |z +w < 00 a to je ve sporu s Vétou 5, nebot defini¢ni
Tw—
obor funkce f ma prazdnou hranici.

Stejné ukazeme, ze o = —o0. O

Podle tohoto tvrzeni mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze kazdé tplné feseni
autonomniho systému, jehoZ stavovy prostor je celd mnozina R", je definovano na intervalu
(—00,00). Nebo jinak: takovy systém mé jakysi ,vlastni ¢as®, ktery plyne od —oo do oo, ,,0d
vécnosti do vécnosti®.

Priklad:

Uplné feseni pocateéni tlohy
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To

je dano rovnosti x(t) = a je definovano na intervalu

1—1‘0t

(—o00,1/zg), =y >0,
J = ¢ (—00,00), x9 =0,
(1/zp,00), zo < 0.

Uplné feseni pocateéni tlohy

ar’ 1+ 22’

je dano rovnosti

2 2 2 2
—1 —1 1
2a(r) =74+ 0~y T 72y or 0y <x°+ )
) |0 x0 T
pro zp # 0 a z(7) = 0 pro zp = 0 (odvote nebo alespon ovéite tento vysledek). Tyto funkce

jsou definovany na intervalu (—oo, 00).
)
, Vnitini ¢as* je v tomto piipadé dan rovnosti

t

¢ 2
T(t):x0+/ 1+ 0 ds = zo +t + 22 /7:
1—x9s (1 —z08)?
0

0

1—xzot

i x3 do {4 %o
= I _—— —_— = .
0 o o2 1 — 2ot

1
Vidime, ze pro xog =0 je 7 =t. |

Jesté poznamenejme, ze predpoklad 2 = R™ v Tvrzeni 11 nelze obecné vynechat.

Priklad:
Uplné Feseni pocatecni alohy

r=—, z(0)=z9#0

je funkee z(t) = sgnzoy/t + 22, kterd je definovina na intervalu (—z2, 00). Stavovym prosto-
rem je bud interval (0,00) nebo interval (—oo,0).
Korespondujici tloha
d 1

Ty *0 =2

mé feseni z(t) = —%—Fsgn Tor/t + (CCO + %)2, a to je definovano na intervalu (— (:Uo + %)2 ,00).
|
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Fazovy prostor, trajektorie, stacionarni body

Necht & = x(t) je uplné FeSeni problému (4.1), (4.3) definované na intervalu (S,7); pfitom
plati —oo < S < T < oo. Toto FeSeni lze interpretovat budto jako graf zobrazeni « : (S,T") —
2, nebo jako orientovanou kiivku C' = {x(t) : S <t < T} ve fazovém prostoru € zadanou
parametricky. Tuto kFivku nazyveme trajektorii resent x.

Kiivku CT = {z(t) : t > 0}, resp. C~ = {x(t) : ¢t < 0}, nazveme pozitivni, resp. negativn,
polotrajektorii systému 4.1.

Priklad:
Pocatecni uloha pro linearni systém
/

o =—y, Y=z x(0) =m0, y(0) =

mé feSeni x(t) = rcos(t + ), y(t) = rsin(t + 1), kde

/ Zo . Yo
r= x%—l—yg, CoOsSY = ————, sinyY = ————.
Vg + g Vg + g
Ponévadz z(t)? + y(t)? = r2, jsou trajektorie feseni kruznice se stfedem v pocatku. |

Tvrzeni 12. Jsou-li x = x(t), y = y(t) FeSeni systému (4.1), pak jejich trajektorie budto
splyvaji, nebo nemaji zddny spolecny bod.

Diikaz: Necht x(t1) = y(t2) pro n&jaka t1,ta > 0. Podle Tvrzeni 10 je z = z(t) = x(t+(t1—1t2))
feSenim rovnice (4.1) s po¢atetni podminkou z(tg) = x(t1). Trajektorie FeSeni z a x ziejmé

splyvaji. Soucasné ale z je feSenim rovnice (4.1) s pocateéni podminkou z(t3) = y(t2) a
z predpokladané jednoznacné FeSitelnosti problému (4.1) s libovolnou pocateéni podminkou
plyne z = y. U

Definice 12. Bod x* € Q se nazyva staciondrni bod (rovnovaznyg bod, ekvilibrium, kriticky
bod, singuldrni bod, degenerovand trajektorie) rovnice (4.1), jestlize f(x*) = 0.
Trajektorie rovnice (4.1) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kiivkou.
Trajektorie {x(t) : t € (S,T)} rovnice (4.1) se nazyva homoklinickd, jestlize existuje stacio-
narni bod x* € Q takovy, ze lim x(t) = lim x(t) = x*.

t—T— t—S+

Trajektorie {x(t) : t € (S,T')} rovnice (4.1) se nazyva heteroklinickd, jestlize existuji stacio-
narni body x7 € Q, x3 € () takové, ze ] # x3, tgr%li x(t) =z a tggl+ac(t) = x5

Véta 10 (Klasifikace trajektorii). Libovolnd trajektorie ieSeni autonomniho systému (4.1) je
pravé jednoho z typi:

— staciondrni bod (odpovidd konstantnimu tesenim);

— cyklus (odpovidd nekonstantnimu periodickému Fesent);

— tragektorie, kterd sama sebe neprotind.

Drikaz plyne z Tvrzeni 10 a 12. O

Poznamenejme, v pripadé stacionidrniho bodu a cyklu je feSeni definované pro kazdé ¢t € R,
tj. S = —o0, T = 0.



4.1. AUTONOMNI ROVNICE 81

Linearizace autonomniho systému v okoli stacionarniho bodu

Necht z* € Q je stacionarni bod autonomniho systému (4.1). Odchylka od tohoto stacionarniho
bodu je definovana rovnosti

y(t) =x(t) —x*.

Pak plati y' = &’ — o0 = f(x). Pokud je zobrazeni f dvakrat spojité diferencovatelné (tj. kazda
jeho slozka ma spojité parcialni derivace podle vSech proménnych), pak podle Taylorovy véty
plati

Y = f(@) = f@) + f'(@) (@ - 2) + O (Jo - 2*3) = f'(@)y + 0 (Jyl3).

Pritom O (HyH%) je zbytek Taylorova polynomu prvniho stupné a derivace f'(x*), nékdy

oznacovana D f(x*) nebo Jg(xz*) = J(x*) a nazyvana Jacobiova matice zobrazeni f, je matice

afl * afl * afl *
6—331(3: ) 6—332(:8 ) a—xn(fﬂ )
df2 Ofo Ofo
(@) (%) = (x%)
D f(a*) = J(a*) = 0x1 0xo oxy,
8—901(33 ) 8—902(w ) a—xn(fﬂ )

7 predchoziho vypoctu plyne Ze v ,malém® okoli rovnovazného bodu x* se ,mala“ odchylky
od tohoto stacionarniho reSeni vyviji jako feSeni lineadrniho systému s konstantni matici

' = J(x*)x. (4.6)

Systém (4.6) se nazyva linearizace systému (4.1) ve staciondrnim bodé x* nebo variaéni rovnice
systému (4.1), matice J(x*) se nékdy nazyva variacni matice systému (4.1).

Linearni systém (3.23) s konstantni matici A je autonomnim systémem. Pokud je det A # 0,
pak je bod o jeho jedinym staciondrnim bodem. Podle Tvrzeni 9 plati: pokud vSechna vlastni
¢isla matice A maji zapornou realnou ¢ast, pak kazda nenulova trajektorie systému (3.23)
sméfuje do stacionarnfho bodu, maji-li kladnou realnou ¢ast, pak kazda nenulové trajektorie
systému (3.23) sméfuje ze stacionarniho bodu. Toto pozorovani motivuje nésledujici definici.

Definice 13. Necht x* je izolovany stacionarni bod autonomniho systému (4.1). Rekneme, ze
stacionarni bod x* je hyperbolicky, pokud kazdé vlastni ¢islo variaéni matice J(x*) = D f(x*)
mé nenulovou realnou ¢ast. Maji-li viechna vlastni ¢isla matice J(x*) kladnou reélnou ¢ast,
fekneme, Ze hyperbolicky stacionarni &* bod je zdroj (source); maji-li vSechna vlastni ¢isla
matice J(x*) zapornou redlnou ¢ast, fekneme, Ze hyperbolicky stacionarni bod x* je stok

(sink).

4.1 Autonomni rovnice (autonomni systémy na piimce)

Rovnice (4.1) pro n = 1, tj. rovnice
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je specidlnim piipadem rovnice se separovanymi proménnymi. Postupem uvedenym na str. 1.1
lze tedy najit jeji TeSeni pfinejmensim v implicitnim tvaru. Casto oviem rozbor stavového
prostoru da nézornéjsi predstavu o prubéhu jejiho feseni.
Stavovym prostorem {2 autonomni rovnice (4.7) je interval nebo sjednoceni intervalii. Tra-
jektorie muze byt
e Primka, pokud je stavovym prostorem celd mnozina R a funkce f je stale kladna nebo
stale zaporna.

e Polopiimka bez krajniho bodu, pokud existuje ¢islo a € R takové, ze f(a) = 0 nebo
a ¢ Q) nastava néktera z (nevylucujicich se) moznosti

(—00,a) € Q, f(z)#0prox <a, nebo (a,00)CQ, f(z)#0prozxz > a.

e Vnitiek tsecky, pokud existuji ¢isla a, b € R takova, ze (a,b) C Q, f(z) # 0 pro z € (a,b)
a
f(a) =0mnebo a & Q asoutasné f(b) =0 nebo b & .

V pripadé a € €2, b € Q se jedné o heteroklinickou trajektorii.

e Stacionarni bod z* € Q, pokud f(z*) = 0.

Orientaci trajektorie je bezprostiedné vidét z grafu funkce f, viz Obr. 4.1. Je-li trajekto-
rif pfimka nebo vnitiek polopifimky nebo tsecky, pak je trajektorie orientovana souhlasné s
orientaci osy x, pokud f(x) > 0 ve vS8ech bodech této pfimky nebo vnitiku polopfimky nebo
tsecky. Takovym trajektoriim odpovidaji rostouci feseni rovnice (4.7). Pokud je zde f(z) <0,
pak je trajektorie orientovina proti orientaci osy x.

Necht z* je stacionarnim bodem rovnice (4.7) takovym, Ze existuje jeho pravé ryzi okoli
(x*,z* +¢) C Q tak, ze f(x) # 0 pro x € (z*,2* + £). Trajektorie odpovidajici feSeni rovnice
(4.7) s pocatetni podminkou x(0) = zg € (z*,2" + €) sméfuji ke stacionarnimu, resp. od
stacionarniho, bodu z*, pokud f(z) < 0, resp. f(x) > 0, na intervalu (z*,z* 4 ¢). Analogicky
muzeme vySetFit smér trajektorii nalevo od stacionarniho bodu.

Necht nyni z* je vnitini stacionarni bod rovnice (4.7), tj. z* € Q° a f(z*) = 0. Pokud je
funkce f diferencovatelna a f'(z*) # 0, pak je tento stacionarni bod izolovany, tj. existuje jeho
ryzi okoli, v némz f(x) # 0. Je-li pritom f/(z*) > 0, resp. f/(z*) < 0, pak vSechny trajektorie
zacinajici v okoli bodu z* sméfuji od stacionarniho, resp. ke stacionarnimu, bodu x*.

Smérovani trajektorii od staciondrniho bodu nebo k nému inspiruje klasifikaci stacionarnich
bodu:

Obrazek 4.1: Priklad pravé strany f(z) autonomni rovnice (4.7) a p¥islusného potencialu V' (z).
Stacionarni bod z7 je sedlo, x5 je nestabilni uzel a x3 je stabilni uzel.
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Definice 14. Necht z* je izolovany stacionarni bod rovnice (4.7), tj. f(z*) = 0 a existuje ryzi
okoli O(z*) = (z* —e,2*) U (2%, 2" + ¢) takové, ze f(z) # 0 pro x z O(z*). Equilibrium z* se
nazyva

stabilni uzel nebo stok (sink), pokud vSechny trajektorie zacinajici v okoli O(z*) sméfuji k bo-
du x*,

nestabilni uzel nebo zdroj (source) pokud vechny trajektorie zac¢inajici v O(z*) sméfuji od
bodu z*,

sedlo, pokud existuji dvé trajektorie zac¢inajici v O(x*), z nichZ jedna sméfuje k bodu z* a
druhé od ného (vSechny trajektorie za¢inajici v O(z*) jsou orientovany stejné).

Evidentné plati (viz Obr. 4.1):

Tvrzeni 13. Necht z* je izolovany stacionarni bod rovnice (4.7) a O(z*) je jeho ryzi okoli
zavedené v predchozi definici. Pokud funkce f neméni na O(z*) znaménko, pak je z* sedlo.
Pokud je funkce f na O(z*) ryze rostouci, pak je z* nestabilni uzel, pokud je funkce f na
O(x*) ryze klesajici, pak je z* stabilni uzel.

Je-li funkce f na okoli bodu z* diferencovatelna a f’(z*) > 0, resp f'(z*) < 0, pak je z*
nestabilni, resp stabilni uzel.

Je-li funkce f na okoli bodu x* dvakrat diferencovatelna a f/(x*) = 0 # f”(x*), pak je x*

sedlo.

Jinou ,,nédzornou pomtckou“ pro vysetfovani orientace trajektorii je potencial rovnice:

Definice 15. Diferencovatelna funkce V' :  — R se nazyva potencidl rovnice (4.7), pokud
—V'(z) = f(x) pro kazdy bod x € Q.

Ponévadz o funkci f na pravé strané rovnice (4.7) predpokladame, Ze je spojita, potencil
existuje a je primitivni funkci k funkci —f.

Necht z* je stacionarni bod rovnice. Z pifedchozich tvah nebo z geometrického néazoru
(viz Obr. 4.1) plyne: pokud je bod z* bodem ostrého lokalniho minima potencialu V', pak
vSechny trajektorie zac¢inajici v ryzim okoli bodu z* sméfuji k bodu z*; je-li bod z* bodem
ostrého lokdlniho maxima potencialu V', pak vSechny trajektorie za¢inajici v ryzim okoli bodu
z* sméfuji od bodu z*.

4.2 Autonomni systémy v roviné

V tomto oddilu se budeme zabyvat systémem (4.1) pro n = 2, tedy systémem

ES f(x,y)
y = g(z,y). (48)

Definice 16. Kiivka zadané implicitné rovnici f(z,y) = 0 (resp. g(z,y) = 0) se nazyva
x-nulklina (resp. y-nulklina) rovnice (4.8).

Prusecik nulklin je stacionarni bod, tecna k trajektorii v jejim pruseciku s z-nulklinou
(resp. y-nulklinou) je rovnobézné s osou y (resp. x).
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Definice 17 (typy stacionarnich boda v roving). Stacionarni bod (z*,y*) systému (4.8) se
nazyva

sedlo, jestlize existuje jen konecény pocet trajektorif (z,y) = (2(t), y(t)) takovych, ze

lim (z(t),y(t)) = (z*,y") nebo lim (x(t),y(t)) = (%, y");

t—o00 t——o0

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (x(0),y(0)) € U
plati
lim (2(t), y(1)) = (", ") nebo lim_(x(t), (1)) = (", y7")

t—o00 t——o0

a pro orientovany thel ¥ (t), ktery svira vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s njakym pevnym
vektorem existuje vlastni tlim ¥ (t) nebo tlim P(t);
—00 ——00

ohnisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze pro kazdou trajektorii s (x(O), y(O)) elU
plati
lim (#(t), (1)) = (&*,y") nebo  lim_(x(t), y(1)) = (2",")

t—o0 ——00
a pro orientovany thel ¥ (t), ktery svira vektor (ﬂ:(t), y(t)) — (z*,y*) s n&jakym pevnym
vektorem plati

tllglo (t) = oo nebo tlgglo 1 (t) = —oo nebo tl}r_noow(t) = 0o nebo t_lgr_noow(t) = —00

(trajektorie se pfiblizuje ke stacionarnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spiréle);
bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (z*,y*) ve svém vnitiku;

stred, jestlize existuje jeho ryzf okoli U takové, ze kazda trajektorie s (x(0),y(0)) € U je
cyklem obsahujicim (z*, y*) ve svém vnittku (stfed je specidlnim pfipadem bodu rotace).

Poznamenejme, Ze stied je specidlnim pripadem bodu rotace.

Ohnisko nebo uzel se nazyva stabilni, resp. nestabilni, pokud pro kazdé feSeni systému (4.8)

s pocatecni hodnotou v ryzim okoli U bodu (z*,y*) plati tlim (z(t),y(t)) = (z*,y"), resp.
—00

Jim(2(8),y(1) = (2%, y7).

Priklad: typy stacionarniho bodu autonomniho linearniho systému

Systém (3.24) ma v piipadé det A # 0 jako jediny izolovany stacionarni bod pocatek (0,0).
Tento systém je explicitné vyfesen na zavér ¢asti 3.3.1. Z vysledki vidime:

e det A < 0: Trajektorie tohoto systému jsou jednak dvé polopiimky {:I:eAlt'wl tte R}, kte-
ré odpovidaji kladné vlastni hodnoté A; a pfislusnému vlastnimu vektoru wi, a proto
jsou orientované smérem od pocatku, jednak dvé poloprimky {:I:e>‘2t'w2 tte R}, které
odpovidaji zaporné vlastni hodnoté Ao a pirislusnému vlastnimu vektoru ws a jsou orien-
tovany smérem k pocatku. Pro ostatni trajektorie {cleAlt'wl + cpeMtwy : t € R} plati
lim Hcle)‘ltwl + CQe’\Qtng = lim Hcle)‘ltwl + CQe’\Qtng = 0.

t—o0 t——00

Stacionarni bod (0,0) je tedy sedlo.
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det A = 1 (trA)? det A

stok
ohnisko

zdroj

A\ %

Obrazek 4.2: Typy izolovanych stacionarnich bodt dvourozmérného autonomniho linearniho
homogenniho systému (3.24) v zéavislosti na hodnotéach stopy a determinantu jeho matice.

e detA > 0:

o (tr A)2 > 4det A: Necht vlastni hodnoty jsou oznaceny taky ze |[A1| > || a wi,
ws jsou piislusné vlastni vektory. Neni-li vlastni hodnota A\; dvojnasobna jednodu-
chého typu, pak trajektorie systému jsou dvé polopiimky pq 2 = {:I:e)‘lt'wl 1t e R},
které jsou orientovany smérem od pocatku (pokud A; > 0) nebo smérem k pocatku
(pokud A\; < 0); ostatni trajektorie jsou orientovany shodné smérem od nebo k po-
¢atku a polopiimky p1 2 jsou jejich polotecny. V opa¢ném pripadé jsou trajektoriemi
v8echny polopfimky vychézejici z poc¢atku a orientované k nému (pokud A\ < 0)
nebo od ného (pokud A; > 0). V kazdém piipadé je stacionarni bod (0,0) uzlem,
ktery je stabilni pro Ay < 0 a nestabilni pro A\; > 0. Znaménko vlastni hodnoty je
ur¢eno stopou matice A.

o tr A < 0: Stacionarni bod (0,0) je stabilni uzel.
o tr A > 0: Stacionarni bod (0,0) je nestabilni uzel.

o (tr A)2 < 4det A: Vlastni hodnoty jsou komplexné sdruzené A\; » —a = i a trajektorie
jsou

{eo‘t((cl cos Bt + co sin ft)u + (¢q cos ft — o sin Bt)v) i te IR{} ,

kde w,wv jsou linedrné nezavislé vektory. Trajektorie jsou tedy logaritmické spi-
raly (pokud a # 0) nebo elipsy (pokud « = 0). Spiraly jsou orientovany smérem
k po¢atku pro (o < 0) nebo od ného (pro o > 0); spiraly i elipsy jsou oriento-
vany v kladném symyslu, pokud koeficient ¢ systému (3.24) je kladny, v zaporném
smyslu, pokud ¢ < 0.
o tr A < 0: Stacionarni bod (0,0) je stabilni ohnisko.
o tr A = 0: Stacionarni bod (0,0) je stied.
o tr A > 0: Stacionarni bod (0,0) je nestabilni ohnisko.

Vysledky provedené analyzy linedrniho dvourozmérného systému (3.24) s konstantni matici
jsou shrnuty graficky na obrazku 4.2. [ |
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detJ* <0 sedlo

(trJ*)? > 4det J* | (trJ*)? < 4det J*

trJ* <0 stabilni uzel stabilni ohnisko

detJ* >0

trJ* >0 nestabilni uzel nestabilni ohnisko

Tabulka 4.1: Kvalitativni vlastnosti FeSeni systému (4.8) v okoli stacionarniho bodu (z*,y*);
J¥ = J(a*,y*) je varia¢ni matice tohoto systému ve staciondrnim bodé.

Na zakladé tivah provedenych na str. 81 usuzujeme, Ze v okoli izolovaného stacionarniho
bodu (z*, y*) leziciho uvniti stavového prostoru se trajektorie systému (4.8) ,,chovaji podobné*
jako trajektorie jeho linearizace. Pfesnéji:

Véta 11. Necht funkce f a g jsou dvakrdt spojité diferencovatelné a
of of

2\’ _x(x*’ ) Aot yT) .
<y> i %(m*,;) %(m*,j*) <y> (4.9)

je linearizace systému (4.8) v okoli izolovaného staciondrniho bodu (z*,y*) € Q°. Pak plati:

o Je-li pocdtek uzel, ohnisko nebo sedlo systému (4.9), pak staciondrni bod (z*,y*) systému
(4.8) je stejného typu;

o Je-li pocatek stied systému (4.9), pak staciondrni bod (x*,y*) systému (4.8) je bod rotace
nebo ohnisko systému (4.8).

Diikaz za ponékud obecngjsich predpokladi je proveden v monografii P. HARTMAN: Ordinary
Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney 1964, kap. VIII. U

S pouzitim terminologie zavedené v definici 13 miZeme ¢ast tohoto tvrzeni preformulovat:
Je-li (z*,y*) hyperbolicky stacionarni bod systému (4.8), pak je stejného typu jako stacio-
narni bod (0,0) linearizace tohoto systému ve stacionarnim bodé (z*,y*). S vyuzitim vysledka
predchoziho prikladu miZzeme toto tvrzeni vyjadrit formou Tabulky 4.1.

Véta 12 (Dulacovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na Q a existuji
jednoduse souvisld otevirend mnozina B C Q) a spojité diferencovatelnd funkce q : B — R tak,
Ze vyraz

ﬂ%@z%ﬂ%@ﬂ%W+§ﬁ@Mﬂ%w

je pro vdechna (x,y) € B nezdporny nebo je pro viechna (x,y) € B nekladny, pFicemz mnoZina
{(z,y) € B: F(z,y) =0} md miru 0. Pak v mnoZiné B neezistuje cyklus systému (4.8).

Diikaz: Piipustme, Ze existuje cyklus C' C B rovnice (4.8) a necht jeho parametrické vyjadient
je
z=p(t), y=v);

pritom funkce @, 1 vyjadiuji w-periodické FeSeni systému (4.8), tedy

¢'(t) = fo(t),v(t), ¥ (t) =g(e), ().
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Predpokladejme, ze kiivka C' je orientovana kladné a méa
tvar ovalu, tj. existuji na ni pravé dva body, v nichz je y
te¢na rovnobézna s osou y a pravé dva body, v nichZ je
te¢na rovnobézna s osou x. Ozna¢me A mnozinu ohra-
ni¢enou kiivkou C, [a,b] pramét mnoziny A na osu x,
to hodnotu parametru pro niz ¢(tg) = p(tg +w) = b, «
nejmensi kladné &islo pro néz p(ty + ) = a.

Déle zavedeme funkce m = m(zx), resp. M = M(x),
takové, Ze jejich graf na intervalu [a,b] splyva s dolnim, : :
resp. hornim, obloukem kiivky C'. Pak a b @

M (z)

m(x) = (¢~ (x)) = ¥(t) pro t € [to + a, to + w],

M(z) =¢(¢ ' (x)) = (t) pro t € [to, to + a.

7 predpokladu véty a obecnych vlastnosti integralu plyne, Ze

/ / F(z,y) # 0. (4.10)
A

Podle Fubiniovy véty nyni plati

- [ a%qmy)g(x,y)dxdy =
A

b M(:v)a b

a m($) a

b b
:/q(x,M(x))g(m,M(x))dx—/q(w,m(m))g(w,m(aﬁ))dx.

V integralech zavedeme substituci z = ¢(t), tedy da = ¢/(t)dt = f(p(t),¥(t))dt,

to

1= / a0 (), () g (1), ¥(D)) £ (1), (1)) di—

to+a
to+w
— | ale(®),v(®)g(e(t), (1) f (), (1)) dt =
to+a
to+w
=— [ ale@®),v(t)g((t), (1) f ((t), ¥(t)) dt =
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kde § ®(z,y)ds oznacuje kiivkovy integral z funkce ® pres uzavienou krivku C. Analogicky
C
ukazeme, ze

J = // %q(m,y)f(x,y)dxdy = }{q(cp(t),¢(t))f(@(t)a¢(t))g(@(t)aw(t))ds'
A C
Odtud plyne, ze

//F(ﬂ:,y) _ // <3(Q(x,?(/9)j(m,y)) N 3((1(%?{/9)@/9(96,?/))) dedy=J +T=0,
A A

coz je ve sporu s (4.10).
V pripadé, Ze by kfivka byla orientované zaporné, provedeme diikaz stejné s piislusnou
zménou znamének.

Pokud by na kiivce C existovalo k > 2 bod, v nichZ je tetna rovnobézny s osou y,
rozdélili bychom interval [tg, to + w] na k subintervalua [tg, to + a1, [to + a1, to + a1 + az], .. .,
[to + w — ay, tg + w] takovych, Ze na kazdém z nich oblouk kfivky C splyne s grafem né&jaké
funkce proménné x. O

Disledek 6 (Bendixsonovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na
a existuje jednoduse souvisld otevirend mnozZina B C Q tak, Ze vijraz
Of(z,y) | 9g(x,y)
+
ox dy
je pro vSechna (x,y) € B nezdporny nebo je pro vechna (x,y) € B nekladny, pricemz mnoZina,
na niz je tento vyraz nulovy md miru 0. Pak v mnoZiné B neezistuje cyklus systému (4.8).

Priklad: Jednoduchy model producent-konzument

V tomto modelu si pod pojmem ,producent® muzeme piedstavit populaci, kterd vyuziva
n&jaky neomezeny zdroj!, napf. zelené rostliny, které vyuzivaji sluneéni svétlo a atmosféricky
uhlik. Takova populace by rostla s néjakym kladnym riastovym koeficientem, sr. str. 2—4.

,2Konzumentem* budeme rozumét populaci, pro niz producent predstavuje zdroj; muze jit
napiiklad o herbivora ziviciho se piislugnou rostlinou?. Pro populaci konzumenta je kapacita
prostiedi (sr. str. 4) urcena velikosti populace producenta. V nejjednodussim pfibliZzeni mtzeme
tyto veli¢iny povazovat za amérné.

Populace konzumenta spotiebovava, a tim nici, jedince z populace producenta; jinak fe-
¢eno, zvétsuje tmrtnost producenti. Budeme opét jednoduse predpokladat, Ze toto zvétSeni
dmrtnosti producentt je tmérné velikosti populace konzument.

Ozna¢me Ny = Ny(7), resp. No = Ny(7), velikost populace producenta, resp. konzumenta,
v ¢ase 7. Vyvoj téchto velikosti miizeme na zékladé uvedenych zjednodusujicich predpokladii
(uzitim analogickych tvah jako na str. 2-4) modelovat systémem dvou autonomnich rovnic

dN;

F = Nl(Tl —aNg),
%_TN 1_& (4.11)
dr — 27 bN, )

Ve skute¢nosti zadny zdroj neni neomezeny. Populace navic pot¥ebuje prostor, ktery je konecny. Presnéjsi
by tedy bylo fikat, Ze pro potieby modelu zanedbavame nebo neuvazujeme vSechna prirozend omezeni.
2Struéné mizeme mluvit o modelu ,trava-krava®.
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Parametry r1,72,a,b jsou kladné; r je Cisty riistovy koeficient populace producenta (relativni
prirtstek velikosti za jednotku ¢asu v pripadé, Ze populace producenta neni konzumovana),
a je koeficient imérnosti mezi tmrtnosti producenti zpisobenou konzumenty a velikosti po-
pulace konzumenti (podil producenti zkonzumovanych populaci konzumenti o jednotkové
velikosti za jednotku Casu v populaci jednotkové velikosti), 7o je maximélni moZny rustovy
koeficient populace konzumenta (relativni pfiristek velikosti populace za jednotku ¢asu v pii-
padé, Ze méa neomezeny prisun poptravy), b je koeficient amérnosti mezi uzivnosti prostiedi
pro konzumenta a velikosti populace producenta.

Velikosti populaci jsou ¢isla nezaporna. Velikost populace producenta v uvazovaném mo-
delu musi navic byt nenulova, nebot je ve jmenovateli zlomku na pravé strané druhé z rovnic
(4.11). To znamend, Ze stavovy prostor systému (4.11) je mnozina = (0,00) x [0, 00).

Velikosti populaci i ¢as vyjadiime v néjakych , pfirozenych jednotkach®. Méritko zavisle i
nezavisle proménnych (stavovych proménnych i ¢asu) zménime tak, ze polozime

b
x:a—Nl, y:ENg, t=nrT, Q:T—Q.
1 1 1
Pak je
dab
dx - otdr ab 1 a 1
/ 1
_de T gyt = D (o) T = 1y,
TSR T Tar @y et =a(n—agy) qe= 01—y

N
oW T tdr e o (0 Mo\ 1 aram () om0 — oy (1-4)
dt dr dt r 22 bNy ) r? a a”rx x/’
Pouzita substituce tedy transformuje systém (4.11) na jednodussi systém

= (1-y)z,

y
y’=9y<1——)
X

(4.12)

s jedinym kladnym bezrozmérnym parametrem p. Stavovym prostorem je opét mnozina 2 =
(0,00) x [0,00).

Ponévadz z # 0, mé systém (4.12) jedinou z-nulklinu, polopfimku y = 1, a jedinou y-
nulklinu, polopfimku y = z. V dusledku toho ma jediny stacionarni bod (z*,y*) = (1,1).
Pod polopfimkou y = 1 sméfuji trajektorie doprava, nad ni sméifuji doleva. Nad polopiimkou
y = x sméfuji trajektorie dolt, pod ni nahoru. Fazovy portrét systému (4.12) je zobrazen na
obr. 4.3 vlevo. Z ného je vidét, ze trajektorie mohou obfhat v kladném smyslu stacionérni bod.
Neni ovSem jasné, zda se k nému piiblizuji, vzdaluji se od ného nebo tvoii uzaviené kiivky. Z
fazového portrétu tedy neni mozné uhodnout pribéh FeSeni systému (4.12).

VySetiime linearizaci systému (4.12). Mame

tedy

=011 = <2 :D
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]

AR

1 x

Obrazek 4.3: Vlevo: fazovy portrét systému (4.12). Vpravo: hypotetickd moZnost existence
cyklu v pripadé, Ze stacionarni bod je ohnisko a stok.

a déle

trJ*=—0<0, detJ"=0>0, (trJ*)2 —4det J* = p(0—4).
Odtud vidime, Ze stacionarni bod (1, 1) je stok. V piipadé o > 4 je to uzel, v pripadé o < 4 je
to ohnisko.

Tento vysledek ovSem jesté nevylucuje, ze by ve stavovém prostoru nemohl byt cyklus. Ten
by mohl byt uzavienou kifivkou, na niZz se z jejiho vnéjsku trajektorie navijeji a do vnittku
se z ni trajektorie odvijeji; takova moznost je naznacena na obr 4.3 vpravo. Existenci cyklu
systému (4.12) vylou¢ime Dulacovym kriteriem (Véta 12). Polozime

1
Q(%y):w—y-
Pak je
0 (1 0 I y\ o
Flew) =5, <y _1> " 0y@<£ﬂ N w2> R

pro v8echna = > 0 a proto neexistuje cyklus systému (4.12) v kladném kvadrantu (0, 00) x

(0, 00).
Trajektorie systému (4.12) pro dvé ruzné hodnoty parametru g jsou zobrazeny na obr. 4.4;
vlevo je stacionarni bod (1,1) ohniskem, vpravo uzlem. [ ]

Véta 13 (Poincaré (1854-1912)-Bendixson (1861-1935)). Jestlize rovnice (4.1) ma trajektorii
Ct = {z(t): t > 0}, kterd je ohranicend a jeji uzdvér neobsahuje staciondrni body rovnice
(4.1), pak existuje cyklus rovnice (4.1), ktery lezi v C+.

Ditkaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VII. O
4.3 Konzervativni systémy

Nejprve pfipomeneme dva pojmy, jeden z analyzy a druhy z linearni algebry: Operator V (na-
bla, gradient) pfifazuje spojité diferencovatelné skalarni funkci F' proménnych 1, zs, ..., zy
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1 x 1 T

Obréazek 4.4: Trajektorie systému (4.12) se dvéma riznymi hodnotami parametru p. Vlevo:
0 = 0,5 a stacionarni bod je ohnisko, vpravo: ¢ = 8 a stacionirni bod je uzel.

vektorovou funkeci

T
ypo (98 O OF AT
ox1 Oxo oxy,

stejnych proménnych.
Matice A se nazyvé antisymetrickd (polosymetrickd, anglicky skew-symmetric), pokud plati
rovnost A = —AT.

Definice 18. Funkce U : Q — R se nazyva proni integrdl (invariant) systému (4.1), je-li
spojité diferencovatelna a v kazdém bodé x € Q pro jeji derivaci vzhledem k systému (4.1)
plati

n

U(@) = VU(@)" (@) = 3 5 (@)filw) = 0

Rekneme, ze systém (4.1) je konzervativni, jestlize existuje jeho prvni integral.

Véta 14. Necht U : Q — R je pruni integrdal systému (4.1) a necht x(-) je TeSeni systému
(4.1). Pak je funkce U(x(-)) konstantni.

Diikaz:

d — oU d — U
SU(=(0) = ; o ((t)) g i(t) = ; P (z(t)) f; (z(t)) = 0. -

Prvni integral tedy vyjadiuje veli¢inu, ktera je na trajektoriich systému (4.1) konstantni,
tj. veli¢inu, ktera se v prubéhu vyvoje systému zachovava; nazev ,invariant” je tedy adekvatni.
Systém je konzervativni, pokud zachovava (konzervuje) veli¢inu U. V aplikacich miize jit napf.
o celkovou energii nebo hmotu a podobné.

Vétu lze preformulovat i takto: trajektorie systému (4.1) jsou vrstevnicemi prvniho inte-
gralu. Znalost prvniho integralu tedy poskytuje informaci o feSeni systému (4.1).

Znalost nékolika prvnich integralit umoziuje také zmensit dimenzi systému (4.1). Uva-
7ujme systém (4.1) s pocateéni podminkou (4.3). Necht k je pfirozené ¢islo spliujici ne-
rovnosti 1 < k < n, Up,Us,...,Ug jsou prvni integraly systému (4.1) a necht vektory
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VU (x0), VUs(x0), . .., VUi (o) jsou linearné nezavislé. Definujme zobrazeni ® =: Q — R¥
® = (O, Py, ..., P;)7 piedpisem

Uk(z) — Uk(ao)

Toto zobrazeni je spojité diferencovatelné. Oznacme

zo = ((xo)1, (®0)2, - - -, (Zco)n))T = (T0,1, 70,2, -+ To,n) "
Yy = (x17x27--'7xk)T7 z = (1’k+17.%'k+2,...,1'n)T7
Yo = (20,1, 0,2+, T0k) s 20 = (B0t 15 025 - - - > TOm) -
Pak je ®(yo, z0) = 0 a z linearni nezavislosti vektora VUi (xg), VUa(x0), . .., VUi(x0) plyne
0 0 0
— , 2 —¢ , 2 e —0 , 2
o 1(Yo, 20) 9 1(Yo, 20) m 1(Yo0, 20)
0 0 0
9 & AU,
det | oy, 2(y0,20) e 2(y0,20) o 2(3/0,20) _
0 0 0
— ,Z — 2 — ,Z
e k(yO 0) I k(’yo 0) o k(yo 0)
0 0 0
3—361(]1(330) 3—362(]1(330) 3—%(]1(330)
0 0 0
— det | 9y 2T0) gy Url@o) o G te(@) | Ly
0 0 0
8—.%'1Uk($0) 31‘2 Uk(:lio) 31‘k Uk(CC())

Jsou splnény predpoklady véty o implicitnim zobrazeni (viz napt. Z. DOSLA, O. DOSLY:
Diferencidlnt pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, Véta 8.5). To znamena, Ze existuje
jediné spojité zobrazeni ¥ = (¥, Wy, ..., ¥p)T : R"*F — RF takove, ze <I>(\Il(z0),z0) = o.
Substituci

1 = Thk+1, 22 = Lk+25 -5 An—k — Tn
prejde systém (4.1) na systém

21 =frer1(P1(21,22, oy 2n-k)s P2(21, 22, ooy Znek)s e oo s Wi(21, 22, ooy Znek )y 215 225« + + s Zn—k )5
2 =frr2(P1(21,22, oy 2n-k), Pa2(21, 22, o s Znek)s e oo s Wi(21, 22, ooy Znek )y 215 225+« + s Zn—k )5
Z;L_k:fn(\lll(zl7 22, MR ] zn—k)7 \112('21) 22) AR )Z’rl—k)7 MR ] lI/k(zla 22) AR )Z’rl—k)7 21, 227 MR ] z’ﬂ,—k)-
Struc¢né feceno, slozky x1, xs, ..., x vypoclitame ze soustavy rovnic
Ui(xy, 22, ..., 2,) =Ur (20,1, 70,25 - - - s Ton)s

UQ(CEl,CCQ, e ,xn) = U2($071,$072, e ,$07n),

Uk(z1,22,...,20) =Uk(z01,202, - .-, Zon),
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tak, Ze je vyjadiime v zavislosti na slozkach zp 1, zgy2,. .., n, a pak je dosadime do poslednich
n — k rovnic systému (4.1). Obecnéji: vyjadiime k& neznamych funkei pomoci zbyvajicich n — k
a dosadime je do pfislusnych n — k z ptvodnich diferencialnich krovnic.

Priklad

Uvazujme dvourozmérny systém
r’' = CC(y - 1)’

413

se stavovym prostorem Q = (0,00) x (0,00). Prvni integral tohoto systému lze hledat tak, ze
druhou rovnici vydélime rovnici prvni. Dostaneme

dy Ty y

de  z(y—-1) 1-y’
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, sr. 1.1. Jeji feSeni je implicitné dano rovnici
T+ y— Iny = const.
Funkce U :  — R definovana vztahem
U(z,y) =z+y—Iny (4.14)
je prvnim integralem systému (4.13), nebot

Ulz,y)=1-2z(y—1)+ <1—§> (—zy)=zy—x—2y+x=0.
Pokud funkce = = x(t), y = y(t) jsou FeSenim systému (4.13) s pocatetni podminkou
z(0) = zo0, y(0) = yo, (4.15)
pak pro vSechna t > 0 plati
z(t) +y(t) —Iny(t) = U(x(t),y(t)) = Ulxo,yo) = xo + yo — Inyo,

tedy
z(t) = —y(t) + Iny(t) + o + yo — Inyo. (4.16)

Dosazenim tohoto vyjadfeni funkce = do druhé rovnice systému (4.13) dostaneme

y'zy(y—yo—lnﬁ—am). (4.17)
Yo

Druha slozka feSeni po¢ateéniho problému (4.13), (4.15) je tedy FeSenim (skalarni autonomni)
rovnice (4.17) s poc¢atecni podminkou y(0) = yo; jeho prvni slozka je pak déna rovnosti (4.16).
|

Definice 19. Necht existuje antisymetrickd matice S a spojité diferencovatelna funkce H :
) — R takova, Ze pro viechna x je f(x) = SV H (x). Pak se systém (4.1) nazyva hamiltonovsky,
funkce H se nazyva hamiltonidn systému (4.1).
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Hamiltonovsky systém je tedy tvaru
x' = SVH(z).
Véta 15. Hamiltonovsky systém je konzervativng, hamiltonidn je jeho invariantem.

Diikaz: Nejprve si vSimnéme, Ze pro libovolny vektor & € R™ a antisymetrickou matici S radu
n plati

vTSv = ('vTS'U)T =v!'STy = —v'Se
a tedy v”'Sv = 0. Odtud plyne, Ze
VH(z)! f(x) = VH(z)TSVH (z) = 0. 0

Priklad

Systém (4.13) vyjadiime v logaritmickych soutradnicich, tj. zavedeme substituci

E=Inz, n=Iny. (4.18)
Pak je
{':x—/:y—lze"—l, n':g:—m:—eg.
x Yy
Transformace (4.18) pfevadi systém (4.13) na systém tvaru
r_
5/ ; e_neg_’ b (4.19)

ktery muzeme vektorové zapsat jako

& /0 1 e
n) \-1 0)\e"—1)"
Matice na pravé strané této rovnice je antisymetricka. K tomu, aby funkce H = H(§,n) byla
hamiltonidnem systému (4.19) staci, aby spliiovala vztahy
oH . OH
— = e _— =
¢ ' on
tj. aby byla kmenovou funkci diferencidlu efd¢ + (€7 — 1) dn. Z¥ejmé staci volit
H(& ) = e +e —.

Jesté si mizeme povsimnout, ze hamiltonian H systému (4.19) je invariantem (4.14) systému
(4.13) transformovanym substituci (4.18). [

e —1,

Definice 20. Existuje-li pfirozené ¢islo k, 1 < k < n a existuji-li zobrazeni
g=1(91,92,-- %) R 5 RF h=(hy,hg,... hy ) : RF = R"F
tak, ze pro vSechna x € Q) je
flx) = (fl(xl,xg, . ,xn),fg(xl,xg,...,xn),...,fn(xl,xg,...,xn)) =

= (gl(mk+1,xk+2, . ,xn),gg(karl,karg, N ,xn), N ,gk(l'kJrl,.%'kJrQ, N ,I'n),
hl(xlaan cee axk‘)a hQ(IEl,IEQ, .. axk‘)a ey hn—k‘(‘rlaan cee axk‘))a

pak se systém (4.1) nazyva bipartitni.
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Pfi oznaceni y = (x1,22,...,2k), 2 = (Tkt+1, Tkt2,- -, Tn) lze bipartitni systém zapsat ve
tvaru
/ /
y =g(z), 2z =h(y).
Neznamé funkce jsou rozliseny na dvé sady; derivace funkci z prvni sady zavisi pouze na
funkcich z druhé sady a naopak.

Priklad (Newtonovy zakony pohybu)

UvaZzujme hmotny bod X o hmotnosti m, ktery ma v ¢ase t souradnice x = z(t), y = y(t),
z = z(t) a na n&jz pusobi sila F = (F,,F,, F.), kterd miize zéviset na poloze bodu X.
Polohu bodu X lze zapsat jako vektor x = (z,y, z)T. Ozna¢me po fadé v = (vx,vy,vz)T,
a = (az,ay,a)T, p= (pz,py, p»)T rychlost, zrychleni a hybnost bodu X.

Zékon setrvacnosti ika, ze pokud je hmotny bod v klidu nebo vykonéva rovnomérny
pfimocary pohyb, pak jeho hybnost (,,mnozZstvi pohybu“) je konstantni a tmérné rychlosti s
koeficientem imérnosti m, tj. p = mw. Ze zékona setrvacnosti tak dostavame

1
' =v=—p adile a=2z"=—p, tj. p=ma.
m m

Sila piisobi zrychleni hmotného bodu; definujeme ji jako timérnou tomuto zrychleni opét s
koeficientem timérnosti m, tj. F = ma. Prvni dva Newtonovy pohybové zakony tedy muzeme
vyjadrit ve tvaru bipartitniho systému

1
= = = F(x). 4.20
@' =—p p=F) (4.20)

Necht nejprve nepusobi zadna sila, F' = o. Pak funkce

U(x,p) = U(x,Y, 2,0z, Dy, Pz) = Dz + Dy + D=

je prvnim integralem systému

r =—p, p =o. (4.21)
Vskutku

_ T _ (DPx Dy Pz T
VU(x7y7z7pl‘7py7pz) _(07070717171) 9 f(xayazap$7pyapz) - _7_7_707070 )
m m m

takze VUT f = 0. Analogicky se lze piesvédéit, ze kazda z funkei

Ui(x,p) = pzy, Ua(x,p) =py, Us(x,p) =p., Us=\/p:+p+p2

je prvnim integralem systému (4.21); uvedené prvni integraly Uy, resp. Uy, Us, Us, vyjadiuji
zékon zachovani hybnosti, resp. jejich slozek.

Uvazujme nyni centralni silu ptisobici v pocatku, tj. silu, kterd bod X pritahuje k poc¢atku
nebo ho od néj odpuzuje. O velikosti sily budeme predpokladat, Ze je pifimo timérna hmotnosti
bodu X a nepfimo timérna druhé mocniné vzdalenosti bodu X od poc¢atku (takovou pritazlivou
silou je naptiklad sila gravita¢ni). Plati tedy

m x m Y

F =
Cx2—|—y2—|-22 /5E2+y2—|—_22 ) y(x,y,z) C$2+y2+z2 /$2+y2 +—22 )

Fx(x’y’z) =
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m z . cm

F,(x,y,2) =c , tj. F(x) = —==
Z( Yy ) x2+y2+22\/m J ( ) kug 9
kde || nyni oznacuje euklidovskou velikost (normu) vektoru. Je-li konstanta tmérnosti c

kladn4, jedné se o pritazlivou silu, je-li zaporné, jedna se o silu odpudivou. Systém (4.20) je
nyni tvaru

1
=—p, p= ﬂx (4.22)
m Elk
V soutadnicich ho 1ze rozepsat
o 1 , cm
- mpl‘7 px (1_2 + y2 + 22)3/2
;L 1 ;o cm
y _mpy7 py_ (1_2 +y2 +22)3/2y7
2 1 = an 2
- mp27 pz - (1_2 + y2 + 22)3/2 .

Fazovy prostor tohoto systému je mnozina Q = {(z,p) € R**3: |x| > 0}. Pro funkci H :
2 — R definovanou piedpisem

HPH cm Lo 2 2 cm
H - T H = — - @@
plati
OH cme OH cmy OH cmz
or (22 + 92 +22)3/27  dy o (22 +y2 4+ 22)3/27 Oz o (22 + 92 + 22)3/2°

OH _p:  OH _py,  OH _p:

Op, m’ 9p, m  Op. m

(4.23)
Tedy VHT f = 0 a funkce H je prvnim integralem systému (4.22). Vyraz
1 1 2, 1 2, 2, 42 1 2 1 2
%(Pi+p§+pg) = Qm(m% +m?y’ 2 4m? ) = 57”(55/ +y' " +2"7) = §mH$,H = §m||’v||

vyjadiuje kinetickou energii hmotného bodu X, vyraz

cm cm

Va2 +y? + 22 Y

vyjadiuje jeho energii potencialni. Prvni integral je tedy celkovou mechanickou energii hmot-
ného bodu X, kteréd se zachovava.
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Z vyjadieni (4.23) vidime, ze systém (4.22) lze také zapsat ve tvaru

0
%H(ﬂf, Y, %, Dy Pys Dz)

d

——H (2,9, 2, pz, Py, =)
Y 0 0 0O 0 1 0 QH
zf 10 0 0 001 Oz (7,9, 2,2, Py, Pz)
Dy 0O -1 0 0 0 0 3p$H(m’y’Z’p$7py=pz)
Pz 0 0O —=1 0 0 0 P

—H

py 1005 Ps )

0
H
o (2,9, 2, Pe, Dy, D=)

©) - (5 §)rmen

kde O, resp. E, je nulova, resp. jednotkovéa, matice. Odtud vidime, Ze prvni integral H je
soucasné hamiltonidnem systému (4.22). Oznac¢ime-li nyni

T T
Vo (2,2 0) g (2 2 2
ox’ dy’ 0z Opz” Opy Op:

muzeme systém (4.22) také zapsat jako hamiltonovsky systém

' =VpH(z,p), p =-V.H(zp). u

nebo stru¢né

4.4 Stabilita

Definice 21 (Persidskij (1903-1970)). Necht &g = xo(t) je FeSeni systému (4.1) definované na
intervalu [0, 00). Resenf xg se nazyva stejnomeérné stabilni, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
0 > 0 tak, ze pro kazdé ty > 0 vSechna FeSeni @ = x(t) systému (4.1) splimjici podminku
[x(to) — xo(to)| < J existuji pro vSechna t > tg a spliiuji pro né nerovnost |z (t) — xo(t)| < €.
Neni-li feSeni xg = xo(t) systému (4.1) stejnomérné stabilni, nazyva se nestabilni.
Definice 22 (Ljapunov (1857-1918)). Necht ¢ = xo(t) je feSeni systému (4.1) definované
na intervalu [0, 00). Regent xq se nazyva stejnomérné asymptoticky stabilng, je-li stejnomérné
stabilni a existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé t; > 0 a vSechna FeSeni = x(t) systému (4.1)
splijici podminku |x(t1) — xo(t1)]| < § plati tlggo x(t) — xo(t)] = 0.

Ze struktury prostoru reSeni linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty
(sr. 3.3) plynou nasledujici tii véty.

Véta 16. Bud A konstantni matice. Jestlize vSechna jeji vlastni ¢isla, tj. vSechny koteny jeji
charakteristické rovnice det(A — AE) = 0, maji nekladnou redlnou cdst a ty s nulovou redlnou
éasti jsou jednoduché, pak FeSeni xg = xo(t) = o linedrniho autonomniho systému

' = Az (4.24)

je stejnomérné stabilni.



98 KAPITOLA 4. AUTONOMNI ROVNICE A SYSTEMY

Veéta 17. Jestlize alespori jedno vlastni c¢islo matice A md kladnou redlnou cdst, pak Teseni
xo = xo(t) = o linedrniho autonomniho systému (4.24) je nestabilnt.

Véta 18. Reseni xg = o(t) = o linedrniho autonomniho systému (4.24) je stejnomerné
asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz kazZdé vlastni ¢islo matice A md zdpornou redlnou cdst.

Uvazujme nyni perturbovany linedrni systém s konstantnimi koeficienty
' =Az+g(x). (4.25)
Véta 19. Bud'Y = Y(t) fundamentdlni matice FeSeni systému (4.24). Jestlize existuji kon-
stanty K >0 a v < % takové, Ze

/HY ‘ds < K prot>0 (4.26)

allg(@)] < vl|x| pro x € Q, pak Teseni Ty = xo(t) = 0 systému (4.25) je stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Diikaz: J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 130-131. [J

Pozndamka 4. Podminka (4.26) zaru¢i stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového feseni
systému (4.24). Véta fika, Ze je-li perturbace g v jistém smyslu dostatecné malé, zistava
zachovana stejnomérna asymptoticka stabilita nulového feSeni rovnice (4.25).

7 hlediska aplikaci je dulezité vySetrovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich
feSeni (stacionarnich bodit) rovnice (4.1).

Je-li funkce f dvakrat spojité diferencovatelna a f(x*) = o, pak podle Taylorovy véty pro
funkce vice proménnych plati

flx)=Alx—z*)+ri(z,x"),

oFf:

kde A = (a;5) = <a—fl(:1:*)> a 1y je prislusny Taylorav zbytek. VySetfovani stejnomérné
2

asymptotické stability konstantnich feSeni rovnice (4.1) lze transformaci y = x — x* prevést

na vysetfovani stejnomérné asymptotické stability nulového feSeni rovnice

/

Yy = Ay+g(y),
kde g(y) = r1(y + «*, x*) a tu vySetfit podle véty 19.

Véta 20. Bud'x* staciondrni bod systému (4.1) a necht zobrazeni f je spojité diferencovatelné.
Maji-li vsechna vlastni ¢isla variacni matice D f(x*) = J(x*) zdporné redlné cdsti, pak
konstantni resent x(t) = x* systému (4.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Pokud existuje vlastni ¢islo variacni matice D f(x*) = J(x*) s kladnou redlnou éasti, pak
je konstantni feSeni x(t) = x* systému (4.1) nestabilni.

Diikaz: J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 137-138. [J
Prvni tvrzeni véty 20 ika, Ze stok je asymptoticky stabilni, sr. def. 13.

Pojmy ,stabilni* a ,nestabilni“ se objevily jiz v Definicich 14 a 17. Porovnanim s Defini-
cemi 21 a 22 vidime, Ze byly pouzity korektné. Déle porovnanim Vét 20 a 11 vidime, Zze pojmy
»stabilni“ a ,nestabilni* pouzité v Tabulce 4.1 odpovidaji terminologii zavedené v této Casti
textu.
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4.4.1 Prima Ljapunovova metoda

V této casti budeme symbolem @(t;20) = (¢1(t;x0), - - -, ¢n(t; To)) oznacovat feSeni pocé-
te¢ni ulohy (4.1), (4.2).

Definice 23. Bud & € Q a G okoli bodu & ve fazovém prostoru €. Spojita funkce V : G — R
se nazyva ljapunovskd funkce systému (4.1) v bodé &, jestlize

(i) V(&) =0a V(x) >0 pro kazdé¢ x € G\ {z}.

(ii) Pro kazdé n € G je slozena funkce Voe(-;n) (tj. V(4(t;n)) chdpeme jako funkei jedné
realné proménné t) nerostouci pro vsechna ¢ > 0.

Véta 21. Ezistuje-li ljapunovskd funkce systému (4.1) v bodé x*, pak x* je staciondrnim
bodem systému (4.1) a konstantni FeSeni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné stabilni.
Pokud navic podminku (ii) z definice 23 lze nahradit silnéjsi podminkou

(i7*) Pro kazdé m € G je sloZend funkce V o p(-;n) klesajici pro vsechna t > 0,
pak je konstantni FeSeni x(t) = x* systému (4.1) stejnomérné asymptoticky stabilni.

Diikaz: Pokud by existovalo 7 > 0 takové, ze @(;2*) # a*, pak by V(p(r;2*)) > 0 =
V(e(0;2*)) a funkce V(o(-;2*)) by nebyla nerostouci. Bod @* je tedy stacionarnim bodem
systému (4.1).

Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze * = o. V opacném piipadé bychom totiz
mohli systém (4.1) substituci y = & — * transformovat na systém y’ = f(y + «*), pro ktery
je o stacionarnim bodem.

Bud ¢ > 0 libovolné ¢islo takové, ze {x € R" : |z| < e} C G a oznacme

v = min {V(2): o] = ¢}

Pak v > 0 a V(x) > ~ pro kazdé x takové, Ze |x| = . Ze spojitosti funkce V' plyne, Ze
existuje 0 > 0 takové, ze |V (x) — 0| = V() < 7 pro vSechna x takova, ze |z| < 6. Zfejmé je
0 <e.

Bud dale £ € Q takove, Ze [€]| < 6. Pak V (o(0;€)) < v a ponévadz funkce V (o(-;£)) je
nerostouci, plati

V(e(t;€)) <~ pro viechna ¢ > 0 z defini¢niho oboru funkce ¢(-;€). (4.27)

Kdyby nyni existovalo t; > 0 takové, ze |¢(t1,€)| > &, pak by ze spojitosti funkce |¢(-;€)|
a z Bolzanovy véty plynula existence ty € (0,t1) takového, Ze ||¢(to;€)| = € a platilo by
V(cp(to; E)) > =, coZ by byl spor s (4.27).

Pro v8echna ¢t > 0 z definiéniho oboru funkce ¢(-;&) tedy plati |e(t;€)| < . Odtud
navic podle dusledku 3 véty 5 plyne, ze ¢(-;€&) je definovana pro vSechna t > 0. Tvrzeni
o stejnomérné stabilité je tedy dokazano.

V pripadé, 7e € = x*, plati: p(t;&) = p(t;x*) = ™ pro kazdé ¢t > 0, takze tlgglo p(t; &) =
T*.

Necht &€ # x* = o a funkce V(cp( . ,5)) je klesajici. Ponévadz funkce V(cp( . ,5)) je mono-
tonni, existuje

lim V(p(t;€)) =a€R (4.28)

t—o00
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a z nezapornosti funkce V' plyne o > 0. Pripustme « > 0. Z toho, Ze

lim V(z)=V(z*) =0,

r—a*

plyne existence to > 0 a 8 > 0 takovych, Ze |p(t;€)| > B pro vSechna ¢t > ty. Pro vSechna
t > tg je tedy

B <ot 8] <e.
Polozme v(z) = V(¢(1;2)) — V(¢(0;2)). Funkce v je podle véty 7 spojitd na kompaktni
mnoziné {z € R": § < |z| < ¢} a je zde zaporna. Podle Weierstrassovych vét existuje

A =max{v(z): < |z] <e};
je A < 0 apro k € N plati

V(p(ts + k; &) = V(p(ta +k:€)) —V(plta+k—1;6)) +V (cp(tz—i—k—lf))
=v(ep (t2+k—1 )+ V(plta+k—1;¢)) =

T Z”(‘P(t2 +i—1;€)) + V(p(ta€)) < kA +V(p(t2;€)).
=1

Ponévadz lim kA = —oo, je také hm V( (ta + k; E)) = —00, coZ je spor s (4.28). Tento

k—00

spor dokazuje, ze a = 0. Ze spoptostl funkce V, z faktu (t;€) # «* prot > 0 a & # x*,
z podminky (i) v definici 23 a ze vztahu (4.28) nyni plyne tlim p(t;€) = x*. Tim je dokazano
— 00

i tvrzeni o stejnomérné asymptotické stabilité. O

Disledek 7. Bud'V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd spliiuje podminku (i) z definice 23
a necht pro kazdé x € G plati

Vi)=Y ‘W@ fi(z) < 0. (4.29)
1

Funkce V' je ljapunovskou funkci systému (4.1) v bodé * a tedy konstantni feSeni x(t) = x*

tohoto systému je steynomerné stabilni.
Jestlize pro kazdé x € G\{x*} plati V(x*) < 0, pak funkce V' spliiuje podminku (it*) z véty
21 a tedy konstantni feSeni x(t) = x* tohoto systému je stejnomeérné asymptoticky stabilni.

Diikaz: Pro kazdé € G a kazdé t > 0 je * = ¢(t,n) € G a podle véty o derivaci slozené
funkce plati

(iV( (tm)) = 2 g—;(w(t;n))w = gﬂ‘; (e(t:m) fi(p(tim)) =

Odtud a ze zndmych vét o vySetfovani priubéhu funkce jedné proménné pomoci derivace plynou
obé tvrzeni. O
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Je-li U diferencovatelna funkce definovana na G C Q, pak vyraz U(x) definovany vztahem

se nazyva derivace funkce U vzhledem k systému (4.1).

Priklad
Uvazujme Verhulstovu logistickou rovnici

¥ =rx <1 - %) . (4.30)

Kladné stacionarni feseni této rovnice je = K. Polozme G = (0,00) a

_K
o

Pak V(K) =0, V(z) > 0 pro x # K a dale

V(z) (z — K)>.

. 0 K K K —
V(z) = = =—(z— K)? rw(l—i):—Z(x—K)mc x:—x(x—K)2<O
oz 2r
pro kazdé x > 0, x # K. Funkce V je tedy ljapunovskou funkei rovnice (4.30) a jeji stacionarni
feSeni x = K je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Polozme nyni

W (z) ¢

de.
K

Pak W(K) = 0. Pro > K je horni mez integralu vétsi nez dolni a integrujeme kladnou
funkei; pro = € (0, K) naopak je horni mez integralu mensi nez dolni a integrujeme zapornou
funkci. Integral je tedy pro jakékoliv x # K kladny, takze W(x) > 0 pro z € G ~ {K}. Dale

pro tato x plati
x— K x r

W(z) = . rw(l—?):—?(x—f()zgo

pro kazdé x > 0, pri¢emz rovnost nastane pouze pro x = K. Funkce W je tedy také ljapunov-
skou funkei Verhulstovy logistické rovnice (4.30).

Priklad predevsim ukazuje, Ze ljapunovskych funkei rovnice (a tim spiSe systému) mize
byt vice. Pokud vSak Verhulstovu rovnici chapeme jako model ristu populace (sr. str. 4), pak
mé druhé z uvedenych ljapunovskych funkci i jistou interpretaci.

Integrovany vyraz vyjadiuje relativni odchylku velikosti populace od kapacity prostredi (t;j.
od rovnovazné velikosti) vzhledem k velikosti populace. To lze chapat jako jakousi ,silu“ nebo
,hapéti“, které na populaci dané velikosti piisobi. Tuto ,silu“ jsme integrovali podle velikosti
populace na intervalu od rovnovahy do jisté hodnoty velikosti populace, coz vyjadiuje ,néco
jako praci“, kterou je potifeba vykonat na vychyleni velikosti populace z rovnovazné hodnoty.
Jinak feceno, vyraz W (x) vyjadfuje jakousi ,potencialni energii populace* o velikosti x.

Tuto ,fyzikalni metaforu® lze jesté vylepsit. Populace se musi nachazet na néjakém tzemi.
Jeho rozlohu oznacime S; vyjadiujeme ji v jednotkéch, které jsou druhou mocninou jednotky
délky (m?). Za velikost populace budeme povaZzovat jeji celkovou biomasu na uvazovaném
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tzemi; vyjadiujeme ji v jednotkidch hmotnosti (kg). Pro populaci velikosti z zavedeme jeji
,potencialni energii“ vyrazem

E(z) = r2SW ().

Ristovy koeficient r je vyjadien v jednotkéch, které jsou prevracenou hodnotou jednotky ¢asu
(s71) a velicina W je vyjadiena ve stejnych jednotkach, jako velikost populace (kg). Veli¢ina
E zavedena piedchozi rovnosti je tedy vyjadiena v jednotkach kgm?s~2, tj. v joulech. Jeste
poznamenejme, Ze integraci muzeme funkci E vyjadrit ve tvaru

E(z) =S [m—K (1+ln%>] .

Funkce E nabyva svého minima v hodnoté K, tj. v hodnoté&, ke které se priblizuje velikost
populace. Vysledek lze nyni zformulovat: populace se vyviji tak, aby minimalizovala svou
potencialni energii. |

Dausledek 8. Bud'V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd spliiuje podminku (i) z definice 23
a necht pro kazdé x € G plati nerovnost (4.29). Jestlize existuje diferencovatelnd funkce F :
G — R takovd, Ze

A:{:c: V(m):O}:{:c:F(a:):O}

a pro kazdé x € A~ {x*} plati

n
. OF (x
Flz)=) @) f. (@) £ 0, (4.31)
pak funkce V' spliiuje podminku (it*) z véty 21 a tedy konstantni feSeni x(t) = x* systému
(4.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Diikaz: Mnozina A je (n — 1)-rozmérné diferencovatelné varieta (nadplocha) a vektor

v(x) = <8F(£8) OF (z) ap(m)>T

Oxry = Oxp 7 Oz,

je normélovym vektorem k této varieté v bodé x € A.

Necht nyni bod € A~ {x*} je libovolny. Vektor f(x) je tetnym vektorem k trajektorii
systému (4.1) v bodé x. Z nerovnosti (4.31) nyni plyne, Ze vektory v(x) a f(x) nejsou kolmé,
tedy Ze vektor f(x) neni te¢nym vektorem k varieté A v bodé x. Jinak feeno, trajektorie
varietu A v bodé x protind pod néjakym nenulovym thlem, pfechéazi z jedné jeji strany na
druhou. Jestlize tedy existuje néjaké t; > 0 takové, Ze ¢(t1;m) = x, pak existuje £ > 0 takové,
ze p(ti+7im) € Aa oty —7in) € A tj. V(e(t1 +m5m)) <0a V(p(ts —7im)) <0, pro
viechna 7 € (0,¢). Funkce V o(-;n) je tedy v bodé ¢; klesajici. Ponévadz bod z € A~ {z*}
byl libovolny, je tato funkce klesajici v kazdém ¢ > 0. U

Prikladem na pouziti tohoto tvrzeni je vySetfovani stability kladného stacionarniho feseni
v modelu trofického Tetézce, viz 5.5.

4.5 Podmnoziny stavového prostoru

Definice 24. Neprazdna podmnozina A fazového prostoru € systému (4.1) se nazyva
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pozitivné invariantni (invariantni vpied, forward invariant), pokud pro libovolné feSeni x( - )
systému (4.1) s pocateéni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna ¢t > 0;

negativné invariantni (invariantni vzad, backward invariant), jestlize pro kazdé feSeni (- )
systému (4.1) s pocateéni hodnotou x(0) € A plati, Ze x(t) € A pro vSechna t < 0;

mvariantng, je-li soucasné pozitivné i negativné invariantni.
Pozndmka 5. PovSsimnéme si jeSté dvou vlastnosti invariantnich mnozin:

1. Jsou-li mnoziny A, B € Q pozitivné (resp. negativné) invariantni, pak také mnoziny
AN B a AU B jsou pozitivné (resp. negativné) invariantni.

2. Libovolna trajektorie C' systému (4.1) je invariantni mnoZzinou tohoto systému.

Definice 25. Necht A, B C Q, B # () a o je n&jakd metrika na ) ekvivalentni s euklidovskou.
Rekneme, ze

mnoZina A atrahuje (pFitahuje) mnoZinu B (mnoZina A je atraktorem mnoZiny B), jestlize
pro kazdé Teseni systému (4.1) s poc¢ateéni hodnotou x(0) € B plati, ze

lim o(x(t), A) = 0;

t—o00

mnozina A je (globdlni) atraktor, jestlize A pritahuje 2;

mnozina A absorbuje mnozZinu B, jestlize A je pozitivné invariantni a ke kazdému feSeni x
systému (4.1) s poc¢ate¢ni hodnotou x(0) € B existuje T > 0 takové, ze (1) € A;

mnozina A je globdlné absorbujict, jestlize absorbuje mnozinu §2.

Pozndmka 6. Necht x(-) je feSenim systému (4.1) s po¢atetni podminkou x(0) = x¢ € Q.
Pokud mnozina A je w-limitni mnozinou feseni ( - ), pak je pozitivné invariantnim atraktorem
mnoziny {zo}.

Pozndamka 7. Trajektorii C' systému (4.1) nazveme limitnd trajektorii, jestlize existuje mnoZina
B C Q takova, ze BN (Q\ C) # 0 a C atrahuje mnozinu B. Je-li C' navic cyklem, nazveme
ho limitnim cyklem.

Pozndamka 8. Bud ¢ € {1,2,...,n}. Jestlize existuji kladné konstanty K, J takové, Ze pro
kazdy bod & = (z1,x2,...,z,) € Q spliwmjici podminku |z;| > K plati

(sgn ;) fi(w) < —0lzi,
pak mnozina A; = {x = (z1,22,...,2,) € Q: |z;| < K} je globalné absorbujici mnozinou
systému (4.1).

Diikaz: Nejprve ukazeme, Zze kazda trajektorie protind mmnozinu A;. Pripustme, Ze existuje
feSenf () = (w1(-),2(+),... ,zn(+)) systému (4.1) takové, ze pro viechna ¢ > 0 je |z;(t)| >
K. Polozme u(t) = |z;(t)|. Pak pro v8echna ¢t > 0 je

u'(t) = %lxi(t)l = (sgnwi(1)) fi(z(t)) < —dlwi(t)] = —du(t),
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neboli
u'(t)

u(t)

Integraci této nerovnosti v mezich od 0 po ¢ dostaneme Inu(t) — Inu(0) < —dt, tj.

< =4

0 < Jzi(t)] = u(t) < u(0)e™" = [a;(0)|e~""

pro libovolné ¢ > 0. Odtud plyne, Ze tlim |z;(t)| = 0, coZ je ve sporu s predpokladem |x;(t)| >
— 00

K > 0.

MnozZina A; mé neprazdny prunik s libovolnou trajektorii, je tedy neprazdna. Ukazeme, Ze je

navic pozitivné invariantni. Pripustme, Ze existuje feSeni

m(): (xl()7x2()77xn())

systému (4.1) s pocateéni hodnotou x(0) € A; takové, Ze pro jisté t; > 0 je x(t1) &€ A;, tj.
|zi(t1)| > K. Polozme
M:{tER: 0§t<t1,’1‘i(t)‘ SK}

Pak 0 € M, takze M je neprizdné shora ohraniCend mnozina redlnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce z;(-) a z vlastnosti suprema plyne, ze T' < t1, 2;(T) = K a
funkce z;(-) je v bodé T rostouci. Avsak

d
=@l = (sgnzi(T)) fi(®(T)) < =dlzi(t)] = —6K <0,
t=T
coz je spor s faktem, ze funkce z;(-) je v T rostouci. O

Definice 26. Systém (4.1) se nazyva dissipativni, jestlize existuje ohrani¢enéa globalné absor-
bujici mnozina.

7 definice bezprostredné plyne:
Pozndmka 9. Je-li systém (4.1) dissipativni, pak kazdé jeho feSeni je ohranicené.

V aplikacich budou uzite¢né nésledujici vlastnosti dissipativnich systémii:

Pozndamka 10. Jestlize existuji kladné konstanty K, § takové, Ze pro v8echna i € {1,2,...,n}
a viechna x € ) takova, ze |x| > K plati

(sgnz;)fi(x) < —4,

pak je systém (4.1) dissipativni a globalné absorbujici je mnozina A = {x € Q : |z| < K}.

Diikaz: Nejprve ukazeme, ze kazdé trajektorie protind mnozinu A. Pripustme, Ze existuje feSeni
() systému (4.1) takoveé, ze x(t) ¢ A pro vSechna ¢t > 0. Pak |z(t)| > K pro vSechna t > 0,
a tedy pro libovolné ¢ > 0 plati

d n d n n n
Lha®ll =3 Sl = Y (snra)al(t) = 3 (sm () £ (@(0) < 3 (-8) = —no.
i=1 i=1 =1 =1
- K
Integraci této nerovnosti dostaneme |x(t)|| < |z(0)| — ndt, takze pro t > Jz(0)] = K je

n
[z(t)] < K, coz je spor. Kazda trajektorie ma tedy s mnozinou A neprazdny prunik, coz také
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znamena, ze mnozina A je neprazdna.
Ukazeme, ze mnozina A je navic pozitivné invariantni. Necht x(-) je FeSenim systému (4.1)
s pocatecni podminkou x(0) € A. Pripustme, Ze existuje t; > 0, pro néz x(t;) ¢ A. Pak
z(t1)]| > K. Polozme

M={teR:0<t<ty,|z@)|]<K}.

Pak 0 € M, takze M je nepriazdna shora ohrani¢end mnozina realnych ¢&isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce |x(-)|| a z vlastnosti suprema plyne, Ze |x(T')|| = K a funkce
()| je v bodé T rostouci. Avsak

n n

= (senay(T))2j(T) = > (sgnai(D)) fi(x(T)) < —né <0,

=T =1 i=1

d
)]

coZ je spor s tim, Ze funkce |x(-)| je v bodé T rostouci. Pro vSechna ¢t > 0 je tedy @ € A a
mnozina A je invariantni. ]

Pozndmka 11. Necht ke kazdému i € {1,2,...,n} existuji kladné konstanty K;, 0; takové, ze
pro vSechna © = (x1,x9,...,2,) € Q z nerovnosti |z;| > K; plyne nerovnost

(sgn ;) fi(x) < —0izi.
Pak je systém (4.1) dissipativni s globalné absorbujici mnozinou
A= {$ = (xl,xQ,...,xn) cQ: |$1| < K1,|$2| < KQ,...,|$n| < Kn}

Diikaz: Polozme A; = {x € Q: |z;| < K;}. Pak kazda z mnozin A; je podle poznamky 8
globalné absorbujici mnozinou a A = Ay N Ay N --- N A,. Podle poznamky 5 je mnozina A
pozitivné invariantni. Ukazeme, Ze je také globalné absorbujici.

Bud «(t) libovolné feseni systému (4.1). Podle poznamky 8 existuje t; > 0 takové, ze |z1(t1)] <
K pro vSechna t > t1. Déle existuje to > t1 takové, Ze pro v8echna t > t9 je |xa(t2)| < Ky atd.
Nakonec existuje ¢, > t,—1 takové, ze |z,(t)] < K, pro vSechna t > t,. TakZe pro vSechna
t >ty je lxi(t)] < Ki, |xa(t)] < Ko, ..., |zn(t)] < Kp, tj. (t) € A. O
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Cast II

Aplikace
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Kapitola 5

Lotkovy-Volterrovy systémy

n
j=1

Tyto systémy modeluji vyvoj spoleCenstva (¢asové zmény velikosti jednotlivych populaci,
z nichZ se spolecenstvo sklad4). Neznamé funkce a parametry interpretujeme nasledovné:

x; = x(t) ... velikost i-té populace
b; ...rustovy koeficient izolované i-té populace (vnitini koeficient riistu i-té populace)

b; > 0 ...i-ta4 populace je sobéstaéna (producent)

b; <0 ...i-ta4 populace zavisi na jinych populacich (konzument)
a;; - .. koeficient vnitrodruhovych vztahi i-té populace

ai; > 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhovéi konkurence

ai; < 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhové kooperace
a;j ... koeficient vlivu j-té populace na i-tou

min {a;j,a;} >0 ...i-ta4 a j-ta populace jsou ve vztahu konkurence
max {a;j,aj} <0 ...i-td a j-ta4 populace jsou ve vztahu mutualismu (symbiozy)

a;j <0 < aj ...j-ta populace je kofisti (hostitelem) i-té populace;
i-t4 populace je predatorem (parazitem) j-té populace

a;; >0 ...j-ta4 populace je amenzalistou i-té populace

a;; < 0 ...j-ta4 populace je komenzalistou i-té populace

Féazovy prostor systému (5.1) je n-rozmérny uzavieny kladny orthant

RY = {(z1,22,...,2) €R": 21 > 0,20 >0,...,2, > 0} .

109
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5.1 Vztah Lotkovych-Volterrovych systémit a Verhulstovy lo-
gistické rovnice

Logistickou rovnici
/
(1 _~’U> ,
T =rx <

v niz jsou oba parametry r (vnitini koeficient ristu) a K (kapacita prostfedi pro modelo-
vanou populaci) kladné, lze povazovat za jednorozmérny Lotkiav-Volterriv systém s by = r
a aj; = r/K, tedy za model sobéstatné populace s vnitrodruhovou konkurenci (tak byla
Verhulstova rovnice sestavena). Také plati K = by /aj1; odtud lze usoudit, Ze pro sobéstac-
nou populaci s vnitrodruhovou konkurenci predstavuje podil vnitiniho koeficientu ristu a
koeficientu vnitrodruhové konkurence kapacitu prostfedi neovlivnénou ostatnimi populacemi

spolecenstva.
Jinou interpretaci logistické rovnice lze ziskat nasledujici tivahou: Oznacme
_1 r K-x
VTR T TR
Ponévadz y' = —2/ /K, dostaneme
¥ = ray
, , (5.2
= ——=uxy.
Y K Y

Jedna se o dvojrozmérny Lotktv-Volterriv systém s parametry

bi=0y=0, a1=ax=0, az=r an= —%-
Proménnou y lze interpretovat jako relativni dostupnost zdroji pro modelovanou populaci
vzhledem k celkové kapacité prostiedi K. Velikost populace a relativni dostupnost zdroj jsou
tedy ve vztahu predace, obé tyto ,slozky spolecenstva“ nejsou ani producenty ani konzumenty
a neprojevuje se u nich zadny vnitrodruhovy vztah.
Poznamenejme, Ze systém (5.2) nemé izolované stacionarni body.
Systém (5.2) 1ze také prepsat ve vektorovém tvaru

@/ - % (—Scy w0y> <I1(> B % (—Scy w0y> Vit &y).

T 0 =

je antisymetrickd. To znamend, Ze systém (5.2) je hamiltonovsky a funkce H(z,y) = = +
Ky je jeho hamiltonidnem (sr. definici 19 a vétu 15). Invariantem systému (5.2) je soucet
velikosti populace a (absolutni) dostupnosti zdroji. Tento invariant je podle defini¢niho vztahu
proménné y také roven

Matice

X
Ky=o+K(1-+) =K
r+RKy=x+ K

coz je kapacita prostiedi z Verhulstovy logistické rovnice. Tyto vysledky jsou matematicky
trivialni, umoznuji ale alternativni interpretaci kapacity prostiedi a tim snad i lepsi vhled do
problematiky popula¢ni ekologie.
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5.2 Obecné vlastnosti Lotkovych-Volterrovych systémi

Zavedeme oznaceni

b1 ailr - Qin
b=|:1], A= )
by, Unl -+ Anp
matice A se nazyva matice interakci spolecenstva. Pro libovolny vektor v = (vy,va,. .., v,)7
polozime
vy 0 - 0 0
0 vy --- 0 0
diagv=| : . ; :
0 0 -+ w1 O
0o 0 --- 0 o,

a vektory ze standardni orthonormalni baze n-rozmérného vektorového prostoru oznacime e;,

51]'
' So: 0. it
/=7, kde 0ij = {17 Z 7&‘7 je Kroneckertv symbol.
: , i=]
Onj

Systém (5.1) 1ze zapsat jako vektorovou rovnici
' = diagz (b — Ax). (5.3)

Je-li matice A regularni, existuje nejvyse jeden stacionarni bod x* = A~'b systému (5.1)
takovy, ze v8echny jeho slozky jsou kladné. Takovy stacionarni bod budeme nazyvat vnitrni.
Pokud vnitini stacionarni bod existuje, lze tuto skute¢nost interpretovat jako moznou koexis-
tenci v8ech populaci spolec¢enstva, pricemz koexistujici populace maji dynamicky stalé velikosti
dané slozkami vektoru x*.

Parcialni derivace pravé strany rovnice (5.3) podle j-té proménné je

8d' (b—Ax) 8d' (b — Ax) + di 8(b Ax)
—diagx (b— Azxz) = | — diagx — Ax iage ( — (b—Ax) | =
8.%']‘ & 8.%']‘ & & 8.%']‘

= diage’ (b — Az) + diagz (—A - €’)
a pro vnitini stacionarni bod x* plati b — Az* = O. Proto varia¢ni matice systému (5.1) ve
vnitfnim stacionarnim bodé x* je
J(x") = —diagx™ - A.

Odtud a z 20 plyne:

Véta 22. Bud x* staciondrni bod systému (5.1), jehoZ vSechny sloZky jsou nenulové. Maji-li
vSechna vlastni ¢isla matice diag ™ - A kladnou redlnou éist, pak konstantni reseni x(t) = x*
systému (5.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo matice diag x™ - A které md zdpornou redlnou cast, pak je kon-
stantni TeSent x(t) = x* systému (5.1) nestabilnd.



112 KAPITOLA 5. LOTKOVY-VOLTERROVY SYSTEMY

Pozndmka 12. Pro ¢tvercovou matici M polozme SM = % (M + MT). Matice SM je zfejmé
symetricka.
Pro kazdy n-rozmérny vektor v a ¢tvercovou matici M fadu n plati

v’ Mo = v SMw.
Diikaz: Ponévadz v"Muw je ¢islo, tj. ¢tvercova matice fadu 1, plati
v My = ('UTM'U)T = v M.
Odtud plyne

1 1
vI'Mv = 207 <§(M + M) — §MT> v=2vT SMv — v My = 20T SMv — v" Mo

a tato rovnost je jiz ekvivalentni s dokazovanym vztahem. O
Véta 23. Bud =* = (z},25,...,2%) = A71b wniting staciondrni bod systému (5.1). Jestlize
existuje konstantni vektor ¢ = (c1,¢ca,...,cn)? se vsemi slozkami kladnymi a existuje okoli U

bodu x* takové, Ze pro vsechna x € U je viyraz
(x —x*)" S(diagcA) (z — x*) (5.4)

nezdpornyj, pak funkce

n T «
V() =V(x1,2z2,...,2,) = ZCZ/ 3 _gxl d¢
i=1 o
je ljapunovskou funkci systému (5.1), tj. konstantni feSeni x(t) = x* systému (5.1) je stejno-
merné stabilni.
Pokud je vyraz (5.4) pro vSechna x € U \ {x*} kladny, pak je toto Teseni stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Diikaz: Funkce V je definovana pro vSechna xy > 0,29 > 0,...,x, > 0. Plati

V(z*) = ici / §- _gﬁdg = 0.
=1 ot

Pro kazdé z; > 0 je

Z5

/i—ﬁdszo,

X
Ty

nebot integrovana funkce je kladna pro z; > 7 (tj. v pfipadé, ze horni mez integralu je vétsi,
nez dolni mez) a zaporna pro x; < x} (horni mez integralu mensi nez dolni mez). Rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz x; = 7. Odtud plyne, Ze pro & # x* a takové, ze vSechny jeho
slozky jsou kladné, plati V (x) > 0.

Dale podle véty o derivaci integralu jako funkce horni meze plati

oV (x) o Ti x}

1
8-%'1' ZT; ’
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a ponévadz b = Ax*, plati dale
n
bi = Z aijm;‘»,
j=1
takze derivace funkce V' vzhledem k systému (5.1) je
* n n

n n n
V(:I:) = C; T xX; bi — aijmj = C; (1‘2 — .%'Z) aijxj — aijxj
i=1 ! J j=1 j=1

=1 i=1

= _ZZ(% — 77) ciag; (ﬂUj — x;‘) =—(x— a:*)T (diagcA) (xz — z*) =

i=1 j=1
= —(x — ") S(diagcA) (x — z*)

(posledni rovnost plyne z poznamky 12). Véta nyni plyne z véty 21 a jejiho dusledku 7. O

Disledek 9. Necht systém (5.1) ma vnitini staciondrni bod «* = (x3,z5,...,x}).
Jestlize existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,cn)! se viemi slozkami kladngmi takouvy,
Ze matice
S (diag cA) (5.5)

je pozitivné semidefinitni, pak konstantni feSeni x(t) = x* systému (5.1) je stejnomérné sta-
bilnd.

Pokud je matice (5.5) pozitivné definitni, pak konstantni Feseni x(t) = x* systému (5.1)
je stegnomeérné asymptoticky stabilni.

Pozndmka 13. Necht jsou splnény piedpoklady Véty 23. Ljapunovska funkce systému (5.1) je

tvaru .
T
— i P 1 —In=2
V(x) g c <£C x; ( nx*>>

1=1 v

a jeji derivace vzhledem k systému (5.1) je rovna

V(z) = —(z — )T S(diag cA)(x — =*).

5.3 Kolobéh dusiku v planktonu

Uvazujme proces schématicky znézornény na obrazku 5.1: Ve fytoplanktonu probiha foto-
syntéza a pri ni se dusik z okolniho prostiedi vaze v jeho bunkach; fytoplankton slouzi jako
potrava pro zooplankton, takze dusik ze zkonzumovaného fytoplanktonu se stava soucasti zoo-
planktonu. Plankton v dusledku svého metabolismu dusik opét vylu¢uje do okolniho prostfedi
a také pri rozkladu mrtvého planktonu se dusik uvoliuje. Dusik z prostfedi neni odebirdn
ani neni néjakym zpusobem do ného pfiddvan. Dusiku vyluc¢ovaného planktonem je tim vice,
¢im je vice planktonu, dusiku vazaného ve fytoplanktonu pfibyva tim vice, ¢im je vice vol-
ného dusiku a fytoplanktonu; dusiku vazaného v zooplanktonu pribyva tim vice, ¢im vice
je fytoplanktonu pozieného zooplanktonem a toho je tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu i
zooplanktonu. Ozna¢me po tfadé N, P a Z mnozstvi dusiku v prostiedi, vazaného ve fyto-
planktonu a vazaného v zooplanktonu. VSechny tyto veli¢iny se méni s ¢asem, tj. N = N(t),
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N c P d Z
dusik v prostfedi fytoplankton zooplankton

] o b

Obrazek 5.1: Schéma kolobéhu dusiku

P = P(t) a Z = Z(t). Celkové mnozstvi dusiku v systému je rovno V = N + P + Z. Kolob&h
dusiku 1ze nejjednoduseji modelovat systémem rovnic

N’ = aP +bZ — eNP,
P' = ¢cNP —dPZ —aP,
7' = dPZ — bZ;

v8echny parametry a, b, ¢, d jsou kladné.

Nejprve si v§imnéme, ze V/ = N’ + P’ + Z' = 0, coz znamena, Ze celkové mnoZstvi dusiku
V' je konstantni. Proto lze mnoZstvi dusiku v prostiedi vyjadrit jako N(t) =V — P(t) — Z(t)
a dosadit do druhé a treti rovnice systému. Dostaneme

P =(Ve—a)P —cP*—(c+d)PZ=P(Vc—a—cP—(c+d)Z),

Z' = —=bZ +dPZ = Z(—b+dP). (5.6)

Jedné se tedy o Lotktv-Volterruv systém s vektorem rtstovych koeficientt a matici interakei

b:(vc_;“> N A:(Z _(C(;“d)>.

To je systém typu dravec-korist; dravcem je zooplankton, kofisti fytoplankton. Varia¢ni matice
systému (5.6) v obecném bodé je

 (Ve—a—2cP —(c+d)Z —(c+d)P
J(P’Z)_< iz —b+dP )

Systém (5.6) ma vzdy trivialni stacionarni bod

(o)

vyjadiujici nepfitomnost planktonu. Varia¢ni matice v trividlnim stacionarnim bodé, jeji stopa
a determinant jsou

J(s0) = (VCO— a —Ob> , tr(J(so)) =c <V - %) —b, det (J(sg)) = —bc (V — %) :

Pokud pro mnozstvi dusiku plati
a
V>-—, (5.7)
c

pak det (J(so)) < 0 a podle Véty 11 spolu s Tabulkou 4.1 to znamena, ze trividlni stacionarni
bod sg je sedlo. Pokud naopak

a
V<=,
C
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2
pak det (J(s9)) > 0, tr (J(sp)) < —b<0a <tr (J(so))> —4det (J(s0)) = (Ve—a+b)? >0,
coz znamena, ze Sg je stabilni uzel.
Je-li splnéna nerovnost (5.7), pak méa systém (5.6) dalsi stacionarni bod

vyjadiujici dynamicky stalé mnozstvi fytoplanktonu bez pritomnosti zooplanktonu. Variacni
matice systému (5.7) ve stacionarnim bodé sy je

e(V-2) et d)(V-2)
J(Sl):< 0 A -2 )

jeji stopa a determinant jsou
tr (J(s1)) = <V—g—g> —c(V—%), det (J(s1)) :—cd<V—g) (V—E—C%).

Pokud navic mnozstvi dusiku spliiuje podminku

b

d’

pak det (J(s1)) < 0 a stacionarni bod je sedlo. Je-li naopak

b
d’

v>24
C

v<ly
C

pak det (J(s1)) <0, tr (J(s1)) <Oa

Om@@ﬂn2—4&nU@g):[dof—%—g>+c(V—%ﬂ220

coz znamena, ze stacionarni bod je stabilni uzel.
Vnitini stacionarni bod systému (5.6) je

b

()-wo-gall )0 ey

c+d c d

Vidime, Ze P* > 0 a pokud je splnéna podminka (5.8), pak také Z* > 0; v takovém piipadé
je tedy mozna koexistence fyto- i zooplanktonu. Dale plati

(P, 7)) = —

O alo

¢ (v_2_9> (2 _(de)>:
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Je-li splnéna podminka (5.8), pak

2

tr (J(P*, 2%)) = —Ci y <V - % - 2) <0, det(J(P*,Z%)) = be (V - % - 2) >0,

coz znamena, Ze realna ¢ast vlastnich ¢isel varia¢ni matice J(P*, Z*) je zaporna, a tedy vnitini
stacionarni feSeni (P*, Z*) systému (5.6) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Povsimnéme si, ze kladna stacionédrni hodnota P* nezévisi na celkovém mnozstvi dusiku
V. Pokud se tedy zvétsi piisun Zivin, nema z toho uzitek fytoplankton, ale jeho predator
zooplankton.

7 dosud provedenych tivah a vypoc¢tu lze u¢init zaveér, ze prezivani planktonu je zavislé na
celkovém mnozstvi dusiku v prostiedi:

(i) v<l plankton nepreziv,
c
b
(ii) % <V < % + p pieziva pouze fytoplankton,
n a b . . L
(iil) —+ p <V fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.
c

Povsimnéme si, Ze podminku (iii) lze splnit pouze v piipadé

b
V> - 5.9
> (5.9)

b _a b
v opa¢ném piipadé by totiz mélo byt V — P > — > 0 a soucasné V — p <0.
c

Vysledky lze ovSem interpretovat i jinak. Pfedpokladejme, Ze plati podminka (5.9) a pii-
slusné nerovnosti i zavéry z nich plynouci pfepiSeme do tvaru:

(i) c < % plankton nepfeziva,
(ii) ¢ o, b fytoplankt
ii — <c¢< =+ -———— Dpleziva pouze fytoplankton
% VvV Vvwvd—b P bonze Lytop ’
b
(iii) % + VVd—1 (V(zi =) <c fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.

Koeficient ¢ vyjadiuje, s jakou intenzitou je dusik z prostiedi vazén do biomasy fytoplanktonu.
Tato vazba vznikd procesem fotosyntézy, jejiz intenzita roste s mnozstvim slunecniho svétla
a to se méni s roénim obdobim. Pfi stalém mnozstvi dusiku se s rostoucim mnozstvim svétla
nejprve objevi fytoplankton, poté i zooplankton; v zimé se plankton nevyskytuje, na jare se
nejprve objevi fytoplankton a poté s prodluzujicim se dnem i zooplankton.

5.4 Dissipativita konkuren¢nich systémiu

Uvazujme spolecenstvo n sobésta¢nych populaci, z nichz kazda projevuje vnitrodruhovou kon-
kurenci a kazda z populaci je amenzalistou jiné nebo ji neovliviiuje (zejména tedy kazdé dvé
populace mohou byt ve vztahu konkurence). Vyvoj takového spolecenstva lze modelovat sys-
témem (5.1) s kladnymi parametry b;,a;;, i = 1,2,...,n a s nezdpornymi parametry a;; pro
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1 # j. S vyuzitim poznamky 11 ukazeme, Ze takovy systém je dissipativni, tedy Ze vSechny
slozky jeho FeSeni jsou ohranicené:

Necht e >0 ai€ {1,2,...,n} jsou libovolna. PoloZme
b;
K, =—+¢, 0; = €ag;.
Qi

Pak K; >0, 6; > 0 a pro viechna z; > Kj, j € {1,2,...,n} plati

1

n
bA
z; | b — Z aijzj | < wi(bi — aizi) < @i(bi — aik;) = xiaz <—Z - Kz) =
=1
= zia;(K; — € — K;) = —ewiai = —6;%;,

takze predpoklady poznamky 11 jsou splnény.
Ponévadz kladna konstanta e je libovolné mala, pro kazdé reseni

CC( ) = (1‘1(-),.%’2(-), e 7'%'71())

systému (5.1) s b; > 0,a; > 0,a;; >0, 4,5 =1,2,...,n existuje T > 0 takové, Ze pro vSechna
t>1T je

by by

L) < 2wt
arl 0 a2 () Qnn

On.

ml(t) S

V dlouhém ¢asovém horizontu populace nepiekracuji velikost danou kapacitou prostiedi pro
populace izolované.

5.5 Troficky retézec

Troficky Fetézec je takové spolecenstvo, v némz je prvni druh producentem a kazdy jiny druh
je nesobéstaénym specializovanym predatorem pravé jednoho dalsiho druhu. Oznadime xy
velikost populace producenta, xs velikost populace jeho predatora, x3 velikost populace, ktera
je predatorem populace o velikosti xo, atd. Kazda z populaci na nékteré trofické tirovni nemusi
byt tvofena jednim biologickym druhem, muZe jit o spoleenstvo organismi majicich stejny
zpusob obzivy. Troficky fetéz o n trovnich lze tedy modelovat systémem

/
) =a1(r—ax) — prrizs
/
Ty = —daxa + Qr1T2 — PaTax3
/
Ty = —dpTgp + QpTr—1Tk — PETETk41 (5.10)
/
Tp_1 = —dp-1Tn—1 + @n-1Tn—2Tn—1 — Pn—1Tn—1Tn
/
Ty = —dpzy + nTn—1Tn,

parametry r, do,ds, ..., dn, q2,G3, - .-, Gn, P1, P2, - - - , Pn—1 jsou kladné, parametr a je nezaporny
(producent muZe, ale nemusi projevovat vnitrodruhovou konkurenci).
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Existence vnitiniho stacionarniho bodu
Hledejme nyni podminky, které zaruéi existenci takového stacionarniho bodu x*. Jeho sou-

fadnice spliuji n-rozmérny systém algebraickych rovnic

ar] +pizy =,
QT4 —pkaz,’;H =d, k=23,...,n—1. (5.11)
) = dp.

,Prostfedni“ rovnice tohoto systému lze prepsat ve tvaru rekurentnich formuli

zj_y = — (prajy, +di) nebo zp, = o (i —di), k=2,3,....,n—1. (5.12)

qk

Ponévadz vSechny koeficienty pg, qr, di jsou kladné, plyne z tohoto vyjadrent:

(i) je-li &y, > 0 pro né&jaké ly € {2,3,...,n},

(3+ (—1)50)};

N | =

pak je z; > 0 pro vSechna ¢ € {EO,EO — 2,00 —4,...,

(i) je-li 27, < 0 pro néjaké £y € {1,3,...,n — 2},

1
pak je x; < 0 pro v8echna ¢ € {El +2,04+4,....,n— 3 (1 - (—1)£1+”>}.

Podle posledni rovnice systému (5.11) je

Z prvni rekurentni formule (5.12) postupné vyjadiime

1 Pn—2 dn dn72
Ty g = PnoXr 1+ dn_o) = — + ,
ns qn—2 ( " nl " ) qn—2 4n qn—2
1 _4Pp_od 4 dy_ dp_
$275: (pnf4$273+dn74) :pn 4 Pn 2_n_|_pn 4 Un—-2 + n 4’
dn—4 dn—4 n—2 4n dn—4 qn—2 dn—4
atd. Celkem dostaneme
L dpe ; n
x;_(%ﬂ) = Z "_2% pn—z%’ prof=0,1,..., [5} -1, (5.13)
i—0 qn—2i j=it1 qn—2j
k—1
kde [¢] oznacuje celou ¢ast z ¢isla £ a klademe [] o; = 1 pro libovolné pfirozené k a kazdou
j=k

posloupnost {ozj};?io.l Pfimym vypoctem se lze presvédéit, ze (5.13) je skutecné fesenim druhé
az n-té rovnice systému (5.11).

k k—1
!Uvedena konvence je pfirozenym rozsifenim rovnosti [ a; = au aj, ktera plati pro libovolné & > m,
j=m j=m

také pro k = m.
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Necht nejprve je n sudé. V tomto piipadé lze rovnost (5.13) pfepsat na tvar

5k 5=k 5 i—1
» . dp—2; Pn—2j do; D2j n
_ = = — k=12 —
To = n = = = e, =
2k—1 n—(2(%2-k)+1) A A > 1Sy
2 i—0 qn—2; j=it1 qn—2j i—k q2i =k q2;

7 tohoto vyjadieni je vidét, ze vSechny soufadnice stacionéarniho bodu x* s lichymi indexy
jsou kladné. Pro jeho prvni soufadnici plati

=2 (5.14)
—1 120 5 125

a ze druhé rekurentni formule (5.12)

1 q3r —axry ds
zh = — (gsws — dg) = 2 ——1 =3,
ps3 b3 p1 ps3
1 g5 g3 —ar] qsd3 ds
w6 = (g5 —d5) = 2R L= BUR -,
Ps bspP3  P1 bPsP3 D5
atd. Obecné
S k—1 g k—1 d k—1 ¢ n
- 2i+1 2i+1 2541
oy = T [ e Ly e TT By
b1 4 Pl I Pivl T P2l

Soufadnice x7 je vyjadiena formuli (5.14). Tedy plati

n_q

n_1q n_1q
* 2 2 dos 2 .
% _ I'—ax q20+1 2i+1 q25+1
T, = Ton = — g =
2 pr o P2t

=1 P21 2 P2+l

31 3
- H QQ4+1 T — axl

i
_ Z doit1 H P21 |
1—1 P2e+1 b1 i—1 P2+l i) ©2j+1

oy

3 ~1 51 i—1
1 2+1 ~ dyi TT D2 doi+1 2j+1
= J0 2+ r—aS ZTTR ), Yo Bt P2j+1
Pr ;o P2ty =1 121 55 12 o1 Q241 5 02541

Nutnou a dostate¢nou podminkou pro to, aby vSechny soutadnice staciondrniho bodu x* byly
kladné, je tedy podle tvrzeni (i) a (ii) nerovnost

%Ad‘ Lty %d‘ifl A
r>plzﬂnﬂ+azﬁl_[&.

(5.15)
i1 i1 5 2+ o1 1255 125
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Necht nyni je n liché. V tomto pfipadé lze rovnost (5.13) prepsat na tvar

n*I,k nflfk n—1 A
2 2 2 i—1
oy B dn—2; Pn—2j doit1 T P2j+1
2k = Tp_(2(n=l_k)+1) = § ——§ - —
n=(2(th k) +1) o0 W2 Ii W2 o @il sy G4
n—1
k=12, 0

7 ného je vidét, ze vSechny soufadnice stacionarniho bodu x* se sudymi indexy jsou kladné.
Zejména jeho druhé souradnice je

32 i—1

Z d2;it1 P2j+1 (5 16)
QQ1+1. QZj-',-l

Je-li a # 0, dostaneme z prvni rovnice systému (5.11)

*

* T — P1Zy

ry = ——,
a

ze druhé rekurentni formule (5.12) nyni muZeme postupné vyjadiit

1 Q2T —p1xy  do
Ty = Py (g} — do) = = ——2 — =,

b2 a D2
vh= 2 (quay - dy) = BEITT s &
P4 P4 p2 a bPap2 P4
atd. Obecné dostaneme
k-1 1 k-1
T — p1%5 77 92 Z da; B 19 n+1
o2h—-1— —— — —A, = 1,4,..., .
@ Pn TP D2 2

Odtud s vyuzitim (5.16) vyjadiime

n—1

Q0 Zdzz ﬁ ©@j _

T — 1Ty 2
* % _ T P1ba
xn—m2n+171_T”

2 1 P2e P2 j=itl p2j
n—1
14 d ; d ;
_ [ q92¢ P Z 2it1 ] p2g+1 —a Z 2 1 ng
-1 b2 q2i+1 i=1 q25+1 Q2z . QQj

Pro liché n a a # 0 tedy dostavame jako nutnou a dostatecnou podminku pro to, aby vSechny
souradnice stacionarniho bodu x* byly kladné, nerovnost

d . nT_l d . i—1 .
, >plz 21+1 p2]+1 +az @2i Zﬁ. (5-17)
q2i +1 X QQ]—f—l - q2i j=1 q2;

Pokud je n liché a a = 0, dostaneme z prvni rovnice systému (5.11) rovnost

-
x5 =—.

b1



5.5. TROFICKY RETEZEC 121

Souc¢asné v8ak musi platit rovnost (5.16), takZe soustava rovnic (5.11) ma FeSeni (a to neko-
neéné mnoho feseni; stacionarni bod neni v takovém piipadé izolovany) pouze tehdy, kdyz

d21+1 PQ‘
E : P2j+1
r=Dp .
q2z+1 . QQ3+1

Pravdépodobnost, Ze tato rovnost bude splnéna pro systém (5.10) modelujici realné spolecen-
stvo, je vSak nulova.

s e v

Povsimnéme si jesté, Ze nerovnosti (5.15) a (5.17) lze zapsat jednotné ve tvaru

i—1

d22+1 P2j+1 doi T p2]
r > P +a 5.18
; q2z+1 X QQ]—f—l Z qu . ( )

Zavér: Je-li a > 0 (zékladni zdroj je omezeny, v populaci producenta je vnitropopula¢ni
konkurence), pak vnitini stacionarni bod systému (5.10) existuje (je mozna koexistence vsech
populaci tvoricich troficky Fetézec) pravé tehdy, kdyZz je splnéna podminka (5.18) (vnitini
koeficient rustu producenta je dostate¢né velky).

Je-li a = 0 (zadkladni zdroj je neomezeny), pak vnitini stacionérni bod systému (5.10)
existuje pouze pro sudé n (je mozné koexistence pouze sudého po¢tu trofickych tirovni); vnitini
stacionarni bod v takovém piipadé existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka

> py Z d2z+1 H P2j+1

C]2z+1 . C]2]+1

Stabilita vnitfniho stacionarniho bodu

Matice interakci a vektor riustovych koeficientu jsou

a P1 o --- 0 0 0 r
- 0 py - 0 0 0 —dy
0 —q3 0 0 0 0 —ds
A= ) ] , b=
0 0 0 —Qn—1 0 Pn—1 _dn—l
0 0 0 0 —Qn 0 —d,
Polozme
b1 p1p2 pP1p2 - Pn—2 pP1ip2 - Pn—1
co=1, co=— c3=—7>=, ..., Cch1=——, cp = ———.

9 n 9 n
q2 4243 4293 -+ " dn—1 4243 - -+ dn
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Pak je
a P1 0 0 0 0
—p, 0 P2 0 0 0
q2
0o &Pz 0 0 0
diagcA = ?2 ,
0 0 0 _P1pP2- - Pn—2 0 b1p2 - Pn—1
q243 - 4n—2 4243 - - qdn-1
0 0 0o ... 0 _Pip2- - Pn-1 0
4243 - - qdn-1
takze

o O Q2
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

S (diagcA) =

o O
o O
o O
o O
o O
o O

z ¢ehoz plyne
(x — x*)T S(diagcA) (x — x*) = a(zy — z1)? > 0.

Pokud existuje vnitini stacionarni bod x* uvazovaného systému, pak je prislusné konstantni
feSeni stejnomérné stabilni.
Podle Poznamky 13 je derivace ljapunovské V funkce vzhledem k systému (5.1) rovna
Vix) = —a(z; —z3)>.

jsou neomezené), pak je V(x) = 0 pro vSechna x z fazového prostoru systému (5.1).
Necht a > 0. Stejnomérnou asymptotickou stabilitu stacionarniho feseni x(t) = x* v tomto
piipadé ukadzeme podle Dusledku 8 Véty 21. Mame

M:{:c: V(m)zO}:{x:xl—x’{:m.

Polozime-li F(x) = z1 — 7, je

OF (x) 1, i=1,
Ox; B {0, jinak,
takze pro @ € M plati
F(x) = 2}(r — ax?) — piafey = 25 (r — ax} — prao).
Pfipomenime, Ze pro prvni dvé soufadnice vnitiniho stacionarniho bodu * podle (5.11) plati
r—ax] —pizs = 0.

Celkem tak dostavame, ze F'(x) # 0 pro € M ~ {x*}, coz znamena, e stacionarni bod x*
je stejnomérné asymptoticky stabilni.

vy

fické arovni (omezeni zdroju) stabilizuje spolecenstvo.
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5.6 Spolecenstvo se dvéma trofickymi irovnémi

Uvazujme spole¢enstvo tvorené dvéma skupinami druhi — producenty (kofisti) a konzumenty
(predatory). Mezi druhy uvnitt jednotlivych trofickych trovni nejsou zadné interakce a konzu-
menti nemohou bez producentt prezit. Je-li takové spolecenstvo tvoreno n druhy producentu
a m druhy konzumentt, lze jeho vyvoj popsat systémem Lotkovych-Volterrovych rovnic tvaru

m
xézxi<ri—zaikyk>7 i=1,2,...,n,
k=L (5.19)
i =yj <—Sj+ > bjkxk> » I=12,m;
k=1

x; oznacuje velikost i-tého druhu producenti, y; velikost j-tého druhu konzumentii, parametry

Tiy Sj, @ij, bji jsou kladné. Systém (5.19) miZeme pii zavedeni vektortt & = (21,22, ..., 2,)7,
— T _ T _ T :
y_(y17y27"'7ym) 77‘_(74177027"'77071) 78_(817827---7Sm) 7amatlc
aip a2 ... QAum bi1 bz ... b
asy sy ... QAm bar by ... Doy
A= (ai) 1<i<n = | . - | B=(bji)icjcm =
1<5<m : : U 1<i<n
apl An2 ... Gpm b1 bm2 ... bmn

zapsat vektoroveé
' =diagx (r — Ay),
y' =diagy (—s + Bx),

() -G 9

kde O oznacuje nulovou matici.

nebo ve tvaru

Priklad: klasicky Lotktv-Volterriav systém dravec-korist

Uvazujme spolecenstvo jednoho producenta a jednoho konzumenta (jednoho dravce a jeho
kofisti). V takovém piipadé je n = m = 1 a systém (5.19) je tvaru

' =z(r — ay),

Yy =y(—s+ bx). (5.20)

Tento systém ma vnitini stacionérni bod

ni-(35)

Systém (5.20) muZeme piepsat na tvar

~

=r —ay, —Inx=r—ay,
neboli

SIS

=—5+ bz, —Iny=—s+bx.
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P1i oznaceni v = Inx, v = Iny dostaneme

u =r—ae’,
v = —s+ beY,

coz je systém bipartitni. Bezprostfedné vidime, Ze tento systém muZzeme pséat ve tvaru

u’:% (rv —aev),
v = —% (su — be"),
nebo vektorové
/
Wy (01 V (su — be" + rv — ae’) (5.21)
v) \=1 0 ‘ '

Systém (5.20) je tedy ekvivalentni s hamiltonovskym systémem (5.21). Jeho hamiltonian (in-
variant) v puvodnich proménnych je

H(:c,y):Slnx—bx+rlny—ay:b(%lnx—x)—|—a(£lny—y) =

=b <(plna: —x)+ %(qlny —y)) .

Transformace systému (5.19) na systém bipartitni

Stavové proménné x;, y; transformujeme na nové, které oznacime u;, v; a definujeme rovnostmi
u; =Inxz;, v; =Iny;, i=1,2,...,n, j=1,2,...,m. (5.22)

Pak

N

[

T m m n
! /
up =t =T Z AiRYp = 15 — Z a;xe’®, v = —sj+ Z bjre*.
k=1 k=1 k=1

Zavedeme oznaceni
e = (e",e", ..., e"), e’ = (e",e”,...,e"m).
Systém (5.19) se transformuje na tvar
u =7 — Ae?, v/ = —s + Be; (5.23)

derivace prvni sady proménnych zavisi pouze na druhé sadé, derivace druhé sady proménnych
zévisi pouze na prvni sadé. Systém (5.19) lze tedy substituci (5.22) transformovat na systém
bipartitni.

Invariant systému (5.19)

Hodnota a;; vyjadiuje mnoZstvi i-tého druhu kofisti, kterou za jednotku casu zni¢i predéatori
j-tého druhu za predpokladu, Ze populace i-tého druhu kotisti i j-tého druhu predatora mély
jednotkovou velikost. Struénéji, a;; je specifickd imrtnost i-tého druhu kofisti zptisobena popu-
laci j-tého druhu predatora o jednotkové velikosti. Hodnota b;; je specifickd porodnost j-tého
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druhu predéatora po konzumaci jednotkového mnozstvi populace i-tého druhu kofisti. Pomér
bji/ai; 1ze tedy chapat jako efektivitu, s jakou se tbytek i-tého druhu kofisti pfeménuje do
rustu populace j-tého druhu predatora. Predpokladejme nyni, ze kazdy druh predétora vyu-
ziva vSechny druhy koristi stejné efektivné, tj. ze ke kazdému 7 = 1,2, ..., m existuje konstanta
cj > 0 takova, Ze

—— =¢; pro viechny indexy i =1,2,...,n.

Jinak feCeno, necht existuje vektor ¢ = (¢, ca, ... ,cm)T pro néjz plati
BT = A diage, neboli B = diagcAT. (5.24)

Predpokladejme dale, Ze existuje vnitini stacionarni bod systému (5.19), tj. Ze existuji vektory
p = (p1,p2,--,0n)’, @ = (q1,q2, ... ,qm)" se viemi slozkami kladnymi, takové ze Aq = 7,
Bp = s, tj.

m n
Ti:Zaiqu prot=1,2,...,n, sj:ijkpk proj=1,2,...,m. (5.25)
k=1 k=1

Poznamenejme, Ze v piipadé m # n nemusi byt néktery z vektori p, g urcen jednoznacné.
Pak vnitini stacionarni bod neni izolovany.
Definujme nyni funkci H : ]R’er — R predpisem
n

m

1
H($ay):H('Il’x%'--,xnaylay%"'ayn):E (pllnxl_xl)+§ f(lenyj_yj)'
i=1 j=1 7

Pokud @, y jsou FeSenim systému (5.19), ktera maji vSechny slozky v kazdém case kladné, pak
plati

- x! 1 Y - A | Yy
R Y _ Y R 2 _ N2 —
dt ( ) Z(z z $>+ o (%y' %)—Z(m xl)xz—i_zc (qj yj)y'_
i=1 7=1 J J =1 7j=1 J J
n m m 1 n
= : (pz xz) (Tz - Zazkyk) + Z a <_3] + Z b]kxk) (QJ - y]) =
i=1 k=1 j=1 k=1
n m m m
Y- (zamqk - zy) s ( zbjkpk + zb ) )=
i=1 k=1 k=1 j=1
n m n m
=33 i - wamlar — vk) = 3> ok — 1)L (g —y) =0,
i=1 k=1 k=1j=1

nebot b;,/c; = ayj. Jinak feceno, funkce H je na trajektoriich systému (5.19) konstantni, je
invariantem (prvnim integralem) tohoto systému.

Transformace systému (5.19) na hamiltonovsky

Opét pouzijeme transformaci (5.22) a s vyuzitim vztahia (5.25) vyjadiime transformovany
systém (5.23) jako u' = A(q —€?), v/ = —B(p — e"). Podminka (5.24) nyni umoZiiuje prepsat
tento systém ve tvaru

u = A(q—eY), v/ = —(A-diage)T (p — e¥). (5.26)
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Invariant H systému (5.19) vyjadiime také v proménnych u a v,

n

m
. 1 .
H(u,v) = Z(piui —e") + ]21 C—j(%‘vj —e").

i=1
Plati
oOH  0OH 1 v ) )
a—ui(u,v):p,—eul, 8—@j(u,v):c—j(qj—e”1), i=1,2,...,n, j=1,2,...,m.
o 0 o \" o 0 o\
Pri Ceni Vy = [ =—, —, ..., — ==, =—, ..., =— tedy ]
11 oznaceni V,, <8u1’ Dy’ ’aun> , Vo (0?}1’ Doy’ ’va> edy je

VuH(uv)=p—c*,  VoH(u )= (dinge)" (g — "),
takze systém (5.26) je tvaru

u = A diage V,H(u,v), v' = —(A diage)T Vo H(u,v),

u\’ B O Adiagce)\ (VuH(u,v)

v)  \—(Adiage)” 0 VoH(u,v))’
symbol O oznacuje nulovou matici. Pokud tedy plati (5.24) a existuje vnitini stacionarni bod
systému (5.19), lze tento systém transformovat na systém hamiltonovsky.

neboli

Modely spolecenstev tvorengch producenty a jejich konzumenty, které magi vnitini stacio-
ndrni bod a spliiugi podminku (5.24), maji v populacni ekologii podobny vijznam jako Newtonovy
zdkony v mechanice (srov. 4.3).

5.7 Grossbergovy systémy (zobecnéné Lotkovy-Volterrovy)

Vlivy populaci tvoticich spolecenstvo na rust jednotlivych populaci nemusi byt tvaru piimé

vvvvvv

1‘; :gi(xi) bi —Zaijfj(xj) s 7= 1,2,...,77,. (5.27)

j=1
Funkee f;, g;, i =1,2,...,n jsou definovany a spojité na intervalu [0, c0) a splituji podminky:
e (Vi)g;(0) = 0 ... je-li velikost i-té populace nulova (tj. i-t4 populace ve spolecenstvu

neni), pak nulovou zistane; uvazujeme tedy izolovana spolecenstva, kde nedochazi k imi-
graci novych druh.

o (Vi)(VE > 0)g;(&) > 0 ...skutefnost, zda je i-t4 populace sobéstacna nebo ne, nezavisi
na jeji velikosti; neuvazujeme tedy napr. Alleeho efekt.

e (Vj)fj(0) =0 ...neni-li j-t4 populace ve spoleCenstvu piitomné, nijak neovliviiuje rist
ostatnich populaci.
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e (Vj)f; je rostouci . ..s rostouci velikosti populace roste i jeji vliv na rast populaci ostat-
nich.

Systém (5.27) lze zapsat vektorové:
' =G(z)(b—Af(x)),

kde
G(xz) = G(x1,22,...,2,) = diag (gl(xl),gg(xg), ... ,gn(xn)),

F@) = (fi(a1), fo@a)seeo, fulan) "

Ponévadz viechny slozky zobrazeni f : R™ — R™ jsou rostouci (tedy prosté) funkee, je toto
zobrazeni prosté a existuje k nému zobrazeni inverzni f~1 = (fy L Iy Lo Y. Je-li matice
interakci spolecenstva A regularni, existuje nejvyse jeden vnitini stacionarni bod

2" = (&}, 33, .., 7h) = £ (A1)
systému (5.27), tj. takovy bod, ze 7 > 0,235 > 0,...,x} > 0, ktery lze opét interpretovat jako
dynamicky stalé velikosti vSech populaci koexistujicich ve spolecenstvu.

Analogicky jako v dikazu véty 23 ovéfime, ze pokud existuje okoli U vnitiniho stacionar-
niho bodu x* a existuje konstantni vektor ¢ = (cy,ca,...,c,)T se viemi slozkami kladnymi,
pro néz je vyraz

(f(z) — f(2)" S(diageA) (f(z) — f(z*))

nezaporny pro kazdé x € U, pak je funkce
V(e) =V (1, 29,...,2,) = ch/—fl(g) — fl(xl)d&
= 9i(¢)

ljapunovskou funkei systému (5.27) ve stacionarnim bodé x*. Odtud je vidét, Ze tvrzeni di-
sledku 9 plati také pro systém (5.27).
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Kapitola 6

Model populace produkujici Sskodlivé
odpady

Oznatme N = N(t) velikost n&jaké populace v Case t. Specifickd mira ristu nebo ristovy
koeficient p této populace je definovan jako relativni zména velikosti populace, tj.

N/
b= N
Vyvoj populace je tedy modelovan diferenciélni rovnici

N’ =pN. (6.1)

V pifpadé konstantniho riistového koeficientu dostaneme klasicky Malthustiv' model ristu
populace N (t) = NgeP?, kde Ny = N(0) je pocatecni velikost populace. V ném je exponencialni
rust (pro p > 0) nebo tbytek (pro p < 0) velikosti populace nerealisticky.

Model (6.1) se priblizi realité, pokud specifickou miru rastu p nebudeme povaZovat za
nezévislou konstantu populace, ale za veli¢inu zavislou na jeji velikosti, tedy p = p(N), nebo
obecnéji na néjakych ,,projevech® jeji velikosti, tj. p = p(]:(N)), kde F je n&jaky funkcional,
tedy zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny realnych ¢isel.

V tomto oddilu budeme uvazovat populaci, kterd produkuje odpady svého metabolismu,
které jsou toxické, nebo prinejmensim zmensuji schopnost prezivani populace. Tyto odpady se
v prostiedi hromadi, ale také rozkladaji, mizi nebo pfeménuji v néco, co populaci neomezuje.
Budeme tedy predpokladat:

1. V ¢istém prostiedi (bez uvazovanych odpadil) je specifickd mira ristu rovna néjaké
konstanté r (vnitinimu koeficientu ristu, intrinsic growth rate).

2. 'V kazdém okamziku populace produkuje odpad, jehoz mnozstvi je tmérné velikosti po-
pulace. Mnozstvi odpadu vyprodukovaného v ¢ase t oznacime P,(t); plati pro ného
P,(t) = ¢N(t), kde ¢ je néjaka kladna konstanta.

3. Odpad se rozklada konstantni relativni rychlosti 6 > 0, tj. ozna¢ime-li P(t) mnoZstvi
odpadu v ¢ase t a neuvazujeme jeho produkci, plati

P'(t) = —0P(t). (6.2)

'Spravnéji malthusovsky, Thomas Robert Malthus (1766-1834) model v takovém tvaru nikdy nepublikoval.

129
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4. Specifickd mira rastu populace klesa s rostoucim mnozstvim odpadu. Budeme uvazovat
nejjednodussi moznost, Ze tato zavislost je lineérni.

5. Existuje jista velikost populace K > 0, pii které je populace se svym prostfedim v
dynamické rovnovaze, jeji velikost se v ¢ase neméni. Konstanta K predstavuje kapacitu
prostiedi (uZivnost) pro uvazovanou populaci.

Uvazujme na chvili idealizovanou situaci, Zze pouze v ¢ase s vzniklo mnozstvi P, (s) odpadu
a zadny dalsi odpad neni do prostiedi dodédvan. Mnozstvi odpadu v ¢ase t > s tedy bude podle
predpokladii 2. a 3. FeSenim rovnice (6.2) s pocateéni podminkou P(s) = P,(s) = ¢N(s), tj.
P(t) = e¢N(s)e®(=5) V realné situaci se viak odpad v prostfedi kumuluje, v ¢ase t ho tedy
bude mnozstvi, které zustalo ze vSech odpadu vzniklych az do okamziku ¢, tj. mnozstvi odpadu
zévislé na celé predchozi historii velikosti populace bude

F(N) = /cN(s)e_‘S(t_s)ds.

—00

Predpoklad 4. 1ze nyni prepsat ve tvaru
p=p(F(N)) = a—BF(N),

kde 3 > 0. Z predpokladu 1. plyne, ze p(0) = r, tj. @ = r. Pro funkci N = N(t) = K podle
predpokladu 5. nyni plati

&TK [efé(tfs)} ¢ _ . BeK

t
0 =p(F(N)) =r— BF(N) =r — fe / Ke -5 =

S§=—00 6

r
Odtud dostaneme, 7ze Sc = 2 specifickd mira rastu populace je

t
0
p=r|1l-— X / N(s)e 9¢=9)ds
Model (6.1) je tedy nyni ve tvaru integrodiferencialni® rovnice
t
/ g —5(t—s)
N'(t)=rN(t) | 1— ® N(s)e ds | . (6.3)

Zavedeme nové neznamé funkce = a y novou nezavisle proménnou 7 nasledujicimi vztahy:

T=rt, xz(r)= iN <Z> . y(r) = % /T N(s)e_‘s(%_s)ds.

2 L .. . . . . L, .. . 2
V této rovnici vystupuje neznama funkce N za znakem integréalu i jako derivovana.
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dr rkK r r2K r K
= %%x(ﬂ 1-— % / N(s)e_‘s(%_s)ds = x(T)(l — y(T)),
Y (1) = dz(/i(:) = %d%_ / N(S)ef‘s(gfs)ds =
:% %N <;) 75(£7£) —g / N(S)ef‘;(l*s)ds =
Z% () —6% / N(s)e-E=ds = a(r) — Ly(r)

Rovnice (6.3) se tedy transformuje na dvourozmérny autonomni systém

v =a(l—vy),
(6.4)

, )
y =z -~y
r
Nejprve si vSimnéme, ze uzavieny prvni kvadrant Ri = {(x,y) eERZ x>0,y > O} je po-
zitivné invariantni mnozinou tohoto systému. Uzaviend poloptimka {(0,y) : y > 0} je totiz
pozitivné invariantni mnozinou (z(t) = 0, y(t) = yoe~ /" je FeSenim systému (6.4) pro kazdé
yo > 0), pro Feeni s poc¢ateéni podminkou z(0) = z¢ > 0, y(0) = 0 plati 2/(0) > 0, ¥'(0) > 0
a tedy prislusna trajektorie sméruje dovnitt prvniho kvadrantu.

0
Systém (6.4) mé stacionarni body(0,0) a (z*,y*) = <—, 1> a jeho varia¢ni matice je
r

1—y —=z
J(z,y) = < ) _é)

Tedy J(0,0) = <1 5), det J(0,0) = —— > 0, takZe stacionarni bod (0,0) je sedlo. Déale
—= r
,

o

0o -2 5 5

J(I'*,y*) - (7; ) det‘J(x*7y*) - ; > 0, tI’J(.%'*,y*) = —— < 07

,
1 —-—
,

(1 J(a*,"))" — 4det a*,y") = (5 — dr),
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y‘ yA
<—$

a) b)

Obrazek 6.1: Fazovy portrét systému (6.4) a jeho trajektorie s pocateéni podminkou 0 <
z(0) < 1, y(0) =0. a) § > 4r, b) § < 4r. Oba obrazky maji stejné méfitko na ose z.

N 1 N s
g g S i
0 t 0 i
a) b)
Obréazek 6.2: Pritbéh fegeni tlohy (6.3), (6.5). a) § = 4r, b) § = &r.

takze v pripadé § > 4r je vnitini stacionarni bod (z*,y*) stabilni uzel, v opa¢ném piipadé
se jedna o stabilni ohnisko. Féazové portréty systému systému (6.4) v obou pfipadech jsou
znézornény na obr. 6.1.

S vyuzitim Dulacova kriteria (véta 12) vylou¢ime existenci cyklu v prvnim kvadrantu.

1
Polozime ¢(z,y) = —. Pak
x
01 01 o J
XA TV S
T y T rT

pro vSechna x > 0. Uvnitf prvniho kvadrantu tedy neexistuje cyklus systému (6.4).
Uvazujme nyni situaci, Zze na pocatku (v ¢ase t = 0) se dostane mala populace do nového
prostiedi. K rovnici (6.3) pridame tedy pocateéni podminky

N(0) = No, N(t)=0prot<D0. (6.5)

Poc¢ateéni podminky pro systém (6.4) v tomto piipadé budou

0
o
z(0) = T_KNO’ y(0) = Ve / N(s)e‘ssds =0;
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Trajektorie systému (6.4) s témito pofateénimi podminkami jsou také zobrazeny na obr. 6.1.
Z provedené analyzy systému (6.4) plyne, Ze pro feseni N pocatecni ulohy (6.3), (6.5) plati
K
lim N(t) = ——z*

t—o00 1)

]
|

8

I

=

funkce N konverguje k hodnoté K v pfipadé § > 4r monotonné, viz obr. 6.2 a), v opacném
pfipadé s tlumenymi oscilacemi, viz obr. 6.2 b).
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Kapitola 7

Chemicka kinetika

7.1 Zakladni reakce enzymiu

Uvazujme reakci néjakého substratu .S a enzymu F, které spolu vytvoii nestabilni{ komplex SFE,
z kterého dale vznikne né&jaky produkt P a volny enzym.' Schematicky tuto reakci miiZzeme
zapsat takto
k
S+E=SE, SERPpPiE

k_1

nebo stru¢né
k
S+E=SERPpiE

k_1
Dvojita sipka = vyjadiuje, ze reakce je vratné, jednoduchéa Sipka — vyjadiuje, Ze reakce
muZe probihat jen jednim smérem. Kladné parametry ki, k_1, ko oznacuji reakéni rychlost.
Zhruba TeCeno, za jednotku ¢asu vznikne z jednotkového mnozstvi substratu S za pritomnosti
jednotkového mnozstvi enzymu F mnozstvi k1 komplexu SE a podobné. Pfesné budou reakéni
rychlosti zavedeny déle.

Ozna¢me s = s(t)... koncentrace substratu S v ¢ase t,
e =e(t)... koncentrace enzymu E v Case t,
¢ =c(t)... koncentrace komplexu SE v ¢ase t,

p = p(t)... koncentrace produktu P v Case t.
Michaelis a Menten? navrhli jako model vyvoje koncentraci v ¢ase nasledujici systém &ty
oby¢ejnych nelinearnich diferencidlnich rovnic

ds

T —k1se + k_qc,

d

d—i =—kise+ (k_1 + k2)c,

q (7.1)
c

a =kyse — (ki,1 + k‘Q)C,

dp

— =k

ar 2

"Misto o enzymu bychom mohli mluvit o katalyzatoru, substrat by predstavoval vychozi latku a produkt
vyslednou.
2L. MicHAELIS, M. I. MENTEN. Die Kinetik der Invertinwirkung. Biochem. Z. 49, 333-369, 1913
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Tento model vyjadiuje, ze zmény koncentraci povazujeme za piimo tmérné koncentracim,
reakéni rychlosti k jsou prislusné koeficienty imérnosti. Budeme predpokladat, Ze na pocatku
je koncentrace substratu rovna sg a koncentrace enzymu je rovna ey, komplex SE ani produkt
P nejsou na pocatku pritomny. Spolu se systémem (7.1) tedy uvazujeme pocéateéni podminky

s(0) = s9, e(0)=-egp, ¢(0)=0, p(0)=0. (7.2)

Nejprve si v8imnéme, Ze veli¢ina p se nevyskytuje v prvnich tfech rovnicich systému (7.1).
Koncentrace s, e a ¢ jsou tedy FeSenim prvnich t¥i rovnic z (7.1), koncentraci produktu mtzeme
vyjadrit ze ¢tvrté rovnice integraci

p(t) = ko /c(a)da. (7.3)
0

Mnozstvi enzymu F se v pribéhu reakce neméni a enzym se vyskytuje jednak jako volny a
jednak jako vazany v komplexu SE. To vzhledem k pocateéni podmince (7.2) znamené, Ze
by mélo platit e(t) 4+ ¢(t) = eg pro vSechna t > 0. Model (7.1) je skuteéné v tomto smyslu
adekvatni, nebot

d de dec
et gt g0 ral=e
Veli¢ina e+ c je prvnim integralem systému (7.1) a proto koncentraci enzymu muZzeme vyjadrit
jako
e(t) =eg — c(t) (7.4)

a dosadit do prvni a t¥eti rovnice systému (7.1). Dostaneme

d d
d—j = —kieps + (kls + /{?_1)07 d—j = k1egs — (/{?18 +k_q1+ kz)c. (7.5)

Casovy prubéh koncentraci substratu S a komplexu SE je tedy feSenim systému dvou oby-
¢ejnych autonomnich nelinearnich diferencialnich rovnic (7.5) s pocate¢ni podminkou

s(0) = sp, ¢(0) =0, (7.6)

prubéh koncentraci volného enzymu E a produktu P je dana vyrazy (7.4) a (7.3).
Zménime méritko tak, aby vSechny veli¢iny byly bezrozmérné, tj. zavedeme substituci

T = kyeot, T = i, y=— (7.7)
S0 €0

veli¢ina = vyjadiuje koncentraci substratu a veli¢ina y koncentraci komplexu SE v jednot-
kéch pocéateéni koncentrace substratu a enzymu. Casova jednotka je urcena rychlosti reakce
substratu a enzymu. Plati

dx d /s dt 1 1 s c s k_q1 c
—=—(Z)==—(-k kis+k_j)e)—=——4—— 4+ —— =
dr dt <80> dr 80( 1609 +( 18+ 1)0) /{?160 S0 + €0 So + Sokl €0

k_1
=-z+ v+ — )y,
/{?180
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d d dt 1
—y=—< > (/ﬁeos—(/ﬁs—i-k 1+/€2)) = = =

dr dt d’T €0 k‘l €0 €0 €0 €0 k‘l €0 €0
_ S0 So k_1+ ko
N €0 €0 k130
P1i oznaceni
k_1+ ko ko €0
K=——- A= — = — 7.8
/{?180 ’ /{?180, c S0 ( )
se systém (7.5) substituci (7.7) transformuje na systém
dx dy 1
— = K- — =—(x — K 7.9
- et @+E=Ny, o =—(r—(@+K)y) (7.9)
s pocatetnimi podminkami
z(0) =1, y(0)=0. (7.10)

Poznamenejme, ze parametry K, A a € jsou kladné a K > .
Ulohu (7.9), (7.10) nelze fesit explicitné. Proto ji budeme analyzovat ve fizovém prostoru.
Nulklinu proménné z muzeme vyjadrit jako graf funkce

x

p(x) = T K=\ o(x)
) dz . .
Derivace 1, jeproy > ¢(z) kladna, pro y < ¢(z) zaporna. Situace
7— >
je zndzornéna na obrazku: x

()

«—

Podobné vyjadiime y-nulklinu jako graf funkce ¢ (z) = a vy-

Setfime znaménka derivact: x
Ponévadz ¢(0) = (0) = 0 a ¢(z) > 9(z) pro viechna x > 0, vypada fazovy portrét sys-
tému (7.9) tak, jak je zndzornéno na obr. 7.1 Vidime, Ze systém (7.9) ma jediny stacio-
narni bod (0,0) a ze mnozina M = {(z,y) € R?: 0 <z < 1,0 <y < (1)} je jeho pozitivné
invariantni mnozinou (na tse¢ce {(z,0): 0 <z <1} sméfuji trajektorie nahoru, na tsecce
{(z,¢(1)) : 0 <z <1} dolit, na tseéce {(0,y): 0 <v < (1)} sméFuji trajektorie doprava
a na usecce {(1,y) : 0 <v < (1)} doleva). Variaéni matice systému (7.9) v obecném bodé
(z,y) je
y—1 r+ K-
J,y) = | 4 1 )
~(1-y) ——(@+K)

takze ve stacionarnim bodé (0,0) plati

-1 K-\

K+e¢
1 x| trJ(0,0) = — .

9 9

A
<0, det J(0,0) = - >0,
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Y T
QLY [ ple) = 4+ K —\
o) = —

(e . >

0 1 T

Obréazek 7.1: Fazovy portrét systému (7.9) a jeho trajektorie s pocateénim bodem (7.9) a

hodnotou parametru ¢ = %.

= (K +e)* —4xe) =

2
(trJ(0,0))% — 4det J(0,0) = <K+€> - % - 81

£

1 1
= < (K?+2Ke+e® — e+ 2 = \?) = = (K = N +2Ke + (A —¢)?) >0,
9 9

nebot K > . Stacionarni bod (0,0) je podle Véty 11 stabilni uzel (coz bylo vidét z fazového
portrétu i bez vypocti). Pro feseni tlohy (7.9), (7.10) tedy plati

Tlgn;o z(1) =0, Thﬁnolo y(r) = 0.
Vysledkem reakce je vycerpani veskerého substratu S, nebude volny ani vazany s enzymem
v komplexu SE. Z trajektorie FeSeni tlohy (7.9), (7.10), ktera je rovnéZ zobrazena na obr. 7.1,

je také vidét, ze slozka x TeSeni této tlohy k nule monotonné kleséa. Slozka y nejdiive roste, v
jistém case 19 dosdhne svého maxima

o .%'(TQ) K
Yumax = 1‘(7’0) + K 1‘(7’0) + K

a pak monotonné klesi k nule.

Nyni mtzeme kvalitativné popsat feSeni puvodni alohy (7.1), (7.2), viz obr. 7.2. Koncent-
race s substratu S monotonné klesa k nule. Koncentrace ¢ komplexu SE roste ke své maximalni
hodnoté, kterd je mensi nez byla poc¢atecni koncentrace ey enzymu F, a pak monotonné klesa
k nule. Koncentrace e volného enzymu E nejprve klesa, v okamziku ty, kdy je koncentrace
komplexu S F maximéalni, dosdhne svého minima a pak monotonné roste k poc¢ateéni hodnoté
ep. Koncentrace p produktu P roste z nulové hodnoty, rist se nejprve zrychluje (funkce je
konvexni), od okamziku ¢y se za¢ne zpomalovat (funkce je konkavni).

7.2 Priblizné reSeni transformované alohy

Charakteristickym rysem reakci enzymu se substratem je to, ze koncentrace enzymu je vyrazné
mensi, neZ koncentrace substratu, ey < sg. To vzhledem k (7.8) znamena, ze

0<exl,

parametr ¢ je ,skoro nula“. Také muzeme Fici, Ze prava strana druhé rovnice systému (7.9) je
,»,skoro nekone¢no®, nebo ze prava strana prvni rovnice tohoto systému je zanedbatelné mala
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A
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Obrazek 7.2: Prib¢h feSeni tlohy (7.1), (7.2)

ve srovnani s pravou stranou druhé rovnice. Veli¢ina z se méni ,nesrovnatelné pomaleji“, nez
veli¢ina y, takze veli¢ina x je vzhledem k y ,skoro konstantni“. Z téchto duvodt budeme x
ve druhé z rovnic systému (7.9) povazovat za konstantni parametr a tuto rovnici vyfesime.
Jedné se o rovnici se separovanymi proménnymi, takze jeji feSeni spliujici druhou podminku
z dvojice (7.10), tj. podminku y(0) = 0, dostaneme ve tvaru

X x+ K
_ 1o T) _ 7.11
yr)= = (1 (7.11)
Plati pro né
= lim y(7) = *
Yo T*)OOy T+ K

,Rychle se ménici* proménna veli¢ina (funkce) y se tedy ,velice rychle ustali na hodnoté
yo. OvSem hodnota z se také méni, i kdyz ,pomalu“. Tato zména je popsana prvni rovnici
systému (7.9). V ni miZeme proménou y povaZovat za parametr rovny ustalené hodnoté yg.
S vyuzitim pocéateéni podminky (7.10) tak dostaneme pocate¢ni ulohu

dx T T

- Ko\ —"  — =
dr vt (ot )x—l—K z+ K’

z(0) = 1.

Reeni této tlohy, které je ,trochu jiné“ nez feSeni pivodni tlohy (7.9), (7.10) a proto ho
oznaCime symbolem z, je implicitné dano rovnosti

zo(T) + Klnzo(1) =1 = A7 (7.12)

Takto definovanou funkei 2o miaZzeme povazovat za prvni slozku piiblizného feseni ulohy (7.9),
(7.10). Jeji druhou slozku vyjadiime jako

xo(T)

m; (7.13)

Yo(7) =

tato funkce vSak nespliuje druhou z poc¢ate¢nich podminek (7.10).
Funkce zo(-), yo(-) definované vztahy (7.12) a (7.13) se nazyva pseudo- nebo quasi-
staciondrni aproximace TesSeni tlohy (7.9), (7.10). V mnoha aplikacich je tato aproximace

dostateéné presna. Na obrazku 7.3 je trajektorie feseni ulohy (7.9), (7.10) s hodnotou parame-

tru e = vidime, Ze trajektorie feSeni s ,;malou hodnotou parametru e skutecné od jistého
x

4+ K’

1.
10°
bodu témér splyva s y-nulklinou, tj. s funkci y =
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yu
y = p(z)
oz
y_m—i—K

& >

0 1 x

Obrézek 7.3: Nulkliny systému (7.9) a jeho trajektorie s po¢ateéni podminkou (7.10) a hod-
notou parametru € =

al=

Regenf tlohy (7.9), (7.10) si tedy lze predstavit tak, Ze v , kratickém ¢asovém intervalu“ od
zaCatku reakce se veli¢ina z (relativni mnoZstvi substratu) ,nesta¢i zménit“, takze méa stale
pocatecni hodnotu 1. V tomto ,kratickém case” veli¢ina y (relativni mnozstvi komplexu SE
vzhledem k mnoZstvi enzymu) rychle dosdhne své quasi-stacionarni hodnoty. Tento ,rychly
narust je popsan rovnosti (7.11) do niz je dosazeno x = 1, quasi-stacionarni hodnota je tedy
1/(1 + K). Dale se veli¢iny = a y vyvijeji tak, jak je popsano rovnostmi (7.12) a (7.13).

Jesté muZzeme specifikovat délku zminéného , kratického ¢asového intervalu® pro dosazeni
quasi-stacionarniho stavu. Predpokladejme, Ze jsme schopni mérit koncentrace s relativni pres-
nosti 7. Pak ¢as §, za ngjz veli¢ina y naroste do quasi-stacionarni hodnoty 1/(14 K) je piiblizné
déna pribliznou rovnici

1+ K

tedy

€ 1
0~ In —. 7.14
1+Kn7 ( )

Popsanou aproximaci feseni lze ziskat i jinym zptisobem méné se odvolavajicim na intuici:
feSeni ulohy (7.9), (7.10) budeme hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e. Pfedpokla-
dejme tedy, ze feseni tlohy (7.9), (7.10) je tvaru

1‘(7’) = Zgnxn(T), y(T) = Zgnyn(T)'
n=0 n=0

Za predpokladu, ze tyto Fady, chapané jako fady funkci proménné 7, konverguji stejnomérné
(k tomu pfi e < 1 staci, aby vSechny funkce zo( ), yo(-) byly ohrani¢ené stejnou konstantou),
plati

dx > ndzy,  dxg > ndzy, dy > ndYUn . dy > ndYn—1
R —n _ =0 —n = _ —Jn ti e—2 = —on—-
dr Z;)g dr dr +Z:1€ dr’ dr Z:OE dr’ > ZE dr

n= n= n= n=1
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a soucasné

3—i:—x+(x—|—K Ay Ze (T <Z€ an(T) + K — A>Z€ Yn(T) =

n=0

= - Z Enxn(T) + (K - )‘) Z Enyn + Z <Z TilYn— z) =
n=0 = n=0
Z <_xn K )‘ yn + szyn Z) "=

=0

= —xo+ (zo + K — A)yo + Z (—xn + (K — Nyn + Z xzynl> e”,

n=1 =0

n=0 1=0
[ee] n
(@0 + Ko+ > ( K-y y> i
n=1 i=0
Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin € ziskdAme nekoneény systém rovnic
dxo
4 = %o+ (zo+ K = Ao, 0==o — (zo + K)yo,
d.%'l d 0
—— =1+ (K = Ay1 + zoy1 + 130, N - Ky1 — zoy1 — 2130,
dr dr
7 prvni dvojice rovnic dostaneme
_xo(7) _
yo(1) = ———— x2o(1) + Klnxg(r) = C — A7,

zo(7) + K’
tedy quasi-stacionarni aproximaci feseni (7.12), (7.13). V tomto pfipadé vSak tato aproximace

zévisi na jedné integra¢ni konstanté C' a ta zavisi na pocatecnich podminkach. Pocateéni
podminky (7.10) lze zapsat ve tvaru

[e.e] oo
1= c",(0), 0= c"yn(0)
n=0 n=0

takZe z véty o jednoznacnosti Taylorovych fad plyne
20(0) =1, yp(0)=0, z,(0)=y,(0)=0pron=1,2,...

Prvni z téchto podminek lze splnit volbou C' = 1 stejné jako v (7.12), ale druhou z nich splnit
nelze. Odtud plyne, Ze alespon jedna ze slozek z, y FeSeni tulohy (7.9), (7.10) nemuZe byt
analytickou funkci parametru e.
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Aby bylo mozné splnit pocateéni podminky, je tfeba v pravém okoli bodu 7 = 0 hledat
feSeni ulohy (7.9), (7.10) jinym zpusobem. Zavedeme novou nezévisle proménnou
o=1_ (7.15)
Pro e — 0 je 0 — o0, takZe zménou casového métitka (7.15) ,natdhneme malé okoli“ [0, d) na
,wvelice dlouhou dobu“. Substituci (7.15) se tloha (7.9), (7.10) transformuje na tlohu
dX

dY
—eX +e(X+ K- )\)Y, — =X — (X + K)Y, (7.16)
do do

X(0)=1, Y(0) =0
Kvalitativni analyza tlohy (7.16), (7.10) d& stejné vysledky jako v 7.1.

(7.17)
Resenf tlohy (7.16), (7.17) budeme opét hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e,
tj. ve tvaru

X(o) = Z "X (o), Y(o) = Z e"Y, (o).
n=0 n=0

Pak je
dX dXp = ,dX, dy  dYy = ,dY,
Pl D DL N et S Dl v
n=1 n=1
a soucasné
dx e’} n—1
1 - Z <_Xn—1 + (K = A)Y,1 + ZXiYn—i—1> ",
n=1 =0
dY o0 n
- =Xo- (Xo+ K)Y, + nzl (Xn —KY, — ; X,Yn_i> em.

Z pocatetnich podminek (7.17) dostaneme

Xo(0) =1, Yy(0)=0, Xn(0) =Y,(0) =0pron=1,2,...

Nulté aproximace Xy, Y FeSeni alohy (7.16), (7.10) jsou feSenim pocatecni ulohy

dX, Yy
=0 _ 0 _ Xy — (X0 + K)Y, Xo(0) =1,  Yp(0) =
e ; e 0 — (Xo + K)Yo, 0(0) =1, 0(0) =0,
tak?
aKze 1 ke

Vratime se k puvodni nezévisle proménné 7 = o a dostaneme novou aproximaci feSeni tilohy
(7.9), (7.10) ve tvaru

(7.18)
tyto funkce spliwji pocateéni podminky (7.10).

Reseni tlohy (7.9), (7.10) lze v okoli bodu 7 = 0, tj. na intervalu [0,8) pro vhodné malé
kladné ¢islo 0, aproximovat funkcemi (7.18). Tato ¢ast FeSeni ulohy se nazyva singuldrni nebo
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0 T

Obrazek 7.4: Reseni ulohy (7.9), (7.10) s parametrem ¢ = 0.2. Pln& ¢ara — presné feSeni,
carkovana ¢ara — vnéjsi feSeni, teckovand Cara — vnitini reSeni.

vniting Teseni. Na intervalu (9, 00) lze pouzit quasi-stacionarni aproximaci (7.12), (7.13); tato
Cast TeSeni tlohy se nazyvéa mesinguldrni nebo vneéjsi Fesend.

No obr. 7.4 je znazornéno priblizné a presné feseni tlohy (7.9), (7.10) s parametrem e = 0.2;
vidime, Ze jiz v tomto piipadé je priblizné reSeni dosti blizké presnému. Navic, prvni slozka
FeSeni, tj. funkce z, je i v pravém okoli nuly presnéji aproximovana vnéjsim feSenim nez vitinim.

Jesté odhadneme parametr § — Casovy okamzik, od néhoz vné&jsi feSeni 1épe nez vnitini
aproximuje druhou slozku feseni tlohy (7.9), (7.10). Je to takova hodnota nezavisle proménné,
v niz maji funkce yo a Yy stejnou hodnotu, yo(0) = Yp(d). Takové ¢islo § existuje podle
Bolzanovy véty, nebot

1 1
0) — Yu(0) = 0 li 0) —Yu(d)) = — 0
yo(0) = ¥o(0) = ;7= > 0, Jim (yo(9) — Yo (9)) T
Miuzeme tedy fesit soustavu rovnic
L _ KLy £
1_ e >: Klné=1- M.
e R STKmg

Vyjadiit feSeni explicitné pomoci elementérnich funkei nelze, proto feseni odhadneme. Oznac-
me na chvili F(§) =&+ KIn& — 1+ A\J. Pak je

K

F(1)=X>0, lim F(f)=-00<0, F'(§)=1+— prof&>0.
E—0+ 13

To znamena, Ze feSeni druhé z rovnic, tj. rovnice F'(§) = 0, lezi v intervalu (0,1) a funkce F

je na tomto intervalu rostouci. Odtud dale plyne, Ze existuje konstanta & € (0,1) takova, ze

pro Teseni & druhé z rovnic plati
0<E<e<l.

7 prvni rovnice nyni dostaneme

£ £+ K £ E+ K
0<5= 1 < 1 -
K+1 K1-¢ K+1 K1-§

Tato nerovnost vyjadiuje, Ze hodnota ¢ je mala stejného fadu, jako e, tj. § = O(e). Tento
odhad souhlasi s vyjadieni. (7.14).
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Regeni pitvodni dlohy (7.5), (7.6) miZeme nyni zapsat ve tvaru

S(t) = Soxo(lﬁeot) + O <z—0> R
0

k1soeo . co €0
1— (k1so+k—1+ka)t +0 <—> , 0<t< @) <—> s
kiso+ k—1+ k2 ( ‘ ) 50 -

klsoxo(kleot) <60> <60>
+0—, t>0(—|);
kisoxo(kieot) + k_1 + ko 50 - 50

pritom funkce xo(-) je implicitné dana rovnici (7.12).

c(t) =




Kapitola 8

Makroekonomické modely

8.1 Harrodiav-Domariuv model ekonomického ristu

Zakladni ekonomickou veli¢inou je produkce. Produkovat muze subjekt, ktery vlastni kapital.
Kapitalem jsou nejen penize, ale predevsim budovy, stroje, zafizeni a podobné. Kapital vznika
a obnovuje se investicemi. Budeme tedy uvazovat tii ekonomické ukazatele, tj. tfi Casové zavislé
proménné — produkei Y = Y (¢), kapital K = K (t) a investice I = I(t). Kdekoliv je vyvijena
jakakoliv ekonomické aktivita, tam je néjakd produkce; proto je veli¢ina Y kladna. A jak jiz
bylo Feceno, z toho, Ze je produkce plyne, Ze byl kapital; tedy i veli¢éina K je kladna.

Prvni model dynamiky produkce sestavime na zakladé t¥i postulati:

HD1 Kapitéal vzniké investicemi a mizi amortizaci.
HD2 Do tvorby kapitalu je investovan staly podil produktu.
HD3 Relativni prirtstek kapitalu se projevuje relativnim p¥iristkem produkce.

Oznac¢me § podil kapitélu, ktery se za jednotku ¢asu znehodnoti amortizaci, k Cas, za ktery
se 7 investované ¢astky stane kapital. Typicky je x = 1, nebot investice z jednoho obdobi jsou
v nasledujicim obdobi jiz kapitalem. S témito symboly upfesnime postuldt HD1 jako rovnost

K(t+ At) = K(8) + ~I(1)At — 5K (H)A (1),

K

neboli K+ A K@) 1
t+ At) — t
=—1I(t) — dK(t).
= 1)~ 6K (1)
Budeme dale predpokladat, ze ¢as plyne spojité a veli¢ina K je diferencovatelna. Pak muzeme
limitnim pfechodem At — 0 vyjadrit postulat HD1 ve tvaru diferencialni rovnice

1
K' = -1 - /K. (8.1)
K
Predpoklad HD?2 je vyjadien rovnosti
I=(1-5s)Y, (8.2)

kde s € (0,1). Parametr s vyjadiuje podil produkce, ktery neni investovén, tedy je spotiebovan
nebo uspofren. Z nerovnosti s < 1 a kladnosti veli¢iny Y plyne, Ze také veli¢ina I je kladna.

145
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Predpoklad HD3 forméalné zapiSeme jako rovnost
K Y
K Y’

7 této rovnosti plyne

o K Y KY-KY'Y K\'Y
K Y Y2 K \Y) K’

K /
Ponévadz veli¢iny K a Y jsou kladné, plyne odtud, ze <?> = 0 a tedy existuje konstanta
r € R, ze
=, (8.4)
neboli

K =rY. (8.5)

Naopak, z této rovnosti plyne K’ = rY”’ a vydélenim této rovnosti rovnosti (8.5) dostaneme
rovnost (8.3). Predpoklad HD3 lze tedy ekvivalentné vyjadrit rovnosti (8.3) nebo (8.5).
Z rovnosti (8.3), (8.1), (8.2) a (8.5) nyni dostaneme

z:li_(;:l(l—s)Y_&:l—s
K

Y k K K KT

_5’

tedy
Y' 1-s
Y ok
relativni rychlost ristu produkce je za predpokladi HD1, HD2 a HD3 konstantni. Ozna¢me
ji g a z rovnice (8.6) dostaneme

— 0 = const, (8.6)

Y(t) = Yoegt,

kde Yy = Y (0) je po¢ate¢ni produkce. Znaménko konstanty g urc¢uje, zda produkce roste nebo
klesa. Konstanta r je podle (8.4) pomérem produkce a kapitalu, vyjadiuje tedy kapitdlovou
ndrocnost jednotky produkce. Zéavér analyzy modelu nyni mizeme preformulovat:

1—
je-lir < —65 pak produkce roste,
K
- 1—s .
je-lir = 5 pak produkce stagnuje,
K

1_
je-li r > —68 pak produkce klesa.
K

Nebo struéné: je-li kapitalova naroc¢nost jednotky produkce pfilis velka, pak produkce nemuze
rust.

8.2 Solowiiv-Swanilv neoklasicky model ristu

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tj. takovou, Ze jedinymi produkénimi faktory jsou
kapital a prace, nikoliv zahrani¢ni obchod. Kromé (agregatni) produkce Y = Y'(¢), kapitalu
K = K(t) a investic I = I(t) do modelu zahrneme i praci L = L(t). Préaci pro potieby modelu
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stotoznime s vytvafenou hodnotou!, méifme ji tedy ve stejnych jednotkich (penézich) jako
veli¢iny Y, K, nebo I. Price vzdy vytvari hodnotu, proto je veli¢ina L kladna.

Budeme pfedpokladat, ze kapital a investice spliuji postuldty HD1 a HD2, tedy rovnosti
(8.1) a (8.2). Dale budeme postulovat:

SS1 Relativni rist (zména) prace je konstantni, odpovida pfirozenému piirastku (nebo ubyt-
ku) obyvatelstva.

SS2 Jedinymi produkénimi faktory jsou kapitél a prace.
Postulat SS1 lze zapsat jako rovnost

L/

— = 8.7
L ’ ( )
kde A € R je né&jaka konstanta. Postulat SS2 zapiSeme rovnosti

Y = f(K,L). (8.8)

Funkce f se nazyva (agregdtni) produkcni funkce. Ponévadz vechny tii veli¢iny K, L, Y
povazujeme za kladné, je
f:(0,00) x(0,00) = (0, 00).

Aby funkce f vystihovala ekonomickou realitu, budeme predpokladat, Ze vyhovuje tfem pii-
rozenym pozadavkim

pfl Mala zména produkéniho faktoru vyvold malou zménu produkce, pritom zvétSeni vyrob-
niho faktoru nevede ke zmenseni produkce.

pf2 Produkce neni zavisla na tom, v jakych (penéznich) jednotkach vyjadifujeme produkci a
produkéni faktory.

pf3 Plati zdkon klesajicich vijnosi: dodateéné jednotka produkéniho faktoru nevytvori vétsi
produkt, nez jednotka predchézejici a mezni produkt pii neomezeném rustu produkéniho
faktoru klesa k nule.

Postulat pfl fika, Ze produkéni funkce je spojita a neklesajici v kazdé své proménné. Zména
jednotky je totéz, co vynasobeni proménné néjakou kladnou konstantou. Postuldt pf2 tedy
pozaduje, aby pro kazdé a > 0 platilo

flaK,aK) =aY = af (K, L), (8.9)

tj. produkéni funkce je homogenni prvniho fadu. Ozna¢me na chvili jednotku kapitalu AK.
Zakon Kklesajicich vynosi pro kapital nyni mtuzeme zapsat ve tvaru

f(K,L)— f(K-—AK,L)> f(K+AK,L)— f(K,L) —— 0

K—oo

pro libovolnou hodnotu L. Uvedenou nerovnost muzeme také prepsat ve tvaru

FK,L) > ~f(K — AK, L) + %f(K +AK, L)

DO | —

1 - - < PP
Poznamenejme, ze hodnota obecné neni totéz, co produkce.
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Analogicky vyjadiime zékon klesajicich vynosii pro préaci. Obecné preformulujeme (zesilime!)
postulat pf3 vyrokem: pro kazdé v € (0,1) a vSechny Ky, Ky, L1, Ly > 0 plati

FOyEr + (1 =) Ko, yLy + (1 =) La) > v f(K1, L) + (1 =) f (K2, Ly), (8.10)

tj. funkce f je konkavni, a

lim (f(K + K1,L1)— f(K,L1)) =0= lim (f(K,L+Ly)— f(Ki,L)). (8.11)

K—oo L—o0

Nyni zavedeme novou veli¢inu k, nazvanou mira vybavenosti prace kapitdlem, vztahem

k= T (8.12)

S vyuzitim rovnosti (8.1), (8.7), (8.2), (8.8) a (8.9) postupné dostaneme

K_L 5/_£M_£' r_1r 5 A_l—SZ (6+N) =
k K\L) K L2 K L kK kK N
1—sf(K,L) 1—sL K 1—sf(k1)
e _— = —_— —1 — = - — .
- 7 (CEPY - Kf<L’> 6+ N - k: 6+ A)

Timto zptsobem dostavame zdkladni dynamickou rovnici neoklasického modelu

1—s
K

K =—(+ Nk + f(k,1). (8.13)

Funkci f(-,1) : (0,00) — (0, 00) nazyvame produkéni funkce v intenzivnim tvaru. Je to spojita
neklesajici konkavni funkce, pro kterou podle (8.11) plati

lim (f(k+ki,1)— f(k,1)) =0

k—o00

pro kazdé ki > 0. Z monotonie a nezapornosti funkce f(-,1) plyne existence limity

li k1) = fy>0.
kg&f(,) fo >

Féazovym prostorem jednorozmérné autonomni rovnice (8.13) je interval (0, 00). Stacionarni
bod k* této rovnice spliiuje rovnnost

K(S 4+ Nk = (1— s)f(K*,1). (8.14)

Izolovany stacionarni bod rovnice (8.13) v jejim fazovém prostoru existuje pravé tehdy, kdyz
04+ A > 0, tj. piipadny abytek obyvatelstva (prace) je pomalejsi, nez amortizace kapitalu, a
souCasné existuje € > 0 takové, ze

1)
f(k,1) >/<;1+)\

k 8.15
o (815)
pro k € (0,¢), viz obr. 8.1. V takovém piipadé je prava strana rovnice (8.13) kladné pro k < k*
a zaporna pro k > k*. To znamen4, Ze za takové situace pro kazdé feSeni k = k(t) rovnice
(8.13) plati

lim k(t) = k¥,

t—00
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k(0 + Nk (8 + Nk X (1 —s)f(k,1)
(1 —s)f(k, 1)
(1—=s)f(k 1) > ;
T ) 5 k(6 + AR
a) b) c)

Obrazek 8.1: Reseni rovnice (8.14) pro stacionarni bod k* zékladni dynamické rovnice neokla-
sického modelu (8.13). Na vodorovné ose je soucasné fazovy portrét rovnice (8.13). a) +A > 0
a je splnéna podminka (8.15). b) Neni splnéna podminka (8.15). ¢) Neplati 6 + A > 0.

vybavenost prace kapitalem se ustali na konstantni hodnoté k* > 0.
Podle (8.9) plati rovnost

K 1 Y
F) = £ (1) = A0 =
Odtud plyne, ze pro kapitalovou naro¢nost produkce r = r(t) plati

Y YL f(k1)
K LK  k

Ze spojitosti funkce f(-,1) nyni plyne, Ze existuje limita

= = i e = i P = 2 (8.16)

tj. kapitalova naro¢nost produkce se ustali na jisté hodnoté. Porovnanim se vztahem (8.4),
ktery je ekvivalentni s postulatem HD3 vidime, Ze Harrodtv-Domariv model je limitnim
piipadem modelu Solowova-Swanova. Harrodiv-Domartiv model popisuje rovnovdznou eko-
nomiku, v niz produkce roste stejné rychle jako kapital.

Pokud § + A > 0, ale neni splnéna podminka (8.15), pak je prava strana rovnice (8.13)
zaporné; kazdé jeji feSeni tedy konverguje k nule. Pokud d + A\ < 0, pak je prava strana rovnice
(8.13) kladna a kazdé jeji feseni diverguje do nekonecna. V obou takovych piipadech ekonomika
spé&je ke kolapsu — vymizi kapital nebo prace (tj. veskeré obyvatelstvo bude nezaméstnané).
V realné ekonomice tedy tubytek obyvatelstva nemtize byt rychlejsi nez amortizace kapitalu a
mezni produkt malého kapitalu musi byt dostateéné velky.

8.2.1 Specialni produkéni funkce
Leontiefova produkéni funkce

f(K,L) =min{aK,bL},

kde a, b jsou kladné konstanty, vyjadiuje pfedpoklad, Ze kapital a prace maji na produktu
pevny podil. V pripadé, ze aK < bL, tj. je nedostatek kapitalu, k produkci prispiva veskery
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kapital, ale ¢ast prace je neproduktivni. V pripadé, ze aK > bL, tj. je nedostatek pracovni
sily, zustava cast kapitalu ladem. Pouze v nepravdépodobném pripadé aK = bL je veskery
kapital i prace produktivni.

Produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

P f(k,1)
f(k,1) = min{ak, b}.

Kladny izolovany stacionarni bod rovnice (8.13) s Leontiefovou
produkéni funkei existuje pouze tehdy, kdyZ je splnéna podminka
(8.15), v tomto piipadé konkrétné kdyz

0+ A
1—s’
tj. podil kapitalu na produkci je dostatecné velky, kapital je dostatecné efektivné vyuzivan. Za
takové situace je f(k*,1) = b, takze podle (8.14) je

a

a> kK

Kty ., (1-s)b

lim —==k" = ————.
500 L(f) k(6 + )
Odtud a z pfedchozi nerovnosti dostaneme

lim aK(t) _ a(l —s)
t—oo bL(t)  K(6+ N)

> 1,

coz znamena, ze ve stabilizované ekonomice je bL < aK a tedy v ni ziistava nevyuzity kapital.
Naopak, pokud by platila opa¢na nerovnost

O+ A
1—s’

a <k

ekonomika by konvergovala k nulové vybavenosti prace kapitadlem a v dtsledku toho k nulové
produkci. Ani jeden ze scénaiu samoziejmé nepiedstavuje zadouci stav.

Dvakrat diferencovatelnid produkéni funkce

Produkéni funkee f = f(K, L) je podle pfl neklesajici a podle (8.10) konkavni v obou svych
proménnych. U dvakrat diferencovatelné produkéni funkce tyto pozadavky ponékud zesilime
— budeme predpokladat, ze funkce f je v obou svych proménnych rostouci a ryze konkévni,
tj. ze pro vSechna kladna K, L spliiuje nerovnosti

of 0% f of 0*f
8—K(K’L) > 0, K2 (K,L) <0, (3_L(K’L) > 0, L2 (K,L) <0. (8.17)
Zakon Kklesajicich vynosi ve tvaru
of _ . Of
Kh_r)réo —K(K L)y=0= Lh_r)réo K(K L) (8.18)

doplnime predpokladem: pokud se v ekonomice objevi novy produkéni faktor, pak jeho mezni
vynos je obrovsky; presnéji fe¢eno, budeme predpokladat, Zze plati
of

A g UG E) = o= lim (K L). (8.19)
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Podminky (8.18) a (8.19) se nazyvaji Inadovy. Produkéni funkce, kterda mé vlastnosti (8.9),
(8.17), (8.18) a (8.19) se nazyva neoklasickd.

Tvrzeni: V neoklasické funkci jsou oba produkéni faktory podstatné, zmizi-li jeden z nich,
zmizi i produkce, tj.

lim f(K,L)=0= lim f(kX,L). 2
Jm fK,L)=0= lm f(K,L) (8.20)

Pokud néktery z produkénich faktora roste neomezené, pak neomezené roste i produkce, tj.

lim f(K,L)=oc = lim f(K,L). (8.21)

K—oo

Diikaz: Pro funkci f podle de 'Hépitalova pravidla a podle Inadovy podminky (8.18) plati

lim 7f(K’ L) = lim Lf(K’ L)

= li Iné K )
Jim —— Jim = 0 pro libovolné K > 0

7 homogenity funkce f nyni plyne

0= lim M: lim f(%,l) :kli)%l+f(k,1)

L—oo L L—o0

a dale

Kh—%+ J(B, L) = Kh_>n01+Lf <f’ 1> N Lklg(IJlJr f(k,1) =0,

coz je prvni z rovnosti (8.20).
Z homogenity funkce f, z de 'Hopitalova pravidla a z Inadovy podminky (8.19) plyne

L L . (. L
li K, L)= 1 f<1,?>—l' _ﬁf2<1,?>—Ll' (1,0 =
Kl—I>noof( ’ )_Kll)nmf_l(gnoo _L - li151+f‘2( ’ )_OO
K K2

(symbol f"z(az,y) oznacuje parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (z,y)).

To je prvni z rovnosti (8.21). Platnost druhych rovnosti (8.20) a (8.21) ukdZzeme analogicky.
O

Z prvni rovnosti (8.20), de 'Hopitalova pravidla a druhé Inadovy podminky (8.19) plyne
FOY) L 0f(k )

lim = lim ———~* =00
k—o0+ k k—0+ Ok

Z této rovnosti dale plyne, Ze je splnéna podminka (8.15).
Rovnice (8.13) s neoklasickou produkéni funkei f méa jediné kladné stacionarni feseni k*,
které je globalné asymptoticky stabilni.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce
fIK, L) = AK"L'7",

kde A > 0, b € (0,1) je neoklasickd; o tom se lze presvédcit snadnym piimym vypocétem.
Konstanta A vyjadiuje produkei pii jednotkovém kapitalu i praci. Z rovnosti

Y = AKbL1-P
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je vidét, ze k danému mnozstvi kapitalu K a pozadované produkci Y lze urcit potiebné

mnozstvi prace
L] Y
AK?Y’

které tuto produkci zajisti. Naopak, k danému mnozstvi prace L lze ur¢it mnozstvi kapitalu
Y

ALY’

které zajisti pozadovanou produkei Y. Cobbova-Douglasova produkéni funkce tedy vyjadiuje

produkci v takové ekonomice, v niz jsou kapitdl a prdace neomezené substituovatelné.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

f(k,1) = AEb,

K=\

takze zakladni rovnice neoklasického modelu (8.13) je tvaru

1—s

E=-0+Nk+A kb (8.22)

To je rovnice Bernoulliova, kterou podle navodu na str. 25 fesime substituci
z =k

Tato substituce prevede rovnici (8.22) na linearni nehomogenni rovnici

2= —(1-b)(6 + Nz i) (Chl )}

K

ktera ma podle (1.22) feseni

() = <x0 _ M) v Al =5)

k(0 + N) k(6 +N)’
kde x( je pocatecni hodnota. Ponévadz pro § + A > 0 plati
A(l—s)
li )= ———=
tlglox( ) k(0 + )’

dostaneme pro ustalenou hodnotu vybavenosti prace kapitalem vyjadreni

. . _ LAl =)
* _ 1-b _o1-p/ LT S)
==l Vel = Ay
tedy
o, Al —s)
k* 1-b _ i S
(k%) k(0 + N)

Odtud s vyuzitim definice Cobbovy-Douglasovy produkéni funkce a porovnanim se vztahem
(8.16) dostaneme
k(6 + ) A AR fRY)
1—3g (k*)l—b - o - o =
Pomér produkce a kapitalu v rovnovazné ekonomice s neomezené substituovatelnou praci a
kapitalem je tedy rovna konstanté

0+ A
KT,
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8.3 Goodwiniv model hospodarského cyklu

Prace v Solowovu-Swanovu modelu je abstraktni veli¢ina, pfedstavuje vlastné hodnotu praci
vytvofenou. Nyni budeme jako praci L = L(t) oznacovat mnozstvi zaméstnaného obyvatelstva,
které za svou praci dostava mzdu W = W(t). Pfesnéji feceno, W oznacuje néjakou st¥edni
hodnotu mzdy jednoho pracovnika. Dale budeme uvazovat mnozstvi N = N(t) praceschopného
(nebo praceochotného) obyvatelstva. Pro zjednoduseni zavedeme jesté veliciny: produktivita
prace

Y
= 8.23
0= (82
(stFedni mnozstvi produktu vytvoreného jednim pracujicim ¢lovékem), relativni zaméstnanost
L
= — 8.24
b= (824)
a podil mzdy na produkci
w WL
- = 8.25
u=—=- (8.25)

Ekonomiku budeme povazovat za rovnovaznou, tj. budeme predpokladat, Zze produkce Y,
kapitdl K a investice I splhuji postulaty HD1 a HD3 Harrodova-Domarova modelu, tedy
rovnost (8.1) a ekvivalentni rovnosti (8.3), (8.4). Dale budeme postulovat:

G1 Veskera ¢ista produkcee, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovana.

G2 Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

G3 Projevuje se staly technicky pokrok, tj. konstantni relativni rust produktivity prace.
G4 Zména mzdové sazby zavisi na zaméstnanosti.

Postulat G1 nahrazuje predpoklad o investovani HD2 z Harrodova-Domarova modelu. Po-
stulaty G1, G2 a G3 zapiSeme po radé rovnostmi

I=Y WL, (8.26)
Nl
M-s (8.27)
/
%=m (8.28)

kde a > 0, 5 € R jsou n&jaké konstanty. V postulatu G4 budeme zménu povazovat za relativni
a postulat zpfesnime vyjadienim

e~ o). (5.20)

kde ¢ : [0,1) — R je diferencovatelnéa funkce, jejimz grafem je Phillipsova krivka. Jeji vlast-
nosti, které byly zjistény empiricky, formalné vyjadiime tak, ze funkce ¢ je na svém defini¢nim
oboru rostouci a konvexni, zejména

¢'(v) >0 prowvel0,1) (8.30)

a spliiuje nerovnosti
©(0) = ¢p < 0, (8.31)
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tj. pii malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzacna, lidé jsou
ochotni pracovat za nizkou mzdu),
lim ¢(v) = ¢1 >0, (8.32)
v—1—
tj. pii velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pii témét plné zaméstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pfeplatit); pfitom pripoustime i ¢1 = oo (to je dokonce obvyklejsi
predpoklad).
Podle (8.1), (8.26), (8.4) a (8.25) plati

K' 11 1Y -WL 1Y WL r
f—;E‘5—;T—5—;§(1‘—>‘5—;<1‘“>‘5-

r
Odtud a z rovnosti (8.3) pfi oznaceni o = — dostaneme
K

% =o(l —u)—0. (8.33)

Nyni vyjadiime relativni zménu zaméstnanosti pomoci rovnosti (8.24), (8.23), (8.27), (8.33) a
(8.28).

o N/(L\' NLIN-LN' L' N a/(YY 5_aY’a—Ya’ 5
v L \N L N2 L N Y \a Y a? B
Y d
:?—;—ﬁza(l—u)—5—a—ﬂ.
Tedy pfi oznaceni v =0 — a —  — d mame

U/

— =—ou+7. (8.34)

v

Relativni zménu podilu mzdy na produkei vyjadiime pomoci rovnosti (8.25), (8.29) a (8.28).

W (WY _aWe wd _woo
u W\a/) W a? Tw T PTe
t.
u/
—=p) —a (8.35)
U

Rovnice (8.35) a (8.34) predstavuji model vyvoje podilu mezd na produkei a relativni zamést-
nanosti. Miizeme je piepsat v obvyklém tvaru

AN (5.6)

pfipomenme, Ze fazovy prostor systému (8.36) je mnozina 2 = [0,00) x [0,1) a Ze parametry
a, o jsou kladné.
Ze druhé rovnice systému (8.36) plyne diferencialni nerovnost v’ < v a tedy podle srov-
néavaci véty 8 plati
v(t) < v(0)e.
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Uvazujme nejprve v < 0. Pak
lim v(t) = 0.

t—o00

Ze spojitosti funkce ¢ a podminky (8.30) odtud plyne, Ze existuje t; > 0 takové, ze gp((v(t)) <
0 pro t > t;. Podle prvni rovnice systému (8.36) pro t > t; plati v/(t) < —au(t), takze
u(t) < u(ty)e . Proto také

lim u(t) = 0.

t—o0
Pripad v < 0 popisuje ekonomiku, ktera spéje k podivnému stavu — nikdo nepracuje a na
produkei se mzda nepodili®.

.....

Pokud ¢ < «, pak z prvni rovnice systému (8.36) plyne, Ze v’ < u(p; — «) a tedy pro
vSechna t > 0 je
u(t) < u(0)elPr=2)t,

To znamend, Ze existuje to > 0 takové, Ze

u(t) < Na

rot > to.
=5, p = 12

Podle druhé rovnice systému (8.36) pro ¢ > to plati
~y
V(1) = o) (v — ou(t)) > v(t) (v = oL ) = Su(t),

takze v(t) > v(tg)e%'yt. To znamena, Ze existuje T' > ty takové, Ze

tngniv(t) =1.

Podle véty 5 feseni nelze prodlouzit za ¢as T'. V piipadé ¢1 < « tedy ekonomika v kone¢ném
case dospéje k plné zaméstnanosti, ale v tom okamziku prestanou platit ,,ekonomické zédkony“,
ze kterych byl Goodwintiv model sestaven®.

Je-li o1 > a (coz je zejména splnéno, pokud ¢ = 00), pak existuje v* € (0,1) takove, ze
o(v*) = a, tj. v* = ¢~ 1(a). Systém (8.36) ma v tomto pripadé dva stacionarni body

0,00 a ()= (L9 (@).

o
Varia¢ni matice systému (8.36) je
_ /
) = (P 0
—ov Y —ou
tedy

50,0 = (*”00‘ « fj) det J(0,0) = +(o — @) <0,

2To pFipomina lidovou charakteristiku realného socialismu, ktery fungoval v sedmdesatych a osmdesatych
letech dvacatého stoleti v Ceskoslovenské socialistické republice: ,,Ob¢ané predstiraji, ze pracuji, stat predstira,
Ze plati.”

3Ekonomika s plnou zaméstnanosti a s malym a7 zanedbatelnym podilem mezd na produkei je snem komu-
nistd — v8ichni budou pracovat (prace se stane prvni Zivotni nutnosti), ale penize jiz za komunismu nebudou.
Tomuto idealu se v realité nejvice priblizil Pol Pot.



156 KAPITOLA 8. MAKROEKONOMICKE MODELY

0 Lo
J(u*,v") = o , det J(u*,v*) = Y ¢ (v*) >0, trl(u*,v*)=0.

—ov* 0

Podle Tabulky 4.1 je trivialni stacionarni bod (0, 0) sedlo. O typu stacionarniho bodu (u*, v*)
nelze podle tohoto kritéria rozhodnout.

Budeme hledat vyjadfeni trajektorii systému (8.36). Vydélenim jeho rovnic dostaneme

dv vy —ou)
du  u(p(v) —a)’

coz je obyCejna rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 1.1 je jeji feSeni implicitné dano
rovnost{
V) — —ou
/ 790( ) dv = / 7 du,
v U

(2

ou — In (u"v%) 4+ / de = const;
x

po Upravé

Vo

pritom vy € (0,1) je néjakd konstanta vyjadiujici po¢atecni zaméstnanost. Levou stranu po-
sledni rovnosti ozna¢ime G(u,v). Trajektorie systému (8.36) jsou tedy vrstevnicemi funkce

G.

Ponévadz plati

8_G_ S N a—G(u*v*)—O
ou 7w u ou "’ o
0G o) a o) -« oG, ., .
o v v v ’ av(u,v)—(),
PG _ 1 PG _
ou?  u? ’ oudv
PG v (v) — (p(v) —a)  0*G, , ¢ (v")
o2 v2 ’ 8?}2(11,1}): V¥ >0,

je stacionarni bod (u*, v*) lokalnim minimem funkce G, a ta je v néjakém jeho okoli konvexni.
To znamen4, Ze trajektorie systému (8.36) zacinajici v okoli staciondrniho bodu (u*,v*) jsou
uzavienymi kiivkami, stacionérni bod je stied.

Mozné umisténi nulklin ve fazovém prostoru spolu s trajektoriemi systému (8.36) je zné-
zornéno na obr. 8.2. Vidime, Zze i v pfipadé v > 0, ¢1 > « je mozné, Ze vyvoj ekonomiky
dospéje v kone¢ném case k plné zaméstnanosti a malému podilu mzdy na produkci, pokud je
pocatecni stav ekonomiky dostateéné daleko od rovnovahy. Jinak zaméstnanost koliséd kolem
jisté rovnovazné hodnoty, v ekonomice se stiidaji obdobi prosperity a tutlumu; Goodwinuv
model tedy svym zptisobem vysvétlil vznik a nevyhnutelnost hospodaiského cyklu.

Obecné plati

,  tedy VG(u,v)T<

U(w(v)—-a)> 0

v(y = ou)
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p1 <o p1 >«
lv lv
BEREN
- jj
u u
1 11

i A

//

u vy (7
o

S

Obrazek 8.2: Trajektorie a nulkliny systému (8.36) pro mozné kombinace parametri

coz znamené, Ze funkce G je prvnim integralem (invariantem) systému (8.36). Déle pii oznaceni
z = Inwu, y = Inv dostaneme

=) —a, y = — oe”. (8.37)

Systém (8.36) lze tedy transformovat na systém bipartitni; fazovym prostorem transformova-
ného systému je mnozina R x (—o0, 0].

Pro funkci
e¥ Y
_ T Y\ T 90(77) _ T 13
Hzy) = G (5, ¢¥) = oe® —qz—ay+ | EPan—oe® —yu—ay+ [ p(e)d
V0 " In vg

(integral jsme transformovali substituci & = Inn) plati

a_H— T _ a_H—_ + (y)
8.%'_06 77 ay_ « SOe I

takZze systém (8.37) miZzeme prepsat ve tvaru

(-2 o

Systém (8.37) je tedy hamiltonovsky s hamiltonianem H.
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