Grupa automorfism( rozsireni téles
Definice. Automorfismem télesa K rozumime libovolny

izomorfismus okruhti o : K — K. MnoZinu vSech automorfisma
télesa K zna¢ime Aut(K).

Véta 1. Pro libovolné téleso K je (Aut(K), o) grupa.

Definice. Necht F C K je rozsiteni téles. Automorfismem tohoto

rozsifeni rozumime libovolny automorfismus o télesa K spliujici

o(a) = a pro kazdé a € F. Mnozinu vech automorfismi rozsireni
F C K znadime Aut(K/F).

Véta 2. Pro libovolné rozsiteni téles F C K je Aut(K/F) podgrupa
grupy Aut(K).

VEta 3. Necht F C K je rozsifeni téles, « € K prvek algebraicky
nad F, g(x) € F[x] je libovolny polynom majici koren «.. Pak pro
kazdy automorfismus o € Aut(K/F) je o(a) kofen polynomu g(x).

Pozndmka. Libovolny o € Aut(K/F) tedy permutuje mnoZinu
kofenli polynomu g(x) lezicich v K. Predchozi véta plati i pro
minimalni polynom f(x) € F[x] prvku a € K nad F.



Fixni téleso podgrupy grupy automorfismi

Véta 4. Pro libovolna podtélesa F1, F» télesa K plati

FRCF — AUt(K/Fz) < AUt(K/Fl).

Véta 5. Necht K je téleso, H < Aut(K) libovolnd podgrupa grupy
automorfismiy. Pak Fix(H) = {a € K; Vo € H : o(a) = a} je
podtéleso télesa K.

Definice. Podtéleso Fix(H) z pfedchozi véty se nazyva fixni téleso
grupy automorfismd H.

Véta 6. Pro libovolné podgrupy Hi, Ha grupy Aut(K)
automorfismii télesa K plati

H1 < H2 — FiX(Hz) - FiX(H]_).



Priklad

Vime, Ze pro libovolné konec¢né téleso K majici p™ prvkd, kde p je
prvocislo, je Aut(K) cyklicka grupa fddu m generovana
Frobeniovym automorfismem ¢ : K — K, ktery je definovan
predpisem ¢(a) = aP pro kazdé a € K. Libovolné podtéleso F
télesa K ma p? prvkii pro jisté d | m, a plati Aut(K/F) = (¢9).
Naopak libovolna podgrupa grupy Aut(K) = () je tvaru () pro
jisté d | m a Fix((9)) je jediné podtéleso télesa F majici p prvki.
Necht #H je mnoZina vSech podgrup grupy Aut(K) a P je mnozina
vSech podtéles télesa K.

Pro kazdé F € P je Fix(Aut(K/F)) = F, pro kazdé H € H
Aut(K/ Fix(H)) = H, tedy predpisy F — Aut(K/F), H — Fix(H)
zadavaji navzdjem inverzni bijekce.

Z vét 4 a 6 plyne, Ze svaz (P, C) je izomorfni se svazem (H, D), tj.
dudlnim svazem ke svazu (H, C).

V dalSim textu budeme studovat, kdy mame takovy vztah mezi
podtélesy daného télesa a podgrupami jeho grupy automorfismu.



Véta o rozsireni izomorfismu téles

Véta 7. Necht 7 : F; — F» je izomorfismus téles, necht je

7 : F1[x] = F2[x] indukovany izomorfismus okruhi polynomi

(pro libovolny polynom g(x) € F1[x] je 7(g(x)) € Fa[x] polynom
ziskany z polynomu g(x) aplikaci T na jeho koeficienty). Necht
p(x) € Fi[x] je normovany polynom, ktery je ireducibilni nad F;.
Pak q(x) = 7(p(x)) € F2[x] je normovany polynom ireducibilni nad F».
Necht « je korfen polynomu p(x) v néjakém rozsifeni Ky télesa Fy
a 3 je koren polynomu q(x) v néjakém rozsiteni Ky télesa F».

Pak existuje, a to jediny, izomorfismus o : F1(a) — Fa(3) splriujici
o(a) = 7(a) pro kazdé a € F; a soucasné o(a) = 3.

Navic [F1(a) : F1] = [Fa(5) : F2].

Diikaz. Plati F1(c) = Fi[x]/(p(x)), F2(8) = F2[x]/(q(x)), a tedy

"_I[X]CX—;X>> Fa[x]

g(x);y/ i i Wjﬁ)

Fi(e) =—F1[x]/(p(x))— F2[x]/(q(x))— F2(B)



Definice. Polynom f(x) € F[x] nad télesem F se nazyva
separabilni, jestlize nema zadny nasobny kofen, tj. jestlize je
nesoudéIny se svou derivaci f'(x).

Véta 8. Necht T : F; — F, je izomorfismus téles, necht je

7 : F1[x] — Fz[x] indukovany izomorfismus okruhi polynomii

(pro libovolny polynom g(x) € Fi[x] je 7(g(x)) € Fa2[x] polynom
ziskany z polynomu g(x) aplikaci T na jeho koeficienty). Necht
f(x) € F1[x] je normovany polynom. Oznacme g(x) = 7(f(x)).
Necht E; je rozkladové téleso polynomu f(x) nad F1 a E; je
rozkladové téleso polynomu g(x) nad F».

Pak existuje alespori jeden izomorfismus o : Ey — Ep splriujici
o(a) = 7(a) pro kazdé a € Fi. Pocet takovych izomorfismii o je
nejvyse roven stupni [Ey : F1] = [Ex : Fp]. Jestlize polynom f(x) je
separabilni (tj. nemd Zadny ndsobny koren), je téchto
automorfismil o pravé [E; : Fi].

Dasledek. Necht E je rozkladové téleso polynomu f(x) € F[x] nad
télesem F. Pak | Aut(E/F)| < [E : F]. Je-li navic polynom f(x)
separabilni, plati | Aut(E/F)| = [E : F].



Galoisovo rozsireni
Definice. Necht F C K je konec¢né rozsifeni téles. Rekneme, e
toto rozsifeni je Galoisovo, jestlize | Aut(K/F)| = [K : F].
V takovém pfipadé nazyvame grupu Aut(K/F) Galoisovou grupou
tohoto rozsifeni a uzivame pro ni oznaceni Gal(K/F).

Véta 9. Necht f(x) € F[x] je separabilni polynom nad télesem F,
necht E je rozkladové téleso polynomu f(x) € F[x] nad télesem F.
Pak F C E je Galoisovo rozsitent.

Priklad. Pro libovolné prvocislo p a libovolné m € N je téleso K

majici p™ prvk( rozkladové téleso separabilniho polynomu xP" — x
nad télesem Z,. Proto Z, C K je Galoisovo rozsifeni. (To jsme

ovsem védéli uz dfive, nebot pro kazdy prvek o € Aut(K) a kazdé
a € Zp, plati o(a) = a, a tedy Aut(K/Zp) = Aut(K) = (p), kde ¢
je Frobeniiv automorfismus, odkud |Aut(K/Zp)| = m = [K : Zp).)
Definice. Necht f(x) € F[x] je separabilni polynom nad télesem F,

necht E je rozkladové téleso polynomu f(x) € F[x]| nad télesem F.
Galoisovou grupou polynomu f(x) nad télesem F rozumime

Gal(E/F).



Prvni informace o Galoisové grupé polynomu
Véta 10. Necht K = F(az1,...,an) je koneéné rozsifeni télesa F.
Jsou-li o, € Aut(K/F) takové, Ze o(a1) = m(a1), ..
o(an) =71(an), pako =T.

L]

Ditkaz. L = Fix({(c~! o 7)) je podtéleso t&lesa K obsahujici véechny
prvky télesa F a také g, ..., ap. Proto L=K ao lorT je
identita na K, tj. 0 = 7.

Priklad. Necht f(x) € F[x] je normovany separabilni polynom nad
télesem F stupné r, necht E je rozkladové téleso polynomu

f(x) € F[x] nad télesem F. Pak f(x) se nad E rozklada na soucin
linedrnich Ciniteld f(x) = (x —a1)...(x — a,). Pak plati

E = F(a1,...,0,) a kazdy o € Gal(E/F) permutuje mnoZinu
kofent {a1,...,a,}, pfiéemz touto permutaci je o jednozna¢né
uréen. Je tedy (pfi zvoleném odislovani kofent polynomu f) mozné
Gal(E/F) ztotoznit s jistou podgrupou grupy permutaci S;.
Uvidime, Ze to nemusi byt celd grupa S;, protoze nékteré
permutace kofenl nemusi byt dany zadnym automorfismem

o € Gal(E/F) (to nastane pravé tehdy, kdyz [E : F] < r!).



Piiklady

Priklad. Rozsifeni Q C Q(?ﬁ) neni Galoisovo, nebot minimalni
polynom ¢isla v/2 nad Q je x3 — 2, tedy [Q(+/2) : Q] = 3. Téleso
Q(v/2) obsahuje jen kofen v/2 polynomu x3 — 2, nebot zbylé dva
kofeny nejsou realné, a tedy pro libovolny o € Aut(Q(v/2)/Q)
podle véty 3 plati o(v/2) = v/2. Proto podle véty 10 je
Aut(Q(v/2)/Q) trivialni grupa (obsahuje jen identitu).

Priklad. Oznaéme E rozkladové téleso polynomu x3 — 2 nad
télesem Q. Plati x3 — 2 = (x — V/2)(x — wv/2)(x — w?V/2), kde
w——fﬂﬂamWE Q(V2,wV2,0?V2) = Q(V2,w).
Protoze w? +w + 1 =0, plati [E : Q(v/2)] < 2. Protoze

w ¢ Q(V2), je [E: Q(V2)] > 1, a tedy [E : Q(v/2)] = 2, odkud
[E:Q]=[E:Q(2)][Q(+/2): Q] =2-3=6. Proto podle véty 9
| Gal(E/Q)| = 6. Uz vime, ze Gal(E/Q) je izomorfni s podgrupou
grupy S3, a proto Gal(E/Q) = Ss.




Linearni nezavislost rliznych vnoreni télesa

Poznamka. Pro libovolné téleso L a libovolnou mnozinu A tvori
mnozina vSech zobrazeni mnozZiny A do télesa L vektorovy prostor
LA nad télesem L: sou¢tem dvou zobrazeni f,g: A — L je
zobrazeni (f 4+ g) : A — L urlené predpisem

(f +g)(a) = f(a) + g(a) a pro libovolné r € L je zobrazeni

(rf) : A — L uréené predpisem (rf)(a) = r- f(a).

Jsou-li K, L télesa, je libovolné vnofeni K — L (tj. homomorfismus
okruh) prvkem vektorového prostoru LK, miZzeme se tedy ptat,
zda mohou byt riizna vnoreni K — L linedrné zavisla nad L.

Véta 11. Necht o1, ...,0, jsou riiznd vnoreni télesa K do télesa L.
Pak jsou 01, ...,0, linedrné nezavislé nad L.

Disledek. Rizné prvky grupy Aut(K) jsou linedrné nezavislé nad K
(i nad kazdym télesem L obsahujicim téleso K jako své podtéleso).



Fixni téleso konecné podgrupy grupy automorfismi

Véta 12. Necht K je téleso, G < Aut(K) kone¢nd podgrupa grupy
automorfismi télesa K, necht F = Fix(G) je odpovidajici fixni
téleso. Pak plati [K : F] = |G|.

Dasledek. Necht F C K je konecné rozsireni téles. Pak

|Aut(K/F)| < [K : F].

Dikaz. Necht F; = Fix(Aut(K/F)). Pak F C F; C K. Podle véty 12
je [K: F1i] = | Aut(K/F)|. Proto [K : F] = |Aut(K/F)| - [F1: F].

Disledek. Necht K je téleso, G < Aut(K) konecnd podgrupa grupy
automorfismi télesa K, necht F = Fix(G) je odpovidajici fixni
téleso. Pak kazdy automorfismus télesa K ponechdvajici na misté
vSechny prvky télesa F patii do G, tj. Aut(K/F) = G, a tedy

F C K je Galoisovo rozsiteni s Galoisovou grupou Gal(K/F) = G.
Dikaz. Jisté G < Aut(K/F), proto podle véty 12 a predchoziho
disledku je [K : F] = |G| < |Aut(K/F)| < [K : F]. Proto

|G| = |Aut(K/F)|, a tedy G = Aut(K/F).




Ruzné charakterizace Galoisova rozsireni

Definice. Necht F C K je algebraické rozsiteni. Rekneme, Ze toto
rozsireni je
> separabilni, jestlize pro libovolny a € K plati, ze minimalni
polynom p(x) prvku « nad F je separabilni;
» normalni, jestlize pro libovolny o € K plati, Ze minimalni

polynom p(x) prvku « nad F se rozkldda nad K na soudin
linedrnich Ciniteld.

Véta 13. Necht F C K je konecné rozsireni. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. rozsireni F C K je Galoisovo;
2. rozsireni F C K je separabilni a normalni;

3. K je rozkladové téleso vhodného normovaného separabilniho
polynomu f(x) € F[x] nad télesem F;

4. F = Fix(Aut(K/F)).



Kompositum téles

Poznamka. Vime, ze mnozina vSech podtéles télesa K usporadana
inkluzi je Gplny svaz, ve kterém infimum libovolné neprazdné
mnoziny podtéles je prinik téchto podtéles.

Definice. Necht E; a Ep jsou podtélesa télesa K. Kompositum
E1E; téles E1 a E; je definovano jako supremum E; V Ep ve svazu
vSech podtéles telesa K. Kompositum E; E; téles E1 a E; je tedy
to nejmensi podtéleso télesa K obsahujici obé télesa E; a Ep,
neboli podtéleso télesa K generované sjednocenim E; U E;.

Poznamka. Necht F C K je libovolné konecné rozsireni téles.
Ozna¢me P mnozinu véech mezitéles tohoto rozsiveni, tj. téles £
spliiujicich F C E C K. Pak (P, C) je svaz, v némz infima jsou
priniky a suprema jsou komposita téles.



Pripomenuti prikladu s kone¢nym télesem K

Pro libovolné konecné téleso K majici p” prvki, kde p je
charakteristika télesa K, vime, Ze K je Galoisovo rozsiteni télesa Zj,
a ze Gal(K/Zp) = (¢), kde ¢ je Frobenitv automorfismus.

Ozna¢me P mnoZinu vSech mezitéles rozsiteni Z, C K a
H mnoZzinu vSech podgrup grupy Gal(K/Zp). Vime, Ze zobrazeni

P—-H H—P
E — Aut(K/E) H — Fix(H)

jsou navzajem inverzni bijekce, které jsou antiizomorfismus svazl
(P,C) a (H,<Q) (tj. izomorfismus jednoho svazu s dudlnim svazem
k druhému svazu). To znamena, Ze jsou-li Hy, H, € H a
oznadime-li E; = Fix(H1), Ex = Fix(H2), pak kompositum

EE = FIX(H1 N Hg) a pranik E1 N Ey = FIX(<H1 U H2>)

Tento fakt plati pro kazdé Galoisovo rozsiteni, jak se dozvime
z nasledujici véty.



Hlavni véta Galoisovy teorie
Véta 14. Necht F C K je libovolné Galoisovo rozsifeni téles.
Oznaéme P mnoZinu vsech mezitéles rozsiteni F C K a
‘H mnozinu vsech podgrup grupy Gal(K/F). Pak predpisy

P—H H—P
E — Aut(K/E) H — Fix(H)

definuji navzdjem inverzni bijekce, které jsou antiizomorfismus
svazii (P,C) a (H,<C). Pro libovolné H € H ozna¢me E = Fix(H).
Pak plati

1. [K: E]=|H]|, [E: F] =|G/H]| (index podgrupy H v grupé G),

2. E C K je vzdy Galoisovo, Gal(K/E) = H,

3. F C E je Galoisovo, pravé kdyz H je normalni podgrupa grupy
G, v tom pfipadé Gal(E/F) = G/H (faktorgrupa grupy G
podle podgrupy H).

4. Pro Hi,H, € H oznaéme E; = Fix(H1), Ex = Fix(Hz), pak
kompositum E1E; = Fix(Hy N Hy) a prinik
EtNE = FIX(<H1 U H2>)




Pokracovani drive uvedeného prikladu

Priklad. Oznaéme E rozkladové téleso polynomu x3 — 2 nad
télesem Q. Plati x3 — 2 = (x — ¥/2)(x — w¥/2)(x — w?¥/2), kde
w=—1+%i atedy £ =Q(V2,wv2,6?V2) = Q(V2,w).

Pro kazdé p € Gal(E/Q) plati p(v/2) € {V/2,wv/2,w?V?2},

p(w) € {w,w?}. Vime, Ze [E : Q] = 6, proto kazd4 z Sesti moznosti
je dadna néjakym automorfismem. Necht o, 7 € Gal(E/Q) jsou
uréeny podminkami o(v/2) = wv/2, o(w) = w a 7(V2) = V/2,
7(w) = w?. Pak 03 = 72 = idk, Gal(E/Q) = (0, 7) = S3. Dualni
svaz k svazu podgrup grupy Gal(E/Q) a odpovidajici fixni télesa:

{idk
/ \ Fix({idx }) = E,
Fix((0)) = Q(w),
(o) (1) (o) 1o%7) Fix((r)) = Q(v/2),
\ / Fix({o7)) = Q(w?V2)
Fix((0%7)) = Q(wv/2)
Gal(E/Q) Fix({0,7)) = Q.



Svaz vsech podtéles télesa E s vyznacenymi stupni je tedy
E

3/ Q(V2) Qwv2) Qw?V2)

Qw) s 2 ;
\
Q

Zatimco pro kone¢nou grupu Gal(E/Q) lze nalézt vSechny
podgrupy prochazenim vsech moznosti, pro nalezeni vSech podtéles
télesa E jsme potrebovali hlavni vétu Galoisovy teorie.




