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Metoda nejmensich ¢tverci

Systém linearnich rovnic
Ax=b

Reziduum:
r = b— Ax
Definice
Vektor X se nazyva fesenim ve smyslu NC, jestlize

Vx o |l >

rs

Veta 1
Reseni ve smyslu NC vzdy existuje a je fesenim systému
normalnich rovnic

A*Ax = A*b.
Dikaz: Pomoci ortogonalniho rozkladu vektoru b = by + by,
kde b1 S R(A)
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Daisledek
Systému normalnich rovnic je vzdy fesitelny.

Veta 2
Kazdé reseni systému normalnich rovnic je fesenim ve smyslu

NC.
Veta 3

Reseni ve smyslu NC je jediné pravé tehdy, kdyz sloupce A
jsou LNZ.
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Numericky pristup k MNC

Aproximace dat danym typem funkce

x = (xo,...,xn) — uzly
f =(fy,...,fv) — funkéni hodnoty v uzlech nezname funkce f
©0, - - -, oM — zadané bazové funkce (napf. p = x*)
M
Data (x;, f;) aproximujeme funkci ¢ = > ¢
k=0
Hledame minimum vyrazu N
(o, evem) = ) (6 = p())?
j=0
Vektor ¢ = (cp,...,cm)T je fesenim normalniho systému
wo(x0) -+ wm(x)
ATAx = ATF pro matici A = ; :
wolxw) -+ omxn)
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Statisticky pristup k MNC

Linearni regresni model:
Y = BoXo+...08uXy+¢
Y, e — nahodné veliciny, 3; — neznamé parametry.
Pro N pozorovani:
Yo = BoXoo+ ... BuXmo + <o

Yv = BoXon+ ... BuXun +en
tj.
Y=XB+¢
X — matice planu, 5 — neznamé parametry
Minimalizujeme vyraz (rozptyl odhadu f)
(Y = XB)(Y - XB)
Reseni je odhad parametru 3 (BLUE)
B=(XTX)'XTY
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Mooreova-Penroseova pseudoinverze

Definice

Bud A matice typu m x n Matice X se nazyva jeji
pseudoinverzni matici, jestlize plati nasledujici vlastnosti
(Penroseovy axiomy)

(1) AXA=A
(2) XAX =X
(3) (AX)* = AX (AX je hermitovska)
(4) (XA)* = XA (XA je hermitovska)

Veta 4
Pseudoinevrzni matice vzdy existuje a je urcena jednoznacné.

Oznaceni

Pseudoinverzni matici k matici A znacime AT.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Penrose

Lemma (skeletni rozklad)

Necht A je typu m x n, r(A) = r. Pak existuji matice B typu
mxraCtypurxn, r(B)=r(C)=r, ze plati A= BC.
Dikaz: Jako B vybereme nezavislé sloupce matice A, C pak
dopocitame.

Dikaz vety o existenci a jednoznacnosti

Jednoznacnost dostaneme z Penroseovych axiomi.
Pro nulovou matici A je At = A*.

Pokud ma A nezavislé sloupce, pak AT = (A*A)~1A*,
pro matici s nezavislymi radky je AT = A*(AA*)L.

V obecném pripadé udélame skeletni rozklad A = BC a
dokazeme, 7ze At = CTB™.
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Veta 5 Vlastnosti pseudoinverzni matice
@ pro regularmi A je AT = A!
Q (A)F=A
e (A*)+ — (A+)*
Q (A*A)T = ATAT", (AA*)T = ATTAT
QO AT = (A*A)TA* = A*(AA")T

O h(A) = h(A*) = h(A*) = h(ATA) = h(A*A) = . ..

Q@ R(AT) =R(AY)

Q N(AT) =N(AY)

© obecné neplati (AB)" = BTA*

@ c#0=(cA)t =1AT

@ AT = (QA*A)T QA" pro regularni Q
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M—-P pseudoinverze a MNC

Lemma
Bud P = AA™T, Q = AT A. Pro libovolné vektory x, y plati
o [lAx + (1 = P)y|2 = |IAX|2 + (1 — P)yIP
o [|Afy + (I — Q)| = [[A*y[? + (1 — @)x|?
Diikaz: dokazeme kolmost.

Veta 6

Bud A typu m x n, b typu n x 1, X = AT b. Pak pro kazdé
x # X plati: ||b — Ax|| > ||b — AX]|, a v pripadg, ze

16— Ax|| = ||b — AX[], pak ||x]| > [|X]|.

Interpretace:

% = ATb je feseni ve smyslu NC s minimalni normou a je
jediné s touto vlastnosti.
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Dikaz

Ax—b=Ax—AATb+AATb—b = A(x—ATb)+ (I — AAT)(-b)
Podle predchoziho lemmatu

| Ax — b|[2 = | A(x — R)|]? + |A% — b|]* > ||A% — b
pricemz rovnost nastane pouze pro

|A(x — R)[|2 =0, tj. Ax = A%.

Pokud Ax = AR, pak ATAx = ATAR = ATAATb = Atbh=X.
Potom x = X+ (x — X) = ATb+ (I — ATA)x.

Podle druhé rovnosti predchoziho lemmatu plati

IxII2 = [I%]2 + [}x — %I, takze x| > %] a ronost
nastane pouze pro x = X.

|2
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M-P pseudoinverze a systém linednich rovnic

Veéta 7 (Penrose 1955)
Systém rovnice AXB = C je resitelny pravé tehdy, kdyz plati
AATCB*B = C, V tom pripadé je obecné feseni systému ve
tvaru

X=A"CB" +Y — AtAYBB*
pro libovolnou matici Y.
Dasledek
Systém Ax = b je fesitelny pravé tehdy, kdyz plati AATb = b.
Obecné reseni tohoto systému je pak

x=A"b+ (I —ATA)y

pro libovolny vektor y.
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Grevilledv algoritmus

Vypocet Mooreovy—Penroseovy pseudoinverze po
radcich (sloupcich)
A: matice, Ay: prvnich k radka, a.: k-ty fadek, zname A,il

Polozme:
dk = akA;f_l
C = ak— diAk1
cr ck £ 0
b, =
1+dd*Az_ di Ck =0

Af = (Ab — bidilby)
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Sloupcova verze
A: matice, Ay: prvnich k sloupcii, ax: k-ty sloupec, zname
A+

k—1

Polozme:
+
dk Akflak
Ck = ax — Ax—1dk
+
(o Ck # O
b = 1 +
*
Tided; di A1 ¢k =0
N A, — diby
Al = | —————
by

Vyuziti: MNC — pfidani pozorovani nebo vysvétlujici proménné
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Nelinearni MNC

Aproximace dat nelinearni funkci zavislé na parametrech, které
se snazime urcit

Priklad:
Michaelistiv-Mentenové model kinetiky enzymi
Bix
f(x,B8) =
(.B) = 35
X0, - - -y Xy — uzly
Yo, - - -, yn — funkéni hodnoty, y; =~ f(x;, 8)

Rezidua: rj(8) = y; — f(x;, 3) Hledame minimum vyrazu

S(8) = >_n(8)?

J
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Nutna podminka pro minimum:

ar ,
2Zo 55 )= 23 4n(d) Vi
j= ' j=0
o(B) _ _ 9F(q.B) _
pro. 35 = o — —Jin

J = (J;i) je Jacobiova matice, J = J(B).

Mame systém nelinearnich rovnic — fesime iteraéni metodou:
B° - pocatecni iterace, B* + AB* = g = B

Taylortiv rozvoj v parametrech 6'

3, 8) = f(x,8°) + 3 55> (5 - BF) ~

~ (35, 8) + X S ABY.
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Oznaceni: ij" =y — f(va/Bk)

r(B) = y;—f(x,8) = (v;—f(x;, B))+(f (x;, )~ (x:, B)) =
R Ayf =3 i ABE = Ayl — 3 JiABf
i /

Dosazenim do nutné podminky pro minimum dostaneme

—2> " Jj <ijk - Jj,Aﬁ,k> =0, Vi
j !

Po Gpravé dostaneme systém normalnich rovnic

JTIABY = JTAy*, pro J = J(BY).

Gausstiv-Newtontiv algoritmus: volime po&ateéni iteraci 3°,
z predchoziho systému normalnich rovnic uréime prirtstek
AP, z ngj iteraci 3 atd.
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