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Vlastni ¢isla

Zakladni pojmy, vlastnosti a vztahy

A je komplexni Ctvercova matice typu n x n.

"

vlastni Cislo, vlastni vektor matice, A\(A) — spektrum
invariantni podprostor (invariant) matice

A je reducibilni (rozlozitelna) matice, pokud existuje

permutacni matice P, ze PAPT = T T . kde

T11 a Ty jsou Ctvercové, jinak se nazyva ireducibilni.

Matice v Hessenbergoveé tvaru se nazyva redukovana,
pokud néktery jeji prvek pod hlavni diagonalou je nulovy,
v opacném pripadé se nazyva neredukovana.

Redukovana matice je reducibilni, tedy ireducibilni je
neredukovana.
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Veta 1 Ireducibilni matice v hornim Hessenbergové tvaru ma
vsechna vlastni Cisla geometrické nasobnosti 1.

Lemma Jestlize AX = XB (X: nx p, B: p x p), pak R(X)
je invariantem A a pro By = Ay (vlastni Cislo a vektor B) plati
A(Xy) = M(Xy). Odtud plyne, ze pokud ma X nezavislé
sloupce, je \(B) C A\(A).

Naopak, pokud je V invariantem A, dim(V) = p, pak existuji
matice X a B, ze AX = XB.

Dukaz

Prvni cast vyjde pfimym vypoctem. Pro ditkaz druhé casti
staci vzit matici X, jejiz sloupce tvori bazi prostoru V.
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Lemma
Necht AX = XB (X: nx p, B: p x p), r(X) = p. Pak existuje
unitarni matice Q, Ze

irm_ [ T T
ao=T=( 5 7).

kde \(Th1) = M(A) N A(B) = A\(B).

Diikaz je zaloZzen na QR rozkladu matice X: X = Q ( /31 )

pro regularni matici R;. Zbytek vyjde pfimym vypoctem.

Veéta 2 (Schuriiv rozklad)
Bud A komplexni tvercova matice fadu n. Pak existuje
unitarni matice Q, ze

QAQ=T=D+N,

kde D = diag(\1,...,\,) a N je striktné horni trojahelnikova.
Navic lze Q zvolit tak, aby vlastni Cisla byla v uréeném poradi.
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Dikaz indukci

Pro n =1 je tvrzeni zfejmé.

Pro obecné n, dané vlastni Cislo \; a prislusny vlastni vektor v;
vyuzijeme predchozi lemma (X = vy, B = A;). Tedy existuje

unitarni matice @y, ze QTAQ; = ( /})1 ZZ ) Pouzijeme
indukéni predpoklad na A, a pfimym vypoctem vyjde tvrzeni.
Poznamky
@ Sloupce Q g; se nékdy nazyvaji Schurovy vektory.
@ Z rovnosti AQ = QT = Q(D + N) plyne
Agk = \qi + Iil nyq; pro k =1...,n, takze prostory
Sk =L(q, .. :Zi) jsou invarianty.

e Dale g, je vlastni vektor A, pokud k-ty sloupec N je
nulovy.
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@ Pokud je matice N nulova, je T diagonalni a da se ukazat
(viz nasledujici disledek) ze plati A*A = AA*, pak se A
nazyva normalni.

Dasledek
Matice A je normalni pravé tehdy, kdyz existuje unitarni
matice Q, ze

Q*AQ = D = diag(M1,. .., \n)

Diikaz

Z uvedené diagonalizace dostaneme normalitu pfimym
vypoctem.

Z normality A vyjde jednoduse normalita matice T.
Porovnanim ¢lend u T*T a TT* vyjde, ze T musi byt
diagonalni. Napfriklad porovnanim prvku na prvnim radku a v
prvnim sloupci vyjde, ze prvni fadek T je nulovy (s vyjimkou
diagonalniho prvku). Podobné postupujeme dale,
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Pro realnou matici A se snazime pracovat v readlném oboru i v
pfipadé komplexnich vlastnich ¢isel. Plati nasledujici obdoba
Schurovy véty:

Veéta 3 (Realny Schurtv rozklad)
Bud A realna ctvercova matice radu n. Pak existuje
ortogonalni matice Q, ze

7—11 T12 Tlm

0 Twm - Tom
QTAQ=T=| . ® |,

0 0 - T

kde T je blokové horni trojahelnikova matice a bloky na hlavni
diagonale jsou fadu 1 obsahujici realna vlastni Cisla matice A,
nebo fadu 2, jejichz vlastni Cisla jsou komplexné sdruzena
vlastni Cisla matice A.
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Dikaz je veden podobné jako pro komplexni pripad, ale v
lemmatu, z néhoz dikaz vychazi, je potfeba najit realnou
matici X se dvéma sloupci, ktera odpovida dvojici komplexné
sdruzenych vlastnich Cisel, tedy i pfislusnym vlastnim
vektordim.

Necht A;, A jsou vlastni Cisla, A\ = ). Pro prislusné vlastni
vektory plati v; = v,. Polozme wy = vi + vp, wp = i(vg — ),

L I. ) = [V17V2]Y. Pak

X - [W17 W2] - [V17 V2] 1 —j

AX = A[Wl, W2] = A[Vl, V2]Y = [)\1V1, )\2V2]Y =

= [Vl,VQ] ( 0 )\2 ) Y = [Wl,WQ]Y < 0 /\2 > Y

Takze AX = XB pro

v (4 8)v= (B ).
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Poloha vlastnich ¢isel

Veta 4 (Gersgorinova véta)
Necht A = (a;;) je Ctvercova matice, a necht R; oznacuje
uzavieny kruh se stfedem v a;; a polomérem " |a; ;|. Pak
J#i
n
vsechna vlastni Cisla matice A lezi v mnoziné R = |J R;.
i=1
Poznamka

Kruhy R; s nazyvaji Gersgorinovy kruhy.

Veta 5

Sjednoceni libovolnych k Gersgorinovych kruh, které maji
prazdny priinik se zbylymi n — k kruhy, obsahuje presné k
vlastnich Cisel vCetné nasobnosti.

Jiri Zelinka Vlastni cisla 9/34



Mocninna metoda

Definice (Dominantni vlastni cislo)

Vlastni Cislo A matice A se nazyva dominantni, jestlize pro
kazdé jiné vlastni Cislo u plati || > |u|. Prislusny vlastni
vektor se nazyva dominantni vlastni vektor.

Poznamka

Pro redlnou matici musi byt dominantni vlastni Cislo realné.

Veéta 6 (mocninna metoda)

Bud \; dominantni vlastni &islo matice A a v; prislusny
dominantni vlastni vektor. Dale necht u je libovolny vektor,
ktery ma nenulovou slozku ve sméru vektoru v. Pak

. 1
lim —kAku = cy;
k— o0 /\1

pro nenulovou konstantu c.
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Dikaz

Pokud Ize A diagonalizovat, tvofi vlastni vektory vi, v, ..., v,
(sloupce V) bazi celého prostoru. Vektor u vyjadfime v této
bazi a tvrzeni vyjde pfimym vypoctem.

V obecném pripadé vyuzijeme Jordaniiv kanonicky tvar:

A= VIV Ak =VvJAvLpro

(A o [ A ooT
(5 5) (1)

Matice JX je blokové diagonalni s k-tymi mocninami
prislusnych Jordanovych blokd na diagonale.
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Pro

)\; 1 0 OT
0 /\,' 1 OT .
Ji= : A Je
0 0 X\
A (e

Jk

0 0

odkud plyne, ze
) 1
lim —kJé‘ =0.
k—o00 )\1
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Matici V' zapisme blokové jako (vi, V3). Vektor u vyjadiime v
bazi tvorené sloupci V: u = Vx. Pak

1
lim —Afy = I|m —VJ"V Vx =V I|m A—ka_

k—o0 )\k 1 1

T
:(Vl,VQ) ( 1 © )X:X1V1.

o Onfl

Dasledek
Pokud je A\ vlastni €islo s druhou nejvétsi absolutni hodnotou,

zavisi rychlost konvergence na poméru |\y/\;| v tom smyslu,
ze chyba se blizi k nule zhruba jako mocniny tohoto vyrazu.

Jiri Zelinka Vlastni cisla 13/34



Algoritmy mocninné metody

Pomoci normy || - ||
Zvolme xp (napf. (1,...,1)7), pro k =1,2,... polozime

Q X = Ax1

(2] /\gk) = X, kde |X.| = ||RXk||oo (prvek, jehoz absolutni

hodnota je maximalni)

Q@ x = iﬁ (prvek v absolutni hodoté maximalni je 1).
Algoritmus koncime zpravidla, pokud |)\gk) — A(lkfl)\ je
dostatecné mala.

Pomoci normy || - |2
Zvolme xo = u, pro k =1,2,... polozime
Q X = Ax1
Q X = Xi/|%il2
Q A§ = Xp Axk,
Koncime, pokud |)\1 k) _ | je dostatecné mala.
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Mocninna metoda s posunem

¢ — vhodna konstanta
Q X =(A—cl)xk_1
Q@ M\ = X + ¢, kde |X,| = || Xk]|l (prvek, jehoz absolutni
hodnota je maximalni)
Q x = ”;:ﬁ (prvek v absolutni hodoté maximalni je +1).

Vyuziti: urychleni konvergence, zména dominance.
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Metoda Rayleighovych podild

Veta 7

Bud \; dominantni vlastni &islo a v; dominantni vlastni
vektor, u je libovolny vektor, ktery neni kolmy k vq, xp ma
nenulovou slozku ve sméru vektoru v; a xx11 = Axy. Pak plati

Xki1, U
t ( k+1, ) _ )\1.
e (Xk7U) 1(#)( u>
° : S N CSTR!) T
Dtikaz je zalozen na rovnosti oy =
()
Dasledek
Xpt1, X,
li ( k+1, k) — )\1.
k—00 (Xk,Xk)
Poznamka
Vyrazy % se nazyvaji Rayleighovy podily. Plati

(Xk+1, Xk) = XZAxk, viz téz 2. algoritmus mocninné metody.
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Algoritmus metody Rayleighovych podild

Polozme xo = u, zpravidla xp = (1,...,1)7. Pak pro
k=1,2,... polozime

AXk 1
X,
O X = o0

e Alk): (XK Xk—1)

(Xk—1:Xk—1)
Algoritmus konéime zpravidla, pokud |)\gk) - )\(lk_l)| je
dostatecné mala.
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Redukce dimenze matice

Veta 8
Necht A;,..., A\, jsou vlastni Cisla matice A, nasobnost \; je 1
a vy je prislusny vlastni vektor. Dale necht x je vektor, pro
ktery plati (x, v1) = 1. Pak matice

B=A- )\1 V]_X*
ma vlastni Cisla 0, Ay, ..., A\, a vy je vlastni vektor prislusny 0.
Diikaz
Predpoklad (x, v;) = 1 se da zapsat ve tvaru v;x = x*v; = 1.
Odtud jednoduchym vypoctem dostaneme Bv; = o = Ovy,
takze vy je vlastni vektor matice B pro vlastni ¢islo 0. Pro

ditkaz, ze ostatni vlastni ¢isla matic A a B jsou stejna
vyuzijeme Jordandv kanonicky tvar:

S
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Matici V zapisme blokové jako (v, V). Jelikoz V71V je
jednotkova matice, plati V~1v; = e,. Pak

V_18V = V_lAV — )\1 V_1V1X*V =J- )\16‘1(X*V1,X>'< V2) =
. 1 x*V,
= J=Me(l,x Vo) =J— X\ ( . X02 ) =
. 0 —)\1X>|< V2
o o J2
Vysledna matice je podobna matici B (neni v Jordanové
kanonickém tvaru), ma s ni tedy stejna vlastni Cisla, ta jsou ale

az na \; stejna jako pro matici A, protoze pravy dolni blok J,
je u obou matic stejny.
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Veta 9

Bud B a x matice a vektor z predchozi véty. Bud'te

Vi, Uo, . .., U, vlastni vektory matice B. Pak pro i =2,...,n
jsou v; = (A; — Ap)u; + A1(x*u;)vy vl. vektory A prislusné \;.
Dikaz

Tvrzeni dokazeme primym vypoctem. Pro vlastni vektor u;
matice B spocitame nejprve

Au; = (B + Mwvix*)u; = Bu; + Mpvax*u; = Mg + A (x*up) vy

Pak

A[()\, — )\1)U,‘ + )\1(X*U,')V1] =

= ()\, — )\1)[)\,‘U,‘ + )\1(X*U,')V1] + )\1(X*U,')AV1 =

= )\,‘()\,‘ — )\1)11,‘ + )\,‘)\1(X*U,')V1 — )\%(X*U,')Vl—i— —}—)\%(X*U,’)Vl =
= )\,[()\, — )\1)U,’ + )\1(X*Ll,')V1].

Tim je dikaz u konce.

Problém k zamysleni: jak vyjadrit vlastni Cisla matice B

z vlastnich Cisel matice A.
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Wielandtova redukce

Veta 10
Bud vi, a (ak1,...,akn) k-ty prvek vektoru vy, resp. k-ty
radek matice A. Vektor
1 *
X = dk1,---5dkn
)\lvlk( )

spliuje predpoklady véty o redukci dimenze, t.j. (vi,x) = 1.
Dasledek

Pri aplikaci Wielandtovy redukce ma matice B nulovy k-ty
radek, takze mizeme zmensit jeji dimenzi vypusténim k-tého
radku i sloupce.
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QR algoritmus

Veta 11
Necht A = (a;;) je Ctvercova matice, polozme Ay = A. Dale
necht

Ao = QoRo
je QR rozklad matice A, polozme
Al = RoQo
a obecné pro
Ak = QiR
polozme
Ak+1 = RiQx.

Pak vsechny matice A, jsou podobné matici A. Pokud je A v
Hessenbergové tvaru, plati totéz i pro Ay.

Diikaz Podobnost dostaneme primym vypoctem. Druha cast
plyne z toho, ze pro matici A, v Hess. tvaru je matice Q v QR
rozkladu také v Hess. tvaru (viz Givensova rotace).
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Poznamka
Uvedeny postup se nazyva QR algoritmus.

Veta 12

Necht A je regularni matice, kterd ma vsechna vlastni Cisla v
absolutni hodnoté riizna a nehcht A = Y ~tdiag(\y, - \,)Y
je jeji diagonalizace. Dale necht existuje LU rozklad matice Y.
Potom QR algoritmus konverguje k horni trojahelnikové matici
s vlastnimi Cisly A, --- A, na diagonale.

Poznamka
Pokud realnd matice spliuje predpoklady predchozi véty, pak
ma jen realna vlastni Cisla.

Veta 13

Necht A je regularni matice v Hessenbergové tvaru, ktera ma
véechna vlastni &isla v absolutni hodnoté riizna. Pak QR
algoritmus konverguje k horni trojihelnikové matici s vlastnimi

Cisly matice A na diagonale.
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QR algoritmus s posunutim

Posunutim se zméni vlastni &isla, coz mfze mit vliv na
konvergenci.
Algoritmus:
Ao — matice v Hessenbergové tvaru. Udélame QR rozklad
matice Ag — pol:
Ao — ol = QoRo,
pak polozme
A1 = RoQo + 1ol
a obecné pro
A — pl = QR

polozme
Aks1 = ReQx + pul.

Veta 14
Vsechny matice Ay jsou podobné matici A: Axi1 = Qf Ak Q.
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Veta 15

Necht A je neredukovana matice fadu n v Hessenbergové
tvaru. Pak pro matici R urcenou QR rozkladem A = QR plati
r,-,,-7é0proi<n

Dukaz plyne ihned z Givensovy rotace.

Dasledek 1

Za predpokladii predchozi véty a pro singularni matici A plati
rnn=0.

Dasledek 2

Pokud za predpokladii predchozi véty je A vlastni Cislo matice
A1
A— X =QR,B=RQ+ )\

(viz QR algoritmus s posunutim), je posledni fadek matice B
ve tvaru (0,...,0,)).
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k
nn

Rayleighovo posunuti: y, = a
Poznamka

Pokud nastane v QR algoritmu situace z predchoziho
disledku, mizeme snizit fad matice vypusténim posledniho
radku a sloupce — tzv. deflace. Totéz miizeme provést, pokud
v predposlednim sloupci na poslednim radku je v absolutni
hodnoté mensi, nez stanovena hranice, pod niz povazujeme
Cisla za nulova.

Podobné Ize rozdélit matici na dvé mensi submatice (tzv.
oddéleni (decoupling)), jestlize se malé Cislo objevi nékde jinde
pod hlavni diagonalou, takze matici Ize povazovat za
redukovanou.
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Wilkinsonovo posunuti

Necht A, je matice z posloupnosti vytvorené QR algoritmem
s posunutim, polozme m = n — 1. Wilkinsonovo posunuti je
dano vlastnim &islem A submatice A tvofené m-tym a n-tym
radkem a stejnymi sloupci matice Ay, které je blizsi a*

nn-*

Pro prehlednéjsi zapis pocitejme s n = 2: A = i a2 )
a1 axn

ain — A a1z
ani axp — A

Charakteristicky polynom: ¢(\) =

M\ — (311 + 322))\ + 811820 — a12a21.
D = (a1 + ax)? — 4(a11a22 — appaxn) =

(a11 — ax)? + 4appax = 4(6% + aan),

— 811—a2
§ = mzaz
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Ao =3 (au1 + ax +2v/02 + apay) =
= ade2 + /52 + appay = an + 6 £ V62 + apan.

Blizsi vlastni Cislo k Cislu a, je to, u néhoz vybereme
znaménko opacné, nez je u J.

A1 = axp + sign(0)|0] — sign(§)v/0? + arparn =
= ax» + 5/gﬁ(5)(](5] — 52 + 312321) =

5 |6]2—(6%4-a12a21)

B _ e _ apayn
= 2 BN e 22 M)
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Wilkinsonovo posunuti pro komplexni vlastni cisla:

)\1’2 eC\R

P(\) = N2 — tr(A)A + det(A), D = tr?(A) — 4det(A)
M2 € CNRpro D <0, t] tr’(A) < 4det(A)

= o

Ao = 5

S

tr(A) + i |D\>,
R(Mp) = 5tr(A

il = %( (A) + |D|> - %(trz(ﬁ) + 4det(A) — trz(A)>
= det(A).

Provedeme posunuti s A\; a pak s \,, tim se vyrusi imaginarni
Casti vlastnich Cisel — tzv dvojité posunuti (double shift).

~—
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Mizeme vychazet od Ag:

Ao — Ml =
A =
AL — Dol =
Ay =

Z 2. a 3. rovnosti dostavame
RoQo + (A1 — A2)/
QoRoQoRo + (A1 — A2) QoRo
QoRo(QoRo + (A1 — A2)1)
(Ao — A1) (Ao — A2f)
Polozme
M = (Ao — Ail)(Ao — Xol) = A%

QoFRo
RoQo + A1/
Q1R
RiQ:1 + o/

QlRl QO[]RO
= QOQlRl RO
= QQiRiFko
- QOQIRIRO

— 2R()\1’2)A0 + |)\172|2/.

Matice M je realna, M = A2 — tr(A)Aq + det(A)l,
M = QQiRiRy = QR je jeji (realny) QR rozklad.

Jiri Zelinka
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Dale vime: A; = Q3A0Qo,

Ar = QTAI1 Q1 = QFQ5A Q@1 = QTAQ.

Shrnuti:

V matici A, vybereme matici A tvorenou poslednimi dvéma
Fadky a sloupci. )

Pokud tr?(A) > 4det(A) provedeme normalni Wilkinsonovo
posunuti, v opacném pripadé vytvofime pomocnou matici
M = A2 — tr(A)A, + det(A)l, najdeme jeji QR rozklad
M= QR a

Ario = Q"AQ.
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Prakticky QR algoritmus pro realné matice

o

Vychazime z Hessenbergova tvaru.
Pouzivame posunuti, nejlépe Wilkinsonovo.

Pouzivame deflaci a oddéleni s aplikaci algoritmu na
submatice, pokud dostaneme redukovanou matici.

U matic 2 x 2 uréime vlastni &isla pfimo. Pokud ma tato
matice realné koreny, algoritmus funguje i dal, pro
komplexni koreny by matice M pro dvojité posunuti méla
vyjit nulova, ale maze nastat cykleni z divoda
numerickych chyb.

Nasobna vlastni Cisla algoritmus urcuje s velkymi chybami.
Neexistuje ditkaz o konvergenci QR algoritmu (ani s
posunutim) v obecném pripadé.

Podobny algoritmus, ktery predchazel QR algoritmu, je
zalozen na LU rozkladu.
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QR algoritmus pro symetrické matice

(]

Matice v Hessenbergové tvaru je tridiagonalni.

Pokud ma matice vicenasobné vlastni Cislo, jeji
Hessenbergtiv tvar musi byt redukovany.

QR algoritmus zachovava tridaigonalitu a symetrii.

°
@ Posunuti také zachovava tridaigonalitu a symetrii.
@ Dvojité posunuti neni potfebné.

°

QR algoritmus konverguje k diagonalni matici.

Poznamka

Pro symetrické matice se pouziva také Jacobiova metoda,
ktera vyuziva Givensovy rotace a vybér vedoucich prvki
(pivoti).
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Numericky vypocet singularniho rozkladu realné
matice

@ Bud A realna matice, polozme C = ATA.

@ Pomoci QR algoritmu najdeme diagonalizaci C:
V" CV; = diag(o2,...,02,0,...,0).
(Béhem algoritmu musime prabézné uchovavat soucin
pouzitych ortogonalnich matic — matici V;).

e Na matici AV; aplikujeme QR rozklad s vybérem
vedoucich sloupci, pficemz prvky na diagonale R
vezmeme nezaporné:

AV,P = UR, tedy UTAV,P = R.

@ PFimym vypoctem se ovéfi, ze RT R je diagonalni, proto i
matice R je diagonalni.

@ Pro X =R a V = V;P mame tedy

UTAV =¥,
navic diagonalni prvky X tvofi nerostouci posloupnost.
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