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lterani metody pro systémy linearnich rovnic

Systém
Ax=b

prevedeme na
x=Tx+g

X — reseni

x=(E— T)flg za predpokladu, ze E — T je regularni.
x% € R" — libovolna pocateéni aproximace. Posloupnost
{x"}iozo urCena rekurentné vztahem

x=Txk 4 g, k=0,1,...

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva
iteracni matice.
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Problémy:
© Jak zvolit iteracni matici T, tj. jakym zpiisobem prevést
systém Ax = b na systém x = Tx + g7
@ Za jakych predpokladii posloupnost {x"}iozo konverguje
pro libovolnou pocateéni aproximaci k presnému reseni X7
x! =Tx%+g,
x2 =Tx'+g=T(Tx"+g)+g=T>x"+(T + E)g,
x3 =Tx2+g=Tx"+(T>+ T+ E)g,

XKt = TKIXO 4 (T4 TH 1+ ..+ E)g.
Definice
Rekneme, ze matice H je konvergentni, jestlize

lim H* = O,

k—o00

kde O je nulova matice, konvergence je bodova.
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Veta 1
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

© H je konvergentni matice.
o jim
@ p(H) <1 (p(H) je spektralni polomér H).

Q@ lim H*x = o pro libovolny vektor x € R".

k—00

|H*|| = 0 pro n&jakou pFidruzenou maticovou normu.

Lemma
Necht p(T) < 1. Pak E — T je regularni a plati

(E-T)'=E+T+T*+...
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Veéta 2 (Hlavni véta o konvergenci iteracniho procesu)
Posloupnost {x*} "~ ' urcena iteracnim procesem x = Tx + g
konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R” pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

k

lim x
k—o00

—% x=Tx" +g

Duasledek

Necht pro néjakou pridruzenou maticovou normu plati

| T|| < 1. Pak posloupnost {xk}iozo generovana iteracnim
procesem x = T x + g konverguje k feseni X = (E — T)"!g
pro kazdou poc&ate¢ni aproximaci x° € R". Dale plati

15 = x| < [ TIF)% =%,

T k
")f\(_ka < || ”

S I
171

I — x
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Jacobiova iteraéni metoda

ai ain
az1 azp
Ax = b, A =
dnl dnn
Z prvni rovnice vypocCteme x;:
ayixytapXot - tagX, = by = x; = a_(b1_312x2_- .. —a1nXn)
11
k1 1 b k k
X1 ——( 1 — d12Xp —...—alan),
an
z druhé rovnice vypocteme x»:
1
k+1 _ k k k
Xy = a—(b2 — dp1Xy —ax3Xzg —...— alan),
22
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Obecné z i-té rovnice vypocteme x;:

4 d b
X-kl—— E —UX-k—i——l,
Jj=1
JFEI

az z n-té rovnice vypocteme Xx,,.

Na pravé strané jsou vzdy vsechny prvky Ax kromé
diagonalniho, kterym se rovnice vydéli.
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Maticovy zapis:

Matici A zapiSme ve tvaru

A=D+L+U,
kde
a1l 0
D = :
0 ann
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a
| = 21 :
= 1 an7n—1 0
0 app -+ din
U =
anfl,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale a U je horni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale.
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Ax=(D+L+U)x=0>b
Dx = —(L+ U)x + b.

Pokud a; #£0, i =1,...,n, je matice D regularni
a z predchozi rovnice Ize vypocitat

x=-D"YL+ U)x+D'b.

L 0
1 ali
D™ = ,
0 1
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Maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody
Jacobiova iteracni matice: T, = —D7(L + V)

Xk

R T_/Xk + D_lb,

T,=(t;), tj=—2proi#j, t;=0proi=1...,n.

ajj

di2
0 _ gl
ai
_d2r
T, = az
_ dni N an2
ann ann

din
an
azn
a -1y
22 , D7'b=
0
Jiri Zelinka Systémy linearnich rovnic

by

ai
b,

a

bn

ann

11/40




Veta 3 (O konvergenci Jacobiovy iteraéni metody)
Posloupnost {xk}f:o generovana metodou

xkt1 = T ;x* +- D~1b konverguje pro kazdou pocatecni
aproximaci x° € R” pravé tehdy, kdyz o(T,) < 1.

Odhad chyby:

. T4
15 = x¥llo < At — 0
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Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aji| > Z |aj|, i=1,...,n.

j=1
J#i

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.

Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, tj.

n

|akk|> Z ]a,-k|, k:].,...,n.
i=1
i #k
Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.
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Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

Z prvni rovnice vypocCteme x;:

1
anxitapXo+- - +apX, = by = x; = a_(b1_312x2_- .. —a1nXn)
11
1
k+1 _ k k
X1 = _(bl —dpXy — ... — alan),

a1
z druhé rovnice vypocteme x», pro x; pouzijme novou iteraci:
1 k

k+1 k
—(b2 — arnX —ax;Xzg —...— alan),

Xt =
a2

ze treti rovnice vypocteme x3, pro x; a X pouzijme novou
iteraci:

1
k+1 k+1 k+1 k k
X3 = —(b3 — da31Xy — d32Xp —azXy ... — alan),

dss
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Obecné

n

ajj ajj b; .
x,.kJr1 — g Tkt E Dk 2 i=1,...
J J ’
— dij = aii
j=1 Jj=i+1

Maticovy zapis:
Ax=b = (D+L+U)x = b
(D+L)x = —Ux+b.

a; #0,i=1,...,n, = matice D+ L je regularni a

x=—(D+L)'Ux+(D+L)*'b.

Polozme Tg = —(D + L)~*U, Gaussova-Seidelova iteracni
metoda je tvaru

xk+1: TGXk+g, g:(D—i-L)ilb.
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Veta 4

Posloupnost {xk}iozo generovana Gaussovou-Seidelovou
iteraéni metodou x**! = —(D + L)"'Ux* + (D + L)~1b.
konverguje pro kazdou po&atecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz o(T¢) < 1.

Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.
n
ail > Y fagl,  i=1,....n
j=1
JF#

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R".
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Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, t;j.

n

|akk|> E |a,-k|, kzl,...,n.
i=1
i £k

Pak Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda konverguje pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R".

Veta 5
Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci.
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Veéta 6 (Stein-Rosenberg)

Necht pro prvky matice A plati a; < 0 pro vSechna i # j
aa;>0,i=1,...,n. Pak plati pravé jedno z nasledujicich
tvrzeni:

° 0<o(Tg) <o(Ty) <1
o 1<o(Ty) < o(Ts)
° o(T))=0(Ts)=0
e o(T))=0(T¢g) =1.

To znamena, ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.
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Relaxa¢ni metody

Modifikace Gaussovy—Seidelovy metody, w — relaxacni
parametr

i—1 n
k+1 _ kK, W k+1 k
X; —(1_W)Xi+a_ﬁ b,-—Za,-jxj _'Z X
j=1 j=it+1
Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
x = (D4 wl) (1 —w)D — wU]x* +w(D +wl)™'b

T, = (D +wl)Y[(1 - w)D — wU]
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Hodnoty parametru w:

Pro 0<w<x1

Veta 7 (Kahan)

se iteracni metody nazyvaji metodami dolni
relaxace. Tyto metody jsou vhodné v pripadg,
Ze Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.
je relaxacni metoda totozna s Gaussovou-
Seidelovou metodou.

se metody nazyvaji metodami horni re-
laxace, nebo castéji SOR metodami (SOR
= Successive Over-Relaxation). Tyto metody
lze uzit ke zrychleni konvergence Gaussovy-
Seidelovy metody.

Necht a; #0, i =1,...,n. Pak

o(Tw) = |w =1,

Disledek: Ma smys| uvazovat jen w € (0, 2).
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Veéta 8 (Ostrowski-Reich)
Pro pozitivné definitni matici A plati o(T,,) < 1 pro vsechna
w € (0,2).

Tridiagonalni matice:
A= (aj)i =1, a; =0, pro |i —j| > 1

Veta 9

Necht A je tfidiagonalni pozitivné definitni matice. Pak
o(Tg) = 0*(T,) < 1 a optimalni hodnota relaxaéniho
parametru je dana vztahem

W = wopt -

2
1+/1-0(T))
PFi této volbé je o(T,) = |1 — w|.
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Cykly v iteracnich metodach

Napriklad pro systémy
x1+ kx = b
X1 — kX2 = b2

Jacobiova metoda: cyklus délky 4
Gaussova—Seidelova metoda: cyklus délky 2

Relaxaéni metody: cykly riiznych délek

X1+X2:].
gx1 + xo = L.

Pro w = 2:
T, = L2 A12 = cos p=isin = 1(14—cos )
2 — 2q 4q_1 ) 12 — 2 ©, qu 2

@ =27l/p, 0 < | < p/2 = existuje cyklus délky p.

Body cyklu lezi na elipse se stfedem v hledaném reseni.
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Metody zalozené na minimalizaci kvadratické formy

Veta 10
Jestlize A je pozitivné definitni matice, pak reseni systému
Ax = b je ekvivalentni minimalizaci kvadratické funkce

Q(x) = %XTAX —x"h.

Tato kvadraticka funkce ma jediné minimum, kterého nabyva
v feseni systému Ax = b, tj. pro X = A7lb.

Dasledek
min Q(x) = Q(X) = —ib"A~'b.
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Geometricka interpretace
Necht X je feseni systému Ax = b a necht x = X + s. Pak

1 1 1 1
Q(x)+§>“<Tb = E(f<+s)TA (>“<+s)—()“<+s)Tb+§)“<Tb = EsTAs.
Plocha o rovnici )

EsTAs — konst.
je hyperelipsoid v proménnych si,...,s, se sttedem v s = o,

tj. v X, tedy i rovnice Q(x) = konst. predstavuje

hyperelipsoid, sméry jeho os jsou dany vlastnimi vektory

matice A, délky poloos vlastnimi Cisly.

Minimalizace funkce Q:

vybereme pocatecni aproximaci x; a pak uréime x, tak, ze

zvolime néjaky smér v; a vzdalenost t; ve sméru v;. Obecné
Xk+1:Xk+thk7 I:].,27

Vektory v se nazyvaji smérové vektory.
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Metoda maximalniho spadu (steepest descent)

X1 je poCatecni aproximace feseni X, polozme r; = b — Axy:
reziduovy vektor. Hledame takovy vektor vi,
[vill = ||b — Axy]|, pro ktery

= min.
t=0

J
EQ(xl + tvy)

Vysledek: vi = r; = b — Ax;.

Dale hledame minimum Q ve sméru v; = r; od bodu xi, tedy
minimum kvadratické funkce Q(x; + trq) v bodé t;.

’r
r
Vysledek: t; = rTAr , takze x5 = x1 + rTAr r{ a obecné
¢ "kT"k i rkTrk
k+1 = —F Xk+1 = Xk rg.
rkTArk’ I’kTAI’k
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Vlastnosti iteracniho procesu:

Ark— ry — tkArk

(2] (rk+1ark)—rkrk+1 =0

Q Q(xk41) < Q(xk), k=1,2,...

Rychlost konvergence

Bud X feseni systému Ax = b. Pak pfimym vypoctem
dostaneme Q(X) = —ib"%x = —1b"A7lb.

Veta 11
Oznaéme E(xx) = Q(xx) — Q(X) = (xx — %) TA(xx — X).

)\max >\mln
Pak E(xx11) < <Amax+Amm) (x«)
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Metoda maxmalniho spadu

T

T

Jiri Zelinka
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Metoda sdruzenych (konjugovanych) gradienti

n
Necht p;,...,p, tvofi bazi, X je feseni Ax = b, X = > _ cip;.
i=1

x.p)

Pokud jsou p; ortogonalni, pak ¢; = PP

Problém: nezname X.

Vychozi rovnost nasobime matici A:
n

Ax =b=>" ¢;Ap,. Kdyby platilo
i=1

1=

: : (b7 p:)
(Ap;, p;) = p/ Ap; = 0 pro i # j, pak ¢; = ———~.
! ! (Api, pi)
Proto definujme novy skalarni souéin (x, y)a = (Ax,y),
vektory, pro néz (x, y)a = 0, se nazyvaji A-ortogonalni
(A-sdruzené, A-konjugované).
Cilem metody je sestrojit A-ortogonalni vektory py,...,p,
podobné jako u Gramova—Schmidtova ortogonalizacniho
procesu.
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Modifikovany Gramiv—Schmidtiv ortogonalizacni proces:
Z dané baze rq, ..., r, vytvafime novou, A-ortogonalni bazi.
Polozme p, = ry a dale

(rk7pi)A

k-1
P =ri+ > Bripk, pak Bii=— -
* ,z_; ‘ (Pis Pi)a

Jako bazi r, bereme postupné rezidua, v kazdém kroku
pocitame koeficienty a i 5.

Snadno se ovéfi (viz metoda maximalniho spadu), ze pro
iteraci x, a smér dany vektorem p méa funkce @ minimum v
pTrk _ (r/ﬁ p)
p"Ap  (p,P)a

Xk+1 = Xk + P, Pro oy =
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Pocatecni krok
X1 — pocatecni iterace, p; = ri = b — Axy.

Nasledné x, = x1 + ayp; pro a; = % potom
11

ro=b—Ax, =r; —a;Ap; a

r )
Py = ra+ B21p;y pro 21 = _%.

Obecny krok

Pro iteraci xy, reziduum r, = b — Ax, a smérovy vektor p,

polozime

r Iy
Xi+1 = Xk + oy py, kde oy = ((P:’II’):))A'

riv1 = b— Axiy1 = ri — aApy,

k (ri+1,P;)A
Py = k+1 + Z 5k+1,iPk pro fry1i = _—(pA,p-)’A .
=1 i i

]
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Veta 12 (Vlastnosti definovanych vektorii)

L L(r1,...,rk) = L(py,---,Pc) Prok=1,2,....

2. Vektory py, p,, ... jsou A-ortogonalni.

3. Vektor ry — ri.1 je kolmy k p; pro i # k.
Dakaz: ry — ri 1 = axAp,, takze pro i # k dostavame
(Pis i = ris1) = ou(py; Api) = ow(Pj P)a = 0.

4 (ri, P)a = (P> Pi)as k.
Dikaz indukci: Pro kK = 1 plati, necht plati pro k, pak

k

(Fk+1s Pry1)a = (Pk+1—z Bi+1,iPis Pis1)A = (Picy1s Pics1)A
i=1
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5. Vektory rq, ra, ... jsou ortogonalni.
Dakaz indukci: Nejprve dokazeme (ry, r1) = 0:

ry,p
(r2 1) = (reor1)—on(Apy. r2) = (ra. )~ 2P ()=,
(P1;P1)A
nebot p; = ry.
Dale necht jsou kolmé vektory ry, ..., ry pro k > 2. Pak
(Frr1s i) = (res re) = aw(Ap, r) = (Fi, re)—
r )
—%(le ri)aciz 4) = (e ri) = (Fe re+ Y- Bripy) =
i<k
= (re,ri) — (re, re + > viri) = 0 pro néjaké koeficienty ~;
i<k

vzhledem k vlastnosti 1. a indukénimu predpokladu.
Nakonec dokazeme (ryy1,r;) =0 pro i < k:

(Fir1s ri) = (Fc— (rc— riga), ri) = (re, ri)—

—(rk = ria, 1) =0 = (re = rig, P — 2_ Bijpj) =0
vzhledem k vlastnosti 3. "
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. Pro néjaké k (nejvyse k = n+1) je rp = 0.
Plyne okamzité z 5., jedna se o teoreticky vysledek
prakticky nedosazitelny kvili zaokrouhlovacim chybam.

Ari, pe) = (re, i), (re, p;) =0 Vk, Vi < k.

Diikaz obou rovnosti plyne z vlastnosti 1. a 5. (viz téz
podobna cast v diikazu 5.):

(ris Pic) = (i ric+ 3 Bripi) = (e ri)-

i<k
. Br+1,i =0 proi < k

Dukaz plyne z kolmosti rezidui:

Bini = (ris1,pi)a
A (piapi)A ’
1
(ris1, Pi)a = (reg, Apj) = ;(rk+lv ri—riy1) =0

1
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_(rk1,fk1)_r[1rk+1
9. Bry1.k = Br+1 LRl — K

(FFx) rrr.
Dukaz plyne z vlastnosti 7. a z kolmosti rezidui:
Brr1 = _(FePa k+1Apk _ _ir‘zrl(rkfrk“) _
- (PP A TAp, B H (=)
_ M l) =P, Fivn) - (Prga,Figa)
(Pt )= (P ¥ k+1) (re,re)
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Celkovy algoritmus metody sdruzenych gradienti:

X1 je pocatecni iterace, Ize pouzit x; = o.

pP1 = r1:b—Ax1
prok = 1...n:
(rePe) _ Pir

(67% =
=
(Pi> Pi)a Py APy
Xk+1 = Xk T QppPy
resi = b—Axp = r— aApy
T
3 (e 1) Mesafen
k+1 = =
(ri, re) !l r
Pri1 = Fie1+ Brr1Py

Algoritmus konéime pokud ||ry1]| je dostatecné mala.

k
Odhad chyby: ||% — xi|[a < 2 (—VC(A)‘I) 1% — x1][

Co(A)+1
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Metoda sdruzenych

gradientd

T

T

-10
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Metoda bikonjugovanych gradientd

Matice soustavy A nemusi byt symetricka. Vytvarime
psloupnost dvojic rezidui ry, F, které jsou biortogonalni, tj.
(rkv;/) =0, pro k 7& I7 (rka":k) 7é 0,

a dvojic sméri p,, p,, které jsou bikonjugované, tj.
(Apk7ijl) = 07 pro k 7& /7 (Apkaijk) # 0

Algoritmus metody:

Vi=ri = b— AXl

1 volime tak, aby (rq, ¥1) # 0, Vi = F1.

Prok=1,...nm
— (r/ﬂfk)
Uk = ap.P,)

Xp41 = Xk + QppPy
_ - - T
Fes1 = re — APy, Frpr = Fie — akA Py
Bk _ (rk+17’:k+1)
(re.r)
Pit1 = ri+1 + BePy
Pr+1 = Fk+1 + ﬁkpk
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Pro metodu bikonjugovanych gradienti je zndmo jen malo
teoretickych vysledki. Pro pozitivné definitni matici A je tato
metoda ekvivalentni metodé sdruzenych gradientd za cenu
dvojnasobné vice vypoctd.

Selhani metody:
(r, Fx) ~ 0 nebo (Apy, Py) = 0.

Veta 13

Bud M maximalni pocet iteraci, béhem nichz metoda
bikonjugovanych gradientii neselze. Pak pro k = 1,..., M plati
ry = b— AXk

Veta 14

Bud M maximalni pocet iteraci, béhem nichz metoda
bikonjugovanych gradientd neselze. Pak pro k =1,..., M jsou
vektory ry, F, biortogonalni a vektory p,, P, bikonjugované.

Metoda se da dobre paralelizovat.
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Numericka minimalizace funkce vice proménnych

Metoda maximalniho spadu
Pro kvadratickou funkci

Q(x) = %XTAX —x"b

je jeji gradient roven VQ = Ax — b = —r, coz je smér
maximalniho riistu. Obecné dava gradient funkce f vice
proménnych smér maximalni ristu, takze pri hledani minima
funkce mazeme vyuzit smér maximalniho spadu —Vf:

Bud x; pocatecni iterace, polozme v; = —V£(x;) a hledame
minimum funkce f ve sméru p;, tj. min f(x; + tp;) v bodé t;.
Bod t; musime najit néjakou numerickou jednorozmérnou
minimalizacni metodou, pak x, = x1 + t;p; a podobné
pokracujeme dal.
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Nelinedrni metoda sdruzenych gradienti

Fletcherova-Reevesova metoda

Algoritmus:

x1 je pocatecni iterace, VA = Vf(x1), p; = —VH.
Pro k=1,2,...

najdeme ay po néz je f(xx + akp,) minimalni,
Xk+1 = Xk + axp;,

uréime Vi1 = VF(xks1) a pak

B, = Vil 1 Vi

VIV
Pit1 = — Vi1 + BePy
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