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Obycejné DR

Priblizné feseni hledame v izolovanych bodech (uzlech)
Xo, - - -, Xn, zpravidla ekvidistantnich, tj. x;11 = x; + h.

Nahrada derivaci (a chyby formuli)

J06) = Flubxa) — )] + O(h)
o) — %[u(x,-) u(xi_1)] + O(h)
1

u'(x) = ﬂ[u(x;+1)—u(x;_1)]+0(h2)
(x) = plulxr) — 2u(6) + u(xiin)] + O(F)

Odvozeni: z Taylorova rozvoje.
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Okrajova dloha: linearni rovnice 2. radu

p(x)u"(x) + q(x)u'(x) + r(x)u(x) = f(x), x € [a, b]
Okrajové podminky: u(a) = uo, u(b) = upn.
Definice uzlti: h=(b—a)/N, xo = a, xy = b, x; = xo + i h.
Oznaceni: u; = u(x;), podobné pro p,q,r,f (pfesné hodnoty).
Nahrada DR:

1 1 .
Piﬁ[ui—l — 2u; + Upg] + Qiﬂ[uiﬂ — U] + riup = 1, tj.

Pi qgi
(p - ﬁ)“i—l + (ri
proi=1,...,.N—1,

up a uy jsu dany okrajovymi podminkami.

2p; i i
P)i+(P q

— el F—Fﬂ)UH—l:fi

Vysledkem je systém linearnich rovnic s tridiagonalni matici.
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Priklad:

Systém rovnic:

1
—p[uf—1 —2uj + Ui Fuj =1
t].
—u,-_1+(2+h2)u,-—u,-+1:h2f,- izl,...,N—l

Dostali jsme systém linearnich rovnic s tridiagonalni
diagonalné dominantni matici.
Reseni: LU rozklad, Croutova metoda, pomoci inverze NE!
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2. Parcialni DR: Rovnice vedeni tepla

u=u(x,t), f="Ff(x,t), xe[0,1],t>0

2
2u:oza—u—l—f

ot 0x?

Interpretace:

u(x, t) je teplota tenké tyce v daném bodé a daném case,
funkce f zahrnuje vnéjsi zdroje tepla,

a > 0 je zpravidla konstanta — materialové vlastnosti.

Pocatecni podminka: u(x,0) = ug(x), x € [0, 1]
Okrajové podminky: u(i,t) = gi(t), t >0, i € {0,1}
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Priblizné feseni hledame na [0,1] x [0, T], T > 0.
Definice uzlt:

h=1/N,x =0, xy=1, x;, =ih,

T=T/M to=0,ty=T, ty =kr.

k U(X,', tk).

Oznaceni: u;

Priblizné reSeni pocitame postupné po Casovych vrstvach.

Diskretizaci rovnice lze provést riiznymi zpiisoby.
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A. Explicitni schema

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, ty):

1 o}
;[U;Hl —uf] = F[UL = 20 + U] + £
ar
ot = g luty = 2uf ] 4 T
_ar
T R
utt = ruf (=20 uf Fruf, +TER

proi=1,...,N—1, chyba aproximace je O(T + h?).
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uf Tflk + rué‘
ué‘ Tf2k
vk=| |, Ff= :
ull{/—2 7"C/\I;—z
uk_y The L+ ruf
UKt = A, UK+ F*
1—-2r r 0 0 e 0
r 1-2r r 0 e 0
0 r 1—-2r r e 0
r 1-—2r r
0 0 . 0 r 1-2r
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Tridiagonalni Toeplizovy matice

a [ 0
v a [ 0
T,,:O
o0 000
0 v a p
0 v «

Vlastni ¢isla T,,: \j = a — 24/ cos % j=1,...,n

Pro matici A,: \j = 1 —2r — 2rcos 2% = 1 — 2r(1 + cos 15)

Aby |)\j| <1 musi byt r < 1.
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Stabilita explicitniho schematu

Schema je podminéné stabilni. Spektralni polomér A, musi byt
mensi nebo roven jedné, odtud

r < 1
-2
t..
ar 1
h? — 2
Disledek

Casovy krok zavisi na druhé mocniné h.
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B. Implicitni schema

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, txt1):

1
;[u{<+1 _ uk]

k+1 k+1 k+1 k+1
i i 2ui +u ] + f;

[u ir1

—ruf (L4 2r) el — rultt = o

i+1

B Uk+1 Uk Fk+1

1+2r —r 0 0 0
—r  14+2r —r 0 0
0 —r 1+2r —r - 0
B, =
—r 1+2r —r
0 0 0 —r 1+2r

Schema je nepodminéné stabilni, chyba je O( + h?).
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C. Crankovo—Nicolsonové schema

Rovnici aproximujeme v bodé (x;, t, + 7/2):

1 l(a
“[uf -] = : { Gl —2uf + ol )+

+ [u’“rl 2uftt + Ut } 4 flrL/2

I

r r r r k+1/2
—3 ,k+11+(1—|—r) k1 2ufj11:Euf‘,1+(1—r)uf‘+§uﬁl+7f, /

Br/2 Uk+1 — Ar/2 Uk + Fk+1/2
Schema je nepodminéné stabilni, chyba je O(72 + h?).
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3. Parcialni DR: Elipticka rovnice

Poissonova rovnice na oblasti G v rovineé:

Pu(x,y) N & u(x,y)
Ox? dy?

spolu s okrajovymi podminkami na hranici G.

=f(x,y)

Oblast rozdélime pravidelnou siti bodi (x;, y;) s krokem h v
obou smérech, u;; ~ u(x;, y;).

Aproximace derivace:

Pu(x,y) N &u(x,y)
0x? dy?

= %[u(x +h,y)+u(x — hy)+
+u(x,y + h) + u(x,y — h) — 4u(x,y)] + O(h*)
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Rovnice pro obdélnikovou oblast:
G =|[a,b] x[c,dl, b—a=N-h d—c=M-h, a=x,
c=M¥

Uiyry + Uio1j + Uijin + Uijo1 — duij = hfj

i=1,...,N—1j=1.... M—-1

Maticovy zapis:
A-U=F

U=
(U1,1, ceeyUn—11, U1, UN—1 2 - UL M1 - UN—1,M—1),

podobné F s okrajovymi podminkami.
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M 7 0 0 --- 0
I M - 0
o /I M | 0
A= . ,
I M
co o - 0 I M

| je jednotkova matice radu N — 1,

4 1 0 0 0
1 -4 1 0 0
0 1 -4 1 0
M= :
1 -4 1
0 0 - 0 1 -4

rad matice A je (N —1) x (M —1).

Jiri Zelinka Matice pri numerickém reseni DR 15 /15



