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Funkce matice

Odmocnina z matice
Pro pozitivné semidefinitni redlnou matici A hledame matici B:
B-B=A.
Pak B se nazyva odmocnina z matice A.
Matici A lze diagonalizovat:
A=V.D-VT
pro D = diag(A1, ..., An), Ai > 0.
Polozime /D = diag(v/ A1, - - ., v/A,). Pak
B—v.vD- VT
Matice B je taky pozitivné semidefinitni a je jedina pozitivné
semidefinitni odmocnina.
Existuji odmocniny z jinych matic?

Daji se vypocitat hodnoty jinych funkci pro matice?
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Funkce matice jako rada

P — polynom, P(A) zname (A% = /).

Funkce jako nekoneéna rada (Taylorova):

f(x)= Zakxk = f(A) = ZakAk
k=0 k=0

Konverguje fada matic?
1. A je diagonalni:

A = diag(A1, ..., \), pak
Ak = diag(\k, ..., \K), odtud

f(A) = diag(z EPD Z k) =
k=0 k=0

= diag(f(A1), ..., f(An))-
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2. A lze diagonalizovat:

A=V.D. V7t = Ak=v.Dk.v!
pak

F(A) =D aA =V() aD )V '=V.£(D) v*
k=0 k=0
3. Jordaniiv kanonicky tvar:
A=V.J. V71 J=diag(h,....J). Pak

f(A)=V-f(J) -V fJ)=dag(f(h),...,f(J))
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Funkce Jordanova bloku (radu n+ 1)
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Hodnota f(A) je definovana, pokud pro vlastni €isla A matice
A jsou definovany hodnoty f(\), pripadné f()()\) pro derivace
do stupné podle radu Jordanovych blokd.
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Definice 1

Spektrem matice A nazyvame mnozinu usporadanych dvojic
{[Ai, ki]} pro vsechna vlastni Cisla \; matice A a k; jejich
nasobnost jakozto kofene minimalniho polynomu.

Definice 2

Hodnoty funkce f na spektru matice A jsou dany hodnotami
fO(N), pro j =0,..., ki — 1 pro viechna vlastni ¢isla \;
matice A.

Veta 1

Pro libovolné funkce f a g plati f(A) = g(A), pokud f a g
maji stejné hodnoty na spektru matice A.

Disledek

Pro Hermitiv interpolacni polynom P funkce f na spektru
matice A plati f(A) = P(A).
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Odmocnina z matice — priklad

3 40
A= | —1 —1 0 [, uréete matici B, ze B> = A.
2 41
Aplikace
Reseni soustavy obyéejnych linearnich diferencialnich rovnic:
n(t)
; =Y'(t)=A-Y(t), Y(t) = Yo
Ya(t)

Reseni: Y(t) = e”Y,
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Ridké matice

Za ridké matice povazujeme zpravidla matice, které maji

maximalné 5% nenulovych prvka.

Ulozeni ridkych vektori

Ukladame pouze nenulové prvky a jejich indexy.

PF: vektor v = (2,—-2,0,-3,0,0,4,3,0,—1) ulozime jako

dvojice hodnot a indexii:

poradi |1 2 3 4 5 6
val(v) |2 -2 -3 4 3 -1
ind(v) |1 2 4 7 8 10

Pri tomto zplisobu ulozeni vektoru nezalezi na poradi, takze

stejny vektor miize reprezentovat také jako:

adi[1 2 3 4 5 6
vaI()32—34—1 2
ind(v) |8 1 4 7 10 2
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Casto se pouziva jako dalsi polozka odkaz (link), ktery
usnadinuje manipulaci s vektorem, napriklad pridat polozku na
urCité misto bez presunti v paméti. Je potreba mit odkaz na
prvni nenulovy prvek (header), 0 znaéi posledni nenulovy prvek.

Predchozi vektor s odkazy na nasledujici nenulovou slozku:

poradi |1 2 3 4 5 6
val(v) |3 2 -3 4 -1 -2
ind(v) [8 1 4 7 10 2
5
2

link(v) 6 4 1 0 3
header
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Pridame hodnotu 5 na pozici 6:

poradi |1 2 3 4 5 6 7
val(v) |3 2 -3 4 -1 -2 5
ind(v) |8 1 4 7 10 2 6
link(v) |5 6 7 1 0 3 4
header | 2

Je mozné pouzit vice odkazd pro riizné tcely (Fazeni podle
velikosti apod.)
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Ulozeni ridkych matic

Predpokladejme, ze matice A je fadu n a ma m nenulovych
prvki. Pro kazdy prvek potfebujeme ulozit jeho fadkovy a
sloupcovy index, celkem tedy 3m hodnot.

Ukladana pole: VA — nenulové hodnoty matice A
Cl, Rl — sloupcové a radkové indexy

Priklad

>

I
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0
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1

VA= {3,2,2,1,5,2,4,1}
Cl={3,1,4,3,1,5,2,5}
RI={1,2,2,3,4,4,5,5}

Existuji Gspornéjsi schemata

Jiri Zelinka
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Schema 1

Matici ukladame po sloupcich, misto Cl ukladame pole CIP,
které pro kazdy sloupec udava, kolikaty nenulovy prvek ze
vsech je jako prvni v daném sloupci. Schema byva oznacovéano
CSC (Compressed Sparse Column format). Vlyzaduje ulozit

2m + n hodnot.

Priklad

>

I
oo o
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4

VA= {2,5,4,3,1,2,2,1}
RI={2,4,5,3,1,2,4,5}

OO R, O W

OO N O

0

CIP={1,3,4,6,7}

Analogicky se definuje CSR ulozeni.

= N O O O
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Schema 2

Matici ukladame po sloupcich, kazdy sloupec zacina nulou a
Cislem sloupce, pak nasleduje vzdy €islo fadku a prislusny prvek
matice. Data jsou ukoncena dvéma nulami. Celkem je potreba
2m+2n+2 =2(m+ n+1) hodnot. Existuje fadkova varianta.

Priklad

00300

20020
A=]100100

5000 2

04001
pA=

{0,1,2,2,4,5,0,2,5,4,0,3,1,3,3,1,0,4,2,2,0,5,4,2,5,1,0,0}
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Schema 3

Matici ukladame po sloupcich, pro kazdy prvek a;; ulozime do
pole LD celkové poradi A\(i, ) v matici A (po sloupcich), tedy
A(i,j) =i+ n(j — 1). Celkem je potfeba 2m hodnot. Opét

existuje radkova varianta.

Priklad

>

I
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4

VA= {2,5,4,3,1,2,2,1}
LD= {2,4,10,11,13,17,24,25}
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0
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Schema 4

Pouziva se pro symetrické pasové matice. Predpokladejme, ze
pro kazdy radkovy index i existuje p;, p; < n, ze A;; =0 pro
i.j > pi. Prvky ukladame po radcich vzdy od prvniho
nenulového az po diagonalni, mizeme tedy ulozit i néjaké nuly.
Do pomocného pole PD ukladame pozice diagonalnich prvnkii
ve VA. Celkem potfebujeme > p; + n hodnot.

Priklad
2 4 300
4 1 000
A=1]1 3 01 2 0
0 0 2 35
0 0051
VA= {2,4,1,3,0,1,2,3,5,1}
PD= {1,3,6,8,10}
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Schema 5

Vyuziva se pro matice s diagonalni strukturou, hlavni diagonale
pridélime Cislo 0, nad ni ocislujeme diagonaly kladnymi Cisly,
pod ni zapornymi. Ukladame jen ty diagonaly, kde jsou
nenulové prvky, podle indexu je mozné odvodit délku diagonaly.
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Kombinovana schemata

Pro nékteré operaci s maticemi (napriklad nasobeni) je mozné
kombinovat radkové a sloupcové ulozeni s vyuzitim odkazi
(linkt) nebo pomocnych indexa.

Priklad: modifikace schematu 3

Pouzijeme pomocny index RO, ktery udava poradi prvka z VA
brano po radcich, a pole LD ve sloupcové i radkové varianté.
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1

VA= {2,5,4,3,1,2,2,1}

RO= {4,1,6,5,2,7,3,8}

LDC= {2,4,10,11,13,17, 24,25}
LDR= {3,6,9,12, 16,20, 22, 25}
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Operace s maticemi zachovavajici ridkost

@ Gaussova eliminace pro pasové matice

e Gaussova eliminace pfi vhodné strategii minimalizujici
vypln

@ QR rozklad pro izolované nenulové prvky mimo hlavni
diagonalu

@ reseni systémi linearnich rovnic: iteracni metody
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