Diskrétni deterministické modely
1. cvi¢na pisemka
Teoreticka Cast

1. Diferen¢ni rovnici prvniho fadu Az — 4x(1 — 27) = 0 prepiSte do tvaru rekurentni
formule.

2. Necht posloupnost z(t) je feSenim pocate¢ni tulohy
z(t+1)=—=, z(0)=1.

Urcete lim x(t).

t—o0
3. Najdéte stacionarni bod rovnice z(t + 1) = |z(t) — 1] + £ a vySetrete jeho stabilitu.

4. Napiste model vyvoje dvou konkurujicich si populaci s oddélenymi generacemi za
predpokladii:

(i) Izolovana i-ta populace se vyviji podle Bevertonova-Holtova modelu s ristovym
koeficientem r; a s kapacitou prostiedi K;, i = 1, 2.

(ii) Za pritomnosti j-té populace je kapacita prostiedi pro i-tou populaci nepiimo
umérné velikosti j-té populace, i # j.

Vypocetni Cast
1. Najdéte obecné TeSeni systému rovnic

a(t +1)=—x(t) + y(t)
y(t+1)= 2y(t) +t.

2. Uvazujte nelinearni autonomni rovnici druhého radu

Y(t+2)=cY(t)+g(y(t+1)—Y(t) + Ao,

kde funkce g je definovana vztahem ¢(§) = yﬁ, parametry v a Ap jsou kladné,
pro parametr ¢ plati 0 < ¢ < 1. Najdéte vSechny jeho rovnovazné body a vySetiete

jejich stabilitu.
Systém interpretujte jako model né&jakého realného procesu.

Cas na vypracovani: Teoreticka ¢ast 60 minut, vypocetni ¢ast 40 minut.

Bodovéni: Teoreticka ¢ast 4 x 1 bod, vypocetni ¢ast 2 x 2 body.

Hodnoceni: V kazdé ¢asti — [3.5,4]=A, [2,3.5)=C, [0.5,2)=E;
pokud je v teoretické ¢asti dosazeno méné nez 0.5 bodu, je celkové hodnoceni F, jinak je
celkové hodnoceni primérem hodnoceni obou ¢asti.




ResSeni:

Teoreticka Cast

Ax = 4z —4xa’®
2’ —x = dx —4dxx’
2 (1+4x) = z(4+1)
- ox
x =
14 4x
2. Hil >0prox >0ateN, tedy z(t) > 0 pro viechna ¢.
ti 1 | | prot > 1, tedy x(t) < (%)2 pro vsechna t.
) L i =
tlggo (2) 0. Celkem tlggo x(t) = 0.

Nebo: z(t) = 4, 1i>m 7 =0.
Odchylka od stacionarmho TeSeni y(t) x(t) — %. Pro ,,malou odchylku je

y(t+1) =a(t+1) =3 =la(t) — 1l +5-§=1-x(t) = 7 = 3 —2(t) = —y(t), tedy y(t) = (=1)"y(0).
Odchylka se nezvetque ani nezmensuje, feSeni je stabilni (nikoliv asymptoticky).

4. Napriklad:

<o

B ari Kyy(t)
wt+l) = a(rr — D)z(t)y(t)

7 ﬂT2K21'(t)
YD = T - Der )

Vypocetni Cast
Loa(t)=2'"A+ (-1)'B -1t - 1, ()*3~2tA7t71,
podrobnéji: x(t) = l(3:00 —yo+3to— 3)(=1) 0 + F(yo +to + 1)20 70 — Lt — 1,
y(t) = (yo +to + 1)2t fo—t—1
2. Pri oznadeni f(z,y) = cy + g(y — @) + Ag je rovnice tvaru Y (t +2) = f(Y (t),Y (¢ +1)).

A
Stacionarni body: ¢Y +¢g(Y —Y) 4+ Ag =Y, odtud Y* = 0 , nebot ¢(0) = 0.
—c

/ _ / Lo _ 1+ 5 — 5 / _
f?(x’y-) = ﬁ({ (y — .:C)’ 'fy(w,y) =ct+g(y—x); 4= LN TEIERE (0) =1~.
1mearizovala roviice je
Y(t42)=Y*—y(Y(t) = Y*) + (c+7)(Y(t) = Y*) = (c+ 7)Y (t+1) =Y (1) + Ao,

jeji charakteristicka rovnice \? — ( Y)A 4+ v = 0 m4 kofeny

na= (e VTR -

Ponévadz 0 < ¢ <1 a~v > 0, dostavame z'éwér:
e 7 <1 = Y* je asymptoticky stabilni,
e v>1 = Y~ je nestabilni.

Interpretace: Jedna se o modifikaci Hansenova-Samuelsonova modelu vyvoje produkce. Akcelerato-
rem je v tomto pripadé rostouci a ohranicené funkce ¢g (na rozdil od klasického modelu s linearnim
akceleratorem).



Diskrétni deterministické modely
2. cvi¢éna pisemka

Teoreticka ¢ast

1. Diferenc¢ni rovnici druhého fadu 277 Ax = 4z prepiste do tvaru systému explicitnich
diferen¢nich rovnic prvntho typu a prvniho fadu.

2. Napiste n¢jakou diferenéni rovnici vyssiho fadu, kterd ma reSeni x(t) = 4¢>+2 cost3.

3. Najdéte viechna equilibria autonomni rovnice z(t + 1) = x(t) — (z(t) — 1)k, kde
k € Ny, a vySetfete jejich stabilitu.

4. Necht posloupnost g je geometricka s poc¢ate¢nim (nultym) ¢lenem ~y a kvocientem
q, posloupnost His je jednotkovy skok v ¢ase 13. Najdéte obraz soucinu téchto po-
sloupnosti v transformaci Z a urcete jeho polomér divergence.

Vypocetni Cast

1. Najdéte obecné reSeni rovnice
ty o (T
2(t+2) — x(t) = 2 sin <§t) .

2. Uvazujte autonomni systém

H(t+1) = rH(t)exp ( — aP(t)),
P(t+1) = cH(t)[1—exp(—aP(t))];

parametry 7, a a ¢ jsou kladné. Najdéte rovnovazny bod systému s obéma soufadni-
cemi kladnymi a vysSetiete jeho stabilitu.

Cas na vypracovani: Teoreticka ¢ast 60 minut, vypocetni ¢ast 40 minut.

Bodovéni: Teoreticka ¢ast 4 x 1 bod, vypocetni ¢ast 2 x 2 body.

Hodnoceni: V kazdé ¢asti — [3.5,4]=A, [2,3.5)=C, [0.5,2)=E;
pokud je v teoretické ¢asti dosazeno méné nez 0.5 bodu, je celkové hodnoceni F, jinak je
celkové hodnoceni primérem hodnoceni obou ¢asti.




ResSeni:
Teoreticka dast

— — (o
1. 21 =2, x5 = 27,

2] = x9, Az = —11 + 22, Axy = —x1 + 12,
4.1'1 4:C1 T 4+ 2
1 €2 &€
.Z‘g = s Al‘g = — X9, ASCQ — ( ) 2'
To — X1 Ty — T1 T2 —T1

2. NapiSeme rovnici linearni homogenni.
Charakteristicka rovnice musi mit alespon trojnasobny kofen A\; = 1 a imaginérni kofen Ay = i.
Nejjednodussi takova rovnice je (A — 1)3(\% + 1) = 0, po tpravé A\° — 3\ + 413 —4X\2 + 3\ -1 = 0.
Hledan4 rovnice muze byt

x(t+5) —3zx(t+4) + 4zt +3) —4a(t +2) + 3z(t + 1) — z(t) = 0.
Také lze napsat linedrni nehomogenni rovnici

w(t+2)+a(t) =82+ 16t +16 nebo x(t+3)—3x(t+2)+3z(t+1) —x(t) =4 (costg + sing) .

3. f(z) =z—(x—1)F = 2, odtud (z—1)*¥ = 0, coz znamena, Ze pro k = 1 je z* = 1 jediné equilibrium
rovnice a pro k = 0 rovnice equilibrium nema.
f'(x) =1—k(x — 1)*1; f/(1) = 1 — nerozhodnutelny p¥ipad.
Pron <kje fM(z) = —k(k—1)---(k—n+1)(z—1)F™, f(1) =0.
f®)(z) = —k! # 0, tedy je-li k sudé, je 2* = 1 nestabilni, ale nikoliv repulsivni;
je-li k liché, je z* = 1 asymptoticky stabilni, dokonce globalné.

a(t+1) z(t+1)

of 1 \z(t) o1 \ a(t)
k liché k sudé

0, t<13, —— x o g\ 13 S—12
4. g(t) = v, Hys(t) = . ' gHhs(z) = 3270 =y (1) g = g3,
9(t) =~q", His(t) L oi>13 ¢ 13(2) j;qu (7)) Tr=1t
konverguje pro |Z| < 1, tj. R = |q|.
Vypocetni Cast
1. z(t) = A+ (-1)'B + 5:2/(8 — 5t) sin (5¢)
2. e r < 1 rovnovazny bod uvnit¥ prvniho kvadrantu neexistuje
1rl 1
e 7 > 1 rovnovazny bod je (H*, P*) = <_r HT, ﬂ)
acr—1" a
re= P —arHe P N N 1 %T%IHT
J(Hv P) - <C (1 _ e—ozP) acHe—aP ) = J(H 7P ) - cr;l Til Inr )
1 1—
tr) =14 —— det)* = — L 1nr.
r—1 r

[trJ*|—1= r+1 Inr > %lnr > (% — 1) Inr = 1;T Inr = det J*, tedy rovnovazny bod (H*, P*)
je nestabilni.




Diskrétni deterministické modely
3. cvi¢na pisemka

Teoreticka ¢ast

1. Napiste diskrétni autonomni model vyvoje velikosti populace, kterd mé konstantni
umrtnost d, porodnost primo tmérnou své velikosti a jejiz rovnovazna velikost je
*
¥ =1.

2. Napiste takovy dvojrozmérny linearni homogenni systém, aby kazdy bod tvaru (§, 2¢)
byl jejim dosazitelnym equilibriem.

3. Uvazujte autonomni rovnici z(t + 1) = x(¢)(u — 2z(t)) s kladnym parametrem .
Najdéte bifurka¢ni hodnotu pg pro rovnovazny bod z* = 0 a urcete typ bifurkace.

4. Necht obraz & = Z(z) kauzalni posloupnosti = v transformaci Z je dan predpisem

2
T(z) = ﬁ Urcete posloupnost .

Vypocetni Cast
1. Najdéte feSeni pocatecni tlohy pro diferen¢éni rovnici druhého fadu

A’z +2Ax=t, x(0)=0, z(1) = -1

=

2. Uvazujte autonomni systém

x(t+1)=y(t) exp ('r —ax(t) — y(t)),
y(t+1)==(t),

definovany na stavovém prostoru {(x,y) € R?*: x > 0,y > 0} s kladnymi parametry
r, a. Najdéte vSechny jeho rovnovazné body a vysetiete jejich stabilitu.
Systém interpretujte jako popula¢ni model.

Cas na vypracovani: Teoretickd ¢ast 60 minut, vypocetni ¢ast 40 minut.

Bodovéani: Teoreticka ¢ast 4 x 1 bod, vypocetni ¢ast 2 x 2 body.

Hodnoceni: V kazdé ¢asti — [3.5,4]=A, [2,3.5)=C, [0.5,2)=E;
pokud je v teoretické ¢asti dosazeno méné nez 0.5 bodu, je celkové hodnoceni F, jinak je
celkové hodnoceni primérem hodnoceni obou ¢asti.




Reseni:
Teoreticka cast
L oa(t+1)= (1+ Bz(t) — d)x(t). Ma platit (1 + Ba* —d)z* =2* =1, tj. 1+ 8 —d =1, takze 8 = d.
Hledan4 rovnice je z(t + 1) = (dz(t) — d)z(t).
2. Aby systém (;) (t+1)=A <z> (t) mél dosazitelné equilibrium, musi byt matice A singularni, tj.

A:(Ccl b_bc)proa#o.

3 ) . fa b &\ [ (a+2b)\ (¢
Aby bod <2‘f byl equilibriem, musi platit . % 2 ) = (c—l—Q%)«f =2 )
Odtud a+2b=1,tj. b=1(1—a); c+ (1—%‘:1)@ = 2, tj. ¢ = 2a. Hledany systém je

z(t+1) = az(t) + (1 — a)y(t),
y(t+1) = 2az(t) + (1 — a)y(t).

z(t+1) = x(b), z(t+1) = 3y(t),
y(t+1) = 22(b). y(t+1) = y(t),
Neéktery z téchto specidlnich pripadt bylo mozné snadno uhodnout.

<

Pro a = 1 dostaneme pro a = 0 dostaneme

3. flz.p) fw(u 2z), 5L (2, 1) = p — 4a.
f(0,u) =0, 635 L(0, 1) = p, proto bifurka¢ni hodnota kladného parametru p je po = 1.

ng( u)=—4#0, [w(x n) =z, Bu(o to) =0, Bué)z(’r uw)=1#£0
Jedné se o transkritickou bifurkaci.

g 22 g 1, 1 —Qi lj—im 1)) LA (t) = 2(~1)t
14z Tl 14l z) 4 2) = '

Jj=0 Jj=0




Vypocetni Cast
1. Polozime y(t) = Az(t). Pak Ay(t) = —2y(t) + t, y(0) = —1.
t—1 _
Tedy y(t) = —1(-1)" + ;}(-1)“*%.

t—1

(=)=t 1) - (t-2)+(t—=3)—(t—4)+---+ (=D)L 24 (=1) =

1=0
=1 ¢ liché
=<2 =it—3(1-(-1)
{%, t sudé 2 4 ( (=19
Celkem y(t) = —2(-1)+ 2t — 1 (1 - (-1)%) = 3t — 1.
- t—1 t—1 t—1
Reseni tlohy: z(t) =z(0) + Y y(j) =3 > i—1 > 1=13-2t(t—1)— 3t = 1t(t —2)
1=0 =0 1=0
2. Equilibria: = ye" %Y, y = z. Odtud (z7,y7) = (0,0), (x3,y5) = (a_’;_l, aj_l)

_ 7ae'l“7ay7y (1 . y)erfayfy
Extinkéni rovnovaha (0, 0):
J(0,0) = <(1’ e0>7 trJ(0,0) = 0, detJ(0,0) = —e",
Dostateéna podminka nestability —1 > —e”, tj. e” > 1 je pro kladné r splnéna, (0,0) je nestabilni.

s T T .
Koexistence (a+1’ pn )

ar T

* * - - * * r * *
J(z3,y3) = < al+1 0a+1) ;o trd(ag,y3) = 7aa—+1’ det J(z3,v5) =

,
a+1"

Dostateéna podminka stability:

ar 1<
a+1 a+1

ar - r
a+1 a+1

-1<1

<2

aodtud a < 1,7 < 2(a+1).

Je-li %r — 1 < a < 1, pak je equilibrium ( e asymptoticky stabilni, je-li alespon jedna

r_ _r_
a+1’ a+1
z téchto nerovnosti obracena a ostra, je rovnovaha nestabilni.

Interpretace:
_ (20,
y(t+1) =x(t), y(t+1)<y(t)> ©
T 1) = exp (r —ax(t) — ,
rnmuten ey = (W ey a0 ) i)

y — juvenilni jedinci (larvy),
2 — adultni jedinci (imaga),

Mezi adultnimi i mezi juvenilnimi jedinci se projevuje vnitrodruhova konkurence.

Juvenilni jedinci konkuruji adultnim.

Pokud je subpopulace adultnich jedinci ,mala®“, y < 1, pak adultni podporuji riist subpopulace
juvenilnich; pokud je subpopulace adultnich jedinct ,,velkd*, y > 1, pak adultni omezuji rist sub-
populace juvenilnich.

Jde tedy o formu Alleho efektu.



