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Kapitola 1

Prolog

Nejprve se pokusime sestavit jednoduchy matematicky model néjakého procesu, tj. déje, ktery
se odehrava v pribéhu casu. O modelovaném procesu budeme piedpokladat, Ze ho lze kvanti-
fikovat, Ze jeho stav v konkrétnim case lze vyjadrit ¢islem. Pritom si budeme pfedstavovat, Ze
tento proces pozorujeme nebo popisujeme v oddélenych ¢asovych okamzicich. Béh ¢asu si tedy
budeme predstavovat jako diskrétni, jako plynouci v néjakych krocich nebo taktech, jejichz
trvani budeme povazovat za jednotkové. Tato predstava rovnomérné diskrétné plynouciho c¢asu
bude v celém textu podstatna.

Konkrétné pijde o model rustu néjaké populace, jeji ,,stav® bude vyjadien jako jeji velikost.

Zakladnim objektem vystupujicim v modelu bude posloupnost. Pravé ¢leny posloupnosti
budou vyjadfovat stav procesu v jednotlivych okamzicich. U posloupnosti si budeme vsimat
jejil monotonnosti, ohrani¢enosti, existence nebo neexistence limity, ptipadné jiné charakteris-
tiky chovéni posloupnosti. To ukazuje, Ze je uzite¢né pfipomenout nékteré zakladni poznatky
o posloupnostech, pripadné je uvést v novych souvislostech. Zejména si ukdzeme, ze pro po-
sloupnosti muzeme vytvorit kalkulus, ktery je analogii diferencialniho a integralniho po¢tu pro
funkece.

Jednoduchy model ristu populace

Predstavme si populaci slozenou z néjakych organismi; mohou to byt obratlovci, rostliny,
mikrobi — na zvolené trovni abstrakce na jejich povaze nezélezi. VSechny jedince budeme po-
vazovat za stejné, jeden od druhého se nijak nelisi, v prubéhu svého Zivota se nijak neméni. Do
nasi ivahy zahrneme jediné dva déje — vznik a zanik jedincu tvoricich populaci; jedinci vznikaji
(rodi se, lihnou, kli¢i, pudi, ...) a zanikaji (umiraji, hynou, déli se, ...). Jako jedinou kvanti-
tativni charakteristiku populace budeme uvazovat jeji velikost; ta mtze byt vyjadiena poc¢tem
jedinct, populacni hustotou, celkovou biomasou a podobné. Dale si budeme predstavovat, ze
velikost populace zjistujeme v pravidelnych ¢asovych intervalech, jinak receno, Ze mame né-
jakou ,prirozenou jednotku ¢asu, takze mizeme ¢asové okamziky ocislovat pfirozenymi ¢isly
0,1,2,.... Je celkem jasné, ze

(velikost populace v ase t + 1) = (velikost populace v ¢ase t) +
+ (mnozstvi jedinct vzniklych v ¢asovém intervalu od ¢ do t + 1) —
— (mnozstvi jedincii uhynulych v ¢asovém intervalu od t do t + 1).

Z tohoto pojmového modelu vytvorime model matematicky tak, ze zavedeme veli¢inu x zavislou
na Case, tedy © = xz(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost populace

1



2 KAPITOLA 1. PROLOG

v Casovém okamziku ¢. Déle ozna¢ime B(t) mnoZstvi jedincti vzniklych v ¢asovém intervalu

od t do t + 1 a D(t) mnozstvi jedinct uhynulych v tomto obdobi. Symboly jsou voleny tak,

Ze x oznacuje veli¢inu, kterou chceme znat, B je zkratkou slova ,birth“ a D slova ,death®.
Uvedené slovné vyjadiené rovnici nyni mizeme déat tvar

z(t+1) = z(t) + B(t) — D(1). (1.1)

Abychom z této rovnice mohli spocitat velikost populace v jednotlivych ¢asovych okamzicich,
potiebujeme jesté specifikovat veli¢iny B(t) a D(t). Vzhledem k predpokladu, Ze v8ichni je-
dinci jsou stejni, miizeme ocekavat, ze kazdy z nich , vyprodukuje“ béhem ¢asového intervalu
jednotkové délky urcité stejné mnozstvi zivych potomki; oznacme toto mnozstvi b. Alterna-
tivné bychom mohli Fici, Ze b je stfedni hodnota poc¢tu potomki jedince za jednotkovy ¢asovy
interval. Hodnota b tedy nemusi byt celé ¢islo. Celkové mnozstvi jedinct vzniklych v casovém
intervalu od ¢t do t + 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

7 téhoz predpokladu také mizeme odvodit, ze kazdy jedinec mé v libovolném intervalu jed-
notkové délky stejnou pravdépodobnost, Ze uhyne; ozna¢me tuto pravdépodobnost d. Klasicky
spoc¢itame pravdépodobnost, Ze jedinec béhem jednotkového intervalu uhyne jako podil mnoz-
stvi uhynulych jedincii a mnozstvi vSech jedinci, tj. d = D(t)/x(t), neboli

D(t) = dz(t). (1.3)

P1i odvozeni vztahu (1.2) jsme v8ak uvazovali, jako by se neménilo mnozstvi jedinct, ktefi
zili v Gasovém okamziku ¢ a ,,produkovali“ potomky v prubéhu intervalu do okamziku ¢t + 1.
Mlcky jsme tak ptijali dalsi zjednodusujici predpoklad: k rozeni dochézi , kratce po zacatku*
uvazovaného ¢asového intervalu, k thyniim az po dokonéeni procesu reprodukce. Moznost, ze
néjaky jedinec vznikne i zanikne v témZe jednotkovém casovém intervalu, neméa na vztahy
(1.2), (1.3) vliv. Takovi jedinci by totiz nemohli byt zahrnuti mezi Zivé potomky, kterych je b,
a tim padem by v odvozenych rovnostech viibec nefigurovali.

Vyjadfeni (1.2) a (1.3) dosadime do rovnice (1.1). Dostaneme

x(t+1) =x(t) + bx(t) — dx(t),
nebo po trivialni apravé
z(t+1) = (1+b—d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovnici nazyvame porodnost (birth rate); tento parametr je kladny, nebot
v nevyhynulé populaci musi novi jedinci vznikat. Parametr d nazyvame umrtnost (death rate);
ponévadz vyjadiuje pravdépodobnost, nabyva hodnot mezi 0 a 1 — amrt{ je mozné, ale neni
nutné. Tedy

b>0, 0<d<l. (1.5)

Oznac¢ime-li
r=1+b-d, (1.6)

muZeme rovnici (1.4) zapsat v kratsim tvaru

z(t+1) =ra(t); (1.7)



parametr r nazveme koeficient ristu (rustovy koeficient, growth rate). Vyjadiuje relativni
prirtustek populace za jednotku ¢asu. Podle podminek (1.5) plati

r > 0. (1.8)

Rovnost (1.7) muZeme chapat jako rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost

{z(0),2(1),2(2),x(3),... }

s kvocientem r, dobfe znamou ze stfedni skoly. Pokud tedy na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, je
velikost populace rovna

2(0) = &o, (1.9)

kde &y je néjaké kladné ¢islo, pak velikost populace v libovolném ¢asovém okamziku ¢ je rovna
x(t) = &or'. (1.10)

Dostavame tak prvni zavér: velikost populace roste jako geometricka posloupnost (,,populace
roste geometrickou fadou®). Tento zavér — ovSem odpozorovany na ristu obyvatelstva severo-
americkych osad, nikoliv odvozeny uvedenym postupem — zpopularizoval Thomas Malthus ve
svém slavném Pojednéni o principech populace z roku 1798. Proto rovnici (1.7) s pocéate¢ni
podminkou (1.9) budeme nazyvat malthusovsky model ristu populace.

Zavér bychom ale méli formulovat opatrnéji: pokud se populace vyviji podle modelu (nebo,
jak se fikalo az do posledni tietiny 20. stoleti, ,,podle pfirodniho zékona*) daného rovnosti (1.7)
a na pocatku ma velikost rovnu &y, pak jeji velikost v ¢asovém okamziku ¢ je ddna vyrazem
na pravé strané rovnosti (1.10). Je-li pfitom r > 1, tj. porodnost je v&tsi nez tmrtnost, pak
velikost populace roste nade vSechny meze, tlg?o x(t) = oo; je-li r < 1, tj. amrtnost je vétsi nez
porodnost, pak populace vymira, tlgrolo z(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost by se vyrovnala

s amrtnosti, velikost populace by se neménila, z(t) = £ v kazdém ¢asovém okamziku t.

Geometricky riust populace skuteéné miize byt pozorovan v piipadech, kdy populace je
mala a prostiredi, ve kterém se vyviji, je prakticky neomezené; jako napt v dobé pocatec¢niho
osidleni Ameriky imigranty z Evropy a zapadni Afriky, nebo rtst kolonie bakterii na zivném
substratu. Malthusovsky model (1.7) tedy za jistych podminek popisuje rust realné populace.
Ovsem zadna populace nemuze riust nade vSechny meze, pfinejmensim proto, ze povrch Zemé
je konec¢ny.

Nyni jsme tedy v situaci, Ze pro popis rustu (nebo pfesnéji pro popis vyvoje velikosti) po-
pulace mame matematicky model (1.4), ktery adekvatné popisuje skutecnost za jistych, dosti
omezujicich pfedpokladi. Chtéli bychom vsak mit model, ktery zachovava ,,dobré vlastnosti
modelu (1.4), tj. spravné popisuje jednak vymirani populace, v niz a tmrtnost vétsi nez po-
rodnost, a také pocatecni faze ristu malé Zivotaschopné populace, ale nema jeho ,vlastnost
Spatnou®, tj. nepredpovidé nerealisticky neomezeny rust.

V omezeném prostiedi velka populace spotifebovava velké mnoZstvi omezenych zdroji, na
jedince pfipadne jejich mensi podil a proto se mu nebude dostavat energie k reprodukci. Je-
li tedy v prostfedi s omezenymi zdroji velka populace, je jeji porodnost (pocet potomku na
jedince) mensi, nez by byla v pfipadé, Ze by populace byla mala.

Velka populace zneéistuje prostiedi produkty svého metabolismu; Zadny organismus ale
nemitize zit v prostiedi tvofeném odpady jeho ¢innosti nebo zivota. Je-li tedy populace v
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omezeném prostiedi velkéd, na jedince pripadne vétsi mnozstvi produkovanych odpadnich latek,
které byvaji toxické a proto se umrtnost v populaci zvetsi.

Témito Gvahami mtzeme dojit k zévéru, ze u velké populace je mala porodnost nebo
velkd amrtnost. Tyto jevy se vzajemné zesiluji podle (1.6), rist populace pisobi pokles risto-
vého koeficientu. Pii ,,vylepSovani* modelu (1.4) tedy konstantni koeficient ristu r nahradime
ngjakym vyrazem zavislym na velikosti populace, n&jakou funkei proménné x. Model ristu
populace tedy muze mit obecny tvar

z(t+1) =g(z(t))z(t). (1.11)

Pritom funkce g je definovana pro nezaporné hodnoty argumentu x a je klesajici. Chceme, aby
model (1.7) byl specidlnim piipadem modelu (1.11) pro ,malé“ velikosti populace. Pfesnéji
tento pozadavek vyjadfime ve tvaru

g(0) =r>1. (1.12)

V tomto pripadé se r nazyva wvnitini koeficient ristu (intrinsic growth rate). Vyjadiuje ma-
ximalni mozny relativni piirtstek velikosti populace za jednotku c¢asu, tj. takovy pirirtstek,
ktery by populace méla v prostiedi s neomezenymi zdroji.

Existujici populace Ziji v dynamické rovnovéze se svym prostiredim, jejich velikost se dlou-
hodobé neméni, prestoze jedinci se rodi a umiraji. Toto pozorovani vede k predpokladu, Ze pro
kazdou populaci existuje néjaka ,rovnovazné velikost*. Pokud by populace byla vétsi, spotie-
bovéavala by vice zdroju nebo produkovala vice odpadu a jeji rustovy koeficient by byl mensi
nez 1. Naopak, kdyby populace byla mensi nez ,rovnovazna“, méla by nadbytek zdroji na
jedince a ,prebytecna“ energie by se mohla vyuzit pro reprodukci. Ristovy koeficient takové
populace by byl vétsi nez 1. Tyto tvahy nyni vyjadiime tak, Ze pro klesajici funkci g existuje
konstanta K takova, ze g(K) =1,

(3K > 0) g(K) = 1. (1.13)

Hodnota K vyjadiuje kapacitu (iZivnost) prostieds.

Funkce g vystupujici v modelu (1.11) je tedy klesajici a spliuje podminky (1.12), (1.13).
Tuto funkci potrebujeme dale néjak specifikovat.

Nejjednodussi volbou je linearni funkee,

r—1
K

g(z) =r— x,

tato funkce je na obr. 1.1 znazornéna modrou piimkou. Model (1.11) tedy ziska tvar

x(t+1) = z(t) (7“ - TI_(lm(t)> . (1.14)

Tato rovnice se nazyva logistickd. Jako model ristu populace ji patrné poprvé pouzil John
Maynard Smith ve slavné knize Mathematical Ideas in Biology'.

Rovnici (1.14) 1ze opét chapat jako rekurentni formuli pro néjakou posloupnost. Pro obecny
¢len takové posloupnosti vSak nezname vzorecek. Aspon ale mizeme vypoditat prvnich nékolik
¢lenu této posloupnosti pro riuzné hodnoty parametri. Tyto simulace provedeme pro hodnoty
K =1 a z(0) = & = 0,01; to lze interpretovat jako riist populace v neobsazeném prostiedi,



Obrazek 1.1: Riazné moznosti volby funkce g na pravé strané obecného modelu (1.11) ristu
populace v prostiedi s omezenymi zdroji.
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Obrazek 1.2: ReSeni logistické rovnice z(t + 1) = x(t) (r— (r — 1)z(t)) s pocateéni hodnotou
x(0) = 0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Pro » = 1,5 je FeSenim rostouci posloupnost s
limitou 1 (rovnovazna velikost populace), pro r = 2,95 FeSeni konverguje k hodnoté 1 s tlume-
nymi oscilacemi, pro r = 3,83 feSeni pro dostatetné velké hodnoty ¢asu ¢ (zhruba od ¢ = 15)
skoro pravidelné osciluje kolem hodnoty 1 s periodou 3, pro r = 4 nelze zadnou pravidelnost
feSeni vysledovat.
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Obrézek 1.3: Reseni Bevertonovy-Holtovy rovnice z(t + 1) = z(t) s poc¢atecni

,
1+ (r—1)x(t)
hodnotou z(0) = 0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Ve v8ech pfipadech je FeSenim rostouci
posloupnost s limitou 1 (tj. hodnotou rovnovazné velikosti populace).

do néhoz invadovalo nékolik jedinct, rovnovaznou velikost populace pritom povazujeme za
jednotkovou. Nékolik vysledki téchto simulaci je na obr. 1.2.

Vidime, Ze pro malé hodnoty koeficientu r, presnéji pro r < 2, populace roste. Pro malé
hodnoty ¢, rist pfipomina geometrickou posloupnost, poté se stane skoro linearnim (pfipomina
aritmetickou posloupnost s kladnou diferenci), pak se zpomali az dosdhne hodnoty kapacity
prostiedi a rust ustane. Jinak Feceno, posloupnost zadané rekurentné rovnosti (1.14) je rostouci
omezenou posloupnosti, pro niz plati

tlggox(t) =K. (1.15)

Pokud je hodnota riustového koeficientu r vétsi, presnéji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
prekroc¢i hodnotu kapacity prostiedi, ale s tlumenymi oscilacemi se na této hodnoté postupné
ustali. Stale tedy plati (1.15), ale posloupnost jiz neni monotonni.

P1i jesté vétsi hodnoté r se hodnoty posloupnosti neustali na kapacité prostiedi, ale kolisaji
kolem ni. Pro mensi r pravidelné, pro velka r jiz z obrazka zddnou pravidelnost vypozorovat
nemuzeme.

Z téchto pozorovani muZzeme uzaviit, Ze model (1.14) miZe popisovat jak populaci, jejiz
velikost je v dynamické rovnovaze se svym prostfedim (takové jsou napf. populace velkych
saveil, nazyvame je K-stratégové — ustali se na hodnoté K), tak populaci, jejiz velikost kolisa
(to je typické napt. pro drobné hlodavce, nazyvame je r-stratégové — maji velkou hodnotu r).
Jeden model popisuje riizné ekologické jevy. To je jeho velkd pfednost a proto je model (1.14)
dobrym adeptem na ,,objeveny pfirodni zédkon‘.

Velkd nevyhoda modelu (1.14) v8ak spociva v tom, Ze pro velkou pocatec¢ni hodnotu &gy
jsou jeji dalsi hodnoty zaporné, konkrétné pro {y > Kr/(r — 1) je z(1) < 0. Realna populace

!Cambridge Univ. Press, 1968



nemitize mit zdpornou velikost. Pfitom velkd poc¢ateéni hodnota muze vyjadfovat napt. to, ze
se v dusledku né&jaké ekologické disturbance skokem zmensila tzivnost prostiedi. Model (1.14)
tedy neni dostate¢né obecny.

Naznaceny problém modelu (1.14) spoc¢iva v tom, Ze funkéni hodnoty funkce g jsou pro
velké hodnoty argumentu zaporné. Potrebujeme tedy klesajici funkci, kterda ma vlastnosti
(1.12), (1.13) a navic je pro v8echny hodnoty argumentu kladna. Takovou funkci mize byt

funkce lomena,
rK

90 = F e
ktera je na obr. 1.1 znazornéna zelenou kiivkou. Prislusny model ma tvar

rK
K+ (r—1)z(t)

z(t+1) = z(t) (1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt?, nezévisle na nich a jinym zptisobem
ho odvodila Evelyn Pielou®. Casto byva nazyvan Bevertonova-Holtova logistickd rovnice nebo
logisticka rovnice Pielou.

Opét muzeme vypocitat nékolik prvnich ¢lenti posloupnosti pro kapacitu prostiedi K = 1,
s pocatecni hodnotou zg = &y a s riuznymi hodnotami koeficientu r, viz obr. 1.3. V tomto
pripadé vidime, ze vysledna posloupnost vzdycky roste a dosahne kapacity prostiedi, tedy
pro libovolnou hodnotu 7 plati vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodny pouze pro popis
populace K-stratégu.

Cenou za odstranéni nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazenim modelem (1.16) je ztrata
universality. Oba modely (1.14) i (1.16) maji n&jaké ,,dobré vlastnosti“, ale také ,nedostatky*.
Zkusime v modelu (1.11) pouzit funkci g, ktera je ,,néco mezi“ funkei linearni a lomenou.

Elementarni klesajici kladna funkce, ktera ma vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejiz hodnoty
jsou mezi hodnotami funkce linearni a lomené, je funkce exponencialni

g(z) = P/ K — Ii/g: exp [(1 — %) lnr] ,

viz na obr. 1.1 ¢ervenou kiivku mezi modrou piimkou a zelenou kfivkou. Pfislusny model je
tvaru
x(t)

z(t+1) = x(t) exp [(1 - 7) lnr] (1.17)

a zavedl ho William Ricker?. Byva nazyvan Rickerova (logistickd) rovnice. Vypocitame-li
z ného nékolik prvnich ¢éleni posloupnosti pro kapacitu K = 1 a s pocateéni hodnotou
z(0) = & = 0,01 pro nékolik hodnot ristového koeficientu r, vidime na obr. 1.4, Ze model
(1.17) je universalni jako model (1.14) a nema jeho vadu.

Jesté si miuzeme povsimnout skute¢nosti, ze malthusovsky model (1.7) je meznim piipadem
v8ech logistickych modeli (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K — oco. Malthusovsky model proto
lze povazovat za popis rustu populace v prostiedi s neomezenymi zdroji, tj. s nekonecnou
azivnosti.

2R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynamic of exploited fish populations. Fisheries Investigations
Series 2(19). Ministry of Agriculture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3E. C. Pielou, Mathematical Ecology. Wiley Interscience, 1977

4W. E. Ricker, Stock and recruitment. J.Fish.Res.Board Can., 11:559-623, 1954
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Obrézek 1.4: Reseni Rickerovy rovnice z(t 4+ 1) = z(t)r'*® s pocatetni hodnotou z(0) =
0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Pro r = 2,5 je feSenim rostouci posloupnost s limitou
1 (rovnovazna velikost populace), pro r = 5 feSeni konverguje k hodnoté 1 s tlumenymi
oscilacemi, pro r = 10 FeSeni pro dostatecné velky ¢as ¢ (zhruba od ¢ = 10) pravidelné kolem
hodnoty 1 kolis&, pro r = 20 jiz zddnou pravidelnost v chovani feSeni nelze vypozorovat.

1.1 Posloupnosti

1.1.1 Zakladni definice a vlastnosti

Intervalem celijch ¢isel rozumime libovolnou z mnozin
p.dNZ={p,p+1p+2,....q},

(_OOaQ]mZZ{""q_2,q_1aQ}’ [Paoo)ﬂZ:{P,P+1,P+2,---}, Z;

prvni z nich je omezeny shora i zdola, stru¢né omezeny, ostatni jsou neomezené, druhy interval
je omezeny shora, tfeti je omezeny zdola. Tteti z uvedenych intervaltt budeme nékdy znacit
Zy; pro zdiraznéni skutecnosti, Ze mnozina celych ¢isel ,,bézi od —oo®, budeme nékdy psat
7="7_«
Necht I C 7Z je interval celych ¢isel. Klademe
" {I \ max I, je-li I omezeny shora,
1, jinak.

Definice 1. Necht I C Z je interval celych ¢isel. Redlnd posloupnost (v 8ir$im smyslu) je
zobrazeni a intervalu I do mnoziny realnych ¢isel R, a : I — R.

Privlastek ,realna“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(¢) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji -ty clen posloupnosti. Hodnotu nezévisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud je interval I omezeny zdola a ty = min I,
fekneme, Ze tg je pocdtecni index posloupnosti.
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Mnozinu posloupnosti definovanych na intervalu I C Z ozna¢ime symbolem P; nebo struc-
néji P, pokud nehrozi nedorozuméni nebo nezalezi na definiénim oboru.
Posloupnost a definovanou na intervalu I miizeme také zapisovat pomoci jejich ¢lenii jako

{a(t }t =p> I = [pa Q] ﬂZ,
{a(t}t =p> I:[,OO)QZ,
{a(t }t—foo’ I = (_OOaQ] N Z,
(

)
)
)
{a®)}2 -, I=17,

nebo struéné {a(t)}, pokud defini¢ni obor neni podstatny.

Tvrzeni 1. Bud I C Z interval. MnoZina posloupnosti P; je vektorovym prostorem nad
polem reédlnych ¢isel R. S¢itani posloupnosti je definovano vztahem

(a+0)(t) =a(t) + b(t) pro vechny posloupnosti a,b € Pr a kazdé t € I,
nulovym prvkem je posloupnost o € Pr takova, ze Imo = {0}, t;.
o(t) =0 pro vsechna t € I,
néasobeni skaldrem je definovano vztahem
(cwa)(t) = aa(t) pro vSechny posloupnosti a € Py a vechna ¢isla a € R.

Véta 1. Necht I C 7Z je interval obsahujici alespon n prvki a ayi,as, ..., a, jsou posloupnosti
z prostoru Pr. Oznacme

al (t) a2 (t) - Ay, (t)
ay(t+1) as(t+1) an(t+1)
C(t) =C(tar,az,...,an) = . . , o
a(t+n—1) a(t+n—-1) ... ap(t+n-—1)

Pokud existuje t € I takovy index, Ze C(t) # 0, pak jsou posloupnosti ai,as, ..., an linedrné
nezavislé.

Jsou-li posloupnosti ay,as, ..., a linedrné zdvislé, pak C(t) = 0 pro vSechny indexy t € Z.
Diikaz: Necht pro konstanty aq,as, ..., oy plati

aial + aeag + -+ apay =0
a necht t € Z, je takovy index, ze C(t) # 0. Z pfedchozi rovnosti nyni plyne

aqaq (t) + asas(t) + - 4+ apan(t) =0
ara1(t+1) 4+ agas(t+1) + -+ 4+ apay(t+1) =0

arai(t+n—1)+agas(t+n—1)+ -+ +anap(t+n—1) =0.
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To je homogenni soustava n linearnich rovnic pro n neznamych o, g, ..., a C(t) je jeji
determinant. Odtud plyne, Ze tato soustava ma jen trivialni feSeni, tj.

ol =09 =---=aqa, =0.

To ov8em znamené, Ze posloupnosti ai,ao,...,a, jsou linearné nezavislé a prvni tvrzeni je
dokézano.
Druhé tvrzeni je bezprostfednim dusledkem prvniho. ]

Pozndmka 1. Determinant C'(t; a1, aq, ..., a,) zavedeny v predchozi vété se nazyva Casoratidn
posloupnosti a1, as,...,a, v indexu t. Tvrzeni 1 lze tedy preformulovat: Jsou-li posloupnosti
ai,as, ..., a, € Prlinearné zavislé, pak jejich Casoratian je nulovy v kazdém indexu, v némz
je definovan.

Definice 2. Posloupnost a € Pr se nazyva

rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(VteI)a(t) <a(t+1);

ryze rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I plati nerovnost a(t) < a(t + 1),
tj. (Vt e I)a(t) < a(t+1);

klesagict, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I* plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(VteI)a(t) > a(t+1);

ryze klesagici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I plati nerovnost a(t) > a(t + 1),
tj. (Vt € I)a(t) > a(t + 1);

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;
ryze monotonni, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;

stactondrni, pokud je soucasné rostouci a klesajici.

Terminologickd pozndmka. Uvedend jména monotonnich posloupnosti jsou méné obvykla — posloupnost
splnujici podminku
(th S Zto)(vtg S Zto) t1 <ty = a(tl) < a(tg)

je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliiujici podminku
(th (S Zto)(vtg (S Zto) t1 <ty = a(tl) < a(tg)

,rostouci”, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradi¢néjsi terminologii vSak posloupnost, ktera
neni ,klesajici jesté nemusi byt ,neklesajici (napf. posloupnost dana rovnosti a(t) = sint).

V terminologii zavedené v Definici 4 je ryze rostouci posloupnost také posloupnosti rostouci; pojem
oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho pojmu lisi privliastkem
(v pojeti aristotelské logiky nebo biologické klasifikace 1ze slovo ,rostouci” povazovat za rodové jméno,

slovo ,ryze* za druhové jméno).®

Pozndmka 2. 7 tranzitivity relaci <, <, >, > plyne, Ze posloupnost a € Py je

5 Analogicka terminologie byla navrzena v knize L. KosMAK. Zdklady matematickej analjzy. Bratislava-
Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Misto slova ,ryze® je tam pouzivano slovo ,,ostro“. V anglicky psané literature
se nékdy mluvi o strictly increasing a increasing, pripadné strictly decreasing a decreasing, sequences.



1.1. POSLOUPNOSTI 11

— rostouci pravé tehdy, kdyz (Viy,to € It; <ty = a(ty) < a(te);

ryze rostouci pravé tehdy, kdyz (Vti,te € I)t; < to = a(t1) < a(t2);

— klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,te € I)t1 < ta = a(t1) > a(ta);

— ryze klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,ta € I)t; < ta = a(ty1) > a(ta).
Pozndmka 3. Obor hodnot stacionarni posloupnosti je jednoprvkovy, tj. existuje @ € R takové,
ze Ima = {a} a (Vt € Doma)a(t) = a.

Je-li a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psat a = a. S pouZitim této
symboliky muzeme nulovou posloupnost zapsat jako o = 0.
Pozndmka 4. Vsechny pojmy zavedené v Definici 2 lze relativizovat na néjaky podinterval
nezavisle proménné. Napi. posloupnost a € Py se nazyva klesagici na intervalu [n,m|] C I,
jestlize pro kazdy index posloupnosti ¢ takovy, ze {t,t + 1} C [n,m] N I plati a(t) > a(t + 1),
tj.

(Vt € [n,m]"){t,t + 1} C [n,m]NDoma = a(t) < a(t+1).

Definice 3. Bud a € P; a t € I*. Rekneme, 7e index ¢ je

uzel posloupnosti a, pokud a(t) =0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;

argument lokdlniho maxima, pokud a(t) > a(t+1) at —1 € Doma = a(t) > a(t — 1);
argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1¢€ Doma = a(t) < a(t — 1);
argument ostrého lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1)at—1€ Doma = a(t) > a(t—1);
argument ostrého lokdlntho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1¢€ Doma = a(t) < a(t—1);

argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokdlnfho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokdlnfho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokdlnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivime pro ostré lokilni extrémy, maxima a minima.

Definice 4. Posloupnost a € Pr se nazyva

ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zZadny ¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje néjaké hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;
ohranicend, pokud je ohrani¢ené zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h.

Pozndmka 5. Je-li interval I ohraniceny. I = [p,q| NZ, pak je kazda posloupnost z mnoziny
‘Pr ohrani¢ena. Takova posloupnost totiz obsahuje jen koneény pocet ¢lentl, proto existuje
maximum a minimum této posloupnosti a

min{a(t)}{_, < a(t) < max{a(t)}{_,.

Pojem ohranicenosti posloupnosti ma ,rozumny“ smysl jen pro posloupnosti definované na
neomezenych intervalech.
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1.1.2 Limita a hromadny bod posloupnosti

A7 do Poznamky 6 bude I C Z interval, ktery neni omezeny shora a mnozinu P; budeme
strucné oznacovat P.

Definice 5. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mmnoziny posloupnosti P do rozsifené
mnoziny realnych ¢isel R* = R U {—o00,00}. Obraz posloupnosti a pii zobrazeni lim znacime
tlim a(t). Rekneme, Ze limita posloupnosti a je rovna hodnoté o € R*, pokud ke kazdému
nde el

okoli ar existuje takovy index posloupnosti 7, ze vSechny ¢leny posloupnosti a s indexy velikosti
alespon 7 jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = « pokud (VO())(3r € Z)(Vt € I)t > 7 = a(t) € O(a).

t—o00

Limita se nazyva vlastni, pokud « € R, tj.

lima = lim a(t) = a € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — a| < e.

t—o00

Limita se nazyva nevlastni, pokud a € {—o0, 00}, tj.

lima = lim a(t) = oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—o0
Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje a € R, a = tlim a(t). Posloupnost
—00

a € P se nazyva divergentni, pokud neni konvergentni; divergentni posloupnost, ktera ma
nevlastni limitu, lim a(t) = co nebo lim a(t) = —oo, se nazyva urcité divergentni..
t—o0 t—o0

Terminologickd pozndmka. Nevlastni limita posloupnosti v u¢ebnich textech o posloupnostech obvykle

nebyvéa povazovana za limitu; ,,nevlastni limita neni limita, stejné jako nevlastni matka neni matka‘.

Tato konvence umoziuje uspornéjsi formulaci nékterych tvrzeni. Vadou na kréase tradi¢néjsi termino-

logie je skutecnost, ze pokud se napiSe tlim a(t) = a a tlim a(t) = oo, tak stejné symboly na levych
— 00 — 00

stranach téchto rovnosti oznacuji ,,podstatné rizné“ objekty.

Souslovi ,ur¢ité divergentni* se tradi¢né nebo standardné pouziva pro popis chovani nekoneé¢nych
fad. Pouzivdm ho pro posloupnosti, abych zduraznil skutec¢nost, ze divergence do nekonecna je kvali-
tativné odlisna od od kolisani kolem né&jaké hodnoty, at uz s omezenou nebo neomezenou amplitudou.
Jina nestandardni terminologie by mohla byt:

— konvergentni (sbihagici): tlim a(t) =a €R,

—00
— devergentni (odbihagict): |tlim a(t)] = oo,
—00
— divergentni (rozdbihagici): v ostatnich p¥ipadech.
Véta 2. Monotonni posloupnost md limitu. Podrobnéji:
e je-li a rostouci neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
—00
e je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
— 00

e je-li klesajici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf{a(t) : t € Doma};
— 00

o je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
— 00
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Diikaz: Necht posloupnost a je rostouci a neohranic¢end. Bud h € R libovolné. Ponévadz je

posloupnost a neohranicené, existuje 7 € Dom a takovy index, Ze a(7) > h+ 1 > h. Ponévadz

je posloupnost a rostouci, pro kazdé ¢t > 7 je a(t) > a(1) > h, tj. tlim a(t) = oo a prvni tvrzeni
— 00

je dokazéno.

Necht posloupnost a je rostouci a ohrani¢ené shora. Ponévadz je ohranic¢ené shora, existuje
a =sup{a(t) : t € Doma}. Pro kazdy index t € Doma je a(t) < a, tj. a(t)—a < 0. Bud ¢ > 0
libovolné. Z vlastnosti suprema plyne, Ze existuje index 7 € Dom a takovy, Ze a(7) > a — ¢,
tj. a(t) +& > a. Ponévadz je posloupnost a rostouci, pro kazdy index t > 7 plati a(t) > a(7).
Celkem dostavame
0<a(t)—a(r)<alt)—(a—e)=c+ (alt) —a) <e
a druhé tvrzeni je dokazéano.

Platnost tretiho a ¢tvrtého tvrzeni ukazeme analogicky. O

Disledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takové, ze Im k C Z. Pak tlggo k(t) = oc.
Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdé t € N.
Necht h € R je libovolné ¢islo. K nému existuje ¢t € N, ze t > h — k(0). Pro tento index ¢ plati
Et)>k(t—1)+1>k(t—2)4+2>--->k(0)+t>k(0)+h—k(0) =h.
To znamené, Zze posloupnost k£ neni ohrani¢ena shora a dokazované tvrzeni plyne z Véty 2. [J

Tvrzeni 2. Oznacme P® mnozinu konvergentnich posloupnosti z vektorového prostoru P, tj.

P‘:{aeP: (Ba e R)a = lim a(t)}'

t—o00

Pak P*® je vektorovy podprostor prostoru P a zobrazeni lim : P®* — R je linearni.

Diikaz: lim(aa + Bb) = tlim (ca + Bb)(t) = oztlim a(t) + ﬁtlim b(t) = alima+ flimb e R
— 00 — 00 — 00
O

Definice 6. Necht a € P je libovolna posloupnost a k € Py je ryze rostouci posloupnost
celych ¢isel takova, ze Imk C Doma, tj. k(0) > 7 = inf{a(t)}. Pak slozené zobrazeni a o k se
nazyva posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k dusledku Véty 2 je slozené zobrazeni a o k z pfedchozi definice skutecné po-
sloupnost, t-ty ¢len vybrané posloupnosti je a(k(t)).

Tvrzeni 3. Necht a € P je konvergentni nebo uréité divergentni posloupnost. Pak o € R*

je jeji limitou, tj. lima = lim a(s) = «, pravé tehdy, kdyz « je limitou kazdé posloupnosti
5—00

vybrané z posloupnosti a;

lima= lim a(s) =a <
S§—r00

((Vk € P) [Imk C Doma, (¥ € mk)k(r + 1) > k(r), lim k(t) = oo} =

limaok = lim a(k(t)) = a).

t—o00
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Diikaz: ,=*: Bud O(«) libovolné okoli limity « a a o k libovolnéd posloupnost vybrana z po-
sloupnosti a. K okoli O(«) existuje s; € Z takové, Ze pro vSechna s € Doma, s > s1 je
a(s) € O(a). Mnozina {t € N: k(t) > s1} je podmnozinou dobfe uspofadané mnoZiny pfiro-
zenych ¢isel, a tato mnozina je neprazdna, nebot tlgrolo k(t) = oo. Existuje tedy

t1 =min{t e N: k(t) > s1}.
Pro libovolné t > ¢ je k(t) > k(t1) > s1, a tedy
a0 k(t) = a(k(t)) € O(a).

»<="“: Necht sp € Dom a. Definujme k € Py vztahem k(t) = sg+t. Pak aok je posloupnost
vybrana z posloupnosti a. Je tedy
1’ — |1 = i = .
Jgm,ae) = fim also +4) = fig a(k(t)) = o
O
Definice 7. l—t{ekneme7 ze a € R* je hromadny bod posloupnosti a, pokud ke kazdému okoli
a a kazdému celému ¢&islu 7 existuje takovy index ¢ posloupnosti a, ktery neni mensi nez 7 a
¢len a(t) posloupnosti lezi v tomto okoli, tj.

a € R* je hromadny bod posloupnosti a pokud
(VO(«)) (VT € Z) (3t € Doma) t > 7,a(t) € O(a).

Tvrzeni 4. Hodnota a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a pravé tehdy, kdyz existuje
posloupnost a o k vybrana z posloupnosti a takova, ze lima o k = a, tj. tlim a(k(t)) = a.
—00

Diikaz: ,=*: Necht a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostouci
posloupnost k € Py takovou, ze Doma C Z a limao k = a.

Bud O(«) libovolné okoli bodu a a sy € Doma libovolny prvek.

Polozime k(0) = sg. K sg existuje s; € Doma, Ze s1 > so a a(s1) € O(a).

Polozime k(1) = s1. K s; existuje sy € Doma, Ze s3> s1 4+ 1 a a(sz) € O(a).

Polozime k(2) = sy atd.

Vysledkem této induktivni konstrukee je ryze rostouci posloupnost k € Py; pritom k(t) = s;
a s; € O(«a) pro kazdy index ¢ > 0 a tedy a o k(t) = a(s¢) € O(a). Pro vSechny indexy ¢ > 0
je aok(t) € O(a), coZ znamené, Ze lima o k = .

»<=": Necht existuje vybrana posloupnost a o k takova, ze lima o k = a € R*. Necht O(«)
je libovolné okoli o a 7 € Z je libovolné ¢islo. Podle Definice 5 existuje ¢islo 71 € Z takové, ze
pro kazdé t > 11 je ao k(t) € O(«a). Vezmeme t; € Dom k takové, ze t; > 71, k(t1) € Doma
a k(t1) > 7; takové &islo t; existuje, nebot posloupnost k je rostouci a lim k = oo. Polozime
s1 = k(t1). Pak s1 > 7 a a(s1) = a(k(t1)) = aok(t1) € O(a), tedy a je hromadnym bodem
posloupnosti a. O

Tvrzeni 5. Necht existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadnym bodem posloupnosti
a.

Diikaz plyne bezprostiedné z Tvrzeni 3 a 4, nebot posloupnost lze povazovat za vybranou ze
sebe; vybirajici posloupnost k € Py je definovana vztahem k(t) = ¢. O

Piiklady. Uvazujme posloupnosti z mnoziny Py.
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a) a(t) = (—%)t, obr. 1.5 a).
Jediny hromadny bod je 0.

b) b(t) = (—1), obr. 1.5 b).
Hromadné body jsou 1 a —1.

) eft) = (-1 + (-3)' = (-

c= {2,—%, %,—3—?, %,—%, . }, obr. 1.5 ¢). Hromadné body jsou 1 a —1.

d) Definujme posloupnost m € Py predpisem m(t) = [§ (/1+ 8t —1)], kde [z] oznacuje
celou ¢ast z redlného &isla x.
Polozme d(t) =t — & (m(t) + 1)m(t).
d=1{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,... }, obr. 1.5 d).
Kazdé prirozené ¢&islo se v této posloupnosti vyskytuje nekoneé¢né mnohokrét, je tedy
jejim hromadnym bodem. Vybrana posloupnost
{0,1,2,3,4,... } = {a(0),a(2),a(5),a(9),a(14),... ,a(3t(t + 3)),... }

diverguje do oo, je tedy také oo hromadnym bodem posloupnosti d.

e) Uvazujme posloupnosti m a d zavedené v piedchozim piikladu a polozme

1, t=0,
e(t) =

d(t)

@y L2 1,

e(t)={1,0,1,0,1,1,0,4,2,1,0,%,2,21,0,1,2,2 2 1,0,... }, obr. 1.5 ¢).
Kazdé racionélni ¢islo z intervalu [0, 1] se mezi ¢leny této posloupnosti vyskytuje neko-
nefné mnohokrat. V kazdém okoli libovolného reélného ¢isla z intervalu [0, 1] existuje
néjaké racionalni ¢islo g € [0, 1]. To znamena, ze kazdé realné &islo z intervalu [0, 1] je
hromadnym bodem posloupnosti e, mnozina vSech hromadnych bodi vyplni kompaktni
interval [0, 1].

Priklady ukazuji, Ze posloupnost miize mit jeden hromadny bod (a), kone¢né mnoho hromad-
nych bodu (b, ¢), spocetné (d) nebo nespocetné (e) mnoho hromadnych bod; hromadny body
mohou byt konecné (a, b, c, e) nebo nekoneéné (d); konecny hromadny bod muze byt ¢lenem
posloupnosti (b, d, e) ale nemusi (a, c, e). [ |

Tvrzeni 6. Mnozina hromadnych bodiu libovolné posloupnosti a € P mé nejmensi a nejvétsi
prvek v mnoziné R*.

Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.7., str. 131. ]

Definice 8. Nejmensi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes inferior a oznacuje
litm inf a(t); nejvétsi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes superior a oznaluje
— 00

lim sup a(t).

t—o00

Z definice bezprostiedné plyne

litm inf a(t) < limsup a(t).

—00 t—00
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Obrazek 1.5: Priklady posloupnosti s riznymi mnozinami hromadnych bodi.

Posloupnost a € P je ohranic¢ené zdola pravé tehdy, kdyz
—oo < liminf a(t);
t—o0
je ohranic¢ena shora pravé tehdy, kdyz

limsup a(t) < oo;

t—o00

je konvergentni praveé tehdy kdyz

—oo0 < liminf a(t) = limsup a(t) < oo;
t—o0 t—o0

nemé (vlastni ani nevlastni) limitu pravé tehdy, kdyz

liminf a(t) < limsup a(t).
t—o0 t—00

Pozndmka 6. Limity a hromadné body byly zavedeny pro posloupnosti definované na intervalu,
ktery neni omezeny shora. Popisuji ,,chovani posloupnosti pro indexy v okoli nekonec¢na‘“.

Pro posloupnosti definované na intervalu, ktery neni omezeny zdola, lze zavést analogické
pojmy, popisujici ,,chovani posloupnosti pro indexy v okoli minus nekone¢na*“. Limity a hro-
madné body ,,v nekoneénu* miizeme nazyvat w-limity a w-hromadné body, limity a hromadné
body ,,v minus nekone¢nu“ pak nazveme a-limity a a-hromadné body.

Zavedeme a-limity a a-hromadné body ponékud presnéji. Bud a posloupnost, jejiz defini¢ni
obor neni omezeny zdola. Definujme posloupnost k € Py tak, ze k(0) € Doma a k(i) = k(0)—i
pro i =1,2,.... Limitu v okoli minus nekonecna definujeme piedpisem

lim ya(t) = tiillnooa(t) = JLH;O a(k(n)).

Podobné
liminf a(t) = liminf a(k(n)), limsup a(t) = limsup a(k(n)).

t——00 n—00 t——o00 n—00

Hromadné body v okoli minus nekoneéna posloupnosti a, které mizeme nazyvat a-hromadné
body posloupnosti a, definujeme jako hromadné body ,slozené” posloupnosti a o k € Py, tj.

{a(km)} o
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1.1.3 Soucty a souciny c¢lenti posloupnosti

Definice 9. Necht I C Z je interval celych cisel, n, m € I takova ¢isla, ze pro n > m — 1 plati
n+1lelam—1¢€l. Soucet cleni posloupnosti a € Pr od m do n definujeme vztahem

n a(m)+a(m+1)+---+a(n), n>m,
Za(t): 0, n=m-—1,
t=m —(a(n+1)+an+2)+-+alm—-1)), n<m-1

Soucin cleni posloupnosti a € Pr od m do n definujeme pro n > m — 1 vztahem

- _Ja(m)a(m+1)---a(n), n=>m,
Mo

, n=m—1;

pokud n < m+1aa(t)#0prote[n+1,m—1]NZ, klademe

“ 1
Ha(t): a(n+Da(n+2)---a(m—1)

n—1 m—1 l n n
aty==Ya), Yat)+ Y at)=3a),
t=m t=n t=m t=l+1 t=m
n iz;na(n B t)7 nzm, n—1 ¢ n—1
alt) = ’0 > alr)=> (n—ta(t)
t=m _Z a(m o t), n<m-— 1’ t=m T=m t=m

pro vSechna m,n,l takova, Zze uvedené soucty jsou definovany.
Pokud navic a(t) # 0 pro t € Dom a, pak

t=m H a(m—t), n S m — 1, t=m T7=m t=m
t=m—n

pro v8echna m,n,[ takova, ze uvedené souciny jsou definovény.

Diikaz: Necht m < n. Pak také m —1 <n — 1 a tedy

m—1 n—1
a(t) = —(a(m) + a(m + 1)+ - +a(n—1)) = = > a(t),

coz je ekvivalentni s prvni rovnosti. Jeji platnost budeme v dalsich ¢astech dikazu vyuzivat.
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Platnost druhé rovnosti ovéiime pro m < n. Je-li m <1 < n, pak

l n n
Za(t)—i— Z a(t) = (a(m)+a(m~+1)+---+a(l))+ (a(l+1)+a(l+2)+---+a(n)) = Y al(t);
t=m t=Il+1 t=m

l n n
je-lim<n=1pak > a(t)+ > a(t)= > a(t)+0;
t=m t=l+1 t=m
l

je-lim < n <, pak t:ém a(t) + i a(t) = a(lt)— > a(t)= i a(t);

t=I+1 t=m t=n+1 t=m

l n m—1 n n n
jellil+1=m<n,pak > at)+ > a(t)= > alt)+ > a(t)=0+ > a(t) = > al(t);
t=m t=Il+1 t=m t=m t=m t=m
l n m—1 n n
jellil+1<m<n,pak > a(t)+ > a(t)=—= > alt)+ > alt)= > alt).
t=m t=1+1 t=1+1 t=I+1 t=m

V piipadech m > n a m = n ukdZeme platnost druhé rovnosti analogicky:.
P1i ovérovani tieti rovnosti rozlisime ¢tyti pripady:

je-li n > m pak i a(t)=a(m)+am+1)+---4+a(n—1)+a(n) =

t=m
=a(n—0)+a(n—1)+- +a(n—(n—m)) = > a(n—1);
t=0

m—1 0
jellin=m—1pak > a(t)=0=> a(n—1t);

t=m t=1

m—2 m—1 1 0
je-lin=m—2pak > a(t)=— > at)=—-a(m—-1)=—=> alm—1t)= > alm—1t);

t=m t=m—1 t=1 =2

n -1 m—n—2

je-lin <m—2pak Y a(t)=— alt)y=— >, am—-1—-1t)=

t=m t=n-+1 t=0

Ctvrtou rovnost dokazeme tplnou indukef:

m—1 t m—1
pro n =m plati > < > a(7)> =0= > (m—1t)a(t);

indukent krok ,vpred®: é im a(r) = T"m a(r) + ;i; fm o(r) =
- éa(t) + j;i(n ~ Ba(t) = a(n) + :L_i;(n 4 Da(t) =
— (n+1—n)a(n) + nf(n +1—talt) = tim(n +1—t)a(t);
indukeni krok ,vzad*: :z; T:im a(r) = jz; ém a(r) + jzj Tim a(r) =
— Zg (n— t)a(t) — tngll T:tma )= tnzi (n— t)a(t) — n;; a(r) =

—1 n—2

_ :Z (n—t —1)a(t)

Rovnosti pro soucin ovérime stejné. O

I
—
S
|
~
|
—_
~—
—~
SN—
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1.2 Operatory na prostoru posloupnosti

1.2.1 Operator posunu

Definice 10. Necht I C Z je interval celych ¢isel. Operdtor posunu (shift operator) -7 : Pr —
Prw priradi posloupnosti a posloupnost a” definovanou vztahem

a’(t) = a(t+1).

Véta 3. Operdtor posunu -° je linedrni zobrazeni prostoru Pr na prostor Pr«. Pokud interval
I obsahuje nejmensi prvek, pak toto zobrazeni neni prosté.

Diikaz: Necht a,b € Py jsou libovolné posloupnosti, o € R libovolné ¢islo. Pak
(a+0)7(t) =(a+b)(t+1) =a(t+1) +b(t+1) = a”(t) + b7 (t) = (a” +b7) (¢),

(a)? (t) = (a)(t+1) = aa(t + 1) = aa’(t) = (aa?) (t)

a zobrazeni -7 je proto linearni.
Necht nyni b € Py« je libovolnéd posloupnost. Pokud interval I neobsahuje nejmensi prvek
(tj. inf I = —o0), polozime
alt)=0b(t—-1), tel,

pokud interval I obsahuje nejmensi prvek p € Z (tj. p = min I), polozime

b(t—1), t
oty = Pt g
0, t=p,

pak a’(t) =a(t+1)=b(t+1—1) =b(t), tedy a” = b a zobrazeni - je surjektivni.
V piipadé p = min I miiZeme také polozit

b(t—1), ¢
Mﬂz{( hotee o
L, t=p,

Pak a # a a a” = b= a”, takZe zobrazeni -7 neni injektivni (prosté). O

1.2.2 Diference

Definice 11. Necht I C Z je interval celych ¢isel. Operdgtor (pruni) diference (vpied) ((first
forward) difference opemtor) A : P; — Pyw priradi posloupnosti a posloupnost Aa definovanou
vztahem
Aa(t) =a(t+1) — a(t).
7 definice operatoru diference a posunu plyne, Ze

Aa=a’ —a, a’® =a+ Aa, (1.18)

nebo strucnéji a presnéji A = -7 —idp,., -7 = A +idp,..
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Pozndmka 7. Operatory posunu a diference komutuji na prostoru posloupnosti, tj. pro kazdou

posloupnost a € Py plati
(Aa)? = A(a%).

Pro libovolny index ¢ € (I*)" totiz plati
(Aa)?(t) = (Aa)(t+1) =a(t+2)—a(t+1)=a(t+1) —a’(t) = A(a?) (1).

Véta 4. Operdtor diference A je linedrni zobrazeni prostoru Pr na prostor Pr« a jeho jadrem
je mmozina posloupnosti staciondrnich na intervalu I".

Diikaz: Ukdzeme platnost tvrzeni o jadru. Ostatni tvrzeni plynou z Véty 3.
Pro posloupnost a € Pr plati a € ker A pravé tehdy kdyz pro kazdy index ¢t € I" je
a(t+1) —a(t) =0, coz je ekvivalentni s rovnosti a(t + 1) = a(t). O

Vétu 4 lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se stejnym definiénim oborem a
pro kazdé realné ¢islo o plati

A(aa) = ala, A(a+b) = Aa+ Ab, (1.19)

Aa = o pravé tehdy, kdyz posloupnost a je stacionéarni.
Z rovnosti (1.19) bezprostiedné plyne

A(a —b) = Aa — Ab.
Méame tedy formule pro diferenci souc¢tu a rozdilu posloupnosti.

Véta 5 (Diference sou¢inu a podilu posloupnosti). Bud I interval celijch ¢isel a a,b € Pr.
Pak plati

b bO' o

Aab = bAa + a”Ab = ¥ Aa + aAb — z Aa+ “za Ab, (1.20)
Pokud b(t) # 0 pro kazdy index t € Dom b, pak plati
1 Ab

A-=—— 1.21

b bbe’ (121)

7h — ab” Aa — aA “Aa —a’A T)Aa — 7)A
Ag:ab ab” _bAa—alAb b’Aa—a b:(b—l—b)a (a—l—a)b. (122)
b bbe bb® bbe 2bb°

Diikaz: Prvni rovnost v (1.20) plyne z vypoc¢tu

(Aab)(t) = a(t + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
=a(t+ )bt +1) —a(t + 1)b(t) + a(t + 1)b(t) — a(t)b(t) =
=a(t+1)(b(t+1) = b(t)) + b(t)(alt + 1) —a(?)),

druhéa z vypoctu

(Aab)(t) = a(t + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
=a(t+1)b(t+1) —a(t)b(t + 1) + a(t)b(t + 1) — a(t)b(t)
t)

= (a(t+1) —a())b(t+1) +a(t)(b(t + 1) — b(t))
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a treti je disledkem prvnich dvou.
Necht vSechny ¢leny posloupnosti b jsou nenulové. Pak

a a(t+1) a(t) a(t+1)b(t) —a(t)b(t+1)
(a3) @ = bE+1)  b() bt + 1)b(2) !

coz je prvni rovnost (1.22). Z ni plyne rovnost (1.21); z té a z rovnosti (1.20) plynou zbyvajici
rovnosti (1.22). O

Pozndamka 8. Pro zjednoduSeni zapisu muZzeme zavést (nestandardni) operdtor primérovani
o Pre — Pre vztahem

a'(t) =% (a+a%) (t) = (alt) + a(t +1)).

D[ —

Pii tomto oznaceni muZeme zapsat formule pro diferenci soucinu a rozdilu posloupnosti ve
tvaru

_ wL o a_ (Aa) b* — a* (AD)
Aab = (Aa) V" + at (AD), Ab r .

1.2.3 Sumace

Nejprve ukazeme jednu souvislost mezi diferenci posloupnosti a soucty jejich ¢leni. Bud a € Py
libovolné posloupnost, ¢y € I libovolny index. Pro kazdé t € I polozime

t—1
s(t) = ali). (1.23)
1=to
t t—1
Pak podle Tvrzeni 7 plati As(t) = > a(i) — > a(i) = a(t), strucné
i=tg i=to
t—1
AN a(i) = a(t), (1.24)
to

coz znamena, ze posloupnost a je obrazem posloupnosti s pii zobrazeni A, diference souctu je
puvodni posloupnost.

Diference, jakozto linearni zobrazeni mnoziny posloupnosti, neni prosté. Neexistuje tedy
k nému zobrazeni inverzni. Ale podle pifedchozi poznamky lze k libovolné posloupnosti a najit
posloupnost, jejiz diference je rovna posloupnosti a. Kazdou takova posloupnost 1ze povazovat
za vzor posloupnosti pfi zobrazeni pomoci operdtoru diference. Nasledujici definice tedy ma
smysl.

Definice 12. Necht I je libovolny interval celych ¢isel. Antidiference posloupnosti a je libo-
volné posloupnost A € Py, kde J je takovy interval celych ¢isel, ze J* C I a plati

pro vSechny indexy ¢ € I.
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Jsou-li A a A dvé antidiference posloupnosti a, pak pro kazdy index t plati
0=AA(t) — AA(t) = A(A — A)(t),

coz znamenad, ze diference rozdilu dvou antidiferenci jedné posloupnosti je prvkem jadra dife-
rence (chapané jako linearni zobrazeni). Podle Véty 4 to znamené, Ze dvé antidiference jedné
posloupnosti se lis o konstantu. Jinak fe¢eno, pfi¢tenim konstanty (konstantni posloupnosti)
k antidiferenci posloupnosti a dostaneme antidiferenci posloupnosti a.

Jedna antidiference posloupnosti a je dana souc¢tem (1.23). Pravé vyraz na pravé strané
rovnosti (1.23) budeme povazovat za reprezentanta antidiferenci.

Predchozi tvahu lze provést pondkud ,,matematic¢téji“: Budte I a J intervaly celych &isel takovych,
ze J® C I. Na mnoziné posloupnosti P; definujme relaci =a vztahem

a=ab & (3ceR)(Vte Ia(t) —b(t) =

Snadno ovérime, ze tato relace je ekvivalence.

Nyni definujeme antidiferenci jako zobrazeni ¥ : P — P;/=, takové, Ze pro kazdou posloupnost
a € Py a pro libovolnou posloupnost A € Ya plati AA = a. Antidiference ¥ je bijekci mnoziny
posloupnosti P; na faktorovou mnozinu Py /=, .

Abychom odstranili jistou neur¢itost v definici antidiference, zavedeme jesté jiny pojem.

Definice 13. Bud [ interval celych ¢isel. Operdtor sumace od ty je zobrazeni ¥, : Pr — Pr,
které prifadi posloupnosti a € Py posloupnost ¥;,a definovanou vztahem

t—1

Yi,a(t) = Z a(i).

i=tg

Véta 6. Necht I je interval celijch cisel, tg € I. Operdtor sumace od ty je linedrni prosté
zobrazeni mnoziny Pr do mnoziny Py, které neni surjektivni.

Diikaz: Budte a,b € P, libovolné posloupnosti a a, 8 € R libovolna ¢isla. Pak

t—1
Em(aawb)(t):Z( a(i) + Bb(i) —aZ +ﬁ§jb = aXy,a(t) + B4, b(t)

pro libovolny index ¢ € Dom a. To znamena, Ze zobrazeni Y, je linearni.

Piipustme, Ze zobrazeni ¥;, neni prosté, tj. existuji riizné posloupnosti a,b € Py takové,
ze Yyya(t) = X4 b(t) pro vSechna ¢ € I. Ponévadz a # b, existuje index ¢; € Doma = Dom b
takovy, Ze a(t1) # b(t1). To znamena, Ze

t1 t1 t1—1 t1—1
0=Sa(ts +1) = Sypb(ts +1) = > a@) = Y b)) = > ali) +alty) = > b(i) — b(tr) =
i=tg i=tg i=to i=to

== Etoa(tl) + a(tl) - Etob(tl) - b(tl) == a(tl) - b(tl) 75 0,

COZ je spor.
to—1
Pro libovolnou posloupnost a € Py plati ¥y a(tg) = > a(i) = 0, takze posloupnost b € Py
i=tg
takova, Ze b(tg) # 0 neni obrazem Zzadné posloupnosti a € Pr pii zobrazeni Y. O
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Bud I interval celych ¢isel a tg, ¢ € I libovolné indexy. Pak plati

t—1 t—1 t i—1
S Aa) =Y (ali+1) —a(i) = Y a(i) =Y a(i) = a(t) — alto),
i=to i=to i=to+1 i=to

strucneée

t—1
> Aafi) = alt) — alto), (1.25)

i=to

Rovnosti (1.24) a (1.25) muzeme bezprostfedné prepsat na tvar

AYya(t) = a(t), Y Aa(t) = [al! (1.26)

to*
Abychom jesté zestrucnili zapis, zavedeme operator |y, : Pr — Py predpisem

alty (t) = a(t) — a(to)-

Operator |4, lze interpretovat jako odecteni ¢p-tého ¢lenu posloupnosti. Pokud posloupnost
a € Pr je takova, Ze a(ty) # 0, pak

alt, (to) = a(to) — a(ty) = 0 # a(ty) = idp, a(ty),
coZz znamena, ze idp, # |,. Porovnanim rovnosti (1.24) a (1.25) nyni vidime, ze
AYy, = idp, # |1, = i, A.
To zejména znamena, Ze operatory diference a sumace nejsou vzajemné inversni na mnoziné

Pr.

Operatory posunu a sumace od tg na prostoru posloupnosti obecné nekomutuji, tj. existuje
posloupnost a € P takova, ze
(Etoa)a # Elfoaa'

Jedna se napt. o geometrickou posloupnost a(t) = k' s kvocientem s # 1; pro ni totiz plati

t " t—1

; 1-k
(31a)? () = E /1’:/11_%
i—1 i=1

o1 — K1 K — K

, (Z1a%) (t) = Z KT =k =

1-r "1

g

Operatory ¥y, a -2 vSak komutuji na podprostoru {a € P : a(tp) = 0}. Pro kazdy index ¢ €

Dom a totiz plati
¢

(St0)7 (1) = Sealt +1) = Y a(i),

i=to
t—1 t—1 t
S’ (t) =Y a®(i)=> a(i+1)= Y  a(i).
i=to i=tg i=to+1

Tvrzeni o linearité operatoru sumace lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se
stejnym definiénim oborem a pro kazdé realné ¢islo a plati

Yoa = aXya, S (a+b) = Xa+ 3, b.
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7 téchto rovnosti bezprostiedné plyne
Eto (CL — b) = Etoa — Etob-

Mame tedy formule pro sumaci sou¢tu a rozdilu posloupnosti. Jisté vyjadfeni sumace soucinu
posloupnosti vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 7 (Sumace ,per partes). Bud T € ZU{—o0}, a,b € Py aty € Doma. Pak plati

EtoaAb = ab\to — Etob(’Aa, (127)
EtoaoAb = ab|t0 - EtObAa. (128)
Diikaz: Podle (1.25) plati
t—1
S A(ab)(i) = a(t)b(t) — alto)b(to)
i=to

a podle druhé z rovnosti (1.20) a Véty 6 plati

t—1 t—1 t—1 t—1
Z A(ab)(i) = Z (b(i + 1)Aa(i) + a(i)Ab(i)) = Z b(i + 1)Aa(i) + Z a(i)Ab(3).

Odtud jizZ plyne rovnost (1.27). Rovnost (1.28) odvodime analogicky s vyuZitim prvni z rovnosti
(1.20). O

1.2.4 Diference a posun vyssiho radu

Operatory -7, A a ¥, jakozto zobrazeni z mnoziny P do sebe muzeme skladat. Slozeny
operator A? = A o A, tj. operator, ktery posloupnosti a piifadi posloupnost definovanou
vztahem

A?a(t) = A(Aa(t)) = Aa(t +1) — Aa(t) = (a(t+2) —a(t +1)) — (alt +1) —a(t)) =
=a(t+2)—2a(t+ 1)+ a(t)

nazyvame druhd diference (vpred). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe A" = Ao A" ! a
tento operdtor nazyvime n-td diference (vpred). Pro n = 0 mtzeme psat Ala(t) = a(t), tj.
A% = idp.

Slozeny operator . prifadi posloupnosti a posloupnost definovanou vztahem
a” (t) = a(t + 2). Obeend pro n € Z, n > 1 klademe -7" = 0 7" ' tedy a”" (t) = a(t +n),
aa’ (t)=a(t+0) =a(t), tj. -°" =idp.

Tvrzeni 8. Bud a € P libovolna posloupnost, n € N. Pak

Ala(t) = f:(_w‘ (7;) alt+n—1i) = f:(—w‘ (7;) a" (1),

=0 i=0

a”" (t) = a(t +n) = En: (7;) Ala(t).

1=0
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Diikaz: Uplnou indukei.

Ala(t) = Aa(t) = a(t + 1) —a(t) = (—1)° <(1)> a(t+1—0)+ (=1)! <1> a(t+1—1).

Indukéni krok pro druhou formuli:

25

a(t+n):Aa(t+n—1)+a(t+n—1):A§<”Zfl> Na(t)+§<”;1> Ala(t) =

1=0

n—1 B ' el :
:Aiz;< Z, 1) Na(t)+;< Z. 1>Aa(t)+a(t) _
- Ani <” B 1> Ala(t) +§ (?;f) A*la(t) + alt) =

=0
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Pozndmka 10. Ponévadz slozeni linearnich zobrazeni dévé linearni zobrazeni, je n-ta diference
linedrni zobrazeni mnoZiny posloupnosti P; do mnoziny posloupnosti P(... rx)s)s...)x libovolny
interval celych ¢isel, ktery je alespon n + 1-prvkovy.

1.3 Diferenc¢ni a sumacni pocet

Nésledujici t¥i véty plynou primo z Definic 2, 3 a 11.

Véta 8. Necht a € P je posloupnost a necht celd ¢isla m, n spliiuji podminky m € Doma,
n > m. Pak plati

e a je rostouci na intervalu [m,n] prdivé tehdy, kdyZ pro kazdy index t € |[m,n) plati
nerovnost Aa(t) > 0, tj.
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je ryze rostouci na intervalu [m,n] prdve tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je klesajici na intervalu [m.n] prdvé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0;

e a je ryze klesajict na intervalu [m,n] prdvé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0

e a je monotonni na intervalu [m,n| prdavé tehdy, kdyz posloupnost Aa na intervalu [m,n)
nemeéni znaménko, t;.5

(((Elt)t € [myn—1] A Aa(t) >0) = ((¥)t € [mn—1] = Aalt) > o)) A

A (((Ht)t € [m,n—1] A Aa(t) <0) = ((Vt)t € [m,n—1] = Aa(t) < 0));

e a je ryze monotonni na intervalu [m,n] takovém, Zen >m+1 an+1 € Doma, prdvé
tehdy, kdyz mezi indexy t € [m,n) nent uzel posloupnosti Aa, tj.

(Vt)t € [m,n—1) = Aa(t)Aa(t+1) > 0.

Véta 9. Necht a € P je posloupnost a t € Dom a. Pak plati

e { je argumentem ostrého lokdlniho maxima pravé tehdy, kdyz Aa(t) < 0 a pokud t nent
pocdtecnt index, pak Aa(t — 1) >0, .

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

SPoviimnéme si, ze pii formulaci této podminky nestaéi pro viechny indexy t € [m,n — 1] poza-
dovat splnéni nerovnosti Aa(t)Aa(t + 1) > 0. Napi. posloupnost {0,0,1,1,0,0,1,1,0,...} ma diferenci
{0,1,0,—1,0,1,0,—1,...}, soucin jejich sousednich ¢leni je 0 a pFitom posloupnost nen{ monotonni. Za tuto
poznamku dékuji J. Macakovi.
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e ¢ je argumentem lokdlniho maxima pravé tehdy, kdyz

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e ¢ je argumentem ostrého lokdlniho minima pravé tehdy, kdyz

Aa(t) >0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)<0).

e ¢ je argumentem lokdlniho minima prave tehdy, kdyz

Aa(t) >0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)<0).

Véta 10. Necht a € P je posloupnost, inder t € Doma neni pocdtecni a t — 1 je uzlem
posloupnosti Aa. Pak index t je argumentem lokdlniho extrému. V pripadé A2a(t —1) < 0
se jednd se o mazimum, v pripadé A2a(t — 1) > 0 se jednd se o minimum. Pokud je pFitom
Aa(t — 1) # 0, pak je tento extrém ostry.

Véta 11 (Rolleova). Necht a € P je posloupnost a t1,to € Doma jsou takové indexy, Ze
t1 < t2 aa(ty) = a(te). Pak Aa(t — 1) = 0 nebo existuje index s € [t1,ta — 1), ktery je uzlem
posloupnosti Aa.

Diikaz: Kdyby zadny index z intervalu [¢1,t2 — 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle Véty 8
byla ryze monotonni na intervalu [¢, t2] a proto by nemohlo platit a(t;) = a(t2). O

Véta 12 (Lagrangeova o stiedni hodnoté). Necht a € P je posloupnost a t1,ty € Doma jsou
takové indexy, Ze t; < ty — 1. Pak existuje index s € [t1 + 1,ta — 1] takovy, Ze plati asporn jedna
z dvojic nerovnosti

tz) — a(tl)

Aa(s) < af t2) —a(t)

< Aa(s —1), Aa(s —1) < o Pa—

<A .
to — 1 - - a(s)

Diikaz: Polozme

b(t) = a(t) — M(t ).
to — 11

Pak b(t1) = a(t1), b(t2) = a(t2) — (a(t2) — a(t1)) = a(t1), coz znamena. Ze posloupnost b

splituje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € [t1,ts — 1] takovy index, ze Ab(c) = 0

nebo Ab(c)Ab(c+ 1) < 0. Polozme s = ¢+ 1. Pak je s € [t; + 1,12] a plati

Ab(s—1)=0 nebo Ab(s—1)Ab(s) <O0.

Dale podle Véty 4 je
to) — alt
Ab(t) = Aa(t) — aftz) —alt1)
to — 1
pro kazdy index t € Dom a, takze

Aa(s —1) — Ab(s — 1) = % = Aa(s) — Ab(s).

Pokud Ab(s — 1) =0, pak

Aa(s—1) = %Z(tl) < Aa(s) pokud b(s) >0,
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nebo

a(tz) — a(t1)
Aa(s) < T r—

Pokud Ab(s — 1)Ab(s) < 0, pak v pfipadé Ab(s — 1) > 0, Ab(s) <0 je

a(t2) — alt1)
ty —

= Aa(s —1) pokud b(s) <0.

Aa(s) < < Aa(s —1),

a v piipadé Ab(s — 1) < 0, Ab(s) > 0 je

a(tz2) —a(t)

Aa(s —1
a(s—1) < Pa—

< Aa(s). 0

Véta 13 (de I'Hopitalovo pravidlo, Stolzova-Cesarova véta). Budle a,b € P posloupnosti a
necht je posloupnost b od jistého indexu ryze monotonni, tj.

(37 € Dom b)(Vt € Domb) t > 7 = sgn Ab(t) = sgn Ab(1) # 0.

A
Jestlize tlim b(t)‘ = o0 a existuje limita lim A—Z, pak existuje také limita lim% a platt
—00

. alt) . Aa(t)

lim —2% =1 . 1.2

Jm 7 = (129)
Jestlize tlgglo a(t)=0= tliglo b(t) pak plati

lim inf Aa(t) < lim inf @ < lim sup @ < lim sup Aa(t) (1.30)

t—00 Ab(t) t—»00 b(t) t—00 b(t) t—00 Ab(t)

A
Zegména pokud existuje limita lim —Z, pak existuje také limita lim% a opét plati rovnost (1.29).

Diikaz: Necht pro ur¢itost Ab(t) < 0 pro ¢t > 7. V piipadé ryze rostouci posloupnosti b bychom
postupovali analogicky.

Necht ‘tlgglo b(t)‘ = 00. Ponévadz posloupnost b je klesajici, musi byt lggo b(t) = —oco podle
Véty 2 a tedy od jistého indexu g jsou vSechny ¢leny posloupnosti b zaporné

b(t) < 0 pro kazdy index ¢t > p.

Aa(t
Necht lim alt) = ¢ € R. Pak pro libovolné ¢ > 0 existuje index o takovy, Ze
t—00 Ab(t)
- Aa(t) s
c—¢ Ab(D) c+e

pro v8echny indexy t > 0. Pro t > max{o, 7} tedy plati
(¢ —e)Ab(t) > Aa(t) > (¢ + e)Ab(t).

Vezmeme libovolné indexy ¢ > max{7, o, 0}, to > t1 a sefteme piedchozi nerovnosti od ¢; do
to — 1. Podle (1.25) dostaneme

(c =€) (b(t2) = b(t1)) > a(t2) — alt1) > (c +¢)(b(t2) — b(t1))-
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Tyto nerovnosti upravime na tvar

ma (12 M) o) o)y M) at)

Limitnim pfechodem ¢35 — oo nyni dostaneme nerovnosti

t t
c—sgliggf%gligs;}p% <c+e.

Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati

a(t) a(t)

< liminf —= < lims — <
c_htrgloglf 0 —h?iiﬂp b = c,

a(t)

coz znamena, ze ve vSech nerovnostech nastane rovnost a tedy lim —= = c.
t—o00 b(t)
. Aa(t) . , L .
Pokud lim = —o00, pak pro libovolné h € R existuje index o takovy, Ze
t—o00 Ab(t)
Aa(t
a(t) _
Ab(t)

pro vSechny indexy t > o. Nyni mizeme zopakovat predchozi ivahy s tim, ze budeme pouzivat
pouze ,pravou Cast nerovnosti, v nichz misto ¢ + ¢ budeme psat h. Dostaneme

a(t)

coz vzhledem k tomu, Ze ¢islo A bylo libovolné, znamené, Ze tlim m = —00.
— 00
Aa(t
Pokud tlggo Azgt)) = 00, provedeme dukaz analogicky.

Necht nyni tlim a(t) =0= tlim b(t). Ponévadz pro ¢t > 7 plati Ab(t) < 0, podle Véty 8 je
—00 — 00
posloupnost b klesajici na kazdém intervalu [7, o], 0 > 7. Ponévadz tlim b(t) = 0, plati b(t) > 0
—00

pro kazdy index t > 7.

Aa(t
Prostiedni nerovnost v (1.30) je trivialni. Pokud litm inf alt) = —o0, je trividln{ i prvni

—oo  Ab(t)

nerovnost. Necht tedy

Aa(t)

lign inf =ceR,

tj. existuje index o takovy, Ze pro libovolné kladné &islo € a pro vSechny indexy ¢t > o plati

g

a(t
Ab(?)

~—

>c—e¢.

Pro vSechny indexy t > max{r, o} tedy méame nerovnost

Aa(t) < (¢ —e)Ab(t).
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Necht t1, to jsou libovolné indexy takové, ze to > t; > max{r,o}. Sectenim predchozich
nerovnosti od ¢; do t2 dostaneme podle (1.25) nerovnost

alts) —a(t) < (c—e)(b(tz) — b(t1))
ze které limitnim pfechodem t9 — oo plyne
a(ty) > (¢ —e)b(ty).

Ponévadz index t; > max{r, o} byl libovolny, pro kazdy index ¢ > max{r, o} plati

@ Z c—¢€,
b(t)
§ oo ea(t) o 1o - . . ) )
COZ znamena, ze htmmf m > ¢ — e. Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati prvni
—00
nerovnost v (1.30).
Posledni nerovnost v (1.30) dokazeme analogicky. O

Pozndamka 11. Predpoklad o ryzi monotonnosti posloupnosti b je podstatny. Uvazujme na-
piiklad posloupnosti a, b definované na N vztahy

2t2, t sudé,
2t,  t liché.

at)y=t, bt)=1+(-D)t*+(1-(-1))t= {
Pak je tli)rglob(t) =00, Aa(t)=(t+1)—t=1a

Ab(t) = (1+ (D" ¢+ 1?2+ (1 - (D" ¢+ 1) - 1+ (-1 > - (1 - (-1 t=
=2(-D)" e +t+1),

takze
. Aa(t) 1
lim = =0,
t—oo Ab(t) o0 2((—1)HH142 + ¢ +1)
avsak )
a(t) 1 _ o t sudé,
b(t)  (I+(D)t+1—- (=" |1 ¢liche,
CcOZ znamena, 7ze
o alt) 1 a)
1 f—= = —=1 —
ity =0 < g =lmsupg o

a limita podilu posloupnosti a, b neexistuje.
Pro pripad limity typu 8 uvazujme posloupnosti a, b definované na {1,2,3,---} vztahy

a(t) = % b(t) = (_tl) :
i [ B S (R I
o) =777 tt+1)  tt+1)
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1 1 t+(t+1 2t + 1
Ab(t) = (—1)t Lyl e EE D e 2L
t+1 t t(t+1) tt+1)
. I . L (-1)¢ B . Aalt) (-1)¢ B
tlggoa(t) N tlggo t 0 tlggo b(t) = tlggo t 0 tllglo Ab(t) e 2t 1
t
avSak limita podilu posloupnosti a, b neexistuje, nebot @ = (-1

b(t)

Véta 14 (o stfedni hodnoté sumacniho poc¢tu). Budle a,b posloupnosti a necht existuji celd
éisla m,n takovd, Ze m < n, m € DomaNDomb a pro kazZdy index t € [m,n] je b(t) > 0. Pak
ke kazdé dvojici indexi to,t1 € [m,n] existuje islo ¢ takové, Ze

min{a(t): m <t <n} <c<max{a(t): m<t<n} a Za(z)b(z) :ch(i).

Diikaz: Oznacme o« = min{a(t) : m <t <n}, A =max{a(t): m <t <n}.
Je-li t1 > tg, pak

t1 t1 t1
a) (i) < a(i)bi) < AY b(i),
i=to i=to i=to
je-li t; <ty — 1, pak
t1 to—1 to—1 to—1 t1
a) b(i)=—a > b)) =— Y a(bi)=-A > bi) =AY bli),
i=to i=t1+1 i=t1+1 i=t1+1 i=to
je-li t1 =ty — 1, pak
t1 t1
0= Z a(i)b(i) = Z b(i)
1=to 1=to
t1 t1
Odtud plyne, ze v kazdém piipadé, kdy > b(i) = 0, je také » a(i)b(i) = 0 a za ¢islo ¢ lze
i=to i=tg
vzit libovolné ¢islo z intervalu [, A].
t1
Je-li Y a(i)b(i) # 0, pak v piipadé t; > tg je
i=tg
1 . 1 . . 1 .
a ) b(i) 3o a(@b(@) A b(i)
o= 1=t S 1=to S 1=to — A,
t1 ) t1 ) t1 )
> b() > b(j) > b(j)
J=to J=to J=to
a v piipadé t; < tg — 1 je také
b1 . b1 . t()*l . t071 . . b1 . .
ad b)) a3 b e D0 b)) >0 a(i)b(i) 32 a(i)b(i)
i=to i=to i=t1+1 i=t1+1 i=to

to—1 - to—1 t1 -

S S S oGS ) S )

J=to J=to Jj=t1+1 Jj=t1+1 j=to
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Staci tedy polozit
t1
2 al(i)b(i)
1=to
t1 )
> b))

Jj=to

t1

=Y _a(i)

i=to

b(i)

t1

Jj=to

1.3.1 Piehled vzorci pro diferenci a sumaci

Tvrzeni Vét 4, 6, 5, 7 a relace (1.24), (1.25) muzeme shrnout:

e Aa=0 & (IyeR)a=xy
e Ala+b) =Aa+ Ab
e Al(aa) = ala

e A(ab) = bAa + a” Ab = b"Aa + alAb

1 Ab
As =22
* oY T Twe
a bAa — aAb
AL _0Ramand
* 2 bbo

o Eto(a + b) = Etoa + Etob
o Yy (aa) =aXya
e AYya=a

o X Aa = al

o Y alAb=ably, — X4 b7 Aa, 3,a” Ab = ably, — 3, bAa

2. b(7)

KAPITOLA 1. PROLOG

Uvedené vzorce plati pro posloupnosti a,b € P se stejnym defini¢nim oborem, jejich index

to € Doma = Domb a ¢islo o € R.

1.3.2 Diference a sumy nékterych posloupnosti

1. Geometricka posloupnost a(t) = k'

Akl = (k — 1K', Tkt = p—

zejména A2! =2, Y2t =2 — 1.

Diikaz: Akt = g — gt = Kkt (K — 1),

1 1
Z:to'%t — mzto(:‘i — 1)I€t = 1

kto (nt*to — 1)

1
Eto A:‘it =
Ii —

pro K # 1;
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2. Aritmetickd posloupnost a(t) = t:
At =1, Syt=3(t—1+t)(t—to);
zejména L1t =1+2+3 4+ (t —1) = 2t(t — 1).

Dikaz: At = (t+1) —t =1.
Dale plati A (3t(t — 1)) =
1
p

St = S A (5t — 1))

(t+ 1)t —t(t — 1)) = t, takZe podle (1.25) plati
tt—1)—dtoto—1) =3 (P -t —t3 +1to) =
=5 ((t—to)(t +to) — (t —t0)) = 5(t —to)(t +to —1). O
3. Aritmeticka posloupnost k-tého stupné a(t) = t*, k € N:

k
AtF =Y <k> th=1,

i=1 \!

1
2
1
2

k—1 k .
kit _ _ k—i
St = g [ =D —dhtto -0 - £, F,) mar)
1 k—1 k )
zejména pro tg = 1 je L1tk = Tl [t’“(t -1)— zzzl (z + 1) E1tk_z]-
Diikaz:

k
k .
Atk: k 4k _ k—z_ k kz_
(t+1)F —th=>" L)t =tk + Z t
i=0
V nasledujicim vypoctu vyuzijeme sumaci ,,per partes”, jiz odvozenou formuli pro dife-
renci aritmetické posloupnosti k-tého stupné a rovnost (1.25).
S th = Sy thAL = tF T, — By (t + 1) AR =
= tFTL b3 A - 3 AR =

k
B+l k1 kN ki1 ko k
=" " —%Z(Z-)t Tt =) =

=1

k
k —i
i=1

k
k —i
= tF(t — 1) — t5(to — 1) — kX4t =) <Z> Syt =

=2
k—1 L A
= tF(t — 1) = tf(to — 1) — kSyot" =) <Z L 1) Syt
=1

z této rovnosti jiz plyne druha dokazované formule. O

Tento vysledek miizeme diky linearité diference a sumace pfeformulovat: Je-li ¢len po-
sloupnosti dan polynomem k-tého stupné v indexu posloupnosti (tj. v proménné ¢), pak
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jeho diference je dana polynomem stupné k£ — 1 a jeho sumace polynomem stupné k + 1.

4. Faktoridlovad posloupnost je definovana pro libovolné celé ¢islo r a nezédporny index ¢
vztahem

Pro diferenci a sumaci faktoridlové posloupnosti plati:

t(7»+1) t((]rJrl)

AL = pp(r=1) s () — k —1.

t rt , tot T T+1,poud7"7é
Diikaz:

t41 t
s o=( 1 )11 )-
i=t—r+2 i=t—r+1
t t
:(t—|—1—(t—r—|—1))< H i)zr H il = -1
i=t—r+42 i=t—(r—1)+1
A 1 s r r+1

$0i = 5, (mAz< +1>> (e — ) N

5. Goniometrické posloupnosti cos(at + ), sin(at + f):

A cos(at + ) = —2sin %a sin (at + B+ %a) ,

Y4, cos(at + ) = [sin (at + 8- %a) — sin (ato + 8- %a)} ,

2 sin %a
pokud « # 2kw, k € Z.
Asin(at + ) = 2sin %a cos (at + 8+ %a) ,

;1 [cos (at + 08— %a) — oS (ato + 06— %a)] ,

Yy, sin(at + ) = — 5o Lo
2

pokud « # 2kw, k € Z.
Driikaz: Plati
AGi@i+8) = i (alt+D48) _ itar+9)  gilat+d) (g 1) =
= eilot+B)giza (ei%“ - e_i%“) = ellot+B) gizag; gin %a = 2i (sin %a) el(otHBt30)

:2sin%a(icos (at—{—ﬁ—k %oz) — sin (at—l—ﬁ—i—%a)).
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Formule pro diferenci posloupnosti cos(at + ) je redlna ¢ast této rovnosti, formule pro
diferenci posloupnosti sin(at + ) je jeji imaginarni Cast.
Formule pro sumaci posloupnosti cos(at + [3) nyni plyne z rovnosti (1.25) a vztahu

cos(at + ) = %A sin (at + 8 — 3a),

2 sin 50

ktery plati pro libovolné «, které neni celym nasobkem 27. Formuli pro sumaci posloup-
nosti sin(at 4+ ) odvodime analogicky. O

Piiklady.
t2

1. Vypocitame sumu El?'

Hledanou sumu upravime na tvar Y;¢2 (%)t a oznacéime a(t) = t2 a Ab(t) = (%)t Pak

Aa(t) =2t +1, b(t)= —~—F——L —1- ()"

Sumace ,,per partes tedy dava

= - o (12— () -t() ) =
t2 -
=2 - smr — (=) —tt— 1)+ % B+t (3 =
t2
=1+ () +2me (3)"

Posledni sumu opét upravime ,,per partes®:
t t—1 t
mtd) =t(1-)7)| - (1-0)) =
=t—t(3)7 DB () =1t ()T B (3)"
Dosazenim do predchozi rovnosti dostaneme vysledek

12 12

Sig=l-gg+81(3) +2-2(3) 7 +2m(3) =
£t + 2) -1 HE+2)+3
=3 +3(1- ()7 =6 - =

t—1 Lk
2. Vypocéitame soucet
w & T Dk + 2k +3)

pro t > 0.
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Pii vypoctu vyuzijeme rozklad na parcidlni zlomky a vzorce pro sumaci faktoridlové
posloupnosti.

t

= k — 1 3
= (k+ 1) (k+2)(k +3) _Zl <(/<:+1)(/<;+2) (/<:+1)(/<:+2)(/<:+3)> -

k=
t—1 t—1
k! k!
= ~3 — (=2 _3r(=3)) =
s ((k+2)! (k+3)! kl( )
=D 1= =2 1(=2) ! 1 3 ! 1!
—1 —1 —2 —2 t+1)! "2 T2\ (t+2)! 3!
1 1 3 1 31 t(t —1)

T i e e G2 276 A+ ni+2)

0
3. Vypocitame soucet (—1)%]“(]“_1) pro n € N.
k=—n

Nejprve si povSimneme, Ze (—1)%’“(’“_1) = /2sin (ijl)” = \/2sin (%’r + %) Pak s vy-
uzitim vzorce pro sumaci goniometrickych funkci dostaneme

i( 1)%k(k—1)_ V2 (7T+7T 7T> N L | I
T 2sinz P\2 Ty )T\ Ty Ty

k=—n

1.4 Cviceni

1. Rozhodnéte, zda je ohranifena posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je tvaru

| =

a) 1— (cos %)t, b) v c) Zi

E?

2. Rozhodnéte, zda je na mnoziné kladnych celych ¢isel monotonni posloupnost, jejiz obec-
ny ¢len a(t) je tvaru

t2+1 2t

- b) = c) t—logt.
) 5 TS ) £~ log
3. Dokaite, ze nasledujici posloupnosti jsou konvergentni:
) (t)? b) Zt? 1 ) t1
) C -
Y enr izot+1 i=o 4!
4. Vypocitejte limity posloupnosti
202 —t+3 th4t—1 t2—2t+3
a) ———, b) ———, c) ———,
324t —5 B34+t—1 t3—4t+5
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k .
S bit!
d) S0 e A0 £, e) V3L, HVEFT V2.
ZCiti
=0
V12 by L= (D) ) 3+ (=2)
g) P ) / ) 3+ 4 (—2)t+1
t' + Oét
- [ @
J) tt’ k) t ’ 1) tl?

1 2 3 (-1t 1 1 1 1
m)lpogty Tt ) Wistrataalt AT
1 3 5 2t —1 1 1 1 1
T — + + +o =,

) ettty ot p)\/Z VEFT VE+3 V2t
. (t)? |
q) tq ) |C.7| < 17 I‘) @a S) r+1 i;fb ’p6N7

1 ¢ t
t) — ip——, €N7 —
TP L v) 3

5. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti

a) (—1)t! <2 + §>, b) 1+

: s T 0) 4 ((a+b)+ (~1)(a— b)),
d) 27t t ) 1 1 t 1si tmw f) 1 Z( 1)@'711'
cos — —1-= G - _ _
5 ) e " sin -, ;2
6. Najdéte extrémni hodnotu posloupnosti na intervalu [1, c0)
t2 9 t 7/_{_ 9
— b) a(t) =2 — 9t — 1 t) = ,

n n n n
7. Na zakladé vysledki 1.3.2(2. a 3.) odvod'te vzorce pro Y. i, Y2, >3, Y it
=1 =1 =1 =1

Vysledky:
1. a) ano, 0 < a(t) < 2, b) ne, a(2t) > 2, ¢) ne, a(2) > 1+ 5t.
2. a) ryze rostouci, b) klesajici, c¢) ryze rostouci,

3. klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, b) klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, c¢) rostouci, shora ohra-
nicend napr. 1 + %.
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0, k<m
2 bfem, k=m, 9,f)0,2) 0,h) 1,1) L §)0,k) oo, 1) 0
a)g,b)OO,C)Od) 00 E>m Cbk>0 e) 7) 7g) ) ) al)ﬁaJ) ) )007)7

—00, k>m, cpbe <0,
m) 1, n) 1,0) 3, p) o0, q) 0, 1) 0, 8) 1%’ t) 3, u) 0.
o a) —2,2,b) 0,1,2,¢) a,b,d) 0,1, ¢) —e— /2, —e+ L/2, e — Le,e+ 1, f) -3, 1.
. a) Gmax = a(3) = 2, b) amin = a(4) = a(5) = =30, ¢) dmax = a(0) = a(10) = 512.

Y i=dnn+1), Y i?=itnn+1)2n+1), Y i = In?(n+1)2
] i=1 i=1



Kapitola 2

Diferenc¢ni rovnice

V avodu predchozi kapitoly jsme modelovali riist populace v omezeném prostiedi. Dospéli jsme
ke tfem ruznym modelim (1.14), (1.16) a (1.17). Hodnoty z(t) vyjadiuji velikost populace v
Case t. VSechny t¥i rovnice (1.14), (1.16), (1.17) modeluji, adekvatné do jisté miry, stejny
proces. OvSem jejich tvar je na prvni pohled dosti odlisny. Pokusime se tuto ,,vadu na kréase*
odstranit.

Pravou stranu rovnice (1.14) pfepiSeme ve tvaru

ra(t) — TI_(lx(t)z — (= Da(t) <1 - %) +a(t)

a Clen x(t) prevedeme na levou stranu. Dostaneme

x(t+1)—ax(t) = (r — 1)x(t) < - %) .

Na levé strané je diference posloupnosti x, rovnici proto miZzeme prepsat ve tvaru

Az(t) = (r — 1)x(t) <1 - %) ,

nebo stru¢né
T
=(r—1) <1_E>' (2.1)

Rovnici (1.16) postupné upravime.

Ka(t+1)+ (r — Da(t)x ( +1) =rKz(t),
Kax(t + 1) Kz(t) =rKz(t) — Kz(t) — (r — Dz(t)x(t + 1),
K(z(t+1)—2z@) = (r—1)Kz(t) — (r — Da(t)z(t + 1),
Aalt) = (= ya(o) 1 - “; ).

~ev e

AT (1-%). (2.2)

x

39



40 KAPITOLA 2. DIFERENCNI ROVNICE

Rovnice (2.1) a (2.2) jsou ,témér stejné®, lisi se pouze posunem posloupnosti na pravé
strané; na levé strané maji relativni zménu velikosti populace.

Rovnici (1.17) také upravime:
In L(t +1) = — _x(t) Inr,
x(t) K

x(t
Inz(t+1)—Inz(t) = <1 — (—)> Inr,
K
takZe pomoci operatoru diference dostaneme rovnici ve strué¢ném tvaru

Alnz = (Inr) <1 - %) . (2.3)

Vyrazy na pravych stranach rovnic (2.1) a (2.3) se lisi pouze ve faktorech r — 1 a Inr. OvSem
pro ,nepfilis velkd“ r je podle Taylorovy véty

Inr = i(—l)"“—(r _nl)n =r—1+ i(—l)"“L _nl)n,
n=1 n=2

takze hodnota r—1 je prvni aproximaci hodnoty In r. Pravé strany rovnic (2.1) a (2.3) jsou opét
»témér stejné“. Na levé strané rovnice (2.3) je absolutni zména velikosti populace vyjadiena
na logaritmické stupnici.

Levou stranu rovnice (2.3) také aproximujeme Taylorovym polynomem prvniho stupné.
Dostaneme

z(t+1) - z(t+1) - x(t+1) —x(t) _ Ax(t)
(t) x(t) a(t) x(t)

Vidime, Ze také levou stranu rovnice (2.1) lze povazovat za prvni aproximaci levé strany rovnice
(2.3).

Poznamenejme jesté, ze dvojice rovnic (1.14) a (2.1), (1.16) a (2.2), (1.17) a (2.3) nejsou
ekvivalentni. Ty ptuvodni (1.14), (1.16) a (1.17) pfipoustéji jako své FeSeni nulovou posloupnost,
tvar upravenych rovnic (2.1), (2.2) a (2.3) nulové feSeni nepfipousti.

Provedené manipulace s rovnicemi (1.14), (1.16) a (1.17) ukazuji hlubsi souvislost téchto
rovnic — modelt ristu populace s vnitrodruhovou konkurenci. Rovnice (1.14) je meznim piipa-
dem rovnice (1.17), rovnice (1.16) ve tvaru (2.2) je drobnou modifikaci rovnice (1.14) zapsané
ve tvaru (2.1).

Parametr K interpretujeme jako tzivnost prostiedi, tj. jako velikost populace, které je se
svym Zivotnim prostfedim v dynamické rovnovaze. Pomér z/K lze chapat jako miru poruseni
této rovnovazné velikosti, rozdil 1 — x/K jako vzdélenost od rovnovahy. VSechny tii rovnice
(2.1), (2.2) a (2.3) lze nyni predist jednotnym zpusobem: Zména velikosti populace je timérna
jeji vzdélenosti od rovnovazného stavu.

Jesté si v8imnéme jedné zajimavosti. Model (2.2), ktery méa na pravé strané posunutou
hledanou posloupnost, 1ze interpretovat tak, Ze soucasnd zména stavu je zpusobena stavem
budoucim, tj. Ze populace anticipuje budoucnost. OvSem ekvivalence rovnic (2.2) a (1.16)
ukazuje, Ze ani pfijeti rovnice (2.2) za spravny model ristu populace nas jesté nenuti opustit
Laplaceuv determinismus.

Inz(t+1) —lnz(t) =In

Ukézali jsme, Ze jeden model né&jakého procesu lze zapisovat riznymi zptsoby. Tyto roz-
manité moznosti zépisu jednoho modelu mohou nabizet jeho riizné intepretace. Vhodny zapis
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riznych modeld miize naopak ukézat néjakou obecnou nebo spole¢nou vlastnost modelované
reality.

Jedna spolecna vlastnost tif uvedenych modelt ristu populace byla vsak vidét jiz z jejich
vyjadieni (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se ¢as ¢ vy-
skytuje pouze jako index hledané posloupnosti x. To znamena, ze model rtastu populace je v
kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skute¢nost lze interpretovat tak, Ze zmény okolniho
svéta nemaji zadny vliv na modelovany riust populace v omezeném prostiedi; jinak feceno,
populaci s jejim prostiedim si predstavujeme jako izolovanou od okolniho svéta. Populaci a
jeji prostiedi povazujeme za uzavieny systém, ktery se vyviji podle svych vlastnich (ATTOX)
zékoni (NOMOI). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a také (2.1), (2.2), (2.3) nazyvame au-
tonomni.

Obsahem této kapitoly budou nejprve razné zpusoby zéapisu rovnic, v nichz vystupuje
nezndma posloupnost, jeji diference a/nebo posun. Tato diference nebo posun nemusi byt
nutné prvniho radu, jako v dosud uvedenych piikladech. To umozni, mimo jiné, zformulovat
alternativni model ristu populace, v némz je specifikovan charakter vnitrodruhové konkurence.

Ve druhé sekci se nejprve podiviame na model ristu populace z jiného hlediska. Nebudeme
se na populaci a jeji prostiedi divat jako na jeden uzavieny systém, ale populaci budeme chapat
jako otevieny systém, na ktery pusobi okolni prostiedi. Pokud i prostiedi budeme povazovat za
systém, dojdeme k soustavé dvou rovnic. Dojdeme tak k soustavam (systémtm?) vice rovnic
a ukdzeme, ze takové systémy muzeme chapat jako rovnice pro posloupnosti, jejiz ¢leny jsou
tvofeny vice slozkami, tj. jejichz ¢leny nejsou ¢isla ale vektory.

V posledni sekci této kapitoly uvedeme mozné zobecnéni zaviddénych rovnic a budeme ho
ilustrovat na dalsi moznosti, jak modelovat rtist populace s vnitrodruhovou konkurenci.

2.1 Diferen¢ni rovnice a pocatecni tlohy

Definice 14. Necht ® je funkce 2k+2 proménnych, ktera je nekonstantni v k+2-hé proménné
nebo ve druhé a v 2k + 2-hé proménné?. Diferencni rovnice k-tého fddu je rovnice tvaru

O(t,x(t), Ax(t), A%x(t),..., AFz(t),z(t + 1),2(t +2),...,2(t + k)) = 0.
Pokud je funkce ® konstantni v prvni proménné, nazyvé se rovnice autonomni.
Specialni pripady diferen¢nich rovnic:

Diferencéni rovnice k-tého tadu proniho typu nerozieSend vzhledem k nejuyssi diferenci (im-
plicitni diferencéni rovnice k-tého Tddu) je rovnice tvaru

F (t, z, Az, A%z, . .. ,Ak:v> =0, (2.4)

kde F' je realna funkce k + 2 proménnych, ktera neni konstantni v posledni proménné.

!Slovo ,,systém® obecné oznacuje n&jaky vysek reality, ktery je tvofen néjakymi prvky, mezi kterymi existuji
né&jaké vazby. Proto mizeme i nékolik provazanych rovnic nazyvat stejnym slovem. Nebo jinak: slovo ,soustava‘
je ekvivalentem feckého XYY THMA.

2Pokud je funkce ® = @(t,x,Aa@AQx,“.,Akx,x(ﬂxﬁ, e w"k) diferencovatelna, muzeme predpoklad
o nezavislosti na pfislusnych proménnych zapsat ve tvaru
0P 0P 09
0 b - 0.
oAz 70 meho G Gt 7
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Diferencni rovnice k-tého fddu pruniho typu rozreSend vzhledem k nejuy3si diferenci (ex-
plicitni diferenéni rovnice k-tého Tddu) je rovnice tvaru

Aky — f (t, r, Ax, A2:c, o ,Akilx) , (2.5)

kde f je redlna funkce k + 1 proménnych.
Diferencni rovnice k-tého Tddu druhého typu je rovnice tvaru

G(t,z(t),z(t+1),...,z(t + k) =0, (2.6)

kde G je realna funkce k42 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé a v posledni proménné.
Rekurentni formule k-tého Tddu je rovnice tvaru

z(t+k)=g(t,z(t),z{t+1),....2(t+k—1)), (2.7)
kde g je redlna funkce k + 1 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé proménné.

Pozndmka 12. S pomoci operatoru posunu miZzeme diferencni rovnici k-tého fadu, resp, dife-
ren¢ni rovnici k-tého fadu druhého typu ekvivalentné zapsat ve tvaru

) (t,x,Aw,AQx, o AR 2 ,x"k) =0, resp. G (t,x,x”, . ,x"k) =0.
Kazdou diferen¢ni rovnici lze prevést na diferencni rovnici prvniho nebo druhého typu.
Kazdou implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze pfevést na diferencni rovnici druhého
typu stejného fadu a naopak.
Kazdou explicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na rekurentni formuli stejného
radu a naopak.

Vzhledem k Tvrzeni 8 v Kapitole 1 totiz muzeme polozit

F(tx(t), Az(t), ..., AFa(t)) =

G(t,z(t),z(t+1),...,z(t+ k) =

i k
—d (t,x(t),x(t+1) —a(t),...,» (-1) <> x(t+kz—i),x(t+1),...,m(t+k)> .

G(t,z(t),z(t+1),...,2(t+k)) =

& k
- F <t,x(t),x(t +1) —a(t),x(t +2) = 2z(t + 1) + 2(t),..., > (-1) <Z> z(t+k — z’)) ,

1=0

F <t, z, Az, A%r, ... ,Akaz) =G <t, x(t), Ax(t) + x(t),... ,i <I;> Aix(t)) .
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g(t,x(t),a(t+1),...,x(t+k—1)) =
k—1

:f<t, (t),x(t+1) — ,Z:O ( ) (t+k—z+1)>

f (t,x,Am,AQx,...,Akflx) -

k—1
=g <t’$(t),Ax(7f) +x(t), ... ’Z (k ; 1>

> (7)) -3 () s

Definice 15. Necht tg € Z a &y,&1, ... ,&—1 € R jsou takova ¢isla, ze

(to,&0,&1,---,&k—1) € Dom g.

Rovnosti

.%'(to) = &, .%'(to + 1) =&, .%'(to + 2) =&, .., x(to + k- 1) =&p 1 (2.8)

nazveme pocdteéni podminky pro rekurentni formuli (2.7).
Pokud ekvivalentné predpokladame, ze

(k-1
(fo,&J,El — &0y (1) < ; >§k—1> € Dom f,

=0

nazyvame rovnosti (2.8) pocdtecni podminky pro diferenéni rovnici (2.5). Rovnici (2.5) s po¢é-
te¢nimi podminkami (2.8) nazyvame pocdtecni iloha (problém) pro diferencni rovnici (2.5).

Definice 16. Libovolna posloupnost x € P takova, ze pro kazdy index t € Dom x spliuje
nékterou z rovnosti (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) se nazyvéa partikuldrni TeSend piislusné diferencni
rovnice.
Mnozina v8ech posloupnosti, které jsou partikuldrnim reSenim nékteré diferen¢ni rovnice
(2.4), (2.5), (2.6) nebo (2.7), se nazyva obecné Fesent prislusné diferencni rovnice.
Partikularni feseni, které spliuje pocateéni podminku (2.8) se nazyva FeSeni pocdtecni
ulohy.

Pokud lze obecné feSeni zapsat ve tvaru {x(t) = u(t,c) : ¢ € A C R™}, budeme také o po-
sloupnosti u( -, ¢) zavislé na (vektorovém) parametru ¢ (na m-tici konstant) mluvit jako o obec-
ném feSeni pfislusné rovnice.

Priklad. Uvazujme rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost s kvocientem 2, tj.

z(t+1) = 2x(t)

s poc¢atecni podminkou z(ty) = &. Tuto formuli muZeme ekvivalentné zapsat jako explicitni
nebo implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu

Az = x, nebo x — Az =0,
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nebo jako diferenéni rovnici druhého typu
z(t+1) —2x(t) = 0.

Libovolna posloupnost definovana vztahem x(t) = a2!, kde a je néjaké redlné &islo, je
partikularnim feSenim rovnice.

Mnozina {:C eP: a(t)=a2',a € R} je obecnym TeSenim rovnice. Obecné FeSeni lze také
zapsat struéné (a méné presné) jako x(t) = a2t.

Posloupnost definovand vztahem x(t) = £ 27 je feSenim pocatecni alohy. |

Priklad. Logistickd rovnice se zpoZdénim

Logistickou rovnici (1.14) vyvoje velikosti populace jsme odvodili z pfedpokladu, Ze popu-
lace svou velikosti, tj. silou vnitrodruhové konkurence, bezprostifedné zmensuje sviij ristovy
koeficient, zmenSuje porodnost nebo zvétsuje tmrtnost. Vliv velikosti populace na jeji rist
vSak nemusi byt bezprostiedni, mize k nému dochéazet s jistym zpozdénim.

Uvazujme napf. populaci, v niz v jednom obdobi dospéli jedinci produkuji néjaka nedospéla
stadia (napf. plazi kladou vejce) a spotiebovévaji zdroje prostiedi. Uzivnost prost¥edi nema
na nedospélé jedince (nakladena vejce) zadny vliv. Teprve az nedospélci dospéji (z vajec se
vylihnou novi jedinci), zavisi jejich prezivani a/nebo plodnost na mnoZstvi potravy, které jejich
prostfedi poskytuje. To znamené, Ze rustovy koeficient zavisi na velikosti populace v predchozi
generaci. Tyto tvahy vedou k tomu, ze vyraz

r—1
(1)

r —

”
z rovnice (1.14) nahradime vyrazem r — z(t — 1) a dostaneme rovnici

2t +1) = 2(t) <7"— TI_(lm(t— 1)) .

Budeme-li misto indexu ¢ psat ¢t + 1, dostaneme diferen¢ni rovnici druhého radu ve tvaru

z(t+2) =x(t+1) <7“ - TI_(lm(t)> . (2.9)

Abychom mohli z této rekurentni formule pocitat hodnoty posloupnosti z (velikost populace
v jednotlivych ¢asovych okamzicich), musime znat jeji hodnoty ve dvou po sobé nasledujicich
indexech. Potfebujeme tedy pocatecéni podminky

z(0) = &o, (1) = &1 (2.10)

7 pocate¢nich podminek mizeme vypocitat hodnoty velikosti populace v libovolném case
t > 0. Takové simulace mtizeme udélat pro rizné hodnoty parametru r a K. Pak uvidime,
ze pro malou hodnotu r se velikost populace ustéli na hodnoté kapacity prostiedi. Pozdéji
budeme umét ukazat, ze posloupnost = konverguje k hodnoté K monotonné pro 1 < r < %,
s tlumenymi oscilacemi pro % <r< % Pro vétsi hodnoty ristového koeficientu budou hodnoty
x(t) kolisat kolem hodnoty K. Rovnice (2.9) tedy podobné jako rovnice (1.14) mize modelovat
rust populace K-stratégt i r-stratégu.
Pokud by vsak pocatecni hodnoty &y a & byly takové, ze

K
o Kr
51 r—1
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Obréazek 2.1: ReSeni logistické rovnice se zpozdénim z(t + 2) = z(t + D(r = (r — 1)z(t))
s pocateénimi podminkami z(0) = 0, (1) = 0,01 pro pro nékolik hodnot parametru r. Pro
r = 1,2 je feSenim rostouci posloupnost s limitou 1 (rovnovazna velikost populace), pro r = 1,7
feSeni konverguje k hodnoté 1 s tlumenymi oscilacemi, pro r = 2,1 feSeni kolem hodnoty 1
kolisa, pro r = 2,3 teSeni klesne do zapornych hodnot, tj. FeSeni rovnice neni realistickym
popisem modelovaného procesu.

pak by x(2) < 0; model (2.9) riustu populace ma stejny nedostatek, jako logisticka rovnice
(1.14). V piipadé rovnice se zpozdénim je situace jesté horsi — v dusledku kolisani velikosti
pro velké hodnoty ristového koeficientu r mize dojit k tomu, ze

xz(t—1) Kr
x(t) e

a simulovana velikost populace klesne do zapornych hodnot.
Na obr. 2.1 jsou zobrazeny vysledky simulaci pro po¢ate¢ni hodnoty z(0) = 0, z(1) = 0,01,
hodnotu parametru K =1 a ¢tyfi ruzné hodnoty parametru r. |

2.2 Systémy diferenc¢nich rovnic

Definice 17. Necht fi1, fo,..., fx a ¢1,92,..., g jsou funkce k + 1 proménnych se stejnym
defini¢nim oborem. Systém k explicitnich diferencnich rovnic prvniho Tddu je systém rovnic
tvaru

Axlzfl(t,xl,xg,...,xk),

A,IQ:fQ(t,QTl,QTQ,---,fEk), (2 11)

Amk:fk(t,xl,xg,. .o ,.%'k),
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systém k rekurentnich formuli proniho Tddu je systém rovnic tvaru

xl(t + 1) =01 (t,xl(t),.%'g(t), - ,.%'k(t)),

za(t +1) = g2 (t, 21(t), 22(1), . . ., (1)), (2.12)

2h(t+ 1) = gk (b 21 (), 22(0), .. 2 (1)).

Pozndmka 13. Systém explicitnich diferen¢nich rovnic prvniho fadu lze prevést na systém
rekurentnich formuli prvniho fadu a naopak. Staci totiz polozit

gi(t,z1(t), m2(t), ..., 25 (1)) = fit,z1(t), z2(t), ..., 2x(t)) + 2i(t), i=1,2,... k.

Vektorovou posloupnost x a jejl hodnotu v indexu ¢ definujeme vztahy

I ml(t)
S ) , x(t) _ 562:(75)
T x(t)

jako vektor (k-tici) posloupnosti. Oznac¢ime dale

f1 (t, CCl(t), X

2 f t,x
Fltz(t)) = £(t,21(t), 22(8), ..., 2k (t)) = fQ(t’wl(t)’xgs(t)"“’xk(t)) = fg(t’.x(t))

a podobné
9 Et’ $(t)g
g2 t7 w(t)
g(t,ac(t)) = :
gi(t,(t))
Diferenci a posun vektorové posloupnosti v indexu t definujeme vztahy
Az (t) 7 (t)
Amy(t) z3(t)
Az(t)=x(t+1) —x(t) = : a x’(t)=x(t+1) =
Axy(t) x7 (t)

Pri tomto oznaceni muzeme systém explicitnich diferen¢nich rovnic zapsat jako rovnici
vektorovou

Ax(t) = f(t,=(t)) nebo strutngji Az = f(t,z),
a systém rekurentnich formuli jako formuli vektorovou

x(t+1)=g(t,o(t)) nebo x7(t) =g(t,x(t)).
Poc¢atecni podminky pro systém (2.11) nebo (2.12) jsou tvaru

x1(to) = &1, xa(to) =&y .., zi(to) =& nebo vektorové x(ty) = & (2.13)
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Rovnice (2.11), resp. (2.12) s pocateéni podminkou (2.13) se nazyva pocdatecni iloha pro systém
(2.11), resp. (2.12).

Necht posloupnost z je feSenim poc¢atecni tlohy (2.7), (2.8). Polozme
z(t)=z(t+i-1), i=1,2,... k.
Pak z;(t+1)=z(t+1+i—1)=x(t+1i), proi=1,2,...,k, tedy

xi(t+1):w,~+1(t), 1=1,2,...,k—1,

Tt +1) = (t + k) = g(t, 5(0), 5t + 1), ..ot + k= 1)) = g(t,21(t), 22(0), ..., 2(0)).
Dale
zi(tg) =x(to+i—1)=&-1, i=1,2,... k. (2.14)
Posloupnost x je tedy prvni slozkou feSeni systému
xl(t + 1) :xg(t)
mat+1)=  wst)
: (2.15)

o (t+ 1) = (1)
ap(t+1)= g(t,z1(t), 22(t), ..., z(1))

s pocateéni podminkou (2.14). Naopak, je-li posloupnost z1 prvni slozkou FeSeni pocéatecni
tlohy (2.15), (2.14), pak je také feSenim tulohy (2.7), (2.8), nebot

z1(t 4+ 1) =z2(1),
xl(t + 2) :xg(t + 1) = 1‘3(15),
xl(t + 3) :xg(t + 2) = xg(t + 1) = $4(t),

w1t + k — 1) =h(D),
i(t+ k) =ap(t+1) = g(t,x1(t), 22(t), ..., 2p-1 (1)) =
:g(t,xl(t),xl(t +1),...,x1(t+k— 1))

Systém rekurentnich formuli (2.15) muZeme prepsat ve tvaru ekvivalentniho systému explicit-
nich diferen¢énich rovnic prvniho radu

Ary = —x1+12

Axy = —X9 +I3

Ary_1= —Tp_1+T)
Az, = g(t,z1,29,...,05) —Tk

Odvodili jsme tak

Tvrzeni 9. Rekurentni formule, resp. explicitni diferen¢ni rovnice, k-tého fadu je ekvivalentni
s ngjakym systémem k rekurentnich formuli, resp. k£ explicitnich rovnic, prvniho fadu.
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2.3 Operatoroveé-diferenc¢ni rovnice

Povsimnéme si jesté jednou explicitni diferen¢ni rovnice prvniho fadu, resp. rekurentni formule
prvnfho fadu, ve tvaru

Ax(t) = f(t,x), resp. z7(t) =g(t,x). (2.16)

V obou pripadech je na pravé strané realna funkce dvou redlnych proménnych. Dalekosahlé
zobecnéni téchto rovnic muzeme ziskat pouhou zménou interpretace téchto pravych stran.
Symbol f, resp. g, nebudeme chapat jako funkci, tj. zobrazeni R x R — R, ale jako operéator,
tj. zobrazeni R x P — P, které redlnému ¢islu ¢ a posloupnosti x pfifadi posloupnost.

Zakladni rozdil operatorové-diferencnich rovnic oproti diferenénim rovnicim (2.16) je ten,
Ze pro vypocet hodnoty z(¢ + 1) nestadi znat jen ,bezprostiedné predchazejici hodnotu x(t),
ale je nutné ,néjak znat celou posloupnost® x.

Priklad. Rist populace produkujici toxické odpady
Vyraz
r—1
K
vyskytujici se na pravé strané rovnice (1.14), ktera modeluje vyvoj populace, interpretujeme
jako rustovy koeficient, ktery je zmenSovan ptsobenim populace o velikosti . Budeme mode-
lovat jednu z moznosti, jak k tomuto zmensovani dochézi.

Predpokladejme, Ze zvétSeni tmrtnosti, a tedy zmenSeni riustového koeficientu, je zpuso-
beno tim, ze populace produkuje néjaké skodlivé odpady. Tyto odpady zamoiuji prostiedi, ale
postupné se v ném rozkladaji. Ozna¢me b mnoZstvi odpadu, které vyprodukuje jedinec (nebo
presnéji populace jednotkové velikosti) za ¢asovou jednotku. V Casovém intervalu [¢,¢ + 1),
stru¢né fekneme v Case t, se tedy do prostedi dostanou odpady v mnozstvi bz(t). Dale oznac¢me
symbolem p podil odpadu, ktery se rozlozi za jednotku ¢asu; parametr p samoziejmé spliuje
nerovnosti

r— T

0<p<l1.

7 odpadu vyprodukovaného v ¢ase t tedy v prostredi zustane v ¢ase t + 1 mnozstvi
(1 —p)ba(t)
odpadu. Nebo jinak, v ¢ase t bude v prostredi ztustdvat mnozstvi
(I —p)bx(t —1)

z odpadu vyprodukovaného v ¢ase t — 1. Populace kontaminovala prostiedi po celou dobu své
existence, proto celkové mnozstvi B(t) odpadu v ¢ase t je rovno

B(t) =ba(t) + (1 —p)bx(t — 1) + (1 = p) (1 = p)ba(t —2)) +--- =b> (1 —p)a(t - j).
7=0

Je prirozené pfredpokladat, ze s rostoucim mnoZstvim odpadu v prostiedi se zmensuje
rustovy koeficient populace; ¢im vice je prostiredi kontaminovano, tim vétsi je amrtnost. Pro
prvni model tohoto typu zvolime nejjednodussi moznost — linearni zavislost. Rustovy koefi-
cient populace zavisly na celkovém mnozstvi B toxického odpadu vyjadiime jako

r—abB,



2.3. OPERATOROVE-DIFERENCNI ROVNICE 49

kde « je vhodna kladna konstanta; a vyjadiuje citlivost populace na znecisténi.
Provedenymi tvahami jsme dospéli k modelu vyvoje populace ve tvaru

w(t+1) =at) [ r—ab) (1 —p)at—j) (2.17)
j=0

Abychom podle tohoto modelu vypocitali velikost populace v nésledujicim ¢asovém okamziku
t + 1, potifebujeme znat velikost populace ve vSech predchozich ¢asech ¢, ¢t — 1, ¢t — 2, ....
Mnozina poc¢atecnich podminek

1‘(0) = fo, .%'(—1) = 5_1, 1‘(—2) = 5_2, oo (2.18)

pro operatorové-diferenéni rovnici (2.17) je tedy nekonecna.

MuZzeme se ptat, zda i populace, jejiz velikost se vyviji podle modelu (2.17) muZe byt
v dynamické rovnovaze se svym prostiedim. Ptdme se tedy, zda existuje velikost populace,
kterou ozna¢ime z* tak, aby x(t) = x* pro kazdou hodnotu ¢, tj. zda existuje kladné Feseni
algebraické rovnice

o
zr=a"|r— abZ(l —p)ya*
=0

Ponévadz |p| < 1, miZeme geometrickou fadu na pravé strané této rovnice secist. Po snadné
tipravé dostaneme

Toto ¢islo je kladné, pokud r > 1. Jiz vime, Ze populace s ristovym koeficientem r > 1,
jejiz rust by nebyl omezovan znecistovanym prostiedim, roste nade vSechny meze. Produkce
odpadu tedy muze stabilizovat velikost populace.

Opét miizeme rovnovaznou velikost x* oznacit symbolem K. Pak bude

p(r —1)
b=——
“ K
a rovnici (2.17) mizeme pfepsat ve tvaru
z(t+1) =x(t) T—Mi(l—p)jx(t—j) . (2.19)
K pa,

Rist populace je nyni charakterizovan tfemi parametry — vnitinim koeficientem ristu r, ka-
pacitou prostiedi K a rychlosti rozkladu odpadnich produkti p. PovSimnéme si, ze v limitnim
pripadé p — 1, tj. v pripadé, Ze v8echny odpadni produkty se rozlozi hned béhem jednotkového
¢asu, rovnice (2.19) piejde v rovnici (1.14).

Reseni tlohy (2.19), (2.18) nemizeme bezprostiedné simulovat na poéitaci, nezname a
nemitizeme zadat nekone¢nou mnozinu poc¢atecénich hodnot. Budeme proto uvazovat jednodussi
tlohu. Predstavme si, Zze v ¢ase t = 0 do neobsazeného prostiedi pronikla populace o velikosti
&o. Pak se pocate¢ni podminky (2.18) redukuji na

xz(0) =&, x(t)=0prot<0.
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V tomto pripadé je také
t

S —pYat—j) = _(1-pJat—j) =

Jj=0 j=0
=x(t) + (L =p)zt = 1)+ (1 =p’2(t —2) +--+ (1 —p) 'z(l) + (1 —p)'z(0) =

Rovnici (2.19) proto mizeme piepsat ve tvaru
p(r—1) ‘
o(t+1) = z(t) e Z z(5) | - (2.20)
7=0
JeSté poznamenejme, Ze operatorové-diferenéni rovnice tohoto tvaru se nazyva diferencni rov-
nice s distribuovanym zpozZdénim nebo diferencni rovnice konvolucniho typu. |

2.4 Cviceni

V tlohach 1-5 prevedte obecnou diferenéni rovnici na explicitni rovnici prvniho typu a na
rekurentni formuli.

;_x

3(z(t+1) —2z(t)) + x(t)z(t+1) =0
2. z(t+ )z(t) + x(t + 1) — 2x(t) = ¢
3. Az(t) = (2—=z(t))z(t+1)
= (1 —2z(t))x(t+1)
5. A%(t) —3Az(t) =

6. Rekurentni formuli (2.9) prepiste ve tvaru explicitni diferen¢ni rovnice druhého fadu.

7. Odvodte model vyvoje velikosti populace za nésledujicich predpokladi: Casova jed-
notka je zvolena tak, Ze v laboratornich podminkach (v naprosto istém prostiedi) se
velikost populace za tuto jednotku zdvojnasobi. V pfirozeném a omezeném prostiedi
tato populace vytvari néjaké produkty svého metabolismu. Tyto latky jsou tak toxické,
Ze v prostiedi jimi nasyceném je populace za ¢asovou jednotku zdecimovana (jeji velikost
se zmensi na desetinu ptuvodni). Odpadni produkty metabolismu se v8ak rozkladaji tak
rychle, ze za zvolenou ¢asovou jednotku z nich zbyde polovina.

Urcete kapacitu prostiedi (velikost populace, kteréa je s prostfedim v dynamické rovno-

vaze).
Vysledky:
1. Ax(t) = 238:5@) et +1) = 3?;’5()0
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2. Aa(t) = ) T o(t)” +f$);;t;”(t) La(t+1) = tliff(g)
x? 1
3. A,r:—x—ﬂ,x(t—i—l):l—m

4. Ae=1—z,z(t+1)=1
5. A?z(t) = 3Az(t) +t, x(t +2) =bx(t + 1) — da(t) + ¢

6. A2x = <T2TK1:L'> ASC+<T1TK1:L'>SC

Tox(t+1) =2x(t)f (Z (%)j x(t j)), kde f je libovolna klesajici funkce takova, ze f(0) = 1,
j=0

lim f(B) = 4

B—o00 20°
Se svym prostiedim je v dynamické rovnovaze populace, jejiz velikost je x* = %y, kde y je jediné
kladné feSeni rovnice yf(y) =1

Konkrétni mozna volba: f(y) = , pak

L1
20 ' 19y + 20
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Kapitola 3

LineAarni rovnice

V tdvodu ke kapitole 1 jsme odvodili nejjednodussi mozny model vyvoje populace ve tvaru
rekurentni formule prvniho fadu (1.7). Je-li ristovy koeficient r > 1, pak jejim FeSenim je ryze
rostouci neohrani¢ena geometrickd posloupnost, coz nemé rozumnou ekologickou interpretaci
v delsim ¢asovém obdobi. Abychom tento nedostatek odstranili, zahrnuli jsme do Gvahy sku-
tecnost, ze populace se vyviji v néjakém omezeném prostiedi, které svym pusobenim na velkou
populaci zmensuje jeji rustovy koeficient. Tak jsme ziskali nékolik variant logistické rovnice
(1.14), (1.16), (1.17), nebo po upravach v jednotné&jsich tvarech (2.1), (2.2), (2.3). Rast popu-
lace byl regulovan omezenou tzivnosti prostiedi, kterou jsme v uvedenych piipadech povazovali
za konstantni, v ¢ase se neménici charakteristiku.

Nerealisticky neomezeny rust populace predpovidany modelem (1.7) v§ak miZze byt redu-
kovan i jinym zptsobem. Nemusi jit o samoregulaci populace, ale o cilené zasahy do jejiho
rustu. Predstavme si napiiklad hospodéfsky les, ve kterém majitel chce mit srnce. NemuZe
jich tam ale mit zdaleka tolik, kolik by odpovidalo tzivnosti lesa; takova populace by les nicila.
Proto pii ,,pfemnozeni* srncu provadi jejich odstfel. ,,Manazment odstfelu” miiZze mit nepre-
berné mnozstvi podob. UkéZeme dvé moznosti, které pracovné nazveme prvniho a druhého
radu; tato terminologie odrazi fakt, Zze prvni moznost povede k popisu regulovaného rustu
populace diferen¢ni rovnici prvniho fadu, druhé k rovnici druhého radu.

Model prvniho fadu

Uvazme nejprve moznost, ze majitel planuje odstiel srncti na kazdou sezénu jinak; muze se
rozhodovat podle poc¢tu lovuchtivych pratel, podle aktuélni ceny srnéiho masa a podobné. Tuto
skute¢nost mizeme vyjadrit tak, ze amrtnost populace d miZe byt v kazdé sezoné jina, jeji
hodnota zavisi na Case, d = d(t). Ristovy koeficient » = 1+ b — d (kde b oznacuje porodnost)
tedy také zavisi na case, r = r(t). Touto tvahou dostavame modifikaci modelu (1.7) ristu
populace ve tvaru

z(t+1) =r(t)z(t). (3.1)

Opét se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Zname-li ristovy koeficient r v kazdém case
t =0,1,2,... a pocateni velikost populace z(0) = &y, muZeme postupné vypocitat velikost

o3
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populace z(t) v libovolném nésledujicim ¢asovém okamziku:

7(0)o,
(Dz(1) = r(1)r(0)éo,
7(2)r(1)r(0)éo,

atd. Obecné dostaneme velikost populace v ¢ase t vyjadienu vztahem
t—1
ty=&[[r()
j=0

O vlastnostech posloupnosti dané timto obecnym piedpisem v8ak nemizeme bezprostiedné
mnoho Fici.

Regulaci populace (st¥ileni srnct) si muZzeme predstavit i jinak. Majitel lesa ma né&jakou
kyZenou velikost populace 1 a ,pfespocetné” srnce vystiili, tj. v ase t (v t-té sezoné) zlikvi-
duje populaci o velikosti z(t) — 7. Pokud odst¥el provadi na zavér sezony a pocet ulovenych
zvirat stanovi na zakladé velikosti populace zjisténé na zacatku sezony, bude velikost populace
v néasledujici sezéné déna rovnosti

x(t+1)=rx(t) — (:U(t) — 77),

nebo po snadné tpravé

z(t+1)=(r—1)x(t) +n. (3.2)
Znovu se jedna o rekurentni formuli prvniho Fadu. Ze znalosti pocatecni velikosti populace
x(0) = & miZeme nyni postupné vypocitat
—1)z(0) +n,
(2):<r Da(1) +n=(r=1)((r—=1z0)+n) +n=(r -1+ ((r=1)+1)n,

~1a(2) +n=(r—1) <r—1 Péo+ ((r—=1) +1)n) +1 =
=(r =126+ ((r =1+ (1) +1)n,

atd. Obecné dostaneme .
tf
2(t) = (r=1)l& + 0 (r =1
§=0
Na pravé strané této rovnosti se objevuje soucet prvnich ¢ ¢lenit geometrické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem r — 1. Pokud tedy r # 2, plati

ti(r—njzl—(r_l)t: (r—1)t—1

J=0

a FeSeni diferenc¢ni rovnice (3.2) s po¢ate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

(r—1)t

o) = (=10 + 2 = - 1 (84 5 ) -
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pokud r = 2, plati

t—1 t—1
dr—1y =) 1=t
=0 =0

a Feseni diferencni rovnice (3.2) s po¢ate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

z(t) = (r — 1)'& +nt = & + nt.

Vidime tedy, ze v piipadé r > 2 je posloupnost = ryze rostouci a neohranic¢end, v pripadé
1 < r < 2 je posloupnost & monotonni a plati

lim z(t) = n

t—00 2—r
Metoda ,,odst¥elu pfespocetnych srncti® tedy nevede k zadoucimu cili; bud neni schopna po-
pulaci zregulovat (pii velkém ristovém koeficientu) nebo ji zreguluje na hodnotu vétsi, nez
byla hodnota stanovena. OvSem v piipadé rustového koeficientu r € (1,2) lze metodu snadno
modifikovat; za velikost ,,populace k odstfelu v ¢-té sezoné lze stanovit hodnotu z(t) — (2—7)n
a celkova velikost populace se pii této volbé bude vyvijet k potfebné hodnoté 7; vyvoj velikosti
populace je popséan rovnici

z(t+1)=(r—1Dz(t)+ (2—r)n.

Majitel lesa (honitby) muZe stanovit pfesny pocet ulovenych srnci. Ve skutecnosti se ne
kazdy stielec vzdycky trefi nebo naopak v lovecké euforii postiili srnct vice, nez mél pridéleno.
V kazdé sezoné tedy bude odstielen jiny pocet srnci. Clen (2 — r)n na pravé strané predchozi
rovnice tedy nahradime néjakym vyrazem zavislym na ¢ase, feknéme b(t). Navic v kazdé sezoné
jinak prsi a sviti slunce, takZe je jiné mnozstvi potravy pro srnce, v ruznych sezénéch maji
srnci ruznou kondici. To znamena, Ze i rastovy koeficient je v kazdé sezoné jiny, zavisi na Case,
r = r(t). Tato uvaha vede k tomu, Ze predchozi rovnici nahradime ponékud obecnéjsi rovnici

z(t+1) = (r(t) — 1)z(t) + b(t). (3.3)

Predchozi modely (3.1) a (3.2) lze povazovat za specialni pfipady modelu (3.3). Rekurentni
formuli (3.3) lze prepsat jako diferen¢ni rovnici

Az = (r(t) — 2))z + b(t). (3.4)

V diferenéni rovnici (3.4) i rekurentni formuli (3.3) je podstatné, Ze na jejich pravych stranach
jsou hodnoty hledané posloupnosti v prvni mocning, tj. funkce na pravé strané rovnic (3.3) a
(3.4) je linearni funkci proménné z(t). Z tohoto diuvodu se diferen¢ni rovnice tvari (3.3), (3.4)
nebo tvari s nimi ekvivalentnich nazyvaji lineérni.

Model druhého Ffadu

Vratme se k predstavé majitele lesa, ktery reguluje velikost populace srnci jejich odstielem.
Predstavme si, ze kvotu ulovenych zvirat v jedné sezoné stanovi podle prirtistku populace
od sezony predchozi, konkrétné jako pfimo tmérnou tomuto prirtastku. V ¢-té sezoné se tedy
lovem zlikviduje populace srncu o velikosti

a(z(t) — z(t — 1)),
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kde « je néjaké kladné ¢islo. V néasledujici, tj. ¢ + 1-nf sezéné bude mit populace velikost
z(t+1) =rz(t) — a(z(t) — z(t — 1));

parametr r stile oznacCuje prirozeny ristovy koeficient populace. Uvedené rovnost ma platit
pro libovolnou hodnotu ¢, muZeme v ni tedy psat ¢ + 1 misto ¢. Po snadné tpravé dostaneme

z(t+2)—(r—a)zt+1) —ax(t) =0. (3.5)
To je diferen¢ni rovnice druhého typu, kterou mtuzeme prepsat ve tvaru rovnice prvniho typu
A’z +(2—7r+a)Az— (r— 1)z =0. (3.6)

Hodnoty posloupnosti z jsou v rovnici (3.5) v prvni mocniné, diference této posloupnosti
v rovnici (3.6) jsou také v prvni mocniné. Nebo jinak feceno, na levé strané rovnice (3.5) je
linearni kombinace tii po sobé jdoucich ¢lenii posloupnosti z, na levé strané rovnice (3.6) je
linearni kombinace hodnoty posloupnosti x a jeji prvni a druhé diference. Toto pozorovani nés
opraviiije k tomu, abychom diferen¢ni rovnice (3.5) a (3.6) opét nazvali linearni.

V ¢asti 2.2 jsme ukazali souvislost rovnic vyssiho fadu a systému rovnic, konkrétné ekviva-
lenci rovnice (2.7) a systému (2.15). Odvozené rovnice (3.5), resp. (3.6), muzeme také prepsat
ve tvaru soustavy rovnic

r(t+1)= xa(t), (3.7)
xo(t + 1) = ax(t)+(r — a)za(t),
resp.
22 z (r—1ai+(r—a-— 2):2’ (38)
Zavedeme-li oznaceni
z(t) = <2§2>’ R= <(())z ria>’ A= (rgl r—;—2>’
miiZeme soustavu (3.7) pfepsat ve vektorovém tvaru
x(t + 1) = Rx(t),
tedy ve tvaru formélné shodném s (3.1), a soustavu (3.8) ve tvaru
Ax = Azx.
3.1 Linearni rovnice prvniho radu
Linedrni diferencni rovnice je rovnice tvaru
Az = a(t)x + b(t). (3.9

Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud b = 0, a nehomogenni v opacném piipadé. Linearni
homogenni rovnice

Az = a(t)x (3.10)

se nazyva pridruZend homogenni rovnice k linedrni rovnici (3.9).
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Rovnici prvniho typu (3.9) mtZeme piepsat jako rekurentni formuli ve tvaru
z(t+1) = (1+a(t))z(t) + b(t). (3.11)

Zavedeme-li posloupnost ¢ vztahem ¢(t) = 1 + a(t), dostaneme rekurentni formuli v nepatrné
kratsim tvaru

2(t+1) = q(t)a(t) + b(t). (3.12)

Explicitni FeSeni této rekurentni formule najdeme snadno. Pro libovolny index z praniku
defini¢nich obort posloupnosti ¢ a b totiz plati

x(to+1) = qlto)z(to) + b(to),
x(to+2) = qlto+ a(to +1) +blto + 1) = qlto + 1) (q(to)z(to) + b(to)) + b(to + 1) =
= q(to+1)g(to)z(to) + q(to + 1)b(to) + b(to + 1) =
to+1 to+1 to+1
= JTa®+> 06 [T at,
i—to i=to j=it1
to+1 to+1 to+1
2(to+3) = qto+2) | []at)+ D b)) [ aG) | +bto+2) =
i=to i=to Jj=i+1
to+2 to+2 to+2
= [ et +> 60 ] a0)
i=tg i=to ]:i+1

Dale uhodneme, Ze patrné

t—1
Hq +Zb IT ¢« (3.13)

i=to i=to Jj=i+1

a tento zavér ovérime dosazenim do FeSené rekurentni formule,

w(t+1) Hq +Zb qu:

i=tg i=to J=t+1
t t—1 t—1
Hq 0 I a@) +a@) [ D06 T a6) ] =
i=to Jj=t+1 i=to Jj=i+1

t—1
Hq +Zb IT a6) | +b(t) = a®)a(®) + b(t).

i=tg i=to Jj=i+1

Dostéavame tak, ze feSeni rovnice (3.12) je dano rovnosti (3.13), FeSeni diferen¢ni rovnice (3.9)
je dano rovnosti

t—1 t—1
z(t) = [ (1 +a +Zb IT (+a0)).
i=to i=to Jj=i+1

Reseni linearni diferen¢ni rovnice tedy zname. Bude ale uzitecné se jesté podrobnéji podivat
na strukturu mnoziny reSeni této rovnice, homogenni i nehomogenni, a také na alternativni
zpusob jejich FeSeni.
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3.1.1 Princip superpozice

Nulové posloupnost 2z = 0 je evidentné feSenim rovnice (3.10). Pokud jsou posloupnosti 1, o
feSenim rovnice (3.10) a 71, 2 jsou libovolné konstanty, pak linedrni kombinace posloupnosti
Y121 + Yoo je také FeSenim homogenni rovnice, nebot

Ay 4+ y2m2) (t) = AT (1) + 72A22(t) = ya(t)z1(t) + yaa(t)z2(t) =
= a(t) (mz1(t) +2wa(t)).

Jinak FeCeno, mnozina feSeni linearn{ homogenn{ rovnice tvoii vektorovy prostor.
Jsou-li posloupnosti x1, zo FfeSenim nehomogenni rovnice (3.9), pak jejich rozdil je fesenim
pridruzené homogenni rovnice (3.10), nebot

A(zy —a2)(t) = Axy(t) — Awa(t) = a(t)zi(t) + b(t) — (a(t)za(t) + b(t)) =
= a(t)(z1(t) — wa(t)) = a(t) (z1 — x2)(1).

Jinak fe¢eno, mnoZina feSeni nehomogenni rovnice (3.9) tvofi afinni prostor, jehoZ zamé&fenim
je prostor Teseni pfidruzené homogenni rovnice. To také znamené, Ze obecné feSeni nehomo-
genni rovnice (3.9) je sou¢tem obecného feSeni pridruzené homogenni rovnice (3.10) a néjakého
partikularniho feSeni nehomogenni rovnice (3.9).

Jsou-li by, by posloupnosti se stejnym definiénim oborem jako posloupnost a, redlné kon-
stanty 71, 72 jsou libovolné a posloupnost x1, resp. 2, je feSenim rovnice

Az =a(t)x +bi(t), resp. Az =a(t)x+ ba(t),
pak posloupnost © = 121 + Y222 je FeSenim rovnice
Az = a(t)x + 101 (t) + 2ba(t),

nebot

A(yier +yaw2) (t) = 1Az (1) + Ayara(t) =
= (a®)a1(t) + b1(1)) +y2(a(t)z2(t) + ba(t)) =
= a(t)(mxl (t) + 2wt ) Y1b1(t) + Y2b2(1).

3.1.2 Homogenni rovnice a exponencialni posloupnost

Znéame-li hodnotu feSeni rovnice (3.9) v indexu ¢, tj. hodnotu z(t), mizeme z rekurentni
formule (3.11) vzdy vypocitat hodnotu nésledujiciho ¢lenu feSeni x(¢ + 1). Naopak, zname-li
z(t + 1) a pfitom je a(t) + 1 # 0, mizeme z (3.11) vypocitat hodnotu predchoziho ¢lenu
x(t). Vidime, Ze hodnoty feSeni rovnice (3.11), a ekvivalentné rovnice (3.9), miZeme poéitat
,dozadu® pouze tehdy, pokud a(t) # —1. Toto pozorovani inspiruje zavedeni néasledujiciho
pojmu.

Definice 18. Rekneme, ze posloupnost p € P je regresivni, pokud p(t) # —1 pro vSechny
indexy ¢t € Dom p. Mnozinu regresivnich posloupnosti ozna¢ime R,

R ={peP: (Vt € Domp) 1+p(t)#0}.
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Podobné jako v pripadé obecnych posloupnosti miuzeme zduraznit definiéni obor posloupnosti,
tj. interval celych ¢isel I, dolnim indexem:

Ri = RnPr, pro interval I C Z.

Na mnoziné regresivnich posloupnosti definujeme binarni operaci @ a unérni operaci © vztahy

p@q(t)=p(t)+q(t) +pt)a(t),  ©pt) = %}S’f&)'

Snadno ovéfime, ze mnozina regresivnich posloupnosti s operaci @ tvori komutativni grupu,
nulova posloupnost o = 0 je neutradlnim prvkem této grupy a ©p je opaénym prvkem k prvku
P.

Tvrzeni 10. Necht p € R je regresivni posloupnost. Pak pro kazdou hodnotu zg € R existuje
jedina posloupnost x € P takova, ze Dom x = Dom p, z(t9) = zo a Ax(t) = p(t)x(t).

Diikaz: Ponévadz x(t+1) = (1+ p(t))x(t), je posloupnost z definovana pro kazdé t > to. Déle
pro kazdy index t takovy, Zze t — 1 € Dom p plati x(t) = (1 +p(t — 1))x(t —1) a tedy

t
a(t—1) = L)’
1+p(t—1)
coz znamena, ze posloupnost z je definovana také pro t < ty takové, ze t € Dom p. O

Definice 19. Necht p € R je regresivni posloupnost. Fzponencidlni posloupnost prislusnou
k posloupnosti p s pocdtkem tg € Dom p definujeme jako jediné feSeni diferencni rovnice

Az = p(t)x (3.14)
s pocatecni podminkou z(tg) = 1. Jeji t-ty ¢len znacime e,(t, ).

Véta 15 (Vlastnosti exponencidlni posloupnosti). Necht p,q € R takové, Ze Domp = Dom g,
to,t,s € Domp. Pak plati

t—1

1 eplt,to) = T1 (1+(0)) #0,

i=to
2. et to) =1, e1(t, tg) = 2170,
8. ep(t to)eq(t,to) = epaq(t, to),
b (ep(tito)) ™ = eap(t, to),
5. ep(t,s) = egp(s,t),
6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to),

7. Je-li p(t) > —1 pro viechny indexy t € Domp, pak epy(-,ty) = e2oto MUFP) 5
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to—1

Diikaz: Podle Tvrzeni 7 plati [] (1+pi)=1a
t—1 t t—1 t—1
A H (1+p(@) = H (1+p(@) — H (1+p@@) = (1+pt) —1) H (1+p()) =
t—1
= p(t) H (1+p(i)).

Z jednoznag¢nosti feeni rovnice (3.14) nyni plyne platnost rovnosti v prvni ¢asti véty, nerovnost
plyne z vyjadieni exponencidlni posloupnosti pomoci souc¢inu a z regresivnosti posloupnosti p.
7 dokézaného prvniho tvrzeni véty nyni plyne

t—1 t—1
co(t,to) = [JL+0) =1, ei(t,to) = [J(1+1) =207D"0o=1) = gi~to,
i=to 1=to

coz je druhé tvrzeni véty. Tteti tvrzeni plyne z nasledujictho vypoctu

t—1 t—1 t—1
ep(t,to)eq(t, to) = H (1+p(i)) H (144q(i) = H (1+p(@) + q(i) + p(i)g(i)) =

= eprqtpq(tsto) = epaq(t; to)-

Diky jiz dokézané platnosti tfetiho a druhého tvrzeni muzeme psat

ep(t7t0)69p(t7t0) - ep+9p(t7t0) = eo(t,to) =1,

coZ je ¢tvrté tvrzeni dokazované véty. Z ného s vyuzitim Tvrzeni 7 dale plyne

t—1 s—1 -1
ep(t’ 5) = H (1 +p(i)) = <H (1 +P(l))> = e@p(s,t),

=8 i=t
coz je paté tvrzeni.

Podle Tvrzeni 7 dale plati

ep(t, s)ep(s, to) = H (1+p(i)) H (1+p(i) = H (1+p(i))

a to je Sesté tvrzen{ dokazované véty. Rovnost v poslednim tvrzeni je ekvivalentni s rovnostmi

Ine,(t,tp) =1In 1:[ (1+p()) = Z_: In (1 + p(3)). 0

i=tg i=to

Véta 16 (Reseni linearni homogenni rovnice s regresivnim koeficientem). Necht p € R je
regresivni posloupnost. Reseni pocdatecni ilohy pro homogenni linedrni rovnici

Az =p(t)e,  a(to) = zo

je ddno rovnosti
t—1

x(t) = woep(t, to) = xo H (1+p(3)). (3.15)

i=to
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Drikaz plyne z vypocétu
z(to) = woep(to, to) = w0l = 20

a z V&t 4 a 15, nebot podle nich plati

Az(t) = zoAey(t, to) = zop(t)ey(t, to) = p(t) (zoey(t, to)). .

3.1.3 Nehomogenni rovnice a Duhameliv princip

Necht p € R je regresivni posloupnost a b € P posloupnost se stejnym definiénim oborem.
Uvazujme pocétecni tlohu pro linedrni nehomogenni rovnici ve tvaru

Az = p(t)x + b(t), z(to) = xo. (3.16)
Nejprve se zaméfime na ponékud jednodussi alohu
Az = p(t)x + b(t), x(tp) =0 (3.17)

s nulovou pocateéni podminkou. Miizeme si predstavit, ze tato loha modeluje né&jaky proces,
jehoz chovani ,,samo o sobé&“, bez ,,vnéjsich vlivi*“, je popsano homogenni rovnici pridruze-
nou k rovnici v tloze (3.17). Nehomogenita b pak predstavuje néjaké ,Fizeni“ nebo ,zasahy
zvnéjsku. Systém pritom byl na pocatku v klidu, v nulovém stavu, a vnéjsi vlivy prichazejici
v prubéhu ¢asu ho z tohoto klidového stavu vychyluji. Stav systému v case t > tg je tedy vy-
sledkem — sou¢tem — vlivli v predchozich ¢asovych okamzicich. Trochu presnéji fec¢eno: reSeni
tlohy (3.17) budeme hledat ve tvaru

t—1

2(t) =Y w(t,i), (3.18)

i=to

kde w je négjaké, zatim neznédmaé, funkce dvou celo¢iselnych proménnych. Tato myslenka je
znédma jako Duhameliv princip; lze ji aplikovat i v mnoha jinych situacich pfi feSeni ¢asové
zavislych nehomogennich (tj. afinnich) systémai.

Diference hledané posloupnosti x je pii volbé (3.18) rovna

t t—1 t—1
Az(t) = Z w(t+1,i) — Z w(t,i) = w(t+ 1,t) + Z (w(t +1,1) — w(t,q)).

Po dosazeni posledniho vyrazu za levou stranu stranu rovnice v tloze (3.17), dosazeni (3.18)
do jeji pravé strany a po jednoduché upravé dostaneme

t—1

D (w(t+1,0) —w(t,i) — p(w(t,i)) = b(t) — w(t + 1,1).

i=to

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyZz obé jeji strany budou nulové. A to, specielné,
nastane tehdy, kdyz vSechny s¢itance v sumé na levé strané budou nulové. Tedy kdyz

w(t+1,7) —w(t,i) = pt)w(t,i), w(i+1,i) =b(i), =t to+1,...,t—1,t.



62 KAPITOLA 3. LINEARNI ROVNICE

Tyto rovnosti ntizeme chapat jako systém ¢t —tg+1 pocatecnich tloh pro neznamé posloupnosti
w(-,1) s parametrem i, tj za tlohy

Aw(-,t) =pt)w(-,i), w(i+1,i)=0b(3).

To je ovSsem pocatecni tloha pro linedrni homogenni rovnici s regresivnim koeficientem p. Jeji
feSeni je podle vysledkt oddilu 3.1.2 ddno vyrazem

w(t, i) = b(i)ep(t,i + 1).

Dosazenim tohoto vyjadfeni do rovnosti (3.18) dostaneme feSeni tulohy (3.17) ve tvaru

t—1
t) =Y bli)ey(t,i+1). (3.19)

i=to

Z predchoziho oddilu 3.1.1 jiz vime, Ze obecné feSeni nehomogenni rovnice je souctem
obecného TeSeni pridruzené homogenni rovnice a néjakého partikularnfho feSeni rovnice ne-
homogenni. PouZijeme feSeni (3.19) nalezené pomoci Duhamelova principu a obecné Feseni
rovnice vystupujici v tloze (3.16) vyjadiime formuli

t—1
2(t) = cep(t,to) + > b(D)ep(t,i+ 1)

i=to

se zatim neur¢enou konstantou c. Po dosazeni poc¢atecni podminky z tilohy (3.16) do predchozi
rovnosti dostaneme rovnost zg = ce,(to, o) = ¢, takze FeSeni pocatecni tlohy (3.16) je

t—1
x(t) = moep(t,to) + > bli)ep(t i+ 1).

i=to

S vyuzitim formuli z Véty 15 tento vysledek jesté upravime:

t—1 -1
x(t) = (m + > b(i)esy (i + 1,t)69p(t,t0)> ep(t, tg) = (m + > b(i)esy (i + 1,t0)> ep(t, to).

i=to i=to

Exponencialni posloupnost pfepiSeme jako soucin podle Véty 15.1. Reseni pocatecni ulohy
pro nehomogenni linedrni rovnici s regresivni posloupnosti v linedrnim ¢lenu, tj. feSeni tlohy
(3.16), tedy dostavame ve tvaru

t—1 t—1

_;cOH 1+p(3) +Zb 11 (+p@) = x0+2b H1+1p() H(H—p(i)).

i=tg i=tg j=i+1 i=tg

Primym vypoctem se presvédCime, ze TFeSeni pocatecni tlohy pro obecnou linearni dife-
ren¢ni rovnici (3.9) s pocateéni podminkou z(tg) = xg je stejného tvaru. Jediny rozdil je
v tom, Ze defini¢ni obor feSeni miize byt mensi nez defini¢ni obor posloupnosti a.
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Véta 17. Necht a, b jsou posloupnosti takové, Ze Doma = Domb, t9 € Doma a xg € R.
Polozme
7 =sup{t € Doma: t <tg,a(t)=—-1}, I=][r,00)NDoma.

Resent pocdtecni ilohy pro linedrni diferenéni rovnici,
Az = a(t)x + b(t), x(tg) = xo, (3.20)

je posloupnost x € Pr definovand vztahem

z(t) = g 1:[ (1+a(i) + i b(i) 1:[ (1+a(j)):
i=to i=tg  j=i+l

pokud jsou vSechny cleny posloupnosti a nenulové, lze TeSeni prepsat do tvaru

t—1 i t—1
2(t) = [ =0+ > _b() [] %a(]) IT (1 +a).
i=to j=to i=to

Jesté explicitné vypiSeme tvar feSeni linearni rovnice (3.9) v nékterych specialnich piipa-
dech.

Disledek 1. Resend rovnice (3.9) v pfipadech, kdy nékterd z posloupnosti a, b je staciondrni:
o Az =ax+b(t), x(ty) = xo.
. t—1 '
Resent: x(t) = zo(1+ )7t + 3 (1 + )= 1b(i).

o Ax =a(t)x+ 5, xt(f?) = xg. L
Resend: x(t) = o [] (I+a@)+8> I (Q+a(y)).

i=tg i=tg j=1+1

o Az =ax+ 3, x(ty) = xo.

. t=1 A (xo + —) (1+ )it — é’ a#0,
Resent: z(t) = zo(1+a) "0 +38 Y (1+a)! 771 = o «

1=tg xo + (t — t0)57 a=0.

3.1.4 Kbvalitativni vlastnosti feSeni lineadrni rovnice ve zvlastnich p¥ipadech
Rovnice s konstantnimi koeficienty
Uvazujme pocétecni tlohu
Azx =azx+f, z(0)=mx (3.21)
s parametrem a € R. Resent uvazujeme v prostoru posloupnosti Py.
Je-li —1 # «a # 0, pak ma tato tloha FeSeni tvaru

x(t) = <360 + g) (1+a) - g

které je definovano pro kazdé t € Z. Jedné se tedy o geometrickou posloupnost s kvocientem
1+ a, od niZ je odectena konstanta 3/c.
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Obrazek 3.1: ReSeni pocatecni tlohy pro linedrni rovnici (3.21) s po¢atecni hodnotou z¢ = 0,
parametrem [ = 1 a parametrem « z mnoziny {2, —2, —1,5, —0,5, 0, 0,5}. Te¢kovanou
pfimkou je znézornéna hodnota —3/c.

Je-li @ = 0, pak ma tloha (3.21) FeSeni tvaru
z(t) = o + Bt

jedna se tedy o aritmetickou posloupnost s diferenci .
Pocatecni uloha (3.21) s dosud neuvazovanym parametrem o = —1 se redukuje na tvar

z(t+1) =B, =(0) = xo,

takze x(t) = [ pro kazdé t > 0, feSeni je od t = 1 konstantni.

Pokud pocateéni hodnota z¢ vyhovuje relaci axg # —[3, pak je feSeni ulohy (3.21) nekon-
stantni, v opa¢ném piipadé je feSeni konstantni.

Z uvedenych vyjadreni feSeni je vidét, Ze monotonnost, ohrani¢enost a konvergence po-
sloupnosti x zévisi na hodnoté parametru «. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v tabulce 3.1. Na
obrazku 3.1 jsou zobrazeny grafy feSeni tlohy (3.21) pro hodnoty 5 = 1, xg = 0 a riuzné
hodnoty parametru a.

Rovnice s periodickymi koeficienty

Reseni linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem
Azx = ax

je geometricka posloupnost s kvocientem 1+ o, tj. 2(t) = zo(1+ a)!. Pokud koeficient rovnice
neni konstantni, ale pravidelné kolisa kolem néjaké pevné hodnoty, lze ocekavat, ze TreSeni
bude stejné pravidelné kolisat kolem néjaké geometrické posloupnosti. Tuto myslenku nyni
vyjadifme presnéji.
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0<a« ryze monotonni, neohrani¢end | lim |z(t)] = oo
t—00
-1 <a<0 ryze monotonni, konvergentni
a= —1 | monotonni, konvergentni lim z(t) = -8
t—00 «

—2 <a< —1 | konvergentni

2p
% +1) = —x9— 2
a= —2 | ohraniena @2k +1) Ty
x(2k) =x9, k€Z
a < —2 | neohranicena liminf x(t) = —o0, limsupz(t) = oo

t—o0 t—o00

Tabulka 3.1: Vlastnosti FeSeni = pocatecni tlohy (3.21) pro linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty v zavislosti na hodnotach parametru «; pro poc¢ateéni hodnotu plati axg # —f.

Necht w je kladné celé ¢islo a a € Rz je w-periodické regresivni posloupnost, tj. pro kazdé
t € Z plati a(t + w) = a(t) # —1. Uvazujme homogenni rovnici (3.10) a oznacme

w—1 1w
a= (H (1+ a(i))) —1, (3.22)
=0

tzn. Ze ¢islo 1+a je geometrickym prumeérem hodnot posloupnosti 1+ a na intervalu délky pe-
riody. Podle vysledkii uvedenych v 3.1.2 miuzeme FeSeni rovnice (3.10) s poc¢ateéni podminkou
x(0) = xo psat ve tvaru

x(t) = moeq(t,0) = zoez(t,0)esa(t,0)eq(t,0) = zpez(t,0)eqoa(t, 0).

Oznacme nyni

t—1 )
_ — ai—i—da—@) -
@(t)—eaea(t70)_g<l+ © l1+a 1+a>_
_Jrltata()taa(i)—a-aal) 1 '
_ZZO ot _(1+a)ti1_£(1+a(z)).

Pdle definice exponencialni posloupnosti e,( -,0) je posloupnost ¢ jednozna¢nym fesenim po-
Catecni ulohy

Ap=(aca)p, »0)=1,
neboli

Mgty = B2 20, p0) = 1. (3.23)
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Ponévadz posloupnost a je w-periodicka, plati

1 t+w—1 '
¢@+wyzaiagzll(1+am::
= . | trest .
— <7(1 e g (1+ a(z))) <7(1 e g (1+ a(z))) —
1 w—1 .
= @(f)m i1_10: (1+a(i)) = o(t),

takze posloupnost ¢ je také w-periodicka. Muzeme ji tedy také vyjadrit jako w-periodickou
posloupnost, pro jejiz poc¢atecéni hodnoty plati

|
—

e() =] (@ +a@@), j=01,...,w-1

1

I
=)

7 provedenych vypocti plyne vysledek:

Véta 18. Necht a je regresivni w-pertodickd posloupnost. Pak tesent linedrni homogenni rov-
nice (3.10) je tvaru

2(t) = o (1 +a)" (1),
kde zo = x(0), hodnota a je ddna vgrazem (3.22) a ¢ je w-periodickd posloupnost, kterd je
Tesenim pocdtecnd lohy (3.23).

Regenf homogenni linedrni rovnice s periodickym koeficientem je tedy soucinem geomet-
rické posloupnosti a w-periodické posloupnosti. Toto vyjadieni lze povazovat za rozklad reseni
na trend a sezoénni slozku v multiplikativnim tvaru.

Ponévadz w-periodickd posloupnost je ohranic¢end, dostaviame

Disledek 2. Reseni x homogenni linedrni rovnice (3.10) s periodickym koeficientem a je

ohranicend prave tehdy, kdyz —2 < a < 0; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0.
— 00

Rovnici (3.22) mizeme piepsat do tvaru rekurentni formule (3.11). Pii oznaceni ¢ = 1+a
muzeme pro tuto rekurentni formuli napsat pocate¢ni ulohu

z(t+1)=q(t)z(t), z(0)=zo. (3.24)
Prepsdnim véty 18 a jejiho prvniho disledku dostaneme

Dausledek 3. Necht q je w-periodickd posloupnost takovd, Ze q(t) # 0 pro vsechna t € Z. Pak
resent ulohy (3.24) je tvaru

kde

tj. q je geometricky primér hodnot posloupnosti q na intervalu délky periody, T je zbytek po
délent cisla t cislem w.
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Disledek 4. Posloupnost x dand rekurentni formuli v dloze (3.24) s periodickou posloupnosti
q je ohranicend prdvé tehdy, kdyz —1 < q <1, tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —1 < g < 1.
— 00

3.2 Systémy linearnich rovnic prvniho rfadu

Necht vsechny posloupnosti a;j, b;, 4,5 = 1,2,...,k maji stejny defini¢ni obor. Systém k
linedrnich diferencnich rovnic (k-rozmérny linedrni systém) prvniho Tddu je soustava rovnic

tvaru
Axy = an(t)xl + alg(t)wg + -+ alk(t)xk + bl(t),
Azy = a121(t) + agoxa(t) + - - + agk(t)zp + ba(t),

. (3.25)

Az = a1 (t)z1 + aga(t) w2 + - - + apr(t) g + bi(t).

Pokud jsou vSechny posloupnosti b;, i« = 1,2,...,k nulové, systém se nazyva homogennt,

v opa¢ném piipadé nehomogenni.

Zavedeme vektorové posloupnosti @, b a maticovou posloupnost A,

ml(t) b1 (t) an(t) alg(t) e alk(t)
ot bo(t as(t) aoe(t) ... aop(t
) — 2-() b = 2-() A = 21-() 22.() | 2@()
i (t) bi(t) ap1(t) ar2(t) ... ape(t)
Systém rovnice (3.25) miZeme nyni struéné zapsat jako jednu vektorovou rovnici ve tvaru
Az = A(t)x + b(t). (3.26)

Tuto explicitni diferenéni rovnici (systém explicitnich diferen¢nich rovnic) prvniho typu mu-
zeme piepsat do tvaru vektorové rekurentni formule (systému rekurentnich formuli)

z(t+1) = (1+A(t))z(t) + b(t). (3.27)

Oznacime-li Q(t) = | + A(t), mizeme systém rekurentnich formuli (3.27) pfepsat v kratsim
tvaru

x(t+1) = Q(t)x(t) + b(t). (3.28)

Vektorova rovnice (3.26) je k-rozmérnou analogii linearni diferen¢ni rovnice prvniho fadu
(3.9), vektorova rekurentni formule (3.27), resp. (3.28), je k-rozmérnou analogii rekurentni
formule (3.11), resp. (3.12). Toto pozorovani ukazuje, Ze teorie systému linearnich diferenc-
nich rovnic je zobecnénim teorie linearnich diferen¢nich rovnic; nebo naopak, teorie linearnich
rovnic je speciadlnim pripadem teorie linearnich systémi pro k = 1.

Teorii linearnich systémii (vektorové rovnice) lze dokonce povaZzovat za svym zpiisobem
jednodussi, nez je teorie (skalarni) rovnice. Nehomogenni linearni vektorovou rovnici (3.26)
totiz muZzeme piepsat do (blokového) tvaru

Az = (A(t) b(1)) (f) .

Odtud je vidét, Ze feSeni nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.25) muZeme prevadét na feSeni
homogenni (k + 1)-rozmérné rovnice

Ay = (Ao(i) bE?) Y. (3.29)
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Presnéji: je-li vektorova posloupnost @ FeSenim nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.25), pak

-0

feSenim rovnice (3.29); je-li vektorova posloupnost y s posledni slozkou identicky jednotkovou
feSenim homogenni (k + 1)-rozmérné rovnice (3.29), pak jejich k prvnich slozek je fesenim
nehomogenni rovnice (3.26). Analogicky nahlédneme, Ze feSeni k-rozmérné nehomogenni li-
nearni rekurentni formule (3.28) lze prevadét na fesSeni (k + 1)-rozmérné homogenni linearni

rekurentni formule q )
t t
yt+1) = < o(T) (1)> y(t). (3.30)

je posloupnost

Teoreticky tedy neni nutné se zabyvat rovnicemi nehomogennimi. Ovsem nékdy je jednodussi
vySetfovat rovnici nehomogenni nez rovnici homogenni vyssiho radu.
Stejné jako v jednorozmérném piipadé, rovnice

Az =A(t)x (3.31)

se nazyva pridruZend homogenni rovnice k rovnici (3.26).

3.2.1 Princip superpozice a fundamentalni matice

Formalné stejné jako v oddilu 3.1.1 ukdzeme, Ze vektorova posloupnost, jejiz vSechny slozky
jsou nulové je FeSenim homogenni rovnice (3.31) a Ze linearni kombinace FeSeni této rovnice
je jejim fesenim. Tedy Ze mnozina feSeni rovnice (3.31) tvoii vektorovy prostor. Uréime jeho
dimenzi.
Necht ¢ je libovolny index z defini¢niho oboru maticové posloupnosti A. Rovnice (3.31)
s pocatecni podminkou
2(to) = € (3.32)

ma pro kazdy vektor & € R¥ feSeni definované (pfinejmensim) pro t € {to,to +1,t9+2,...}N
Dom A a toto feSeni je jednozna¢né dano soucinem

t—1
z(t) = (1+A(t—1)(1+A(t—2))--- (I1+A(ty))€ = <H (1+ A(z’))) &

to nahlédneme stejnym vypoctem jako v ivodu této kapitoly na str. 56.
Vektorovy prostor RF ma bazi tvofenou linearné nezévislymi vektory ey, ea, . .., ex. Necht
kazda z posloupnosti z;, i = 1,2,...,k, je FeSenim rovnice (3.31) s pocatetni podminkou

x(tg) = e;. (3.33)

Kdyby vektorové posloupnosti zq1, 2zs, ..., 2 byly linearné zavislé, existovaly by konstanty
a1, Q9,...,q, ne viechny rovny 0, takové, ze

a1z1 + gz + - + a2 = 0.
Pak by zejména platilo

0= a1z1(ty) + apza(to) + - - + apzi(to) = el + azea + - - - + ey,
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coz by byl spor s linearni nezavislosti vektort eq, ea, ..., ex. Existuje tedy alespon k linedrné
nezavislych feseni rovnice (3.31) a dimenze prostoru jejich feseni je alesponi k.

Necht nyni « je libovolné feseni rovnice (3.31). Ponévadz vektory e1, e, ..., ex tvoii bazi
prostoru R¥, existuji konstanty ¢, ca, ..., ¢, takové, Ze

x(ty) = c1e1 + coeg + -+ + cpey.

Linearni kombinace feSeni ¢y 21 + cozo + - - - 4+ ¢ 2 je podle principu superpozice také feSenim
rovnice (3.31). Toto feseni splituje poc¢ateéni podminku

(01Z1 +cozg + -0+ Ckzk)(to) = x(to).

Reseni pocatecni tulohy pro rovnici (3.31) je vSak jednoznacné dano pocateéni podminkou

t—1

x(to) a soucinem matic [] (14 A(7)). To oviem znamen4, Ze feSeni @ je linearni kombinact
i=tg

feSeni 21, 22, ..., k. Dimenze prostoru feSeni rovnice (3.31) nemiize byt vétsi nez k.

Dostavame tak zaveér:

Véta 19. Mnozina vSech tesent linedrniho homogenniho k-rozmérného systému (3.31) tvori
vektorovyj prostor dimenze k.

Skuteénost, ze prostor feSeni rovnice (3.31) je kone¢nédimenzionalni, umoziuje zavést na-
sledujici pojem.

Definice 20. Baze prostoru feSeni linearniho homogenniho systému (3.31) se nazyva funda-
mentdlni systém Fesentd.

Jiz jsme ukézali, ze vektorové posloupnosti z;, i = 1,2,..., k, které jsou feSenim rovnice
(3.31) s pocatecni podminkou (3.33) jsou linearné nezavislé. Tvoii tedy fundamentélni sys-
tém FeSeni rovnice (3.31). Vektorové posloupnosti 21, z2, . .., 2k tvorici fundamentalni systém

FeSeni muzeme usporadat do maticové posloupnosti definované vztahem

Z(t) = (z1(t), z2(t), ..., z(t));

sloupce matice Z(t) jsou vektory zq(t),z2(t),...,zk(t). Ponévadz kazda z vektorovych po-
sloupnosti z;, ¢ = 1,2,..., k, spliiuje poc¢atecni tlohu

Azi = A(t)zi, Zi(to) = €3,

spliuje maticova posloupnost Z maticovou diferen¢ni rovnici

AZ =A(t)Z. (3.34)
Ponévadz navic pocateéni hodnota Z(tp) spliiuje rovnost Z(ty) = (el,eg, . ,ek) a bazové
vektory ey, ea,..., e jsou linedrné nezavislé, plati

det Z(to) # 0, (3.35)

tj. pocatecni matice Z(ty) je regularni. Zejména byva vyhodné volit pocatecni hodnotu jako
jednotkovou matici, Z(tg) = |, tj. za vektory ey, ea, ..., eg vzit standardni ,nula-jednic¢kovou
bézi.
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Definice 21. ReSeni Z pocatecni tlohy (3.34), (3.35) se nazyva fundamentdlni matice systému
(3.31).

Opét snadno nahlédneme (odvodime netplnou indukci a dokdZeme tplnou indukei), Ze
fundamentalni matice systému je dédna rovnosti

t—1
Z(t) = <H (I +A(z’))> Z(to). (3.36)

i=to
Priklad.
Najdeme fundamentéilni matici systému

Ar= —x +%y,
Ay = —%x —.

) - 4)

Maticova posloupnost A je definovana pro ¢t > 1. Fundamentalni matici systému budeme proto
hledat jako feSeni pocatecni tlohy pro maticovou diferen¢ni rovnici

V tomto pripadé je

AX =A[)X, X(1)=1.

Ozna¢me
0 1
J=1+A(1) = (_1 0>.
Pak | + A(t) = %J a fundamentalni matice daného systému je
t—1
1 1
Zt)=]]-4= Jt
®) 21;[1 { (t—1)!
Ponévadz
J2—01 01_—10__I
- \-1 0/\-1 0/ \O -1, 7
miuzeme déle pocitat
PB=J(-)==), W =J-0)=1,P=0=1 5=0=-1, JT=J(-1)=—J, atd.

7 tohoto vypoctu uhodneme, Ze

4 L . 4 _1)zii-1) .
Ji = (=1)20D (%(1 + (=D + %(1 — (—1)Z)J> = % (I+J+ (=11 = J))

(3.37)
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a tento vysledek ovéiime tplnou indukci. Indukéni krok je

JF = i = (FD;J (I+J+ (=10 - J))) =

(_1) i(i—1)

% (_1)%2‘(1'—1)
2

(JI+ 3+ (=D =J) = f(J — 1+ (=1)'J=1) =
_ (—1);i(i+1) (14 3+ (=1)*1(1 = 1))

Matice J? je tedy skuteéné dana vyrazem (3.37) a fundamentalni matice daného systému je

(_1)%(t—1)(t—2)

2t = 2(t — 1)

(I+J= (=D 1=D)).
u

Kazdé feseni rovnice (3.31) je linearni kombinaci posloupnosti tvoficich fundamentélni
systém TeSeni této rovnice, tj. sloupci fundamentalni matice Z. Jinak Tec¢eno, obecné feSeni
rovnice (3.31) je tvaru

x(t) =Z(t)e. (3.38)

kde ¢ je konstantni vektor.

Nakonec jesté najdeme partikulérni feseni této rovnice, které spliuje poc¢ateéni podminku
(3.32). Z regularity matice Z(tg) plyne existence inversni matice Z(to)~ 1. Proto mé (algeb-
raickd) rovnice

5 = Cc(to) = Z(to)c

pro neznamy vektor ¢ jednoznaéné uréené feseni ¢ = Z(tg) '€. Dostavame tak vysledek:
Reseni pocatecni ulohy (3.31), (3.32) je dano rovnosti
x(t) = Z(t)Z(to) '€, (3.39)

kde Z je fundamentéalni matice systému (3.31). Toto FeSeni je definovano (pfinejmensim) pro
t € {to,to+1,... } N DomA.

Diferen¢ni rovnici (3.34) lze pfepsat jako rekurentni formuli
Z(t+1) = (1+A(t))Z(¢). (3.40)

Pokud je matice |+A(t) v kazdém indexu t € Dom A invertibilni, 1ze z po¢ate¢ni hodnoty Z(t¢)
jednoznacéné vypocitat hodnotu Z(#) feseni rovnice (3.40) pro libovolnou hodnotu ¢ € Dom A.
Tato skute¢nost motivuje zavedeni nasledujicich pojmi.

Definice 22. Rekneme, ze maticové posloupnost P je regresivni, pokud det (I + P(t)) =% 0 pro
vSechny indexy ¢ € Dom P.

Podobné jako v 3.1.2 zavedeme na mnoziné regresivnich maticovych posloupnosti operace
@ a © vztahy

1

P®Q(t) =P(t) + Q(t) + P()Q(t), ©P(t) =—Pt)(I1+P(t) .

Mnozina regresivnich posloupnosti s témito operacemi opét tvori grupu, kterd vsak jiz neni
komutativni.
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Definice 23. Necht maticova posloupnost P je regresivni. Maticovou exponencidlni posloup-
nost prislusnou k posloupnosti P s pocdtkem tg € Dom P definujeme jako jediné feSeni pocatecni
tlohy pro maticovou linearni rovnici (systém)

AX =P(t)X, X(tg) =1. (3.41)
Jeji t-ty ¢len oznacime ep(t,tp).
Pro maticovou exponencidlni posloupnost plati:

Véta 20 (Vlastnosti maticové exponencialni posloupnosti). Necht maticové posloupnosti P, Q
jsou takové, Ze Dom P = Dom Q, tg,t,s € Dom P. Pak plati:

t—1
1. ep(t,itg) = (I1+P(t—1)(1+P(t—2)) - (I+P(to)) = II (1+P(3)) je requldrni,
i=tg
2. eo(t,to) =1, ep(t,t) =1, e(t, to) = 2701,
3. ep(t, to)eQ (t, to) = ePpQ (t, to),
-1
4. (ep(t,to)) = ecpl(t,to),
5. ep(t,s) = ecp(s,t),
6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to).
Diikaz je forméalné stejny jako diukaz Véty 15. Pri vypoctech je potifebné davat pozor na
poradi nasobeni matic. O
3.2.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Uvazujme nyni nehomogenni vektorovou rovnici (systém) (3.26). Nehomogenitu b muzeme in-
terpretovat jako jakési ,poruseni (perturbaci) homogenni rovnice (3.31). Reseni nehomogennf
rovnice by tedy mohlo byt néjak ,,podobné* feSeni pridruzené homogenni rovnice, tedy tvaru
podobnému vyjadieni (3.38). Tuto ,podobnost” budeme chapat tak, Ze perturbace neustale
ndeformuje“ vektor ¢. Trochu presnéji, vektor ¢ nebude konstantni, ale bude zaviset na indexu
t. Tato myslenka se nazyva (Eulerova-Lagrangeova) metoda variace konstant.

Reseni rovnice (3.26) tedy hledejme ve tvaru

x(t) = Z(t)c(t), (3.42)

kde Z je fundamentéalni matice systému (3.31), tj. FeSeni pocatecni tlohy (3.34), (3.35). Pak
plati

Ax(t) = (AZ(t))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t)) = (AR)Z(E))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t));

pii vypodctu jsme pouzili prvni ze vzorci (1.20) pro diferenci soucinu. Soucasné, aby posloup-
nost & byla feSenim rovnice (3.26), musi platit

Az(t) = A(t)Z(t)c(t) + b(t).



3.2. SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC PRVNIHO RADU 73

Porovnanim téchto vyjadieni vidime, ze
Z(t+ 1)Ac(t) = b(t).

Za predpokladu, Ze matice Z(t + 1) je regularni, z posledni rovnosti vyjadiime
Ac(t) = Z(t+1)"'b(t)

a sumaci obou stran této rovnosti v mezich od tg do t — 1 dostaneme

t—1

c(t) = clto) + > Z(j +1)""b(j).

Jj=to

Konstantni vektor ¢(ty) pro stru¢nost oznacime n a vypocitanou posloupnost ¢ dosadime do
predpokladaného tvaru (3.42) feSeni rovnice (3.26):

t—1 t—1
2(t)=2(t) [+ > ZG+1)7'00G) | = Z0m+ Y Z(0ZG+1)7bG). (3.43)
Jj=to Jj=to

Prvni séitanec posledniho vyrazu je vlastné obecnym reSenim pridruzené homogenni rovnice
(3.31). Soucasné vidime, ze x(tg) = Z(to)n, tj. n = Z(to) ' (tp). Fundamentalni matici Z
vyjadiime pomoci sou¢inu (3.36) a feSeni rovnice (3.26) zapiSeme ve tvaru

t—1 t—1 t—1
z(t) =[] (+A@)=to)+ D> [ T (1+A®) | bG)- (3.44)
i=to Jj=to \i=j+1

Posledni vyraz je jiz definovan pro kazdy index ¢ > t ze spole¢ného defini¢niho oboru maticové
posloupnosti A a vektorové posloupnosti b; pracovni predpoklad o regularité matice Z tedy
nebyl podstatny. Pifimym dosazenim se nyni lze presvédcit, ze se skuteéné jedna o TeSeni
rovnice (3.26).

Odvodili jsme:

Véta 21. Obecné FeSeni rovnice (3.26) je souctem obecného TeSeni pridruZené homogenni
rovnice (3.31) a partikuldrniho Tesent rovnice (3.26). Toto TeSeni lze vyjadrit ve tvaru

x(t) = [ 0+ A@)a(t)+ S [ T (1+AG) | ).
i=1o i=to \i=j+1

kde tg je néjaky index ze spolecného definicniho oboru maticové posloupnosti A a vektorové
posloupnosti b.

Pokud pro kazdy index t € Dom ANDom b, t < tg je det (|+A(t)) £ 0, je Fedent definovino
na celém Dom A N Dom b; v opacném piipadé je definovino na mnoziné {r, 7+ 1,...}, kde

T:to—min{iEN: det(I+A(t0—i)):0}_
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Pokud je maticova posloupnost A regresivni, 1ze rovnost (3.44), tj. vyjadieni FeSeni rovnice
(3.26), prepsat pomoci maticové exponencialni funkee,

t—1
x(t) = ea(t,to)x(to) + Z ea(t,j +1)b(j) =
- t—1
= enl(t,to) | (to) + Y _ ealto,j + b)) | =
J=to
t—1
= eA(t,to) Cc(to) + Z eeA(j + LtO)b(j)
J=to

3.2.3 Kbvalitativni vlastnosti reSeni systému s konstantni matici

Necht A je ¢tvercova matice fadu k. UvaZzujme linearni homogenni systém (vektorovou rovnici)
Az = Az, (3.45)

kterou muzeme také prepsat jako systém rekurentnich formuli
x(t+1) = Qu(t), (3.46)

kde Q = I+A. Tato rovnice ma pro libovolnou poé¢ate¢ni hodnotu x(tg) jediné Feseni definované
na intervalu [tg, 0c0)NZ. Pokud je matice Q regularni, pak ma tato po¢ate¢ni uloha jediné feseni
definované na celé mnoziné Z. (Toto tvrzeni je ziejmé; je to vSak také specialni pripad Véty 21.)
Regenf je tvaru

xz(t) = (I + A x(ty) = Q" x(ty). (3.47)

Poznamenejme, e v piipadé t < ty oznacuje symbol Q'~% matici (Q_l)to_t. Fundamentélni
matice systému (3.45) a ekvivalentniho systému (3.46), ktera spliuje po¢atetni podminku
Z(ty) =1, je dano formuli

Z(t) = (1+ At = Q.

Abychom ziskali néjaky pouzitelnéjsi tvar Feseni systému (3.45), potFebujeme vyjadfit moc-
niny matice | + A = Q. Z linearni algebry vime, Ze tuto matici mizeme zapsat ve tvaru

Q=PJP

kde P je regularni ¢tvercovid matice dimenze k a J je Jordantv kanonicky tvar matice. Pro
t >ty tedy plati
QI =pJptPJP ... PJPL = pJitlopTl,
(t—to)-krét

Dostavame tak zaver: Redeni ekvivalentnich systémi (3.45) a (3.46) s matici Q = | + A, ktera
mé Jordantv kanonicky tvar PJP~!, je tvaru

x(t) = PJP~g(t). (3.48)
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Priklad.
UvaZujme systém rovnic (vektorovou rovnici)
2 1 1 3 1 1
Az =|-1 -1 0 |z, tj. x(t+1)=[-1 0 0]=x(t)
-2 -1 -1 -2 -1 0
s pocatecnim indexem ty = 0. V tomto pfipadé je
3 1 1 1 10 -1 -1 -1
Q=((-1 0o o0}, J=|0 1 1|, P=1 0 1
-2 -1 0 0 01 1 1 0

Postupné vypocitdme mocniny matice J

1 10\ /110 1 21 11 0\ /1 21 1 3 3
P=fo11)l0o11|=(012],B=[011]]01 2|=(01 3],
00 1/ \0 0 1 00 1 00 1/ \0 0 1 00 1
11 0\ /1 3 3 1 4 6 1 10\ /1 46 1 5 10
=101 1)(0o1 3)=(014|,P=|011](0o14|=f01 5]/,
001/ \0 01 00 1 00 1/ \0 0 1 00 1

atd. Z tohoto vypoctu uhodneme, ze
1t tt-1)
J=10 1 t
0 0

a tento vysledek ovéiime indukci.
Dostavame tak reseni daného systému

-1 -1 =1\ /1 t 3t(t—1) 11 1
zt)=(1 0 1 0 1 t -1 -1 0 |=z(0)=
1 1 0 0 0 1 -1 0 -1

3 142 1 142
L+3t+ 4t ¢t st+ 5t

1 1 1 1

—st—3t2 1—t st—3t* | z(0)=
3 1,2 1 142
—3t— 2t —t 1—3t—3t

x1 + 3 (361 + 28 + &)t + 5 (& + &) 12
= - 3(&+26 - &)t— (& + &) |

x5 — 3 (361 + 26 + &)t — 3 (& + &) 12

pritom &1, &2 a &3 oznacuji souradnice pocatecniho vektoru (0) = &. |

Podivejme se, jaké zavéry plynou z feSeni(3.48) systémi (3.45) a (3.46). Jordantiv kano-

nicky tvar J je blokové diagonalni matice
Jj O ... O
O J ... O
J=1. . :
O O ... Jn
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blok Ji je ¢tvercova matice dimenze k;; pfitom ki + ko + - - - + ky,, = k. Jednotlivé bloky jsou
tvaru

A0 0 0 A1 0 ... 0

0Ox 0 ... 0 0O x 1 ... 0
=100 XA ... 0 nebo Ji=10 0 A ... 0],

0 0 0 A 00 0 ... A

kde A je vlastni ¢islo matice Q. Je-li blok J; diagonalni, tj. je prvniho z uvedenych tvari,
fekneme, Ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.
Pro libovolné pfirozené ¢&islo n plati

J" o0 ... O
o J* ... O
Ji=1 . . .
O O Jn"
Je-1i blok J; diagonalni, pak
A0 0 0
0 A" 0 0
i 0 0 A" 0,
0 0 0 AT

mé-li blok J; v horni vedlejsi diagonale jednicky, pak

)
-1 1 - —2 —k;+1
A A" sn(n —1)A" o = 1)!)\”
0 A7 n)\nfl n(ki_Q) )\nfk:iJrQ
(ki —2)!
no__ ki—
J' - 0 0 AP n( 3 )\nfkiJrB )
(ki —3)!
0 0 0 e A
piitom n®), v =k; — 1,k —2,...,1 oznacuje faktorialovou posloupnost, viz 1.3.2.4. Platnost

téchto formuli Ize ovérit uplnou indukei.

Slozky vektoru feseni jsou linearni kombinace vlastnich ¢isel matice Q v nejvyse (¢ — tg)-té
mocniné, pripadné vynésobena néjakym polynomem v proménné t. Odtud miZzeme odvodit
ZAVer:

Tvrzeni 11.
e Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice Q modul (absolutni hodnotu) mensi nez 1, pak pro kazdé
feseni « systému (3.46) plati

tlggo x(t) = o.
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e Mayji-li v8echna vlastni ¢isla matice Q modul mensi nebo roven 1 a vSechna vlastni ¢isla s
absolutni hodnotou 1 jsou jednoduchého typu, pak je kazdé feSeni x systému (3.46) ohranicené.
e Pokud existuje vlastni ¢islo matice Q, které ma modul vétsi nez 1, pak existuje neohranicené
feseni x systému (3.46).

Nehomogenni line4rni systém s konstantni matici A
Az = Az + b(t) (3.49)

mé podle Véty 21 jediné feSeni dané formuli

t—1
2(t) = 1+ A) " a(to) + 3 (1+A) ().

i=to
Zejména, pokud je nehomogenita b konstantni a matice A je regularni, pak systém
Az =Ax+b (3.50)

ma TreSeni tvaru
t—1—tg

z(t) = (1+A) " x(to) + ( 0+ A)i> b= (I+A) " x(ty) + A~ [(I FA)T - '} b.

=0

Pokud vsechna vlastni ¢isla matice | + A maji modul mensi nez 1, pak tlim (I + A)t =0, coz
— 00

znamend, Ze pro feSeni systému (3.50) v takovém piipadé plati

lim z(t) = —~A~'b; 51
Jim 2(2) ; (3.51)
chovani feSeni systému (3.50) pro ¢ — oo (po uplynuti dlouhého ¢asu) nezéavisi na po¢atecnich
podminkéch, vliv pocateéniho stavu postupné vymizi, systém ,,zapomene” svij vychozi stav.
Systém s touto vlastnosti se nazyva ergodicksj.

Pokud je matice A regularni, pak linearni systém (3.50) s konstantni nehomogenitou b
mé jediné konstantni feSeni & = x*. Toto TeSeni je souCasné FeSenim soustavy algebraickych
rovnic o = Ax* + b, tedy

z* = —A"'b.
Porovnanim s rovnosti (3.51) vidime, Ze feSeni ergodického systému (3.50) s regularni matici

A konverguji pro t — oo k jedinému konstantnimu feSeni tohoto systému.

Oznacme vlastni ¢isla Ay, A9, ..., Ay, matice Q tak, aby platilo
Ail > Ao > > M.

Vlastni ¢isla \j, pro kterd plati [A;| = |Ai| nazveme dominantni. Pokud |Ai| > [A2] a A je
jednoduchého typu (je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice), pak A1 nazveme ryze
dominantny.

Uvazujme nyni specialni matici Q takovou, ze mé ryze dominantni vlastni ¢islo A;. Oznac-
me w1 vlastni vektor prislusny k A;. Pak Jordantv kanonicky tvar matice Q je

o )\1 OT
(5 %),
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kde o je (k — 1)-rozmérny nulovy vektor, K je blokové diagonalni ¢tvercova matice fadu k — 1
takova, ze

1
lim —K! = 0.

t—o00 )‘tl

Matice podobnosti je tvaru P = (w1, R), kde R je néjaka matice matice typu (k, k —1). Matici

P! zapiSeme ve tvaru
T
p-1_ (Y1
=g )

kde v je k-rozmérny vektor a S je matice typu (k — 1,k). Jesté si mizeme uvédomit, Ze v,
je levy vlastni vektor matice Q prislusny k jednoduchému vlastnimu éislu A;. ReSeni systému
(3.46) je podle rovnosti (3.48) rovno

A—to T T B B
z(t) = (w1 R) < 10 K?t()) <Usl> x(ty) = <w1)\ﬁ oyl 4+ RK? tOS) x(ty) =
= v] 2(to) N, 0w + RKIT0Sx(t0).

to

Oznaéime ¢ = v] z(tg) A\ a fefeni vyjadiime ve tvaru

x(t) = cAjw; + RKIT0Sz(tg).

Nyni plati
1 1
lim —x(t) = cw; + R <t1im )\—tht(’) S = cw;.

t—oo A —00 A7
To, zhruba Feceno, znamen4, Ze po dostatetné dlouhém ¢ase se FeSeni systému (3.46) chova jako
néjaky nasobek vektorové posloupnosti A{w; — kazda slozka Fegeni je geometrickou posloup-
nosti s kvocientem Ap, slozky feSeni jsou tmérné slozkdm vlastniho vektoru w; piislusného
k ryze dominantnimu vlastnimu ¢islu A;. V tomto smyslu jsou systémy s matici majici ryze
dominantni vlastni ¢islo ergodické.

JeSté se podivejme na konstantu ¢ = vlT:c(to))\ftO. Ta muze byt nulova jediné v pripadé
vix(ty) = 0, tedy pokud je pocatecni vektor x(tg) orthogonalni k levému vlastnimu vektoru
v1 matice Q prislugnému k ryze dominantnimu vlastnimu ¢islu Aq.

Dokézali jsme:

Tvrzeni 12. Necht matice Q ma ryze dominantni vlastni ¢islo Ay, prislusny vlastni vektor
wi a levy vlastni vektor v;.

Pak kazdé feSeni systému (3.46) je asymptoticky ekvivalentni s konstantnim nasobkem
vektorové posloupnosti Ajw;.

Tento konstantni nasobek je nenulovy pravé tehdy, kdyz pocateéni vektor x(tg) neni ortho-
gonélni k levému vlastnimu vektoru v1.

Dvojrozmérny systém
Uvazujme homogenni systém linearnich rekurentnich formuli

<~"3>U _ <Q11 Q12> (l“), . o(t + 1) =quz(t) + q2y(t), (3.52)

Yy g21 q22) \y y(t + 1) =qor12(t) + q2y(t).
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Vlastni ¢isla matice Q jsou FeSenim charakteristické rovnice det(Q — Al) = 0, podrobnéji

gt — A qi2

G212 — A A = (q11 + g22) A + q11g22 — @21qa2 = A — tr QA + det Q = 0.

Pro zjednoduSeni zapisu oznacme
p=trQ, ¢=detQ. (3.53)
Charakteristickd rovnice pii tomto oznaceni je
M —pA+qg=0 (3.54)

a jeji koreny jsou
Ao =3 (Pi Vp? —4Q> :
Oznaceni budeme volit tak, aby |A1| > |A2]. Pfi hledani podminek pro to, zda obé& vlastni

¢isla maji modul mensi nez 1, staci vySetfit A\;. V pfipadé realnych vlastnich ¢isel budeme
diskutovat i jejich znaménka. Rozlisime nékolik p¥ipadi:

(i) ¢ =0:V tomto pfipadé

1
s(pEtp), p=0,

Ma2=3(pE|p|) = f( ) tedy Ay =p, A2 =0
s(pFp), p<O,

a hledana podminka je —1 < p < 1, neboli |p| < 1 =¢+ 1.

(ii) g # 0 : V tomto pfipadé je potiebné rozlisit mozna znaménka diskriminantu kvadratické
rovnice (3.54).

1. p? < 4q : Tato moznost miiZe nastat pouze tehdy, kdyz ¢ > 0. Kvadraticka rovnice
mé komplexné sdruzené koreny

[ 2 | 2
)\1,2:%<p:|:i\/4q—p2):\/§< Z—q:l:i 1—Z—q>:\/§(cosgo:|:isingo),

4
kde ¢ = arctg ./ —g — 1. Je tedy |A\1] = |A2| = 1/q a hledan& podminka je vyjadiena
p

nerovnostmi
%pQ <qg<1l
2. p?> = 4q : Kvadratickd rovnice mé realny dvojnasobny kofen A\ = \y = %p a
podminka je
—2<p<?2

3. p? > 4q : Kvadraticka rovnice ma dva realné riizné kofeny. V piipadé ¢ > 0 maji
tyto kofeny stejna znaménka, v piipadé g < 0 riiznd znaménka a v piipadé ¢ = 0
je aspon jeden z nich nulovy.
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3.1. p > 0: V tomto piipadé

M :%<p+ \/p2—4q> > 0,

tj. [A\1] = A1 a hledame podminky, za jakych plati

Lp+viP—1a) <1, 6 ViF—dg<2-p.
Tato podminka muze byt splnéna pouze pro p < 2. Déle
pPP—A4g<4—Ap+p’, tj.p<qg+1.
Celkem tak dostavame podminku
Ip| = p < min{q + 1,2}.

3.2. p < 0:V tomto pripadé

A1:%<p—\/p2—4q> <0,

tj. |A\1] = —A1 a hledame podminky, za jakych plati

-1 <p— \/p2—4q> <1, tj./p?—4¢<2+np.

Tato podminka muze byt splnéna pouze pro —p = |p| < 2. Dale
pP—dg<4+dp+p? tji —p<q+1l
Celkem tak opét dostavame podminku
—p = |p| < min{q + 1,2}.
Vysledky diskuse jsou v grafické podobé shrnuty v obrazku 3.2.
Z diskuse vlastnosti feseni rovnice (3.54), jejiz koeficienty jsou dany vztahy (3.53) lze ucinit
ZAVer:
Véta 22. Je-li |[trQ| — 1 < det Q < 1, pak pro kazdé FeSeni systému(3.52) plati
tlgglox(t) B tli)rgloy(t) =0

Pokud [tr Q| > det Q + 1 nebo det Q > 1, pak existuje TeSeni systému(3.52) takové, Ze

tli)rglo\x(t)\ = 0o nebo tliglo ly(t)| = oo.



3.2. SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC PRVNIHO RADU 81

q
A < 0, Ay <0

1 A< 0, Ao >0

W A1 >0, A2>0

e e
NN NN

ANNANANNANAN NN

NN AT > 0. 0<0
NNNNNNNNNRNN 1 y N2
NANAAAANNANANND

s

=

N

\
u \
\
\

NN
RN

ANN AN
YSS NN

rrs7027

N
N
N
N
N
N
N

srrr020
vt 202077
Vrss00072720
Vrr00022072707
vrr000277272027

s s1722072072277
Vrs720772072772

(NN NN
KN N NN NN NN
PANSANNNN NN NN
N N N SN
S N N S NN NN
N N N N S NN
e | DN
N N N N NN NN
AARAAAAANNNNNANNNNNN NN
AARAALAANNANNNNNNNNN NN

NN

ORI

NN N N N N N S NN NN\ A 1
NP SN 1 <

NN N N N N N N NS

",

",

A1,2 komplexni

L1122 2 002272277
sl 102 22722072777

4t 022072 202207227
V1002002002207 2772
V1102200220220 0227272
1100220720222 77227770

’

’
1120220222222 2272227 724

”

Obrazek 3.2: Zavislost vlastnich ¢isel matice Q pfislusné k systému (3.52) na hodnotach p =
trQ a ¢ = det Q. Parabola méa rovnici g = in, vlastni ¢isla jsou oznacena tak, Ze |A1| > |Ag].

Priklad — populace roztiidéna na juvenilni a plodné jedince

Budeme uvazovat velkou uzavienou populaci (tj. jedinci z ni neemigruji ani do ni neimigruji);
v pripadé organismu rozmnozujicich se pohlavné budeme za ,jedince povazovat pary nebo
samice. Kazdy z jedincii maze byt bud juvenilni (nedospély, neplodny), anebo plodny (dospély,
schopny rozmnoZzovéni). V jednotlivych t¥idach povazujeme jedince za identickeé.

V populaci probihaji tii procesy — rozmnoZzovéani (rozeni, lihnuti a podobné, tedy vznik
novych jedinci), umirani (nebo z jiného pohledu prezivani) a maturace (dospivani, pfeména
juvenilniho jedince na plodného). Pro jejich popis zavedeme parametry:

v ... fertlita, tj. ocekdvany pocet potomkt plodného jedince za jednotku casu,

o ... podil dospélych jedincu, kteri preziji ¢asové obdobi jednotkové délky; je to klasicka
pravdépodobnost, Ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,

v ... podil juvenilnich jedinct, ktefi v prubéhu ¢asového obdobi neuhynou a nedospéji, neboli
pravdépodobnost Ze juvenilni jedinec zustane Zivym juvenilnim jedincem,

i+ .. podil juvenilnich jedinct, ktefi v pribéhu casového obdobi neuhynou a dospéji, tj.
pravdépodobnost, Ze se z juvenilniho jedince stane jedinec plodny.

Zavedené parametry musi spliiovat podminky

p>0, 0<v<l,O<u<l, p+rv<l, 0<0o<],
ponzvadz preziti nemiize byt jisté, maturace je mozna. Hodnoty ¢ = 0 a o = 0 vyluCujeme
proto, ze populace bez potomkii nebo bez dosahovéani plodnosti nemtize dlouhodobé prezivat.

Hodnota v = 0 vyjadfuje moZnost dosahovani plodnosti v Case kratSim, nez je zvolené Ca-
sové jednotka. Nevylu¢ujeme moZnost o = 0, tj. Ze jedinci po ,,produkei potomki“ (porodu,
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nakladeni vaji¢ek, uvolnéni semen a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni.
Pripoustime i moznost ¢ > 0, tj. Ze plodni jedinci pfezivaji a plodi potomky delsi dobu,
populace je iteroparni.

Velikost ¢éasti populace tvofenou juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v ¢ase t oznacime
x(t), resp. y(t). Z uvedenych predpokladi dostaneme systém rovnic

x(t+1)=valt)+ey(t),
y(t+1) = pat)+oy(t),

Qe 9o

Charakteristickd rovnice v tomto piipadé je

nebo ve vektorovém tvaru

M—Wwt+od+veo—pu=0
a méa dva realné kofeny ruznych znamének
Ao = % (V—i-ai V(v +0)? —4(ua—ap,u)> = % (y—i—ai \/(y—a)2+4ap,u) )

Prvni kofen (se znaménkem +) je v absolutni hodnoté vétsi. Proto podminka pro pfezivani
populace je

%(V—{—O‘—{—\/(V—J)Q—{—Zlgﬁlu) > 1,

po upravé

S p>1—o0.

1—-v
Ponévadz p vyjadiuje pravdépodobnost, Ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti, 1 — v pravdé-
podobnost, ze juvenilni jedinec uhyne nebo nedospéje, tak jejich podil vyjadiuje Sanci novo-
rozeného jedince na dosazeni plodnosti. MnozZstvi potomkt nasobenych touto Sanci muzeme
povazovat za ,,¢istou porodnost” nebo , produkci plodnych potomki“. Podminka pro prezivani
populace tedy (nepfekvapivé) Fika, Ze ¢ista porodnost nesmi byt mensi nez amrtnost plodnych
jedincti.

V pripadé populace roztiidéné na dvé ,stadia“ — juvenilni a plodné, mtuzeme také uvazovat
dospivani za nezavislé na prezivani juvenilnich jedincti. Pravdépodobnost pfemény juvenilniho
jedince v adultniho za jednotku ¢asu oznac¢ime -, pravdépodobnost preziti juvenilniho jedince
ozna¢ime oznac¢ime o1 Pak bude

v=~_1-9)o1, p=o1y
a podminka pro prezivani populace bude tvaru

a1y
1—(1—=7)o;

Takovy model navrhli Michael. G. Neubert a Hall Caswell'. Zahrnuje ¢tyfi dilezité scénafe
zivotni historie. Dospivani mize byt ¢asné (7 — 1) nebo opozdéné (v < 1), reprodukce muze
byt semelparni (¢ — 1) nebo iteroparni (o < 1). Jako ptiklad ¢asné semelparity muzeme uvést
jednoleté byliny, jako pripad ¢asné iteroparity drobné ptaky a savce, opozdéné iteroparni jsou
napiiklad cikddy, opozdéni a semelparni jsou velci savci véetné ¢lovéka. |

1—
¢>1—0 nebo @Z(l—i— Ul)(l—a).
o1y

Neubert M.G., Casswell H. Density dependent vital rates and their population consequencies. J. Math. Biol.
2000, vol. 1, p. 103-121.
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3.3 Linearni rovnice vyssiho radu
Linedrni diferencni rovnice k-tého Tddu druhého typu je rovnice tvaru
z(t+k)+a(t)z(t+k—1)+ast)z(t+k—2)+ - +ap_1(t)z(t+1)+ar(t)x(t) = b(t), (3.55)

kde posloupnost ax # 0. Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud posloupnost b = 0.
Podle 2.2 je tato rovnice ekvivalentni se systémem tvaru (2.15), konkrétné se systémem

xl(t—i—l): wg(t)
zo(t+1)= x3(t)
1'3(t+1): $4(t)
1 (t+1)= xy(t)
et +1)=—ap(t)x1(t) — ag—1(t)x2(t) —ag—2(t)xs(t) — - - — as(t)xp—_1(t) —ai (t)zk(t) +b(t).

(3.56)
Prvni slozka feSeni tohoto systému je feSenim rovnice (3.55)
V piipadé homogenni rovnice

z(t+k)+a(t)z(t+k—1)+a(t)z(t+k—2)+ -+ ar_1(t)z(t+ 1)+ ar(t)z(t) =0 (3.57)

méame homogenni systém lineadrnich rovnic, kterym jsme se zabyvali v 3.2.1. Zejména tedy mno-
Zina vSech TeSeni této rovnice tvoii vektorovy prostor dimenze k, mnozina feSeni nehomogenni
rovnice (3.55) tvori afinni prostor, jehoz zaméfenim je prostor feSeni pfidruzené homogenni
rovnice.

Ponévadz pro slozky feseni systému (3.56) (homogenniho i nehomogenniho) plati

.%'i(t—l—l) =$i+1(t), tj. Tt 21'?, i=1,2,...,k—1,

fundamentéalni matice homogenniho systému (3.56) s b = 0 je tvaru

z1(t) 22(t) o 21 (t)
2(1) — z1(t '+ 1) zo(t '+ 1) . zk(t'—k 1) ;
21 (t —|—'k —1) 2ot —|—'k -1 - 2k (t —|—’k -1)
pfitom v prvnim fadku jsou linearné nezavisla feSeni rovnice (3.57). Posloupnosti 21, 29, . . ., 2

nazyvame fundamentdlni systém FeSeni homogenni rovnice (3.57).

Znéme-li tedy fundamentalni systém feseni homogenni rovnice (3.57), mizeme podle 3.2.2
napsat obecné feseni nehomogenniho systému (3.56) ve tvaru (3.43). Posledni suma v téchto
formulich vyjadiuje partikularni feSeni nehomogenniho systému s nulovymi poc¢ate¢nimi pod-
minkami. Ozna¢me nyni

u(j) = Z(j +1)7'b()):
pak je
Z(j + Du(j) = b(j).

Dostavame tak obecné feseni nehomogenni rovnice (3.55) ve tvaru

t—1 k k

k -1
x(t) = Zczzz’(t) + Z Z zi(t)ui(j) = Z zi(t) | e+ Z u;i(7) | » (3.58)

i=1 j=to i=1 i=1 J=to
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kde c1,¢j, ..., ¢ jsou libovolné konstanty, z1, 2o, ..., 25 je fundamentalni systém feSeni homo-
genni rovnice (3.57) a posloupnosti uy,ug, ..., ux jsou feSenim soustavy linearnich rovnic
210+ Du(G)+ 220+ 1)u(d) + + U +Dw() = 0,
20 +2)w(i)+ 20 +2)u()) + + (i +2)w() = 0,
(3.59)
2@ +k—Dui(f) +20+k-Du@)+ - +zm0+k-1Du()= 0,
2 +k)w@)+  20+kRu@+ -+ (k) uw() =b0).

Rovnice s konstantnimi koeficienty

Obecné umime vyjadiit fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice (3.55) pouze v pii-
padé, Ze jeji koeficienty ai,as, ..., ar jsou konstantni, tedy kdyz je rovnice tvaru

z(t+k)+ax(t+k—1)+ax(t+k—2)+ - +ar_12(t+ 1)+ arx(t) = 0; (3.60)

pritom pfedpokladame, Zze ap # 0. Tato rovnice je ekvivalentni se systémem

x1(t+ 1) = 1‘2(15)
zo(t+1)= w3(t)
z3(t+1)= x4(
E+1) _ ( ) (3.61)
T (t+1)= k(1)
2t + 1) = —apz1(t) — ag—122(t) —ak—2a3(t) — -+ — agzp—_1(t) —arzx(t).
To je systém (3.46) s matici
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
Q=1 . : : , : |- (3.62)
0 0 0 0 1
—ar —ap—-1 —QAp—2 ... —a2 —aj

Vlastni ¢isla této matice jsou feSeni charakteristické rovnice det(Q — Al) = 0. Determinant na
levé strané této rovnice oznac¢ime Dj a vyjadiime ho pomoci rozvoje podle prvniho sloupce.

Dostaneme
—-A 1 0 0 0
0 - 1 0 0
0 0 —-A 0 0
Dp=| . . . . .| = ADg = (D) gy,
0 0 0 - 1
—ap —Qp—1 —Qkg—9 ... —a2 —ai — A
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coZ je linearni rekurentni relace prvniho fadu pro determinant Dy. Pfitom Dy = —(ay + A).
Podle Dusledku 1 Vétyl7 tedy je

k k
Dy =—~(A+a) (=N ) (N () e = (1) <>\k +a N4y A’“_lai> =

=2 1=2
= (—-1)* (A’“ +a N a N T g N+ ak> :

Dostali jsme tak algebraickou rovnici
N g N o N2 N+ a =0, (3.63)

kterd se nazyva charakteristickd rovnice prislusna k diferen¢éni rovnici (3.60). Podle pfedpo-
kladu ap # 0 nemé charakteristickd rovnice nulovy koten.

Bud nyni A libovolny kofen charakteristické rovnice (3.63). Tento kofen je také vlastnim
¢islem matice Q zadané rovnosti (3.62). Bud déle w vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu
A, tj. Qw = Aw. Plati tedy

0 1 0 e 0 0 w1
0 1 . 0 0 ()
0 0 0 0 0 w3
0 0 0 0 1 Wg_1
—ap —Qp_—1 —QAk—9 ... —ay —aj W
(P w1y
w3 w2
Wy w3
g == )\
Wk Wk—1
—QpW] — Ap—1W2 — Ap—2W3 — - - — AWk _| — A1 W} wy,
Odtud vidime, ze nutné
=\ = \wy = A’ = A\t
W2 = AWy, W3 = AW2 = AWy, «.., W1 = wi,

1
wg = —X <akw1 + a1 \wy + -+ a2)\k72w1 + al)\kflw1> = )\kflwl’

tj. w = w; (1, A N2 )\k_l)T, coz znamena, ze vlastni vektor pfislusny k vlastnimu
¢islu A je uren jednozna¢né (az na multiplikativni konstantu wy). Jinak feceno, k jednomu
vlastnimu ¢islu prislusi jediny vlastni vektor.

Ze zakladni véty algebry a z diskuse feSeni systému (3.46) nyni plyne:

Tvrzeni 13. Necht )\, je r-nésobny realny koren charakteristické rovnice (3.63). Pak kazda
z posloupnosti definovanych vztahem

a(t) =1\, ¢=0,1,2,...,r—1

je TeSenim linearni homogenni diferen¢ni rovnice (3.60).
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Necht A, = a(cosp +isiny) a A, = a(cos ¢ —ising) je dvojice komplexné sdruzenych
r-nasobnych komplexnich kofenti charakteristické rovnice (3.63). Pak kazda z posloupnosti
definovanych nékterym ze vztaht

z(t) = tlal costp, x(t) = tla’sintyp, ¢g=0,1,2,....,r—1

je TeSenim linearni homogenni diferen¢ni rovnice (3.60).
Uvedena teSeni jsou linearné nezéavisla.

Z Tvrzeni 11 a 12 piimo plynou vysledky o kvalitativnich vlastnostech FeSeni rovnice (3.60):

Tvrzeni 14. Maji-li vSechny kofeny charakteristické rovnice (3.63) modul mensi nez 1, pak
pro kazdé feSeni x = x(t) rovnice (3.60) plati

lim z(t) = 0.

t—o00

Necht charakteristicka rovnice (3.63) ma jednoduchy realny kotfen \; takovy, Ze pro kazdy jiny
kofen A; této rovnice plati [A1| > |\;|. Pak ke kazdému feSeni x = z(t) rovnice (3.60) existuje
konstanta c takova, Ze

tj. kazdé feSeni rovnice (3.60) je asymptoticky ekvivalentni s geometrickou poslouposti s kvo-
cientem \i.

Obecné vysledky o rovnici (3.60) muZzeme specifikovat pro linedrni homogenni diferenc¢ni
rovnici druhého typu a druhého Ffadu

ot +2) + ax(t + 1) + bx(t) = 0, (3.64)
kde b # 0. Charakteristickd rovnice ma v tomto pripadé tvar
NM+ar+b=0
a koreny

)\172 = % (—a + a2 — 4b) —ia <1 F 1-— 3—2) .

7 tohoto vyjadreni vidime:

1. Je-li a? > 4b, pak fundamentalni systém Fegeni rovnice (3.64) je

t t
1 X 1
Ponévadz
[ 1 ) 1b

z Tvrzeni 12 nyni plyne, Ze kazdé feSeni rovnice (3. je asymptoticky ekvivalentni

s geometrickou posloupnosti s kvocientem ——a <1 +14/1 >

Pokud tedy a > 0, pak pro dostatetné velky index ¢ je feSeni monotonni posloupnosti,
pokud a < 0, pak fesni v okoli nekone¢na osciluje, ¢leny posloupnosti méni znaménko.
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2. Je-li a® = 4b, pak fundamentélni systém fegeni rovnice (3.64) je

3. Je-li a® < 4b, pak charakteristicka rovnice ma komplexné sdruzené kofeny

[4b [4b
)\172:—%a<1:|:i ¥—1>:\/B(COSQD:|:iSiDQD), kde ¢ = arctg ﬁ_l

Fundamentalni systém FeSeni rovnice (3.64) je
21(t) = Vbt costy,  z(t) = Vbt sintep,

s e R NE P o s a
a jeji obecné FeSeni je x(t) = c121(t)+co22(t), které pii oznaceni c%—l—c% =C,arctg — =
C2
muzeme psat ve tvaru

z(t) = CVE sin(tp + ).

Kazdé Teseni v tomto piipadé tedy osciluje.
Dale muzeme zformulovat disledek Véty 22:
Dausledek 5. Je-li |a| — 1 < b < 1, pak pro kazdé FeSeni x = x(t) rovnice (3.60) plati

lim z(t) = 0.

t—o00

Pokud |a| > b+ 1 nebo b > 1, pak existuje feseni x = x(t) rovnice (3.60) takové, Ze

Jim [a(t)] = oo.

Priklad — Sireni jednoletych rostlin

Sestavime model, ktery ma vyjadiovat teoretické mnozstvi rostlin v libovolném budoucim
roce. Vyjdeme pritom z predpokladu:

- rostlina produkuje semena na konci vegeta¢ni sezony (na podzim) a poté uhyne,
- Cast semen prezije zimu a vykli¢i na jafe pristiho roku,

- Cast semen muze prezit prvni zimu, na jafe nevyklicit, prezit dalsi zimu a vykli¢it nasle-
dujici jaro, kli¢ivost semen po pfeziti dvou zim je ovSem mensi, nez kli¢ivost semen po
jedné zimé.

Zavedeme oznaceni
p=np(t) ... pocCet rostlin v t-té sezoné,
v ... pocet semen vyprodukovanych jednou rostlinou,

v

o ... podil semen, kterd preziji zimu, tj. klasickd pravdépodobnost jevu, Ze semeno prezije
zimu,
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a ... kli¢ivost semen ,,prvniho sledu”, tj. pravdépodobnost, Ze semeno, které piezilo jednu
zimu na jare vyKIici,

B ... kli¢ivost semen ,druhého sledu‘, tj. pravdépodobnost, Ze semeno, které prezilo dvé
zimy na jaie vykli¢i.
Zavedené parametry musi spliiovat podminky

>0, 0<o<l, 0<fp<ac<l.

Potomci jedné rostliny z roku ¢ jsou v roce t 4+ 2 ty rostliny, které vykli¢ily z jejich semen
n,druhého sledu®, a dale ty, které vykli¢ily ze semen ,prvniho sledu“ vyprodukovanych rost-
kvetouci v roce t vSsak mohou byt i potomky rostlin, které produkovaly semena v roce ¢t — 1.
Situaci radéji vyjadiime schématem:

rok ¢ rok t +1 rok t + 2
tacni ot P
vege /acm podzim Sima vege /acm podzim Sima vege /acm bodzim
sezbdna sezbéna sezbéna
—
0% “ 11—« o
° fo v
\ l l
_______________________________ J o580 . 0 o580
loz
p(t) L op(t+1) L p(t+2) s

Odtud jiz vidime, ze p(t + 2) = vo(1 — a)o S p(t) + yoap(t + 1). Dostali jsme tak linearni
homogenni diferen¢ni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty

Pt +2) —roap(t +1) — yo*(1 — a)Bp(t) = 0,
Jejiz charakteristicka rovnice
N — yoa\ —yo%(1—a)3 =0

mé dva realné rizné koreny

g

A2 = % <7m +\/120%0? + dyo?(1 — a)ﬁ) - % <a + \/042 MRS a)ﬂ> .
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Zaporny kofen (ten se znaménkem ,,—“) méa mensi absolutni hodnotu, nez koten kladny.
7 obecnych vlastnosti linearnich diferen¢nich rovnic druhého fadu dostavame zavér, ze
velikost populace rostlin se po dostatecné dlouhém case vyviji jako geometrcka posloupnost

s kvocientem
4(1 —
L <a+\/a2+ﬂ>.
2 v

Jesté najdeme podminky, za jakych populace nevyhyne, tj.

£<a+\/a2+w> -
2 Y

po upravéich ’ya(a +(1- a)aﬁ) > 1. Clen o vyjadiuje pravdépodobnost, Zze semeno piezije
zimu, vyraz a+ (1 —«a)of vyjadiuje pravdépodobnost, Ze semeno bud vykli¢i anebo nevyklici,
prezije dalsi zimu a poté vykli¢i. Jejich soucin tedy vyjadiuje celkovou pravdépodobnost, ze
semeno vykli¢i. Vyraz na levé strané nerovnosti je proto o¢ekavanym poctem potomki jedné
rostliny. A ten samoziejmé u nevymirajici populace musi byt vétsi nez 1. Tento vysledek
neni prekvapivy; ukazuje vsak, Ze sestaveny model je v jistém smyslu adekvatni. Vysledkem
modelu neni predpovéd poctu rostlin v budoucnosti, ale odvozeni podminky pro minimélni
pramérny /stfedni/ocekavany pocet semen vyprodukovanych jednou rostlinou,

1
oca+02(1—a)p’

V2

ktery zajisti reprodukci populace.
Model sestavila a analyzovala izraelsko-kanadskd matematické biolozka Leah Edelstein-
Keshet?. |

2Edelstein-Keshet, L., Mathematical Models in Biology, Random House, NY, 1988, pp. 8-11.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice

Jedna spolecna vlastnost t¥f modelu ristu populace sestavenych v Kapitole 1 je bezprostiedné
vidét z tvart rovnic (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se
cas t vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti x. To znamena, Ze ,pfirodni zékon“
urcujici rust populace je v kazdém ¢asovém okamziku stejny. Tuto skutec¢nost lze interpreto-
vat tak, ze zmény okolnfho svéta nemaji zadny vliv na rtst populace. Jinak fec¢eno, populaci
(charakterizovanou vnitinim koeficientem rustu r) s jejim prostfedim (charakterizovanou ka-
pacitou K) si predstavujeme jako izolovanou od ,zbytku“ svéta. Populaci a jeji prostiedi tak
chapeme jako uzavieny systém a tento systém se vyviji podle svych vlastnich (avTos) zédkoni
(vopor). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17), a obecné diferen¢ni rovnice nebo jejich soustavy,
v jejichz zapisu se Cas t objevuje jen jako index hledanych posloupnosti, nazyvame autonomnd.

Néjaky systém (slovo ,systém‘ nyni chapeme jako ,né&jak vymezené ¢ast reality, nikoliv
ve smyslu ,,systém rovnic*), na ktery nepisobi vnéjsi vlivy, se nemusi nijak chovat; jeho zména
nebo vyvoj mohou byt vyvolavany teprve zasahy z jeho okoli. O takovém systému fekneme,
ze je v dynamické rovnovéize. Pokud je v takovém piipadé stav systému popisovan néjakou
Casové zavislou veli¢inou (tj. posloupnosti) z = z(t), posloupnost z je v takovém piipadé
konstantni a dynamickou rovnovahu pfedstavuje néjakd hodnota x*, pro niz plati z = x*.
Je-li navic systém modelovan autonomni diferen¢ni rovnici z(t41) = f (x(t)), pak musi platit
x* = f(2*); dynamicky rovnovazny stav z* je dan FeSenim této (algebraické) rovnice.

Dynamické rovnovaha samoziejmé neznamena, ze ,,se nic nedéje”. Povazujeme-li za systém
napiiklad populaci, kterou charakterizujeme jeji velikosti x, mize byt tato velikost konstantni
a pritom miize dochézet k tthynu a rozeni jedincti, poc¢et uhynulych vSak musi byt stejny jako
pocet nové narozenych.

Z hlediska modelované reality byvéa zajimavou (nebo dokonce dilezitou) otézkou, jak se
systém chové, pokud v dynamické rovnovaze neni. Nebo z jiného hlediska: co se stane, kdyZz
systém z rovnovahy néjak vychylime? Budeme to nyni opét ilustrovat na piikladu populace.
Za adekvatni model vyvoje jeji velikosti budeme povazovat logistickou rovnici (1.14).

Rovnovazny stav velikosti populace je dan fesenim kvadratické rovnice

-1
x*zx*(r—rK x*)

Jednim kofenem této rovnice je z* = 0; to je nezajimavy trivialni pfipad — zadna populace
neni a proto se nijak nevyviji. Zajimavéjsi je druhy koren z* = K, tedy situace, kdy velikost
populace je ustélena presné na hodnoté tzivnosti prostiedi.
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7 pocitacovych simulaci, pfedstavenych v Kapitole 1 na obr. 1.2, jiz vime, Ze modelovana
velikost populace se nemusi ustélit na hodnoté kapacity prostfedi. Chovani TFeSeni rovnice
(1.14), a tedy chovani modelované populace, podstatné zavisi na parametru r, tj. na velikosti
vnitiniho koeficientu riastu populace. UkdZeme si mozné chovéni feSeni rovnice (1.14) pfi dvou,
svym zpusobem extrémnich, hodnotach koeficientu r, konkrétné pro r = 2 a pro r = 4.

Pro r = 2 mame rovnici

2(t+1) = 2(t) <2 - %x(t))

a snadno se pfimym vypoctem pfesvédéime, ze FeSeni této rovnice je tvaru

= (1-(1-£)").

kde ¢ je néjaké realné ¢islo; € vyjadiuje pocateéni hodnotu x(0). Pokud plati 0 < £ < 2K, pak

¢ 2
0<({1—=) <1
a proto tlim z(t) = K, tj. velikost populace se ustéli na hodnoté kapacity prostfedi, pokud jeji
—00
pocatecni velikost je nenulova a mensi nez dvojnasobek kapacity prostiedi.

V pripadé r = 4 je situace naprosto jina. Rovnice (1.14) nyni je

2t +1) = 2(t) (4 _ %x(t)) . (4.1)

Opét se piimym vypoétem miiZeme presvédcit, ze pro kazdé £ € [0, 1] je posloupnost dana

formuli
x(t) = % (sin <2t arcsin \/§)>2

je TeSenim této rovnice; £ opét vyjadiuje poc¢ateéni hodnotu x(0).

Pro z(0) = (sin 3_%)2, kde n je néjaké prirozené ¢islo, dostaneme posloupnost

AK otr \? 4K 2
x1(t) = — [ sin i = = (sin2t—"Z
3 32" 3 3

Zejména
AK 21\ 2
xl(n—l—l):? <sin§> =K

a FeSeni x1 s pocateéni hodnotou (sin 3%)2 po n ¢asovych krocich doséhne hodnoty kapacity
prostiedi K.

Pro z(0) = (sin 2%)2, kde n je opét néjaké prirozené ¢islo, dostaneme posloupnost

takze

4K
x3(n+1) = 5 (sin 2)% = 0.
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Regeni po n ¢asovych krocich dosahne hodnoty 0, tj. rovnovazny stav vyjadiujici vyhynuti
populace.

2
Pro z(0) = (sin L) dostaneme TeSeni

2n 41
® AK [ 2tn \?
_ — 11n .
2 3\

V tomto pripadé plati

4K [ o \\? 4K [ . 1 )
xg(t—i-n):? sin 2n+127r =~ |sin 1—2n+1 2w | =
4

4K ot otr 2 otr \?
= — |si T cos 2'r — sin 287 cos il = — | sin T (cos 2t71')2 =
3 2n +1

n
3 2" +1 2" +1
4 o 2n 2 )
= — | sin =x
3 o 41 B
tedy TeSeni xo je periodické s periodou n.

Vidime tedy, Ze rovnice (4.1) ma jednak feSeni, které v kone¢ném Case vymizi, dale feSen,
které se v konec¢ném cCase ustali na hodnoté kapacity prostfedi, a také feseni periodické. Pritom
plati

AK [ 1 \2 AK (. m \? AK [ w2
O<x1(0):?(sm3.2n) <x2(0):?<sm2n+1> <x3(0):—(sm—>

a limita vyrazu na pravé strané pro n — oo je rovna 0. To znamenad, ze pii dostatecné velkém
n jsou pocateéni hodnoty jednotlivych uvedenych reSeni ,velice blizko nula“ a proto jsou
»prakticky nerozlisitelné*. Jinak feceno, pii malé pocatec¢ni velikosti populace nelze predikovat
vyvoj jeji velikosti. Situace pro n = 5 je znazornéna na obrazku 4.1.

7 tohoto piikladu vidime, Ze chovani systému muze skute¢né byt charakterizovidno rov-
novahou — stav systému se ustéili v tomto dynamicky rovnovazném stavu. Ale nemusi tomu
tak byt, i systém popsany témér stejnou rovnici, tj. lisici se jen v hodnoté jednoho parame-
tru, se miize chovat Gplné jinak, jeho chovani nelze jednoduse charakterizovat rovnovahou,
jeho chovani mize byt velice komplikované. Jesté zavaznéjsi je zjisténi, ze dokonce ani ade-
kvatni matematicky model nemusi byt pouzitelny k predikci vyvoje autonomné se chovajiciho
systému.

Také je dobré si uvédomit, ze autonomnost rovnice nebo soustavy rovnic vyjadiuji jen jisty
thel pohledu na modelovanou realitu, nikoliv realitu samu. Tato vlastnost je totiz vymezena
pouze tvarem zapisu. I[lustrujme si tuto skutecnost opét na modelu ristu populace.

To, Ze chapeme populaci spolu s jejim prostfedim jako jeden izolovany systém, neni vy-
nuceno néjakymi objektivnimi zakonitostmi. Jedné se jen o jednu z moznosti popisu, o jeden
mozny uhel pohledu. Stejné dobie bychom si mohli predstavovat, Ze samotna populace pired-
stavuje systém, na ktery pusobi jeho okoli. Nebo Ze populace a jeji prostiedi jsou dva systémy,
které se vzajemné ovliviiji. Tyto moznosti ukidZzeme na piikladu Bevertonovy-Holtovy rovnice
(1.16).

ReSeni rovnice (1.16) s poGateni podminkou (1.9) je dano formul

B K¢
") = o K =g

(4.2)
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i

Obrazek 4.1: ReSeni logistické rovnice (1.14) s
se tfemi riznymi pocate¢nimi hodnotami: z(0) =
péti krocich nabude hodnoty 2K = 1), z(0) = % (sm gg )2 = 0,01205 (Cervena — FeSeni ma
periodu 5), z(0) = % (sin 3%77) = 0,01281 (modré — feSeni po péti krocich skoné¢i na hodnoté
0). Poc¢ateéni hodnoty jsou prakticky nerozlisitelné, lisi se od sebe o méné nez 1,2% z hodnoty

K, pritom priubéhy feseni jsou kvalitativné odlisné.

x(t)

—_

rametry r =4, K = 1, tj. rovnice (4.1),
3 (sm 9677) = 0,00143 (zelena — feSeni po

jak se muzeme presvédcit piimym vypoctem. Odtud plyne, Ze

z(t+1) &+ (K —&)r™" r

2(t) o+ (K —&yr 1 (r —1)&
o+ (K —&o)r!

1+

Oznacime-li tedy

) 1
y(t) = — = : (4.3)
§o + (K —&o)r—t K —t
b (50 1)
muzeme psat

Vyvoj velikosti populace je tedy také zapsan linedrni homogenni rovnici. Tato rovnice neni
autonomni, proménné ¢ se neobjevuje jen jako index hledané posloupnosti x, ale také ve vyrazu
y(t); pritom posloupnost y povazujeme za znamou. Vyraz

r

1+ (r—1)y(t)

1ze interpretovat jako riistovy koeficient populace, ktery se v ¢ase méni; je-li (r—1)y(t) > 0, je
tento rustovy koeficient mensi nez vnitini koeficient ristu populace, je-li (r — 1)y(t) < 0, pak
je vétsi. Veli¢inu y(t) muZeme tedy interpretovat jako vliv prostiedi na rust populace v ¢ase
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t, jako jakousi charakteristiku proménlivého prostiedi. Z rovnosti (4.2) a (4.3) vidime, Ze

Bezrozmérna veli¢ina y tedy vyjadifuje pomér velikosti populace k GZivnosti prostiedi, coz
lze také chapat jako relativni (vy)¢erpani zdroji prostfedi, nebo z jiného pohledu jako jejich
vzacnost.

Z rovnosti (4.3) plyne

a tedy

y(t+1) = ! _ 1 oy

1+<g—1>7~t1 _1—|—<ﬁ—1>r1 L+ (r = Dy(t)

Posloupnost y je tedy feSenim nelinearni diferen¢ni rovnice

ry(t)
1+ (r—1)y(t)

y(t+1) = (4.5)
Model rustu populace méame nyni vyjadieny dvéma autonomnimi rovnicemi (4.4) a (4.5). Rov-
nice pro posloupnost y (charakterizujici prostiedi) nezavisi na posloupnosti x, proto nemluvime
o systému ale o dvojici rovnic. Tuto dvojici mizeme interpretovat jako model autonomné se
vyvijejiciho prostiedi, které ovliviiuje velikost populace. V rovnicich (4.4), (4.5) se nevyskytuje
parametr K; Gzivnost prostfedi by se objevila jako poc¢ateéni podminka

y(0) = 5—[3

Z relaci (4.4) a (1.16) muzeme také odvodit

Lt (r— Dy(t) = - x(t) K+ (r— 1)£U(t)7

t+1) K

takze (r — Da(t)

r—1)z

)y(t) = LT
(r =1)y(?) %

Dosadime-li tento vyraz do (4.5), dostaneme

rkK

y(t+1) = y(t). (4.6)

K+ (r—1)z(t)

Nyni nebudeme posloupnost y povazovat za znamou. Systém rovnic (4.4), (4.6) je autonomni,
promeénna ¢ se na pravych stranach objevuje pouze jako index hledanych posloupnosti. Systém
(4.4), (4.6) mtzeme tedy chapat jako model vyvoje populace (charakterizované jeji velikosti
x) a a jejiho zivotniho prostiedi (charakterizované relativni vzacnosti zdroju y); pfitom se
populace a prostredi vzajemné ovliviiuji, ale nejsou ovliviiovany ni¢im jinym.

Oznacime-li
r rK

p(n) = m7 Y(&) = m,
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miiZeme systém rovnic (4.4), (4.6) zapsat v ,symetrickém* tvaru

z(t+1) = o(yt)x(t),
yt+1) = ¥(at)y().

Tvar rovnic naznacuje, Ze veli¢inu ¢(y) miZzeme interpretovat jako rustovy koeficient populace
o velikosti z, a analogicky, veli¢inu v (z) miZeme interpretovat jako rustovy koeficient néjaké
populace o velikosti y.

Trividlni dprava modelu ristu populace v omezeném prostiedi ukazala, Ze populaci a jeji
prostfedi muzeme chapat dynamicky jako vztah dvou vyvijejicich se populaci; pritom rustovy
koeficient jedné z nich zavisi na té druhé.

Pokud je populace Zivotaschopna, tj. jeji vnitini koeficient rastu = je vétsi nez 1, pak

r(r—1)
(1+(r—1)p)°

ZvétSeni ,populace y* zmensuje rychlost rustu ,,populace xz* a zvétSeni ,,populace z* zmensuje
7 7 7

rychlost rastu ,,populace y*“. To v ekologické terminologii znamené, ze uvazované interagujici

populace jsou ve vztahu konkurence (kompetice).

rK(r—1)

(K + (r —1)¢)° <0

¢'(n) = — 0, (§=-

V této kapitole se budeme zabyvat autonomnimi rovnicemi a jejich systémy. Nejprve
ukazeme jednoduché vlastnosti autonomnich rovnic prvniho fadu. Z nich nejdilezitéjsi je
Lnvariance v Case*, kterd, zhruba receno, ukazuje, Ze nezalezi na tom, kdy se systém po-
psany autonomni rovnici zacal vyvijet, ale na tom, z jaké hodnoty tento vyvoj zac¢inal. Pak se
budeme vénovat rovnovaznym stavum a zejména jejich stabilité, tj. schopnosti systému se po
(malém) vychyleni z rovnovahy do rovnovazného stavu vratit. V piipadé autonomnich rovnic
k tomuto zkouméani mame efektivni vypocetni i grafické metody.

Vysledky ziskané pro autonomni rovnice prvniho fddu pak zobecnime na systémy rovnic
a rovnice vyssich radua; pro né vsak jiz grafické metody nejsou k dispozici.

4.1 Autonomni rovnice prvniho radu

Autonomnid diferenéni rovnice proniho Tddu je takova rovnice, v niz se index posloupnosti ¢
nevyskytuje explicitné. Ve tvaru rekurentni formule ji mizeme zapsat jako

z(t+1) = f(z(t)), (4.7)

kde f: Q — Q, Q C R. Pomoci operatoru posunu ¢ miZzeme rovnici (4.7) zapsat jesté struénéji
ve tvaru
a7 = f(z).

Autonomni rovnice tedy mohou modelovat proces, ktery se odehrava v podminkach nemeénicich
se v priubéhu ¢asu. To lze interpretovat i tak, Ze systém je izolovany, neptisobi na né¢ho zadné
vnéjsi vlivy. Posloupnost z vyjadiuje néjak kvantifikovany stav tohoto procesu. Funkce f
popisuje, jak se stav v pribéhu ¢asového kroku zac¢inajicitho v okamziku ¢ zméni z hodnoty
x(t) na hodnotu z(t+1). Mnozina 2 je mnozinou hodnot, kterych mize stav procesu nabyvat,
proto ji nazyvame stavovy prostor.

U procesii probihajicich v ¢asové neproménnych podminkich nezalezi na tom jaky cCas
zvolime za pocatek, podrobnéji:
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Tvrzeni 15. Je-li posloupnost Z FeSenim rovnice (4.7) s pocateéni podminkou Z(ty) = &o,
pak posloupnost = definovana vztahem x(t) = Z(t + t9) je feSenim rovnice (4.7) s po¢atecni
podminkou z(0) = &.

Diikaz: Posloupnost x je FeSenim rovnice (4.7), nebot
z(t+1) =zt +1+1t) =2((t+to)+1) = f(2(t+t0) = f(z(t)),
a splituje pocatecni podminku x(0) = Z(0 + to) = Z(to) = &o. O
Bez ajmy na obecnosti tedy muZeme rovnici (4.7) uvazovat s pocatetni podminkou
z(0) = &o; (4.8)

pritom musi byt & € Dom f.
Ulohu (4.7), (4.8) miizeme fesit tak, Ze postupné poéitame jednotlivé cleny posloupnosti
feSeni, tj.

()= 1'(&),

Posloupnost z je tedy feSenim tlohy (4.7), (4.8) pravé tehdy, kdyz z(t) = f!(&) pro kazdy
index t € N (symbol f! oznacuje t-krat slozenou funkci f, nikoliv t-tou mocninu funkéni
hodnoty). Z tohoto vyjadfeni je vidét, Ze z ohranicenosti funkce f plyne ohranic¢enost Feseni
rovnice (4.7). Podrobnéji:

Tvrzeni 16. Pokud existuje konstanta h € R, resp. H € R, takova, ze h < f(z), resp.
f(x) < H, pro viechna x € €, pak pro kazdé feSeni x rovnice (4.7) a pro v8echny indexy ¢ > 0
plati h < z(t), resp. z(t) < H.

O odhadu feseni ulohy (4.7), (4.8) z jiného pohledu vypovida nasledujici

Tvrzeni 17. Necht existuje ¢islo g takové, ze pro vSechna £ € A C  plati

[F(E)] < ql&l, resp. [f(§)] = ql¢]-

Necht &y € A, x je TeSeni tlohy (4.7), (4.8). Pak pro kazdy index ¢ € Ny feSeni = spliuje
nerovnost

l2(t)] < |éld", resp. x(t) > [€old",
nebo existuje t; < t takové, ze x(t1) ¢ A. Pokud f(A) C A, nemiZe druhd moZnost nastat.

Diikaz: Tvrzeni dokazeme tiplnou indukci. Pro ¢t = 0 plati |2(0)| = |£| = |€0/¢". Indukéni krok
v prvnim piipadé je

2t + 1) = [f(2(®))] < qlz(t)] < aléola” = [€ola™,

ve druhém mé obracené nerovnosti. O
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z(t+1) /‘7; z(t+1)
0) 3
‘ f =)
£o JC‘* x(t) €o I* z(t)
z(t+1) f(z() z(t+1)
f(=(®)
&o x(t) &o x(t)

Obrazek 4.2: Grafické feSeni autonomni rovnice (4.7). Vlevo ,schodovy diagram®, vpravo
,pavucinovy diagram‘, nahofe stabilni (pfitahujici) pevny (rovnovazny) bod zobrazeni f, dole
nestabilni (odpuzujici).

4.1.1 Grafické feSeni

Uvazujme nelinearni diferen¢ni rovnici (rekurentni formuli) prvniho fadu (4.7) s poc¢atecni
podminkou (4.8). Rovnici lze chépat také jako zapis zobrazeni, které realné hodnoté x(t)
pritadi hodnotu z(t + 1), tj. jako realnou funkci jedné realné proménné. Toto zobrazeni lze
znazornit v souradné roviné — na vodorovnou osu nanasime hodnoty z(t), na svislou hodnoty
x(t + 1). Nakreslime tedy graf funkce f a pro danou hodnotu x(0) = & na ném najdeme
hodnotu z(1).

Stejnym zpusobem chceme najit hodnotu x(2) pomoci hodnoty x(1). Hodnotu z(1) tedy
preneseme na vodorovnou osu; to muzeme udélat tak, Ze sestrojime vodorovnou tsecku ve
vysce x(1) (,,vySkou“ rozumim, Ze pfimka incidentni s touto tseckou prochazi bodem (0, x(l))
na svislé ose) a najdeme jeji prusecik s osou prvniho kvadrantu, tedy bod (w(l), x(l)) Nyni
prusecik svislé primky prochézejici timto bodem a grafu funkce f mé druhou souradnici rovnu
hledané hodnoté z(2) = f(z(1)).

Pri hledani hodnoty z(2) feSeni uvazované diferen¢ni rovnice tedy sestrojime vodorovnou
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tsecku s krajnimi body (&, (1)) a (z(1),z(1)), poté tsecku s krajnimi body (z(1), (1))
a (x(1),2(2)). Timto zpisobem miiZeme pokraovat a postupné nachazet (konstruovat) jed-
notlivé ¢leny posloupnosti, ktera fesi danou diferen¢ni rovnici. V zévislosti na tvaru grafu
funkce f, usecky konstruované popsanym zptsobem vytvaii ,,schody“, obr. 4.2 vlevo, (odtud
pouzivany nazev ,stair step diagram®) nebo ,,pavu¢inu® (,,codweb diagram*), obr. 4.2 vpravo.
Pokud je funkce f konkévni, ma nejvyse dva pevné body. To znamené, Ze existuji nejvyse
dvé hodnoty z* takové, ze f(z*) = x*. Tyto body jsou souradnicemi pruseciki grafu funkce f
a osy prvniho kvadrantu. Na diagramech konstruovanych popsanym zptisobem je dobie vidét,
za jakych podminek (tj. pfi jakém tvaru funkce f) se feSeni uvazované diferencni rovnice od
stacionarniho bodu vzdaluje (obr. 4.2 dole) nebo se k nému pfiblizuje (obr. 4.2 nahofte).

4.1.2 Rovnovazné body a jejich stabilita

Definice 24. Mnozina bodu T (&) = {f™(&0) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &g.

Trajektorie bodu & je mnozinou ¢leni Feseni ulohy (4.7), (4.8).

Definice 25. Rekneme, ze bod z* € Dom f je rovnovdiny (staciondrni) bod rovnice (4.7),
pokud je pevnym bodem funkce f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Bod z* je rovnovaznym bodem rovnice (4.7) pravé tehdy, kdyz stacionarni posloupnost
x = x* je feSenim této rovnice. To nastava pravé tehdy, kdyz x* je prvni souradnici priseciku
grafu funkce f a osy prvniho a tretiho kvadrantu, tj. pfimky o rovnici y = z.

Trajektorie rovnovazného bodu z* je jednoprvkova, T (z*) = {z*}.

Definice 26. Rekneme, Ze rovnovazny bod x* rovnice (4.7) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze f7(§) = 2" a f”*l(f) %+ x*.

Je-li rovnovazny bod z* dosazitelny z n&jakého bodu £ # x*, pak funkce f neni prosta.

Piiklad: Uvazujme rovnici

z(t+1) =T (x(t)),

kde funkce T je definovana vztahem

() 2x, 0<zx< %,
xTr) =
2 —2x, % <zr<l
Plati 7'(0) = 0, T(%) =2- 2% = %, takze 0 a % jsou rovnovazné body uvazované rovnice. Déle
T(%) = %7
T(%) = %7 TQ(%) = T(%) = %7

(L) -2 (L) 1 () =L e ()22
3.2n 3.0 3.2n 3.2n=20 Y 3.2n 3’ 2n 3

To znamené, Ze rovnovazny bod % je dosazitelny z kazdého bodu tvaru

3.2n
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Definice 27. Necht z* je rovnovaZny bod rovnice (4.7) a posloupnost x je FeSenim ulohy
(4.7), (4.8). Rekneme, ze rovnovazny bod z* je

stabilni, pokud ke kazdému & > 0 existuje § > 0 tak, Ze z nerovnosti |{y — z*| < § plyne
nerovnost |z(t) — z*| < e pro v8echna ¢t > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje n > 0 takové, Ze z nerovnosti |{y —z*| < 1 plyne rovnost
tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, Fekneme, 7ze x* je globdlné atrahujici;
— 00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li z* navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod z* je globalné asymptoticky stabilni;
nestabilni, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzugici), pokud existuje £ > 0 takové, Ze z nerovnosti §y # z* plyne, Ze existuje
index posloupnosti ty takovy, Ze |z(t) — x*| > € pro vSechny indexy t > to.

Poznamenejme, Ze je-li rovnovazny bod x* rovnice (4.7) repelentni, pak je nestabilni. Ob-
racené tvrzeni neplati. Od nestabilniho rovnovazného bodu x* se feSeni = rovnice (4.7) v jistém
Case (indexu) t1 vzdali, ale v néjakém dalsim Case ¢t > ¢; se k nému miZze opét priblizit.

Priklad: Linearni rovnice
z(t+1) = ax(t) + B,

kde v # 1, s pocate¢ni podminkou z(0) = &y mé podle vysledkii uvedenych v 3.1.3 feseni

o= (a0 + 225 ) o

a—1 —a

Pro jediny rovnovézny bod z* = uvazované rovnice plati:

11—«
e je-li o] > 1, pak z* je repelentni;
e je-li « = —1, pak a* je stabilni ale nikoliv atrahujici;

e je-li o] <1, pak z* je globalné asymptoticky stabilni; je-li pfitom navic o = 0, pak z*
je dosazitelny z jakéhokoliv bodu & € R, & # x*. |

Budeme vySetfovat chovani feSeni rovnice (4.7) v okoli rovnovazného bodu z*. Odchylku
feSeni x od rovnovazného stavu z* definujeme jako posloupnost y danou vztahem

y(t) = x(t) — z*.
Z Taylorovy véty plyne, Ze ke kazdému indexu t existuje ¢islo ¥(t) z intervalu [0, 1] takove, Ze
yt+1) =t +1) —a" = f(z(t)) - f(2") =
* * 1 * * %\ 2
= f'(z*)(z(t) — z*) + if"(ac + 9(t) (z(t) — = ))(x(t) —z")" =

= Fae) + 5 (" + )y
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Pokud je odchylka y(t) ,mala®, ,vyrazné mensi nez 1%, pak je jeji druha mocnina y(t)? | jesté

~ 20

mensi“, , skoro nulova“. Na zakladé této avahy zanedbame v posledni rovnost posledni s¢itanec
a dostaneme, Ze odchylka y(¢) od rovnovazného stavu piiblizné spliuje linearni homogenni
diferen¢ni rovnici

y(t+1) = f'(=")y(t).

Pokud tedy |f’(z*)| < 1, pak mala odchylka se bude s rostoucim indexem ¢ zmenSovat, az
vymizi. Lze tedy ocekavat, ze v piipadé |f'(z*)| < 1 bude rovnovazny bod z* asymptoticky
stabilni. Pokud naopak | f/(z*)| > 1, mala odchylka se bude s rostoucim ¢ zvétsovat, az prestane
byt malou. V tomto pfipadé lze o¢ekavat, ze rovnovazny bod z* je nestabilni. Z této tivahy
ovSem neplyne, Ze by v piipadé |f'(z*)| > 1 byl rovnovazny bod z* repelentni. Odchylka se
muze zvétsit a poté znovu zmensit na hodnotu mensi, nez predem dané hranice €.

Provedena tvaha ukazuje, Ze 1ze snadno rozhodnout o asymptotické stabilité nebo nesta-
bilité rovnovazného bodu x* rovnice (4.7), pro ktery je |f'(x*)| # 1. Takovy rovnovazny bod
si zaslouzi vlastni nazev.

Definice 28. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* rovnice (4.7) je hyperbolicky, pokud

/()] # 1.

P1i vySetfovani stability se vSak nemusime omezit jen na hyperbolické rovnovazné body.
Témdr tplnou odpovéd na otazku stability rovnovaznych bodi autonomnich diferené¢nich rov-
nic s hladkou pravou stranou da Véta 23.

Véta 23. Nechl x* je rovnovdznyg bod rovnice (4.7) a funkce f je spojité diferencovatelnd
v bodé x*. Pak plati:

(i) Je-li |f'(x*)| > 1, pak x* je nestabilni.
(i1) Je-li |f'(x*)| <1, pak x* je asymptoticky stabilni.
(ii1) Je-li f'(x*) =1 a funkce f je v bodé x* dvakrdt spojité diferencovatelnd, pak:

(a) je-li f"(x*) # 0, pak x* je nestabilni;
(b) je-li f"(x*) =0 a funkce f je v bodé x* tikrdt spojité diferencovatelnd, pak
(o) je-li f"(z*) >0, pak x* je nestabilni,
(B) je-li f"(z*) <0, pak x* je asymptoticky stabilni.
(iv) Je-li f'(x*) = —1 a funkce f je v bodé x* tFikrdt spojité diferencovatelnd, pak:

(a) je-li f"(z*) < —
(b) je-li f"(z*) > —

[F7(x%))?, pak =* je nestabilni,

NI N

[F7(x)])?, pak z* je asymptoticky stabilnd.

Diikaz: (i) Necht | f'(z*)| > 1. Polozme v =  (|f'(z*)| — 1) > 0. Ponévadz funkce f’ je spojité
v bodé x*, je v tomto bodé spojita i jeji absolutni hodnota a tedy existuje e > 0 takové, Ze
pro kazdé £ € (z* —e,2* + ¢€) je

|F(©] > |f'(@*)] — 7.
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Polozme ¢ = inf {|f/(§)| : —e < { — a* < e}. Pak
q> (@) —v=L(f(")|+1) > 1L

Necht nyni 0 < |§p — 2*| < € a z je FeSenim tlohy (4.7), (4.8). Oznac¢me y(t) = |z(t) — 2*| a
pripustme, Ze y(t) < e pro vSechna ¢ € N. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
¥ =9(t) € (0,1) takové, Ze

y(t+1) =zt +1) -2 = ‘f(x(t)) — f(x*)| = |f’(ac* + 9(x(t) — x*)) (m(t) — x*)‘ =
= |f'(a" +9(x(t) — =) ||a(t) — 2*| > qz(t) — "] = qy(1).

Podle Tvrzeni 17 je y(t) > ¢'y(0) = ¢ |0 — =*|, pFicemz ¢ > 1, coz znamend, ze tliglo y(t) = oo.
Proto nemuze byt y(t) < e pro vSechny indexy t € N. Existuje tedy index ¢, Ze |z(t) — z*| > ¢,
tj. rovnovazny bod z* je nestabilni. Tvrzeni (i) je dokazéano.

(ii) Necht |f/(z*)| < 1. Polozme v = 3 (1 — | f'(z*)]). Pak je v € (0, 1). Ze spojitosti funkce
| /| plyne, Ze ke y existuje & > 0 takové, Ze || f'(€)|—|f(z*)|| < v pro viechna § € (2% —¢,z*+e¢).
Tedy pro v8echna & z e-okoli bodu z* plati

7Ol <|f (@) +y=1-~v<1

Polozme opét y(t) = |z(t) —x*|. Necht zy = z(0) € (z* —¢,2*+¢), tedy y(0) = |2(0) —z*| < e.
Pokud pro néjaké ¢t > 0 je y(t) < e, pak podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
v € (0,1) takove, ze

y(t+1) =t +1) —a*| = [f(z(t) = f)] = |[f'(@" + I(z(t) —2")) (a(t) —2")| =
= |f/ (=" +0((t) — o)) [ Ja(t) — 2" < (1= )y(t) <y(t) <e.

Tedy z nerovnosti y(t) < e plyne nerovnost y(t 4+ 1) < . Uplnou indukci tedy dostaneme,
ze |z(t) — x*| = y(t) < € pro vSechna t > 0. To znamené, Ze rovnovazny bod z* je stabilni.
Soucasné plati y(t + 1) < (1 — v)y(t) pro vSechna t > 0. Z Tvrzeni 17 nyni plyne

0<y(t) <y(0)(1—~)

a ponévadz tlim (1 —~)t =0, plati podle véty o tiech posloupnostech
— 00

0=1 t) = li t) — 2"

Jim y(t) = lim |2(t) — 27,

takze tlim x(t) = x*. To znamen4, Ze rovnovazny bod x* je atrahujici. Celkem tedy z* je
— 00

asymptoticky stabilni a tvrzeni (ii) je dokazano.

(iii) Necht f’(x*) = 1. Pak osa prvnifho kvadrantu je tecnou ke grafu funkce f a existuje
okoli bodu z*, na kterém je funkce f ryze rostouci. Necht nejprve je funkce f na levém
ryzim okoli bodu z* ryze konkévni, tj. jeji graf lezi pod tecnou v bodé x*. Oznacme e takové
kladné ¢islo, ze funkce f je na intervalu [z* — &, 2*) rostouci a ryze konkavni. Pak pro kazdé
€ € [x* —e,2%) plati

£> 1(6). (4.9)

Je-li = feSeni rovnice (4.7) a pro né&jaky index ¢ plati z(t) € [z* — ¢,2*), pak podle pfedchozi
nerovnosti plati

z(t+1) = f(z(t) < z(t).



4.1. AUTONOMNI ROVNICE PRVNIHO RADU 103

Pripustme, Ze existuje feSeni rovnice (4.7) takové, ze x(t) € (z* — e,2*) pro vSechny indexy
t € N. Pak z je ryze klesajici zdola ohrani¢ena posloupnost, tedy podle Véty 2 konvergentni.
Oznatme

T = tlgrolo x(t).

Pak je & € [x* —e,2"). Z nerovnosti (4.9) a ze spojitosti funkce f nyni plyne

P < f(@)=f <lim :c(t)) = lim f(2(t)) = lim o(t+1) = lim 2(t) = ,

t—o00 t—o00

coz je spor. Dostavame tak:

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkavni na intervalu [z* — &, 2*), pak pro kazdé FeSeni x

rovnice (4.7) s poc¢atetni podminkou x(0) € (z* — €, 2*) existuje index t € N takovy, zZe
x(t) < z* —e.

Necht nyni je funkce f na levém ryzim okoli bodu z* ryze konvexni, tj. jeji graf lezi nad
te¢nou v bodé x*. Oznacme ¢ takové kladné ¢islo, Ze funkce f je na intervalu (z* — 6, 2*) ryze
konvexni a rostouci. Pak pro kazdé £ € (z* — 0, z%) je

€< (6) < a* = [(a"). (4.10)
Je-li z(t) € (x* — 0, 2"), pak podle téchto nerovnosti plati
z(t) < f(z(t) =z(t+1) <™

To znamend, Ze feSeni x rovnice (4.7) s po¢ateéni podminkou z(0) € (z*—4, 2*) je ryze rostouci
posloupnost shora ohrani¢end hodnotou x*. Podle Véty 2 je tato posloupnost konvergentni.
Existuje tedy & < x* takové ¢islo, Ze

Ze spojitosti funkce f nyni plyne

16 = 1 (i 10) = fin S (o) = fi 0+ =2
Kdyby & < z*, pak by podle (4.10) platilo & < f(&) = & a to by byl spor; je tedy & = z*.
Dostavame tak

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z* — ¢, 2*), pak pro kazdé reSeni
x rovnice (4.7) s po¢ateéni podminkou z(0) € (x* — 0, 2*) plati z(t) € (x* — 6, z*) pro
v8echny indexy t € N a tlim x(t) = x*.

— 00

Analogicky muzZzeme ukézat, Ze plati tvrzeni

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkévni na intervalu (z*,x* + §), pak pro kazdé reseni
x rovnice (4.7) s pocatetni podminkou z(0) € (z*,2* + 0) plati z(t) € (z*,2* + ) pro
vSechny indexy t € N a tlim x(t) = x*.

—00

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z*, z* + €|, pak pro kazdé FeSeni x
rovnice (4.7) s poc¢atetni podminkou x(0) € (z*, z* 4 ¢) existuje index t € N takovy, zZe
x(t) > z* +e.
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Z dokézanych pomocnych tvrzeni jiz plyne tvrzeni (iii). V pfipadé (a) je totiz funkce f na
okoli rovnovazného bodu x* bud ryze konvexni nebo ryze konkavni. V pfipadé (b) ma funkce
f v bodé z* inflexi; pokud nastane moZnost («), pak je funkce f na pravém okoli bodu z*
konvexni; pokud nastane moznost (3), pak je funkce f na levém okoli bodu z* konvexni a na
pravém konkavni.

(iv) Spolu s rovnici (4.7) uvazujme rovnici

y(t+1) = g(y(t)), (4.11)

kde g = f2. Je-li * rovnovazny bod rovnice (4.7), pak

a x* je také rovnovaznym bodem rovnice (4.11). Je-1i posloupnost = FeSenim rovnice (4.7), pak
posloupnost y definované vztahem y(t) = 2(2t) splituje rovnost

g(x(2t)) = f<f(x(2t))> = f@2t+1)) =22t +2) = 2(2(t +1)) =y(t+ 1)

a tedy je FeSenim rovnice (4.11). Tato skutecnost ukazuje, Ze z asymptotické stability (resp.
nestability) rovnovazného bodu rovnice (4.11) plyne asymptoticka stabilita (resp. nestabilita)
rovnovazného bodu z* rovnice (4.7).
Dale plati
Jw = S (W)W,
2
'@ = fUW) I+ (W) ),
3
g"@) = ") W] +3 () ) f @)+ (@) ().

Je-li tedy f’(x*) = —1, pak podle predchozich rovnosti plati

g =
g'@) = f'@") - f@") =0,
gl/l(x*) — —2f,/,($*) _3 [f”(x*)]Q.
Tvrzeni (iv) je tedy disledkem tvrzeni (iii). O

Priiklad. Stabilita rovnovazného feSeni Bevertonovy-Holtovy rovnice.
Rovnice (1.16) je autonomni, funkce na jeji pravé strané je dana vyrazem

rK
o) = -

Oba parametry r a K jsou kladné. UvaZzujme tuto rovnici na stavovém prostoru € = [0, co).
Rovnovazné body jsou feSenim (algebraické) rovnice
rK
r——— =1,
K+ (r—1)z

po snadné tpravé
(K —z)(r—1)=0.
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Predpokladejme nejprve, ze r # 1. Pak jsou rovnovazné body dva, 0 a K. Plati

r 2
R o (f_m)g, o) =r )=

7 Véty 23 nyni plyne: Je-li » < 1, pak je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a rovnovazny
bod K je nestabilni. Naopak, pokud r > 1, pak je rovnovazny bod 0 nestabilni a rovnovazny
bod K je asymptoticky stabilni. MuzZete si ovérit, ze stejné zavéry plynou i z explicitniho FeSeni
(4.2) rovnice (1.16).

Ponévadz Bevertonova-Holtova rovnice modeluje vyvoj populace v prostiedi s tizivnosti K,
muzeme tento vysledek interpretovat: Je-li vnitini koeficient riistu » mensi nez 1, pak populace
vymie; v takovém pripadé by totiz populace nemohla rust ani v prostfedi s neomezenymi
zdroji. Pokud je vnitifni koeficient rustu vétsi nez jedna, populace v prostiedi dlouhodobé
preziva a jeji velikost se ustali na hodnoté kapacity prostredi.

Povsimnéme si, Ze o preziti populace vyvijejici se podle rovnice (1.16), tedy populace K-
stratégu, nerozhoduje prostiedi ale jen jeji vlastni bioticky potencial. Tento zévér asi neni
obecné uplné realisticky — v pfipadé malé kapacity prostiedi muze i populace K-stratégi
vyhynout v duasledku néjaké ndhodné fluktuace.

Pokud r = 1, pak je kazdy bod ze stavového prostoru rovnovazny. Rovnice (1.16) nabude
tvar

x(t+1) =xz(t)

a jeji TeSeni je konstantni, z = £y. Kazdy bod je tedy navic stabilni. Tato teoreticky mozna
situace asi neméa rozumnou ekologickou interpretaci. |

4.1.3 Cykly a atraktory

Definice 29. Necht b € Dom f, pe N, p > 1.

Rekneme, 7e b je p-periodicky bod rovnice (4.7), pokud fp(b) =b.

Trajektorie p-periodického bodu b, T(b) = {b f(b), f2(b),. .. ,fpfl(b)}, se nazyva cyklus
délky p (p-cyklus).

Rekneme7 Ze p-periodicky bod je dosaZitelny z bodu b, pokud existuje m € N, m > 1 takové,
ze f™(b) je p-periodicky bod.

Pokud bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (4.7), pak je také (kp)-periodickym
bodem této rovnice pro libovolné kladné celé ¢islo k.

Bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (4.7) pravé tehdy, kdyZ je rovnovaznym
bodem rovnice

z(t+1) = fP(z(t)). (4.12)

Definice 30. Rekneme, ze p-cyklus T (b) rovnice (4.7) je stabilni, asymptoticky stabilni, nesta-
bilni, atrahugici (pFitazlivy), globdlné atrahujici, repelentni (odpuzujici), pokud tuto vlastnost
mé rovnovazny bod b rovnice (4.12).

Véta 24. Necht T(b) = {b, f(b), f(f(b)),...,[P7Hb)} = {x(0),z(1),z(2),...,z(p— 1)} je
p-cyklus rovnice (4.7).

Je-li | f/(z(0)) f'(z(1)) f'(2(2)) -+ f/(z(p —1))| < 1, pak je T(b) asymptoticky stabilni.
Je-li | f/(z(0)) f'(z(1)) f'(®(2)) -+ f'(z(p— 1)) | > 1, pak je T(b) nestabilni.
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Diikaz: Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(fP) (b) = f/(F2710) (fP7H () = £ (z(p — 1)) F/(f272(0)) (£772) (0) =
= 'z =) f (= 2)) £/ (f72®) (772 (b) = ---
o= = D) f (e —2) f (2 — 3)) -+ f/(2(1)) £ (2(0)).

Tvrzeni jsou nyni disledkem Véty 23. 0

Je-li z* globalné atrahujici rovnovazny bod rovnice (4.7), pak pro kazdé feseni x = x(t)
této rovnice plati
lim z(t) = ¥,
t—o0

tj. kazdé feseni ,skon¢i v bodé z*“. Je-li trajektorie 7 (b) globalné atrahujici p-cyklus rovnice
(4.7), pak pro kazdé feSeni x = z(t) této rovnice plati

Jim (min {[z(t) — |- € T(0)}) =0,

tj. kazdé kazdé Feseni ,,skon¢i v mnoziné 7 (b)“.
Mnozina, ,,ve které kon¢i kazdé feseni rovnice (4.7)“ se nazyvé atraktor této rovnice. Presné
bude tento pojem zaveden pozdéji.

4.1.4 Autonomni rovnice zavislé na parametru

Necht nyni f: Q2 x A — R, kde 2 C R, A C R, je funkce dvou proménnych takova, Ze pro
kazdé p € A a kazdé x € Q plati f(z,u) € Q. Pro pevné zvolené p € A muZeme funkci f
chapat jako funkci jedné proménné x a u povazovat za parametr. Tuto funkci jedné proménné
budeme znadit f( -, u).

Uvazujme rekurentni formuli

w(t+1) = f(2(t) p)- (4.13)
Rovnovazny bod z* této rovnice spliuje rovnost
z* = f(z*,p), neboli f(z*,pu) —2* =0,

na kterou se miuzeme divat jako na implicitni zapis funkce x* nezavisle proméné p, z* = z*(u).
Kritické body (z*, 1) implicitné zadané funkce z* jsou feSenim rovnice

0
ox*

(fa™, ) —a"),  tedy %(Oﬂ*,ﬂo) = 1.

Rekneme, Ze pii kritické hodnoté parametru pu = pg dochazi k bifurkaci, pokud existuje € > 0
takové, Ze pro p € (puo — ¢, pio +€) je feSeni rovnice (4.13) ,kvalitativné odlisné* od feSeni této
rovnice pro p € (uo, o + €).

Ponékud vagné zavedeny pojem ,bifurkace” nejprve ilustrujme dvéma piiklady:.

Priklad 1. Uvazujme logistickou rovnici

z(t+1) = px(t)(1—z(t)) (4.14)
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Obrazek 4.3: Rovnovazné body logistické rovnice (4.14) (vlevo) a rovnice (4.15) (vpravo) v za-
vislosti na hodnotéch parametru u. Asymptoticky stabilni rovnovazny bod je znazornén plnou
¢arou, nestabilni teckovanou ¢arou.

-1
s parametrem g > 0. Tato rovnice mé rovnovazné body ] = 0 a x5 = i Vysetiime jejich
7

stabilitu. Plati
@) = pai—a), f@)=p(l-22), O =p [ (“T‘l) —2 4

Podle Véty 23 vidime, ze pro p € (0, 1), resp. pro p € (1,00), je rovnovazny bod z7 stabilni,
resp. nestabilni. Dale plati f'(z3) > 1 pro p € (0,1), =1 < f'(z5) < 1 pro p € (1,3)
a f'(x3) < —1 pro p € (3,00), takze rovnovazny bod x5 je pro p € (1,3) stabilni a pro
w € (0,1) U (3,00) nestabilni.

Pri hodnoté = pg = 1 tedy dochéazi k bifurkaci: pro hodnoty parametru p v levém okoli
o je rovnovazny bod z7 asymptoticky stabilni a rovnovazny bod z7 je nastabilni; pro hodnoty
w1 v pravém okolf pg je naopak stacionarni bod z7 nestabilni a stacionarni bod x5 asymptoticky
stabilni. Bifurkaci pii hodnoté pu = 1 lze popsat tak, Zze rovnovazné body si vymeéni stabilitu.
Takova bifurkace se nazyva transkritickd.

K bifurkaci dochazi také pfi hodnoté parametru g = p; = 3: pro hodnoty parametru
i v levém, resp. pravém, okoli hodnoty p; je stacionarni bod x3 asymptoticky stabilni, resp.
nestabilni. Bifurkaci pti hodnoté parametru p = 3 lze popsat jako ztratu stability rovnovazného
bodu.

Situaci lze graficky znazornit jako zavislost stacionarnich bodi rovnice na parametru pu, viz
Obr. 4.3 vlevo. Je-li rovnovazny bod asymptoticky stabilni, zndzornime pribéh jeho hodnot
plnou ¢arou, je-li nestabilni{, zndzornime ho teckované. |

Priiklad 2. Uvazujme rovnici
r(t+1) = p+at) —x(t)> (4.15)

Jeji rovnovazné body jsou reSenim kvadratické rovnice

,u—i—x—:v2:x.

Pro parametr p < 0 tedy rovnice (4.15) rovnovazné body nemé a pro p > 0 mé dva rovnovazné
body z] 9 = £/p. Pri hodnoté parametru p = 0 tedy dochazi k bifurkaci.
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Podivejme se na stabilitu rovnovaznych boda v pripadé p > 0. Plati

f@)=p+z—2* flz)=1-22, f(+y/n) =1F2n

Rovnovazny bod x5 = —,/u je nestabilni a rovnovazny bod zj = /u je pro p € (0,1)
asymptoticky stabilni a pro g > 1 je nestabilni. P¥i hodnoté parametru p = 1 tedy také
dochéazi k bifurkaci.

Bifurkace rovnice (4.15) lze popsat tak, ze pfi rastu parametru p se pii prekroc¢eni hodnoty
o = 0 objevi dva rovnovazné body, z nichz jeden je asymptoticky stabilni a druhy nestabilni;
dale pii prekroceni hodnoty py = 1 stabilni rovnovazny bod stabilitu ztrati. Situaci lze opét
znazornit graficky, viz Obr. 4.3 vpravo. |

Graf zéavislosti rovnovazného bodu z* na parametru p je jednou z moznosti, jak si pred-
stavit zménz kvalitativnich vlastnosti autonomni rovnice (4.13) pii zméné parametru. Jinou,
doplnujici predstavu muze zprostiedkovat graf zavislosti atraktoru rovnice na hodnotach pa-
rametru. Bifurkacniho diagram je jakymsi odhadem takového grafu; atraktor totiz vétSsinou
nelze vypoditat explicitné, jeho body nachazime pocitacovou simulaci.

Konstrukci bifurka¢niho diagramu muzeme popsat néasledujicim ,algoritmem*:

1. Specifikujeme hodnoty g1, pa, ...,y parametru p. Zvolime cas 7, ktery budeme po-
vazovat za dobu, béhem niz se ,chovani Teseni ustali“, ,cas, za ktery feSeni skond¢i v
atraktoru“, a maximalni ¢as 7.

2. Polozime i = 1.
3. Polozime p = p; a zvolime & € Dom f( -, u).

4. Najdeme feSeni rovnice (4.13) s pocatetni podminkou z(0) = &y pro indexy t < T, tj.
najdeme mnozinu {§ = z(0),z(1),z(2),...,2(T)}.

5. Zakreslime mnozinu bodu { (s, z(7 + 1)), (i, 2(7 +2)), ..., (us, z(T)) }.
6. Opakujeme kroky 3. a 4. pro rizné pocateéni hodnoty xz(0) = &.
7. Pokud @ < M, zvétsime ¢ o jedna a vratime se k bodu 3.

Na Obrazku 4.4 je popularni bifurkacni diagram logistické rovnice (4.14). Hodnoty para-
metru g jsou voleny v rozpéti pu; = 2.5 azZ pis00 = 4 s ekvidistantnim krokem délky Tloo’
cas ,,pro ustéleni feseni“ je 7 = 2500, maximalni ¢as T' = 2600. Na diagramu je dobte vidét
stabilni rovnovazny bod pro p < 3, stabilni 2-cyklus pro 3 < p < 3,44, stabilni 4-cyklus pro
3,45 < p < 3,54 a stabilni 3-cyklus pro 3,83 < pu < 3,84. Pro hodnotu parametru pu = 4
atraktor logistické rovnice (4.14) husté vypliuje cely interval (0, 1).

Typy bifurkaci

UvaZzujme rekurentni relaci (4.13) a dvojici (z*, uo) € 2 x A. Bifurkace, ke kterym dochézi p¥i
hodnoté parametru p = pg mizeme klasifikovat pomoci hodnot parcidlnich derivaci funkce f
v bodu (z*, ug). Nekteré z bifurkaci jsou shrnuty v Tabulce 4.1.
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Obrazek 4.4: Bifurka¢ni diagram logistické rovnice (4.14)



POBINJIQ QUUIRUZAA Q10PN T} ®[NqRL,

podminky nazev (nazvy) priklad
of  « o . :
8—(:10 , o) # 0 tecnd bifurkace (tangent bifurcation) | z(t+1) = z(t)(1 — z(t)) + p
w

62
oL o) £ 0

ohyb (fold), sedlo-uzel (saddle-node)

0
8—£(x*,uo> —0, M—gﬂ(x*,m £0

transkritickd bifurkace

z(t+1)=z(t)(1+p—x(t))

of  «
g5 =1
ox (@, po) (transcritical bifurcation)
af , . B 2 o . B 2
52_f(x* - 8—#(:10 , o) =0, R (z*, po) # 0, | vidlicka (pitchfork) z(t+1) ==z(t) (14 p—=(t)?)
02 Ho) = 83
oz ($*, ILLO) 7é 0
0*f N

of ’ (@(ﬂv NO)) + 2%(30*,#0) # 0, zdvojeni periody (period doubling) z(t+1) =a(t) (p—1+2z(t)?)
5g (& o) =1 flip

2 82f
dxou

(x*, o) +

2

%(m*vﬂo)g—z(m*,uo) #0

01T

HOINAOY INWONOLNY 7 VIOLIdVM



4.2. AUTONOMNI SYSTEMY 111

4.2 Autonomni systémy

Autonomni systém k diferencnich rovnic (rekurentnich formuli) pruniho Tddu je systém, ve
kterém se index posloupnosti ¢ nevyskytuje explicitné. Jako systém rekurentnich formuli ho
muzeme zapsat ve tvaru

(4.16)
mk(t +1)= fk(xl(t), .%'Q(t), e ,xk(t)).

O funkcich f; : R¥ - R, i=1,2,...,k, predpokladame, Ze viechny maji stejny definiéni obor
Q, ktery zobrazuji do sebe, tj. Im f; C Dom f; = Q. Spole¢ny defini¢ni obor 2 funkci f; se
nazyva stavovy nebo fdzovij prostor. Pfi oznaceni

1 fi
T2 f2

:I: — : ) f - : )
Tk T

muzeme systém (4.16) zapsat ve vektorovém tvaru

z(t+1) = f(x(t)), (4.17)
nebo struc¢néji
x’ = f(x).

7 tohoto vyjadreni vidime, Ze autonomni systém je bezprostfednim zobecnénim autonomni
rovnice (4.7). Formalné stejné jako Tvrzeni 15 miuzeme ukazat, ze nezalezi na volbé poc¢ate¢niho
Casu tg. Poc¢ateéni podminku pro systém (4.16), resp. (4.17), budeme uvazovat ve tvaru

21(0) = &o1, 22(0) = o2 - .-, zk(0) = &og, (4.18)
resp.
z(0) = &o. (4.19)
Regeni tlohy (4.17), (4.19) je podobné jako v oddilu 4.1 dano vyrazy
x(t) = f' (50)-
Pro autonomni systémy zavadime pojmy analogické, jako pro autonomni rovnice:

Definice 31. Mnozina bodi T (&9) = {f" (&) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &y (vzhledem k rovnici (4.17)).
Necht S C Q. Mnozina 7(S) = |J T (x) se nazyva trajektorie (orbita) mnoziny S.
zes

Definice 32. Rekneme, Ze bod z* € Dom f je rovnovding (staciondrni) bod rovnice (4.17),
pokud je pevnym bodem zobrazeni f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Trajektorie rovnovazného bodu x* je jednoprvkova, T (x*) = {x*}.
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Definice 33. Rekneme, Ze rovnovazny bod x* rovnice (4.7) je dosaZitelny z bodu & € €,
¢ # x*, pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze £/~ 1(€) # x* = f7(€).

Definice 34. Necht * je rovnovazny bod rovnice (4.17) a vektorova posloupnost  je feSenim
ulohy (4.17), (4.19). Rekneme, Ze rovnovazny bod x* je

stabiln?, pokud ke kazdému £ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze z nerovnosti ||£o — x| < ¢ plyne
nerovnost ||(t) — x| < e pro v8echna t > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje n > 0 takové, Ze z nerovnosti ||€g — x*|| < 7 plyne
rovnost tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, Fekneme, ze x* je globdlné atrahugict;
—00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globédlné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globdlné asymptoticky stabilni;

nestabilng, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzugici), pokud existuje € > 0 takové, Ze z nerovnosti €9 # x* plyne existence
indexu t¢ posloupnosti @ takového, Ze ||x(t) — x*|| > € pro vSechny indexy t > to.

4.2.1 Stabilita linearnich systémiu

Uvazujme linearni homogenni systém s konstantni matici (3.46). Tento systém je autonomni.
Jeho rovnovazny bod x* je feSenim homogenni soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

Qz* = x*. (4.20)

Odtud plyne, ze * = o je rovnovaznym bodem linearniho homogenniho systému.
Je-li matice Q regularni, pak ma systém (3.46) s po¢ateéni podminkou (4.19) podle (3.48)
reseni
x(t) = PJ'P&,

kde J je Jordantuv kanonicky tvar matice Q. Z tvaru feSeni vidime, Ze

(i) Maji-li v8echny vlastni hodnoty matice Q modul (absolutni hodnotu) mensi nez 1, pak
je rovnovazny bod o globalné asymptoticky stabilni.

(ii) Pokud modul zadné vlastni hodnoty matice Q nepievysi 1 a ty vlastni hodnoty, které
maji modul roven 1, jsou jednoduchého typu, pak je rovnovazny bod o stabilni.

(iii) Existuje-li vlastni hodnota matice Q takova, Ze jeji modul je vétsi nez 1, pak je rovno-
vazny bod o nestabilni.

(iv) Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice Q modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod o
repelentni.

Pokud 1 neni vlastni hodnotou regularni matice Q, pak ma rovnice (4.20) jediné FeSeni
x* = o0 a tedy linearni homogenni systém mé jediny rovnovézny bod. Proto muzeme mluvit
nikoliv o stabilité néjakého rovnovazného bodu systému, ale o stabilité pravé toho jediného
rovnovazného bodu. To nas opraviiuje mluvit o stabilité linearniho systému.

Uvazujme nyni nehomogenni linedrni autonomni systém (linearni systém s konstantnimi

*

koeficienty)
z(t+1)=Qxz(t) +b. (4.21)
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Je-li matice | — Q regularni, pak ma tento systém jediny stacionarni bod z* = (I — Q)~'b. V
takovém pripadé fekneme, Ze systém (4.21) je stabilni, pokud pfidruzeny homogenni systém
je stabilni.

4.2.2 Linearizace nelinearnich systémi v okoli rovnovazného bodu

Necht * = f(x*) je rovnovazny bod rovnice (4.17). Jeho stabilitu budeme vySetfovat pomoci
vyvoje odchylky y(t) = x(t) — ™ n&jakého feseni od FeSeni rovnovazného. Podle Taylorovy
véty pro libovolné i € {1,2,... k} plati

yit+1) =zt + 1) — ] = fi(w1(t), 22(t), ... ax(t)) — fi(z],25, ... 2%) =

= flat) = 1) = - D )~ a7) + 0 (Jatt) — 2°I) =
j=1
E of (¥
=S 0+ o (R,

j=1 7
Pri oznaceni of of of
1 1 1
dfo Do Ofs

() —(x) ... ()
ox ox ox
J(f(CC)) _ 1 2 k
A fr O fk Ofk

prepiSeme predchozi rovnosti ve tvaru

y(t+1) = I(F@))y(t) + O (ly®)?).

7 tohoto vyjadieni usuzujeme podobné jako na str. 106, Ze odchylka od rovnovazného stavu
x* se ,,priblizné vyviji* jako feSeni linedrniho homogenniho systému

yt+1) = J(f(a:*))y(t) (4.22)

Tento systém nazveme linearizace nelinedrniho systému (4.17) v okoli jeho rovnovdzného bodu
x*. Matici J(f(ac*)), coz je Jacobiho matice zobrazeni f vypocitana v rovnovazném bodé,
nazyvame variacni matice systému (4.17) v jeho rovnovazném bodu x*.

Definice 35. Rekneme, Ze rovnovazny bod x* systému (4.17) je hyperbolicky, pokud zadna
vlastnf hodnota matice J(f(2*)) nemé modul rovny 1.

7 4.2.1 plyne

Tvrzeni 18. Necht x* je hyperbolicky rovnovazny bod autonomniho systému (4.17). Maji-li
vSechny vlastni hodnoty jeho varia¢ni matice J( f (:c*)) modul mensi nez 1, pak je rovnovazny
bod x* asymptoticky stabilni. Existuje-li vlastni ¢islo varia¢ni matice J( f (:1:*)), které ma
modul v&tsi nez 1, pak je rovnovazny bod x* nestabilni.
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Dvojrozmérny autonomni systém

Uvazujme obecny systém ve tvaru

w(t+1)= f(z(t), y(t),
y(t+1)=g(z(t),y(t)). (4.23)

Soufadnice rovnovazného bodu (z*,y*) jsou feSenim soustavy dvou rovnic

r=f(z,y), vy=g(z,79).

Necht (z*,y*) je rovnovaznym bodem rovnice (4.23) a

Iz, y") =
D) Do

ox "’ oy

7 analyzy dvojrozmérného linearniho systému s konstantni matici provedené na str. 82-84 a

z jejtho zavéru vyjadreného ve Vété 22 muzeme nyni usoudit, ze plati tvrzeni:

(i) Je-li [trd(z*,y*)|—1 < detJ(z*,y*) < 1, pak rovnovazny bod (z*,y*) systému (4.23) je
asymptoticky stabilni.

(i) Je-li [trd(z*,y*)|—1 > det J(z*, y*) nebo det J(z*, y*) > 1, pak rovnovazny bod (z*, y*)
systému (4.23) je nestabilni.

(iii) Je-li (z*,y*) asymptoticky stabilni, trJ(z*,y*) > 0 a det J(z*,y*) < %(trJ(m*,y*))Z,

pak obé slozky feseni systému (4.23) konvergujiciho k rovnovaznému bodu (z*,y*) jsou
od jistého indexu poc¢inaje ryze monotonni.

4.2.3 Invariantni mnoziny autonomnich systémi

Rovnovazny bod x* systému (4.17) je charakteristicky tim, Ze jeho trajektorie je jednoprvkova
a obsahuje pravé tento bod, 7 (x*) = {a*}. Této vlastnosti vyuZijeme k zavedeni obecné&jsich
pojmi.

Definice 36. Mnozina S C ) se nazyva pozitivné invariantni mnozina rovnice (4.17), (forward
invariant set), pokud T(S) C S.

Mnozina S C Q se nazyva minimdlni pozitivné invariantni mnoZina rovnice (4.17), pokud
pro kazdou vlastni podmnozinu @) pozitivné invariantn{ mnoziny S plati, Zze () neni invariantni.

Ponévadz jinymi se nebudeme zabyvat jinymi invariantnimi mnoZinami nez pozitivné in-
variantnimi, budeme dale zpreshujici piivlastek ,pozitivni* vynechavat.

Mnozina S C Q je minimalni invariantni mnoZinou rovnice (4.17) pravé tehdy, kdyz ke
kazdé mnozing @ C S takové, ze Q C S a S\ Q # 0, a ke kazdému bodu = € S existuje
prirozené ¢islo n, ze f"(x) € S\ Q. Je-li S C Q minimalni invariantni, pak S = T(S).

Poznamenejme, Ze okolim mnoZiny A ve stavovém prostoru ) rozumime mnozinu V', ktera
je oteviend v relativni topologii prostoru §2 a pro kterou plati S C V.

Definice 37. Minimalni invariantni mnozina S C € rovnice (4.17) se nazyva:



4.3. AUTONOMNI ROVNICE VYSSICH RADU 115

stabilni, pokud ke kazdému okoli V' mnoziny S existuje okoli U mnoziny S tak, ze T (U) C V;

atraktor, pokud existuje mnozina U C () takova, Ze pro kazdy bod & € U plati

lim (inf {[|f*(¢) —ar:H cweS}) =0,

t—o00

mnozina U se v takovém pfipadé nazyva obor atraktoru S; pokud vlastnost mnoziny U
mé cely stavovy prostor €2, atraktor S se nazyva globdlni;

repelor, pokud existuje € > 0 a okoli U mnoziny S takové, Zze pro kazdy bod & € U plati
. . . t _ . >
hgglf(lnf{“f(ﬁ) ar:H cxeS}) >e.

Definice 38 (Typy atraktori). Atraktor S C € rovnice (4.17) se nazyva:

rovnovdzny (staciondrni) bod, pokud mnoZzina S je jednoprvkova;

cyklus délky p (p-cyklus), pokud mnozina S je p-prvkova (pfitom p je kladné celé ¢islo);
invariantni smycka, pokud mnozina S je uzaviené spojita kiivka v R¥;

podivng, pokud neni zZddného z pfedchozich typu.

4.3 Autonomni rovnice vysSich rada
Autonomni diferen¢ni rovnice k-tého fadu ve tvaru rekurentni formule je
a(t+k)= fz(t),z(t+1),....2(t+k—1)), (4.24)

kde funkce f : QF — Q neni konstantni v prvni proménné. Mnozina Q C R se opét nazyva
stavovy prostor. Rovnice (4.24) miZzeme piepsat ve tvaru systému rekurentnich formuli prvniho

(t+1)

x1(t +
$2(t =+ 1)

radu

T2 (t)
z3(t)

(4.25)

xk_l(t + 1) xk(t)
mk(t + 1) = f(.%'l(t), 1‘2(15), ... ,.%'k(t))
tedy ve tvaru autonomniho systému. Prvni slozka feSeni tohoto systému je feSenim rovnice
(4.24). Na autonomni rovnici k-tého fadu tedy muzeme prenést vSechny pojmy a vysledky
z teorie autonomnich systém.
Pocateéni podminku pro rovnici (4.24) muZeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat ve tvaru

2(0) = &, 2(1) = &1, ... 2k —1) = &_1. (4.26)

Bod z* € Q je rovnovaZnym bodem rovnice (4.24), pokud
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Rekneme, Ze rovnovazny bod z* rovnice (4.24) je stabilni, pokud je stabilni rovnovazny bod
(x*,x*,...,2*) autonomniho systému (4.25). Analogicky prevadime ostatni vlastnosti rovno-
vaznych boda autonomniho systému zavedené v Definici 34 na rovnovazné body autonomnich
rovuic.

Je-1i funkce f dvakrat diferencovatelné, pak pro ,,malou* odchylku od rovnovazného bodu

y(t) = o(t) — o*

podle Taylorovy véty plati

y(t+k)=alt+k)—a" = f(z®t), st +1),...,20t+k—1)) — fa* 2% ... ,2") =

k k
wizlgi(x*,x*,...,x*)(x(t—ki—1)—;5*) :izlggi(x*’x*’---’x*)y(“ri—1)-
Oznacéme
f”(x*):@f(:m,m,...,xk) =12 .k
85[?@ — (¥ ek *
(z1,22,...;p)=(x*,x*,...,2*)

,2Mala“ odchylka se tedy pfiblizné vyviji jako reSeni linearni homogenni rovnice k-tého radu

yt+k) = firl@)y@t+k =1+ fle_1 @)yt + k= 2) + -+ flu(z®)y(t).
Podle Tvrzeni 13 plati

Véta 25. Necht x* je rovnovdzny bod rovnice (4.24).
Mayji-li vsechny koteny polynomu

N — fir(@ )N = o (@)X = = fa(@)A = fiu(a) (4.27)

modul mensi nez 1, pak je rovnovazny bod x* rovnice (4.24) asymptoticky stabiln.
Ezistuge-li koten polynomu (4.27), ktery md modul vétsi nez 1, pak je rovnovdzny bod x*
rovnice (4.24) nestabilni.

Priklad. Bevertonova-Holtova rovnice se zpozdénim.
Pfipomefime, Ze rovnice (1.16) modeluje vyvoj velikosti populace v prostiedi s omezenymi
zdroji. Vyraz
K
K+ (r—1z’

ktery je mensi nez 1, vyjadiuje zmenseni (malthusovského) koeficientu riistu pisobenim popu-
lace velikosti x v omezeném prostiedi. Tato vnitrodruhovéi konkurence se nemusi projevit hned
v nésledujici generaci, muze piisobit az na generaci dalsi. Napf. populace produkuje odpady,
jejichz toxicita oslabuje potomky tak, Ze jim snizi plodnost. V dalsi generaci se tak rodi méné
potomki. Tento jev muzeme do modelu zahrnout tak, Ze ve jmenovateli zlomku nebudeme
psat x(t) ale z(t — 1). Dostaneme tak autonomni rovnici druhého fadu ve tvaru

rK
K+ (r—1Dzt-1)

z(t+1) =x(t) (4.28)
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nebo ve tvaru jako (4.24)

rK

x(t+2):x(t—i_l)f(—i—(r—l)x(t)'

Je tedy
rK

R (r—1)x;

Algebraicka rovnice f(x,z) = x ma dva kofeny 0 a K, tedy diferen¢ni rovnice (4.28) mé dva
rovnovazné body. Funkce f je dvakrat diferencovatelné a plati

f('rlny) —

Of (,22) — r(r—1)Kux Of(x1,22) rkK
8561 o (K+(7°—1).%'1)2’ 83:2 - K+(T_1)$17

takze
1

fin0) =0, fip0) =7,  fu(K)=—~-1 fao(K)=1

Pro rovnovazny bod 0 ma polynom (4.27) tvar A2 — r\ a tedy kofeny 0 a r. Je-li r < 1, je
rovnovazny bod 0 stabilni, je-li » > 1, je rovnovazny bod 0 nestabilni.
Pro rovnovazny bod K ma polynom (4.27) tvar

N1 2
.

1 1
>\12:—<1i 1—4(1——)).
) 2 T
1 1 1 1=
A== (144/1-4" e Y i
2 r 2 r

a to znamené, Ze rovnovazny bod K je nestabilni.

Je-lil <r < %, pak kofeny
1 14
)\1,2:—<1:|: ——3).
2 T

jsou redlné kladné a mensi nez 1. Je-li r > %, pak jsou kofeny A; o komplexné sdruzené a pro
jejich modul plati

a tedy kofeny

Je-li r < 1, pak

IA |—1+1 3 i =1 1<1
LA= "y r) r '

To znamend, Ze pro r > 1 je rovnovazny bod K stabilni.

Dostavame tak témér stejny vysledek jako v pripadé Bevertonovy-Holtovy rovnice bez
zpozdeni, viz pitklad na str. 110. ReSenf rovnice bez zpozdéni viak pro r > 1 konverguje
k hodnoté K monotonné a stejné se chova FeSeni rovnice (4.28) pro 1 < r < %. Ovsem pro

r> % feSeni rovnice (4.28) se zpozdénim konverguje k hodnoté K s tlumenymi oscilacemi.
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Kapitola 5

Transformace Z a jeji uziti

P1i dosavadnich pokusech matematicky modelovat rust populace jsme se dopoustéli hrubého
zjednoduseni — vSechny jedince jsme povazovali za stejné. Tento nedostatek se pokusime na-
pravit, budeme si v§imat pohlavi a véku jedincu.

Z hlediska reprodukce jsou samci naprosto bezvyznamni. Staci, aby v populaci néjaky byl
a oplodnoval samice. Proto budeme v populaci uvazovat pouze samice. U téch je dulezity vék.
Prilis mladé samice jesté ,neprodukuji potomky* (nekladou vejce, nerodi a podobné). Staré
jsou jiz vyCerpané a unavené, proto rodi malo, pokud vibec. Samice tedy roztiidime podle
véku. Vék budeme udavat v néjakych , prirozenych® jednotkach — u drobnych hlodavcu by $lo
o tydny nebo meésice, u velkych savci o desetileti. Za vékovou t¥idu budeme povazovat skupinu
samic, které doséhly jistého véku, ale nemaji vék vyssi. Plynouci ¢as budeme vyjadiovat ve
stejnych jednotkéich jako veék.

Ponékud presnéji: Oznacme n;(t) pocet samic i-té vekové tiidy v Case t, tj. pocet samic,
které maji vék z intervalu [i,i+1), ¢ =0,1,2,...; ¢ = 0 oznacuje tfidu novorozenych samicek,
néjakou apriorni horn{ mez véku neuvazujeme. Umirani je nedilnou soucasti zivota, je to ale
jev ndhodny, nevime, kdy konkrétni samice uhyne. Piijemnéjsi je ovSem mluvit o pfezivani,
nikoliv o umirani. Zavedeme pravdépodobnosti pieziti (survival probabilities). Symbol s; bude
oznacovat pravdépodobnost, Ze samice z i-té vékové t¥idy bude Zit i v nasledujicim obdobi a
tedy ,,postoupi” do vyssi vékové tiidy; odvozenou hodnotu 1 — s; lze nazvat vékové specifickd
umrtnost. Pro tyto parametry plati: 0 < s; < 1,7=0,1,2,..., nebot preziti nemuze byt jisté.
Veli¢iny s; a n; spliuji rovnosti

ni+1(t +1) = smi(t), 1=20,1,2,.... (5.1)

Samice ,,davaji vzniknout“ dceram (porodi je, vysedi je a podobné). MnoZstvi ,,vyprodukova-
nych® dcer se méni s vékem. Oznac¢me proto f; ofekdvané mnozstvi dcer samice z vékové tiidy
i za jednotkovy ¢as; f; 1ze nazvat specifickd plodnost ve véku i (fertility). Cislo f; samozFejms
nemusi byt celé, 1ze ho interpretovat jako prumérny pocet dcer samic z vékové tiidy 7, neboli
jako stredni hodnotu ndhodné veli¢iny ,,pocet dcer samice véku ¢“. Pocet novorozenych samic
spliiuje rovnost

no(t + 1) = Z fjnj(t). (5.2)
=0

Povsimnéme si, Ze apriori nevylucujeme, Zze by novorozené samicky nemohly byt plodné; hod-
nota fp nemusi byt nulova (i kdyz v ,rozumnych“ aplikacich asi bude). Po¢et novorozenych

119
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samicek je formalné dan nekonec¢nou radou, ve skutecnosti ptijde o konecny soucet, nebot od
jistého véku jiz budou vSechny fertility nulové.

Model rustu vékové strukturované populace samic je dan rovnostmi (5.2) a (5.1). Z rovnice
(5.1) vyjadiime mnozstvi samic vékové t¥idy i v ¢ase t jako

ni(t) = si—1mi—1(t — 1) = si—18i-2n;2(t —2) = -~ = s;_18i-2- - 5i—N;—1(0)
proi>ta
ni(t) = si—18i—2 -~ sono(t — 1)
pro ¢ < t. Tato vyjadren{ inspiruji k zavedeni novych parametri

i—1

li:Hsj, i=1,2,3,....

j=0
Tato veli¢ina predstavuje pravdépodobnost, Ze se narozend samicka dozije véku alespon i.
V tomto vyjadfeni je obsazen i pfedpoklad, Ze preziti v jednotlivych vékovych t¥idach jsou
nezéavislé jevy. S pomoci veli¢in [; vyjadiime
l; .

—ni—t(0)7 1>,
ni(t) = { li-t (5.3)

lino(t — i), 7 <t.

Strukturu populace tedy zname, pokud zname jeji poc¢atecni strukturu, tj. veli¢iny

no(O),nl(O),nQ(O),ng(O), ey

a pokud znédme pocet novorozenych samicek v libovolném case, tj. veli¢iny

no(l),no(2),n0(3), e

Veliciny no(0),n1(0), n2(0),n3(0),... mizeme povazovat za pocateéni podminky k rovnicim
(5.1), (5.2). Veli¢iny ng(1),n0(2),n0(3), ... vyjadiuji jakési krajni hodnoty populace, velikosti
nejmladsich vékovych tiid v jednotlivych ¢asech. Proto je budeme nazyvat okrajové podminky.

Problémem naseho modelu je skutecnost, ze okrajové podminky nezname. Ozna¢me proto
x(t) = no(t). Vyjadiime je z rovnice (5.2) a vyuZijeme vztahy (5.3):

t
z(t+1) me, = finilt) me, Zlext—z Zfz ni—+(0).
1=0

i=t4+1 i=t+1 Li-t

Pro zjednoduseni zapisu jesté oznacime

b(i) = fili;, g(t Z fz ni—¢(0).

i=t+1 27

Veli¢ina b(i) vyjadiuje ocekavany pocet dcer, které ve véku i ,vyprodukuje* novorozené sa-
micka; [;ng je totiz ofekdvané mnozstvi samicek, které se doziji véku i, poté kazda z nich
,vyprodukuje“ f; dcer. Veli¢ina b(i) je tedy jakési vékové specifickd porodnost ,,diskontovana‘
pravdépodobnosti doZiti tohoto véku. Veli¢ina g(t) zavisi pouze na poc¢atecnich podminkach,
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veli¢ina b(i) je vyjadiend pomoci parametri modelu. Parametry i po¢ateéni podminky pova-
zujeme za zZnameé.
Se zavedenym oznacenim muzeme rovnici pro okrajové podminky pfepsat ve tvaru

t

2(t+1) =Y bi)a(t — i)+ g(t),

=0
a ponévadz plati
> bt — i) = b(0)x(t) + b(1)x(t — 1) + -+ + b(t — Da(1) + b(H)2(0) = Y b(t — i)a(d),
i=0 1=0

dostaneme rovnici .
2(t+1) =Y bt —i)a(i) + g(t). (5.4)
i=0

To je slavna Fulerova-Lotkova rovnice obnovy. Jesté si muZzeme v8imnout, ze pro dostatetné
velké t, specifi¢téji pro ¢as vétsi nez je plodny vék samic, plati g(t) = 0. Pro velka ¢ tedy
dostaneme homogenni rovnici obnovy

t

p(t+1) =Y b(t—i)z(i). (5.5)

=0

Rovnice (5.4) a (5.5) jsou jakymisi rekurentnimi formulemi. Ze znalosti 2(0) muZeme vypocitat
x(1), ze znalosti z(0) a (1) muzeme vypocitat x(2), ze znalosti z(0), z(1) a z(2) vypocitame
x(3) atd. Nejedna se oviem o rekurentni formule, jak byly zavedeny v 2.1, ale o operatorové-
diferen¢ni rovnice, které byly zminény v 2.3. K vypoctu x(t+1) je totiz potFebna znalost vSech
ptredchozich ¢leni posloupnosti z(t), z(t — 1), z(t — 2),...,x(0), nestaci znalost jen nékolika
z nich. Tuto skute¢nost muzeme vyjadiit i pozitivné: k vypoctu x(t + 1) staci znat prubéh
procesu od pocatku po pritomny okamzik ¢, nepotifebujeme néjaké informace z budoucnosti.
K feseni rovnic typu (5.4), které jsme v 2.3 nazvali diferen¢ni rovnice konvolu¢niho typu,
potfebujeme vybudovat dalsi teorii, nevystac¢ime jiz s diferenénim a sumac¢nim poctem.

5.1 Transformace 7

Nejprve pripomeneme nékteré pojmy a tvrzeni tykajici se mocninnych fad. Mocninnd 7ada je
rada funkci obecné komplexni proménné { tvaru

> and”, (5.6)
n=0

kde {a,},~ je néjaka komplexni posloupnost. Polomér konvergence r fady (5.6) je definovan

vztahem
1

— = limsup {/|ay|;

r n—00

pritom klademe r = 0, pokud limsup {/|a,| = oo, a r = oo, pokud limsup {/|a,| = 0. Pro
mocninné fady plati
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Véta 26 (Cauchy-Hadamard). Mocninnd fada (5.6) konverguje absolutné a stejnomérné na
mnoziné {¢ € C: || <r}. Na mnoziné { € C: |[(| > r} Fada (5.6) diverguje.

Polomér konvergence r mocninné fady (5.6) lze také vypocitat pomoci nékterého ze vztahu

1
— = lim V/|a,|, r= lim
T n—oo

an

)
n—oo

Gn+41

pokud uvedena limita existuje.

Nyni jiz budeme smérovat k zavedeni transformace jisté t¥idy realnych posloupnosti.
Oznac¢me F mnozinu komplexnich funkci komplexni proménné, tj.

F={f:f:C—=C}
a K mnozinu posloupnosti
K={reP_:x(t)=0prot<0}.

Posloupnosti z mnoziny K nazyvame kauzdlng posloupnosti.' Na mnoziné kauzalnich posloup-
nosti jsou samoziejmé definovany operatory zavedené v oddilu 1.2. Ponékud problematicky je
operator posunu 7. Je-li totiz x € K takova, ze x(0) # 0, pak pro z7 plati z7(—1) = z(0) # 0.
Proto zavedeme ,,modifikovany operator posunu °“ na prostoru kauzéalnich posloupnosti vzta-

hem
7(t t>0
mC(t): x()7 =Y
0, t<O0.

V dalsim textu budeme obé ,varianty* operatoru posunu oznacovat stejnym symbolem ©,
) y  Op p JIy

v piipadé potieby pripomeneme piijatou konvenci.

Definice 39. Transformace Z je zobrazeni Z : K — F, které kauzalni posloupnosti = priradi
komplexni funkci Z(z) = & definovanou mocninnou fadou

N S 2(7)
~ o . 7.] o
z(z) = Zx(])z = Z o
J=0 J=0
Vzhledem k tomu, Ze defini¢nim oborem transformace Z jsou kauzalni posloupnosti, mu-
Zeme defini¢ni vztah ekvivalentné psat ve tvaru

j=—o00

Komlexni &islo 1ze vyjadiit v goniometrickém tvaru z = r(cos¢ + isinp) = rel¥ a proto lze
obraz kauzalni posloupnosti také zapsat nékterou z rovnosti

o0 [e.e] .

[e.e] . .
o(2) = alr(eomy +isingl) = 3 )= 30 ) -1 3w
j=—o00 =— =—

!Termin ,kauzalni posloupnost“ patrné vyjadfuje predstavu, Ze posloupnost p¥ed poateénim Gasem 0
neexistovala a v Case 0 z né&jaké pri¢iny (latinsky causa) vznikla. Posloupnost, kterd existuje ,od vécnosti,
Zédnou pri¢inu nemé. Slabinou tohoto zduvodnéni je fakt, Ze nulovost neni totéZ co neexistence, nula neni

1Ak
,nict.
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Ozna¢me nyni
R= L lim sup v/|z(t)].
r t—o00
7 Cauchyovy-Hadamardovy véty plyne, Ze Ffada definujici obraz kauzéalni posloupnosti z kon-
verguje absolutné a stejnomérné na mnoziné {z € C: |z| > R} a diverguje na komplementu
uzavéru této mnoziny, tj. na mnoziné {z € C: |z| < R}. Zejména pokud je R = 0, pak fada &
konverguje vSude s vyjimkou bodu z = 0; pokud R = oo, pak fada 2 diverguje vSude. Hodnotu
R muzeme nazvat polomeérem divergence; lze ho také vyjadrit jako

z(t+1)

i x(t)

)

= lim /|z(t)], nebo R = lim
t—r00 t—»00

pokud nékterd z uvedenych limit existuje.
Transformace Z je prosta. Pokud totiz dvé posloupnosti x,y € K maji stejny obraz, & = 7,
pak pro v8echna |z| > R plati

0=2(2) —9(z) = Zx(j)z_j — Zy(j)z_j = Z (x(j) —y(i)=".
=0 =0 j=0

Z véty o jednoznacnosti Laurentovy fady nyni plyne, Ze x(j) = y(j) pro v8echna j = 0,1,2, ...
atedy z =y.

Nékteré vlastnosti transformace Z shrneme do nasledujiciho
Tvrzeni 19 (Vlastnosti transformace Z).

1. Transformace Z je linearni zobrazeni na mnoziné kauzalnich posloupnosti, tj.

Z(ax + By) = aZ(z) + BZ(y),  ox+Py=oal+ Py
pro libovolnéa ¢isla «, 8 a libovolné kauzéalni posloupnosti x, .

2. Transformace Z prevadi operator posunu (chapany ve smyslu konvence formulované za
definici kauzéalni posloupnosti na str. 128) na aritmetické operace nasobeni a s¢itani:

Z (27) (2) = 2Z(z)(2) — 22(0), 19 (2) = 2i(z) — z2(0),

obecné

pro libovolnou kauzélni posloupnost x a pfirozené ¢islo k.

3. Limita obrazu kauzéalni posloupnosti x v nevlastnim bodé je rovna pocatecni hodnoté
posloupnosti z,
lim #(z) = x(0).
|z]—o0
4. Limitu kauzalni posloupnosti z lze vyjadfit pomoci (z — 1)-nasobku limity jejiho obrazu
ve vlastnim bodé 1,

Jim a(f) = lim (2 = 1)7(2),

pokud je R = limsup /|z(t)] < 1.
t—»00
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5. Necht a # 0 a x je kauzalni posloupnost. Je-li kauzélni posloupnost y definované vztahem
y(t) = a'z(t), pak
N [z
ylz) = & (—) -

a

Kauzélni posloupnost x nasobena posloupnosti geometrickou se zobrazi na obraz T této
posloupnosti se zménénym méritkem nezavisle proménné.

6. Necht z je kauzalni posloupnost a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = tx(t).

Pak q
g(z) = —z@i“(z).

Kauzalni posloupnost x nasobené posloupnosti aritmetickou se zobrazi na (—z)-nasobek
derivace obrazu Z této posloupnosti.
Obecné: necht k € N a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = t*z(t). Pak

§(z) = (—z%)km);

k
pritom (—zd—> oznacuje k-krat iterovany diferencialni operéator —zd—;
z z

zejména

AV A A\ d ay_ (d B\ a4 L&
) T )T \Car) T\ TR TR T

Dikaz:
L Z(az + By)(z) = - (ax(j) + By(j))= I = a i ()= + 85 y(j)z =
Jj=0 j=0 j=0
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|z]—00 |z]—00

3. lim Z(z) = lim <§Ox(j)zj> =z(0) + lim <§ x(j)zj> =

4. Plati

a soucasné podle 2. je
Z(Az)(z) = Z (27 —x) (2) = 2°9(2) —Z(2) = 22(2) — 22(0) = Z(2) = (2 — 1)Z(z) — zx(0).
Odtud dostaneme

lim (= ~ 1)i(2) = lim (m(@) +3 (@l +) m(j))za‘) -
j=0

zZ—r

7=0
=xz(0) + tli)rglo (z(t+1)—2(0) = tliglo x(t)
5. 9(z) = j;o az(j)z77 = ]gom(]) (5) = (5)
6. Je-li y(t) = tz(t) pak
B =3 g2 = 2 3 a(i) ()= = =Y a() e =
J=0 Jj=0 §j=0

Pro kauzalni posloupnost zavedenou vztahem y(t) = tFz(t) tvrzeni dokaZeme tplnou
indukci vzhledem k exponentu k. Oznacime y(t) = t*+1x(t), n(t) = t*2(t) a provedeme
indukéni krok:

ijﬂ )z j:_zzj z(j )z —j-1 —zijkx(j)%zj:

__ diio - —z%ﬁ(z) - —z% <—z%>kj(z) - <—z%>k+l #(2).
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Transformace Z nékterych posloupnosti 1ze spocitat explicitné. Nékolik vysledku je uve-
deno v nésledujicim

Tvrzeni 20 (Obrazy nékterych posloupnosti).
Bud k € N.

1. Necht kauzalni posloupnost gy , je definovina predpisem
0, t <k,
t p—

- LAk
Pak g 4(2) =

Zejména pro k = 0 se jedna geometrickou posloupnost (doplnénou nulami pro zaporné

pro |z| > |¢| = R.

indexy), jeji obraz je
y —
Pro ¢ = 1 se jedné o jednotkovy skok v Case k,
0, t<k
H t — 7 7
o={5 5k

1-k
78 polomérem divergence R = 1.

a jeho obraz je m(z) =

2. Posloupnost ,, Kroneckerovo ¢* s indexem k je definovana predpisem

1 t=k
Or(t) =
0, t4k.

Tato posloupnost byva také nékdy nazyvana jednotkovy impuls v case k. Jeji obraz je
or(2) = 27% s R = 0. Zejména plati do(z) = 1 pro z # 0.

3. Necht w € R. Posloupnosti definované predpisy
x(t) = coswt a y(t) =sinwt

maji obrazy

22 — zcosw zsinw

T(2) = 22 —2zcosw + 1 a yz) =

22 —2zcosw+1
pro |z| > 1.
Diikaz:

1. Podle znamého vzorce pro soucet geometrické fady plati
(o] o0 00
7 N = —k - _
B(2) =Y grgli)z T =D R =) qu]:Tc(_)l 7= 7% :
j=0 j=k s - Nz -3 2zZ—q

pokud |z]| > |q|.
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~ o0 .
2. 0p(z) = X G(h)zd = 27"
§=0
3. Zavedeme pomocné komplexni posloupnosti

§(t) _ eiwt _ (eiw) a 77(t) _ e—iwt _ (e—iw)t )

Z ¢asti 1. plyne (nebo stejnym zptisobeme jako v 1.) ukazeme, Ze

t

~ 1 . 1

)= — i) =

o — efiw

pro |z| > |eii°"| = 1. Ponévadz z(t) = 1 (£(t) + n(t)), plyne z linearity transformace Z

rovnost
- 1 1
<£(z) +77(z)) - % <z mpi o ei“’> -

iw

z 2z — e — e~ z 2z —2cosw 22 — zcosw

T 222 — (e + e W)+ 1 T 222 —2zcosw+ 1 22—2zcoswt 1

Podobné vypocitame

1 z z z —e w4 Qlw zsinw
Y _ ow i 2022 — z(ew +e7 W) +1 22 —2zcosw+ 1’

O

5.1.1 Konvoluce

Pro posloupnost a € P_, klademe

j=—00 j=0 Jj=1
pokud obé Fady na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguji.

Definice 40. Konwvoluce * je parcidlni operace na mnoziné posloupnosti P_, tj. * je zobrazeni
z kartézského soucinu P_,, X P_s do mnoziny P_.,, definované vztahem

o0

wry(t)= Y @(t—jyl), teZ

j=—00
pro posloupnosti x,y € P_,, takové, Ze obé fady
(o] o
doalt=iyG) a Y w(t+5)y(—j)
j=0 J=1

konverguji absolutné.
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Jsou-li x,y € P_ takové posloupnosti, Ze existuje jejich konvoluce x xy, pak existuje také
konvoluce y * x a obé konvoluce se rovnaji. Pro ¢ > 0 totiz plati

vry(t) = Y 2t =iyl =
Jj=—00
= Fxt+ Dy(=1) + z(t)y(0) +--- +x(0)y(t) +x(-L)y(t + 1) +--- =
= Fylt+Da(=1) +y(&)z0) + - 4+ y(0)x(t —Dz(t+1)+--- =

analogicky ukazeme platnost vztahu pro ¢ < 0.
Jsou-li x a y kauzalni posloupnosti, pak plati
o] t
S et ) = Yottt
j=—00 7=0

Na pravé strané rovnosti je konecny soucet, coz znamena, ze konvoluce kauzélnich posloupnosti
je vzdy definovana. Je-li t < 1, pak podle Tvrzeni 7 plati

o0

t —1
S oalt—iyG) =D wt—iyG) =— Y a(t—iy@) =0.

j=—o00 §=0 j=t+1

Odtud plyne, ze konvoluce kauzélnich posloupnosti je kauzalni posloupnost. Strucné, pro li-
bovolné posloupnosti x,y € K existuje posloupnost x x y € I, pro jejiz ¢leny plati

o0

way(t) =Y alt—iy() = Y, at—iyG) =Y xt—iyG) = Y =t —iyl);
, 2 par

j=—o00
pri konkrétnich vypoctech pouzivame to vyjadreni konvoluce, které je v dané situaci nejvhod-
nEji.

Jesté si muzeme povSimnout, Ze na pravych stranach rovnic (5.4) a (5.5) je konvoluce

posloupnosti b a x; tim je zduvodnén nazev ,rovnice konvolu¢niho typu‘.

Dulezitou vlastnosti transformace Z je ta, ze prevadi konvoluci na soucin.
Tvrzeni 21. Necht z,y € K. Pak plati
Z(xxy)=Z(x)Z(y), ti. z*y(z)=2(2)§(2).

Struc¢né: obraz konvoluce kauzalnich posloupnosti x a y pii transformaci Z je sou¢inem obrazt
jednotlivych posloupnosti.

Diikaz: Nekonecné fady, kterymi jsou definovany obrazy kauzalnich posloupnosti pfi trans-
formaci Z, konverguji uvniti svého oboru konvergence absolutné. Nekonetné fady, jimiz je
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definovana konvoluce kauzalnich posloupnosti jsou vlastné koneénymi soucty. Proto je nasle-
dujici vypocet korektni.

TERy(z) = wxy() T => > w(-iyli)z = > > a(i—iyli) =
3=0 j=0 i=—c0 i=—00 j=0
= Y wky@ = D w2 Y w(k)z =) y(i)z Y w(k)z T =
1=—00 k=—1 i=—00 k=—i =0 k=0
= <Z x(k)z_k> <Z y(i)z_’) = I(2)7(2)-
k=0 =0

5.1.2 Uziti transformace Z pro reSeni nékterych linearnich diferenc¢nich
rovnic

Rovnice prvniho fadu

Uvazujme pocatecni tlohu pro linearni diferen¢ni rovnici s konstantnim koeficientem
x(t+1) = qx(t) + b(t), z(0) = xo. (5.7)
Jeji Teseni budeme hledat ve t¥idé kauzalnich posloupnosti. Rovnici pfepiSeme na tvar
2 =qr+b
a obé jeji strany pretransformujeme. S vyuzitim linearity transformace Z dostaneme
7 = qF + b.

Levou stranu upravime podle Tvrzeni 19.2,

2x(z) — zx(0) = qZ(2) + b(2).

Z této rovnice vyjadiime obraz feSeni tlohy (5.7),

o B(z)—l—zx(O) . z B
x(z)—iz_q oz_q—i—b()z_q.

Podle Tvrzeni 20.1 nyni mizeme psat

#(2) = w090,4(2) + b(2)g1,4(2)-

Jesté vyuzijeme vztah konvoluce a transformace Z podle Tvrzeni 21. Pro obraz hledané po-
sloupnosti = tak dostaneme

P

2(2) = 2090,4(2) + b* g1,4(2),

nebo struéné Z(z) = Z(xogo,q + b * g1,4)- Regen{ pocatecni tlohy je tedy dano vyrazem

x(t) = 20g0,q(t) + b * g1 4(2),
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nebot transformace Z je prosté zobrazeni. Tento vysledek jesté miizeme rozepsat do tvaru

¢ t
x(t) = xoq" + Z b(t — 5)c(j) = zoq" + Z bt — j)g =
j=0 j=1
-1 ‘ t—1 '
=o' + ) _b(i)g' ! = (wo + b(i)q“) ¢,
=0 i=0

coz je stejny vysledek jako v Diisledku 1 Véty 17.

Rovnice druhého radu

Linearni diferen¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty v pocatec¢ni tloze
z(t+2) +px(t+1)+qx(t) =b(t), x(0)==xg, z(1) =12 (5.8)
prepiseme do tvaru
%% 4+ px? + qx = b.
S vyuzitim tvrzeni 19.2 tlohu transformujeme na tvar
225 (2) — (z02” + 212) + p(2E(2) — 220) + qF(2) = b(z),
po Upravé B
(22 4+ pz + q)i(2) — 202® — x12 — 2Pz = b(2).
Odtud vyjadiime obraz feSeni ulohy (5.8)

_ wo2? + 112+ 3opz + b(z)
N 22+ pz+gq
z 1 1

— Toq +
(= +3p)* +q— 1p° (z+ 302 +a—qp°  (2+3p)* +q— 5p?

Nyni rozlisime tf¥i pripady:

(2)

=2xp+ 21

e g< %pQ: V tomto piipadé je

1 2 ( 1 1 >
(30’ +a—3p° VpP—dg\z—A 2=/’

kde /\1:%(—p+ \/p2—4q),>\z:%<—p— p2—4q)-

Podle Tvrzeni 20.1 nyni je

z 2 . .
= o (2) — gora(2))s
(z+ 3p)% +q — 1P p2—4q( ' +(2)
1 2

= (91 (2) = 913 (2)).

(z+ 302 +a— 30> /p?—4q
Dosazenim do rovnosti (5.9) a s pfihlédnutim k Tvrzeni 20.2 dostaneme obraz feSent
rovnice (5.8) ve tvaru

He) = 208o2) + e 1 (003, (2) — 905.(2)) — 200 (43, (2) ~ 9 (2)] +
L (g () — g () B2,
p°—4q
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5.2 Volterrova diferenc¢ni rovnice konvolu¢niho typu

Volterrova diferencni rovnice konvolucniho typu je diferen¢ni rovnice tvaru

t

w(t+1) = az(t) + Y b(t —j)z(j) +9(t), (5.10)
j=0

kde a € R a b, g € K. Neznadmou posloupnost x hledame ve tiidé kauzalnich posloupnosti K.
Pokud je posloupnost g nulova, nazyvame rovnici homogenni, v opacném pripadé nehomogenni.

Eulerova-Lotkova rovnice obnovy (5.4) nebo (5.5) je pravé rovnici tvaru (5.10) s paramet-
rem o = 0.

Homogenni Volterrovu diferen¢ni rovnici konvoluéniho typu

t

z(t+1) = ax(t) + Y bt — j)z(j) (5.11)
j=0

v e

(o2

27 =ar+bxx nebo Azr=(a—1)z+bx*x.

Piimym vypoc¢tem se snadno piesvédéime, Ze rovnice (5.11) spliiuje princip superpozice, tj.
line4drni kombinace jejich feSeni je také jejim feSenim. Nulova posloupnost x = 0 je také feSenim
rovnice (5.11). To znamen4, ze mnozina FeSeni rovnice (5.11) tvoii vektorovy prostor.

Na obé strany rovnice (5.11) aplikujeme transformaci Z. Ta je podle Tvrzeni 19 linearni a
podle Tvrzeni 21 prevadi konvoluci na soucin. Transformované rovnice je tedy

29 = ai + bi.
S vyuzitim Tvrzeni 19.2 dostaneme
28(2) — 22(0) = a@(2) 4 b(2)Z(2).

Z této rovnosti vyjadiime obraz feseni rovnice (5.11)

z

Z(z) = x(O)m.

(5.12)

Vidime, Ze FeSeni Volterrovy rovnice (5.11) zavisi vedle parametru « a posloupnosti b, pouze
na pocatecni hodnoté x(0). To znamena, Ze feSeni konkrétni homogenni Volterrovy diferen¢ni
rovnice konvolu¢niho typu tvofi jednorozmérny podprostor v prostoru kauzélnich posloupnosti.

Priklad.

Najdeme TeSeni rovnice
t .
z(j)
z(t+1) = 2z(t) +2t207. (5.13)
j:

V tomto p¥ipadé je a = 2 a b(t) = 2¢. Podle Tvrzeni 20.1 je
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Po dosazeni do obecného vyjadieni (5.12) dostaneme obraz FeSeni dané rovnice (5.13)

z 22— 922

Z(z) = m(O)Hﬁ = x(O)m = z(0) <1 + %) —
=20) (H% <zil +z§4>>’
#(2) = 2(0) (d0(2) + § (&) +8d(2)) ).

C(t):{o, t <0, d(t):{o, t <0,

1, t>0, 4=t > 0.

takze s vyuzitim vysledkt v Tvrzeni 20 mtizeme psat

Pro ¢t > 1 tak dostavame FeSeni rovnice (5.13) ve tvaru
a(t) = 32(0) (1+8-471) = $2(0) (1 + 22+1) .
Snadno nahlédneme, Ze touto rovnosti je dano feSeni rovnice (5.13) i pro ¢t = 0. |
Nehomogenni rovnici (5.10) miuZzeme opét zapsat struéné
" =axr+b*xx+g.

Jeji transformaci dostaneme rovnost

2%(2) — z2(0) = az(z) + b(2)T(z) + §(2)
a z ni vyjadiime obraz FeSeni rovnice (5.10)

z 1

Z(z) = x(O)m + g(z)m.



Kapitola 6

Aplikace

6.1 Hansentiv-Samuelsoniiv akcelerac¢né-multiplika¢ni model

Budeme modelovat riist (nebo presnéji: vyvoj) velikosti produkce v néjaké uzaviené ekonomice.
Zakladni stavovou proménnou bude Y = Y'(t) vyjadiujici produkei v obdobi t. Tu muzeme
vyjadiit v penéznich jednotkach naptiklad jako ro¢ni hruby domaci produkt v ¢-tém roce.

Zakladnim predpokladem modelu bude to, Ze celkovy produkt je tvoren vladnimi vydaji
G, spotrebou C a soukromymi investicemi I, tedy

Y(t)=C(t)+ I(t) + G(¢t). (6.1)
V nejjednodussim piipadé jsou vladni vydaje konstantni,
G(t) = Gy. (6.2)

Spotieba se sklada z vydaji nutnych Cy (napf. vydaje na stravu, bydleni a podobnég) a ze
spotiebovavani ¢asti produkce z minulého obdobi (roku),

C(t) = Co+ Y (t —1). (6.3)

Konstanta ¢ vyjadiuje podil spotieby z celkové predchozi produkce, proto 0 < ¢ < 1; tato
konstanta se nazyva multiplikdtor (the marginal propensity to consume).

Investice sestavaji z vydaju nutnych Iy (napf. udrzba a obnova hmotného kapitalu) a
z investic indukovanych ristem spotieby,

I(t)=Io+a(C(t) — C(t - 1)). (6.4)

Kladnéa konstanta « se nazyva akcelerdtor. Vyjadiuje vlastné vztah (the relation) mezi vyvojem
spotieby a soukromymi investicemi.

Vyjadreni spotteby (6.3) dosadime do predchozi rovnosti a pak vztahy (6.2)—(6.4) dosadime
do rovnosti (6.1). Dostaneme

Y(t)=Co+cY(t—1)+Ip+a(Co+cY(t—1)—Co—cY(t—2)) + Gy =
=c(l+a)Y(t—1)—acY(t—2)+ Co+ Iy + Go.

Nyni oznac¢ime Cy + Iy + Gog = Ap a misto ¢t budeme psat ¢ + 2. Dostaneme tak autonomni
nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici druhého typu a druhého radu

Y(t+2) =c(l+a)Y(t+1) —acY (t) + Ag. (6.5)

133
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Obrazek 6.1: Zavislost kvalitativnich vlastnosti feSeni Hansenovy-Samuelsonovy rovnice (6.5)
na vztahu hodnot akceleratoru o a multiplikdtoru c.

Stacionarni (rovnovazné) reseni
Ao
l1-c

Y=Y=

je ziejmé FeSenim nehomogenni rovnice.
K analyze pridruzené homogenni rovnice

Yit+2)—c(l+a)Y(t+1)+acY(t)=0

vyuzijeme vysledky analyzy obecné linearni autonomni rovnice druhého fadu (3.64). Z nich
vidime, ze v piipadé
S dav
e> —
~ (14+a)?’

tj. koreny charakteristické rovnice jsou redlné, vSechna feSeni této rovnice jsou po dostatecné
dlouhém ¢ase monotonni. V opa¢ném piipadé feseni osciluji.

Podminky uvedené v Disledku 5 pro konvergenci feSeni pridruzené homogenni rovnice
k nule maji v nasem piipadé tvar

lcl+a)|-1<ac<1.

Prvni nerovnost muZzeme pfepsat na tvar ¢(1+ «) < ac+ 1, ktery je ekvivalentni s ¢ < 1. Tato
nerovnost je splnéna podle predpokladu o multiplikdtoru ¢. Druhé nerovnost je ekvivalentni
s nerovnosti ¢ < 1/av.

Provedenou analyzu rovnice (6.5) mizeme shrnout (viz Obr. 6.1):
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e Pokud

4
=¥ a tj. ca?—2(2—c)a+c>0,

1+ a)?’
pak v8echna TeSeni jsou po dostatecné dlouhém ¢ase monotonni. Pokud pritom

<2—c—2\/1—c

C

a

_ Ag
pak v8echna TeSeni monotonné konverguji k rovnoviaznému feSeni ¥ = 7 . Pokud
—c

2—c+2y1—c
a > ,

C

pak v8echna TeSeni s vyjimkou stacionédrniho diverguji do oo nebo do —oo.

e Pokud

4 1 2—c—2y1-
c<—"— A c<—, ‘ ‘<a
(1+«)? a c

pak vSechna feSeni s vyjimkou stacionédrniho k nému konverguji s tlumenymi oscilacemi.

1
< -,
C

e Pokud

E<C<7(1+a)2,

pak v8echna TeSeni s vyjimkou stacionérniho osciluji s neomezené rostouci amplitudou.

dox 1 <2—c—|—2\/1—c
c b

t]. <«
c

e Pokud ca =1, pak vSechna TeSeni s vyjimkou stacionédrniho osciluji a jsou ohranic¢ené.

Provedena analyza ukazuje, Ze jsou mozné ¢tyri scénare vyvoje.

A. Relativné malé hodnota akceleratoru, tj. a < (2 —c—2y/1—¢)/ec.
Produkee se ustali na rovnovazné hodnoté 1/(1 — ¢) nasobku nutnych vydaju. Jakykoliv
vykyv vydaji v jednom obdobi je nésledovan postupnym dosazeni pivodnich hodnot
produkce.

B. V&tsi hodnoty akeeleratoru, ale stéle relativné malé, car < (20/(1 4 a)?) < 1.
Zvétseni (vladnich) vydaji v jednom obdobi zptsobi rozkolisani produkce, ktera se po-
stupné ustali na ptivodni hodnoté.

C. Relativné velké car > 1, ale ne prilis (o < (2 — ¢+ 2y/1—¢)/c), hodnoty akcelerdtoru.
Zvétseni vydaju v jednom obdobi vede k explozivnimu rozkoliséni produkce.

D. Relativné velky akcelerator pii velkém sklonu ke spotiebé vede k rychlému kolapsu.
To je vysoce nestabilni situace, ale odpovida ,,pumpovani penéz do ekonomiky*, jehoz
disledky nejsou imérné pavodnim stimultim?.

! This is a highly unstable situation, but corresponds most closely to the pure pump-priming, where the
total increase in national income bears no finite ratio to the original stimulus.“ P.A. Samuelson. Interactions
between the multiplier analysis and the principle of acceleration. The Reviev of Economics Statistics, vol. 21,
Issue 2 (May 1939), 75-78.
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6.2 Diskrétni rovnice vedeni tepla

Predstavme si ty¢ vyrobenou z tepelné vodivého materidlu. Budeme predpokladat, ze je na
vnéjsim povrchu tepelné izolované, takze teplo muze z ty¢e do vnéjsiho prostiedi nebo z vnéj-
stho prostredi do tyce prechazet pouze na jejich koncich. Prostiedi v okoli levého konce tyce
muZe obecné mit jinou teplotu, nez okoli konce pravého. Budeme modelovat, jak se v priubéhu
Casu bude ménit teplota uvnitf tyce.

Ty¢ si rozdélime na k stejné velkych useku (sr. obrazek pod odstavcem) a oznacime je
T1, T, «.., Tk. Cas také rozdslime na ekvidistantni tseky, trvani jednoho z nich (elementarni
zménu ¢asu) zapiSeme jako At. Useky tyde uvazujeme tak malé, Ze teplotu v nich miZeme
povazovat za konstantni; ¢asové tseky uvazujeme tak kratké, ze béhem jednoho z nich miize
teplota z né&jakého useku tyc¢e ovlivnit pouze tseky sousedni. Ozna¢me T;(n) teplotu tseku x;
v Case t = nAt, T, resp. Tr, teplotu vnéjsiho prostiedi obklopujiciho levy, resp. pravy, konec
tyce.

Ty | o1 | X2 Ti-1| Tp | Tigl Tp—1| Tk | Tg

T Ty i T, Tia Tp—1 Ty

Podle predpokladu je teplota T; tiseku x; ovliviiovana pouze teplotami T;_; a T4 tseki
bezprostredné sousedicich. Ponékud pfesnéji vyjadieno, zména teploty v tseku x; za Casovy
interval délky At zavisi na rozdilech teploty tseki z; a z;_1 a na rozdilech teploty useki
x; a riy1. Nejjednodussi mozna zéavislost je pfima amérnost. Budeme tedy pfedpokladat, ze
zména teploty tseku x; v priubéhu ¢asového kroku délky At zpusobena sdilenim tepla s tisekem
x;—1 je rovna «(T;_1 — T;); koeficient tmérnosti « je kladny, nebot teplo prechazi z teplejsiho
télesa na chladnéjsi. Tento predpoklad je zndm jako Newtoniv zdkon chladnuti. Dale budeme
predpokladat, Ze vlivy levého a pravého souseda tseku x; se s¢itaji. Zménu teploty ve vnitinich
usecich x; za Casovy interval délky At zacinajici v okamZzZiku nAt tedy vyjadiime formulemi

Ti(n+1) - T;(n) = a(Ti-1(n) — Ti(n)) + o(Tija(n) — Ti(n)) =
= a(T;-1(n) — 2T;(n) + Ti41(n)), i=2,3,...,k—1.

Analogicky vyjadiime zménu teploty na krajich tyce
Ti(n+1) = Ti(n) = o(Tr — Ti(n)) + a(Ta(n) — Ti(n)) = a(Ty, — 271 (n) + Tr(n)),
Tp(n+1) = Ti(n) = a(Ti-1(n) = Ti(n)) + a(Tr — Tp(n)) = a(Th—1(n) — 2Tk(n) + Tr).
Odvozené rovnosti prepiSseme jako soustavu k rekurentnich formuli
Ti(n+1)=(1—2a)T1(n) + aTz(n) + o1y,
Ti(n+1)=aTi_1(n) + (1 — 20)T;(n) + aTj11(n), i=2,3,....,k—1, (6.6)
Te(n+1)=aTp_1(n) + (1 — 2a)Tk(n) + aTR.

Tuto soustavu muzeme také zapsat ve vektorovém tvaru

T(n+1)=AT(n)+b,
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kde
Ti(n) 1 -2« o' 0 0 0 oTry,
Ts(n) o) 1 -2« a 0 0 0
T5(n) 0 o 1 -2« 0 0 0
T(n)= , A= , _ _ , b=
Ti—1(n) 0 0 0 o 1-2a « 0
T (n) 0 0 0 e a 1 -2« odr

V matici A jsou konstantni hlavni i obé diagonaly ,nad“ a ,pod“ hlavni diagonélou; takova
matice se nazyva Toeplitzova. Jeji vlastni ¢isla jsou

Aj =1—2a+ 2acos j=1,2,..., k2

]7‘1’
E+1’

Vsechna vlastni ¢isla jsou tedy realna. Ponévadz funkce cosinus je na intervalu [0, 7] klesajici,

jsou vlastni ¢isla vesmés rizné a spliuji nerovnosti Ay > Ay > .-+ > Ax. Pro funkce cosinus
déle plati
T m km
COS =—cos|m———=) = —cos )
k+1 k+1 k+1
takze
A =1-2a(1 T Ae=1-20a (14 cos —
=1—2a(1—cos , =1-2« cos .
! k+ 1 y k+ 1
2Tento vysledek lze snadno ovéFit. Ozna¢me na chvili § = cos T _:1. Pak je
—28 1 0 ... 0 0
1 —28 1 ... 0 0
1 —268 ... 0 0
det(A — A1) = o ,
0 0 0 ... -28 1
0 o o0 ... 1 -28

Posledni determinant budeme povazovat za determinant z ¢étvercové matice fadu m a oznac¢ime ho D,,. Jeho
rozvojem podle prvniho Ffadku dostaneme

1 1 ... 0 0
0 —-28 ... 0 0
Dy = _QﬁDm—l - = _QﬁDm—l — Dim—2.
0 0 ... =2p 1
0 0 ... 1 -2
Determinanty D, tedy spliuji linearni rekurentni formuli druhého fadu D,, = —28Dm—1 — Dm—2, tj. jsou

feSenim pocatec¢ni tlohy

. y j 2
Dyna + 2 cos kjlem+l+Dm =0, D1 = —2cos k]_:_rl’ Do :4<COS kj_z_rl) — 1.

To znamené, ze

sini(m—'—l)jﬂ-

Dy = (—1)™ I | cotg 2T gin T ) - (yym—_ k1
m = (—1) (cosk+1+cogk+1smk+1 (-1) L
E+1

a tedy Dy, = 0, takze také det(A — \;1) = 0.
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To znamena, ze A; < 1 pro kazdy index j. Podminku |[A;| < 1 ergodi¢nosti soustavy (6.6),
tj. podminku zarucujici konvergenci mocnin matice A k nule, muZzeme proto pfepsat jako

Ar > —1, podrobnéji
T
—1<1—-2a(1 .
a ( -+ cos T 1>

1
a<— (6.7)

1
+COS/<:+1

pak je systém (6.6) ergodicky. Vyraz na pravé strané s rostoucim k klesa. Limitnim pFechodem
k — oo tak dostaneme ,univerzalni“ dostate¢nou podminku ergodi¢nosti
1

a< 7 (6.8)

Pokud tedy plati nerovnost

Z této nerovnosti plynou nerovnosti (6.7) pro libovolné k; podminka (6.8) tedy zaruci ergo-
di¢nost soustavy (6.6) pii jakémkoliv po¢tu useki, na néz je ty¢ rozdélena. Ma-li parametr «
kritickou hodnotu o = %, pak plati

[Ar] = Al

A1 = COS A = — COS

™ T
k+1 k+1
Celkem tedy dostavame zavér:

e je-lliO<a< %, pak kazdé feSeni systému (6.6) konverguje ke stacionarnimu FeSen;

o je-lid << , pak kazdé nestacionarni feSeni systému (6.6) konverguje
] 2 1+cosm/(k+1) P z Y (6.6) Vereu]

ke staciondrnimu TeSeni s tlumenymi oscilacemi;

e jelia> , pak kazdé nestacionarni feSeni systému (6.6) osciluje a jeho

1+cosm/(k+1)
amplituda roste nade vSechny meze.

7 tohoto vysledku vidime, Ze ,,fyzikalné realistickd“ hodnota konstanty o nemtze prekrocit
hodnotu %

Soufadnice stacionarniho feseni T™* jsou feSenim soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

2007 — o1y =oT7,
—Oéz?_l—i-QOéﬂ*—aZil:O, 7::2,3,...,]{:_1,
—ody | + 20T} =Tk,

po Upravé
2T — Ty =17y,
Tr =217+ T/ =0, 1=2,3,....,k—1,
=Ty |+ 217 =Tg.
Druhéa az (k— 1)-ni rovnice predstavuje linearni rekurentni formuli druhého fadu, jejiz obecné

feSeni je tvaru 7T, = A+ ¢B. Hodnoty konstant A, B najdeme dosazenim do prvni a posledni
rovnice,

Tr — 11,

24+2B-A=2B =Ty, —A=(k=1)B+24+2kB="Tg, tedy A=Tp, B=——
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Stacionarni feseni T* ma soufadnice

Tr—T, .
ﬁ:n+%%jﬁz:szb
V pripadé ergodického systému se tedy teplota v tyci ustali tak, Ze jeji prubéh se linearné
méni od hodnoty teploty na levém konci k hodnoté na konci pravém.

Podivejme se na jesté jednu interpretaci parametru a. ,,Prost¥edni“ rovnice systému (6.6)
muzeme upravit na tvar

$(Ti(n+ 1)+ Ti(n)) = 3aT;-1(n) + (1 — a)T;(n) + aTip1(n).

Na levé strané je prumeérna teplota tseku x; za Casovy interval délky At. Na pravé strané je
vazeny prumér teplot tsekd x;_1, z; a x;41 na za¢atku uvazovaného ¢asového intervalu, nebot
%a +(1—a)+ %a = 1. Pii kritické hodnoté o = % je vaha teploty tseku x; dvojnasobkem vah
teplot tsekt sousednich, pii a < % je vaha teploty tseku x; vétsi nez dvojnésobek vah teplot
2

tsekt sousednich. Véahy teplot tif sousedicich tsekt jsou stejné pro hodnotu a = 3.

6.3 Rist populace

6.3.1 Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

v s

zemiel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci piisobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
mé hlavni zasluhu na tom, Ze v Evropé byl pfijat pozi¢ni systém zapisu ¢isel (pomoci indickych
symbolii, kterym dnes fikame arabské ¢islice). Ve tfeti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a Fesil
tlohu:

Kdosi umistil par kralikti na urc¢itém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik para kréalikt se pfi tom zrodi pribéhem roku, jestlize u kralikt je
tomu tak, ze par kraliki privede na svét mésicné jeden par a Zze kralici pocinaji
rodit ve dvou mésicich svého veku.?

Tuto ulohu a jeji FeSeni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modelu rustu populace.
Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani alohy plyne, Ze kraliky muZeme rozdélit do dvou kategorii (tfid) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva mésice a tedy dosud ,nerodi“ potomky, a na ty staré aspon dva meésice a
tedy plodné. Oznacme z(t), resp. y(t), pocet pari juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), kralikia v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vSak neni jasné, co presné ma vyjadirovat ,,pocet para kralika v t-tém mésici”. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v ur¢eny den probéhne s¢itani kraliki, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potFeba vyjasnit, kdy se nové pary rodi. Jedna z mozZnosti je, ze také
k porodim dochazi ur¢ity den v mésici. Abychom tuvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonacciuv vysledek) budeme predpokladat, ze krélici se rodi prvni den a jejich séitani pro-
vadime posledni den mésice. Pti s¢itani maji tedy novorozeni kralici vék jiz jeden mésic. Pii

3Preklad E. Cecha. Citovano dle J. Bedvaf a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.
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~+

5 6 7 8 9 10 11 12
5 8 13 21 34 55 89 144
8§ 13 21 34 55 89 144 233
13 21 34 55 89 144 233 377

meésic

pocet juvenilnich péara z(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet pari  z(t)

[ Bl en)l Nan)
DO = =
WM —| N
W DN W
ol Ut W =~

Tabulka 6.1: ReSeni Fibonacciovy tlohy o kralicich za predpokladu, ze k rozeni dochézi na
zacatku mésice, pocty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (6.11).

s¢itani néasledujictho mésice maji tito krélici jiz vék dva mésice a patii tedy mezi plodné. Po-
névadz par plodnych kralika ,,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet pari
mladych v t-tém mésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

z(t) =y(t —1). (6.9)

Kralici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miZeme rozumét tak, Zze jsou chranéni pred pre-
déatory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢t-tém
mésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétsenému o pocet mladych, ktefi se v pied-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) = y(t — 1) + z(t — 1). (6.10)

Rovnice (6.9) a (6.10) miZzeme povaZzovat za model riistu populace kraliki; jeji aktualni velikost
poc¢itame z velikosti v minulosti. Pfi matematickém modelovani néjakych procesu je ovSem
obvyklé usuzovat na budoucnost z piitomnosti. V rovnicich (6.9) a (6.10) budeme pséat ¢ + 1
misto ¢, rovnice tedy prepiSeme do tvaru

z(t+1) y(t),
y(t+1)=a(t) + y(t). (6.11)

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kraliki na urc¢itém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par“ za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz muZeme postupné pocitat pocty x(t) a y(t) pro libovolné ¢t = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet part z(t) = x(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 6.1. Vysledek 377 paru odpovida
vysledku v Liber abaci.*

Jina z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realisti¢téjsi predstava, ze krélici se rodi
kdykoliv, ale opét je s¢itdme v uréity den mésice. PHi s¢itani tedy mohou mit novorozenci,
tj. kralici narozeni od pfedchoziho s¢itani, vék z intervalu [0,1) a star$i, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pfi této interpretaci rozdélime t¥idu juvenilnich part na dvé a
oznalime xo(t) pocet novorozenych part a x1(t) pocet neplodnych para véku alesponn jeden
mésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostrednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, ktefi se v pfedchozim mésici narodili, a pocet plodnych je poc¢tem
plodnych z pfedchoziho mésice zvétSsenym o pocet mladych, ktefi dosahli véku aspon dva
mésice, dostaneme model

polt+1) = y(t)
1‘1(15 + 1) = .%'o(t) (6.12)
y(t+1)= 1 (t)+y(t)-

4To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci skute¢né predstavoval rozeni na zac¢atku mésice a s¢itani na jeho
konci. Pravdépodobnéjsi je, Ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a
v néasledujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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meésic t |0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
pocet novorozenych para zo(t) |0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41
poCet neplodnych para  «;(¢) |0 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28
pocet plodnych pari yt)[1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60
celkovy pocet part z(t) |1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

Tabulka 6.2: Regenf Fibonacciovy tlohy o kralicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochazi kdy-
koliv v prubéhu mésice a kraliky s¢itdme v pevné urceny den mésice, tj. pouzivame model
(6.12).

Pfi pocatecnich podminkach xo(0) = 0, z1(0) = 0, y(0) = 1 a oznaleni celkového poctu
para jako z(t) = zo(t) + z1(t) + y(t), dostaneme pocty kralikd, jak je uvedeno v tabulce 6.2.
Vysledny pocet pari kralikt za rok je pfi této interpretaci témér tiikrat mensi, nez piivodni
Fibonacciuv vysledek.

Prvnim obecnym poucenim tedy muze byt to, Zze sestaveni modelu riistu populace je po-
tfebné vénovat pozornost, presné formulovat a zduvodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Ruzné modely téhoz procesu mohou totiz davat rizné vysledky.

Vratme se jesté k Fibonnaciovu modelu (6.11). PfepiSseme ho ve vektorovém tvaru

Qe o

matici na pravé strané rovnice oznac¢ime Q. ReSeni najdeme postupem popsanym v 3.2.3.
Vlastni ¢isla matice Q jsou feSenim charakteristické rovnice

-2 1
1 1-A

':AQ—A—1:0

jejiz kofeny jsou Aj 2 = % (1 :I:\/g) Prislusné vlastni vektory jsou

() ()

To znamena, Ze Jordaniv kanonicky tvar matice Q a pifslusné matice podobnosti P a P~!
jsou

J:<%(1gﬁ) %(12\/5)>’ P:<1+2\/5 1—2¢5>’P1:\2/_§<£1 _22>

Regen{ systému (6.11) s pocatecnimi podminkami z(0) = 0, y(0) = 1 tedy je

G505 ) (7 40te) (B2 5)0)-

_§1<z(<1+¢6>t—<1—¢5>)>_
AN R O

- \1/_05 <Lf>t (1 +2\/5> - \1/_05 <1_72\/5>t (1 —2\/5> - \1/_05 (N1 = dows).
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Toto feseni odpovida ptivodnimu Fibonacciovu feseni, které je uvedeno v tabulce 6.1.
Z teSeni systému (6.11) také vidime, ze

o (0) = ()~ 3o

To znamend, Ze v dlouhém c¢asovém obdobi se pomér plodnych a neplodnych kraliku ustali
na konstantni hodnoté % (1 + \/g), coz je pomér zlatého fezu. V tomto smyslu je také systém
(6.11) ergodicky.

» Tradi¢néjsi* feSeni ulohy o Fibonacciovych kralicich vyuziva linearni rovnici druhého fadu. S vy-
uzitim systému (6.11) vyjadiime celkovy pocet kralikii z = z(t) pomoci rovnosti

2(t+2) =t +2)+y(t+2) =yt + 1)+t +1) +yt+1) = 2(t+1) +2(t) +y(t) = 2(t+1) + 2(1).
Posloupnost z je tedy feSenim linearni rekurentni formule druhého fadu
Z(t+1)=z(t+ 1)+ z(t). (6.13)

Regeni této rovnice s poatecnimi podminkami z(0) = 1, z(1) = 2 je rovno

5435 (14v8)  5-3/5 (1-v5)'
() =15 (2 >+ 10 (2 )

To je opét feseni odpovidajici pivodnimu Fibonacciovu feSeni z tabulky 6.1. ReSeni rovnice (6.13)
s pocateénimi podminkami z(0) = 0, z(1) = 1 je rovno

o VB (1B (1=vBY) _vB (V1) (VB-3)
2= 2 T\ 2 RS 72

Fibonacciuv model je krasny matematicky, neni ovSem pfilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi pfesné urceny pocet potomku v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepiedstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skuteénost — jeho kralici Ziji a mnoZi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Navic svou tlohu o kralicich uzavira vétou: ,tak je to mozné délat dal do nekone¢ného poctu
mésicu“; tim se Fibonacci projevil jako skuteény matematik — uvazuje o nekonecnu a abs-
traktnich nesmrtelnych krélicich. Myslenka modelovat pomoci rovnic typu (6.11) nebo (6.12)
vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich t¥id, pricemz ¢as plyne v diskrétnich krocich,
je vsak velmi plodné.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjsich predpokladii. Ponechdme ptuvodni
predstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejedna se tedy o ¢as fyzikalni) a zvolime
néjakou Casovou jednotku (ve Fibonacciové uloze ji byl jeden mésic). Populaci si budeme
predstavovat jako tvorenou velkym poctem jedinct (v pripadé organismi rozmnozujicich se
pohlavné budeme za ,jedince” povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinct mize byt jednoho
z typt — juvenilni (mlady, neplodny) nebo dospély (plodny). Jinak jsou jedinci nerozliSitelni.

V populaci probihaji t¥i procesy — rozeni (vznik novych jedinct), dospivani (maturace,
pfeména juvenilniho jedince na plodného) a umirani (nebo z jiného pohledu prezivani). Na-
rozeni jedince, jeho preménu na plodného a jeho timrti povazujeme za nahodné jevy. O umi-
rani (prezivani) a dospivani budeme predpokladat, Ze se jedna o jevy stochasticky nezavislé.
Oznacme
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o1 ... pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, Ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,
~v ... pravdépodobnost, Zze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,

@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1<1, 0<o2<1l, 0<~v<1, 0<yy (6.14)

v realné existujici populaci totiz musi byt mozné, Ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(o1 > 0, v > 0) a ze se néjaci novi jedinci rodi (¢ > 0), preziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
o9 < 1). Nevyluéujeme moznost oo = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomku* (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
v8ak ani moznost o9 > 0, tj. Ze dospéli jedinci plodi po delsi Gsek zivota; takova populace se
nazyvé iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostfedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
~v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba FeCeno, pii délce
casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostfednim dospivanim,
drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostiednim dospivanim, lososi nebo cikady jsou
semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savci (véetné ¢lovéka) jsou iteroparni se
zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Ozna¢me dale x(t), resp. y(t), velikost (pocet jedinci, popula¢ni hustotu, celkovou biomasu
a podobné) ¢asti populace tvofené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v ¢-tém ¢asovém kroku.
Juvenilni ¢ast populace je tvofena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a jedinci, ktefi
jiz tuto t¥idu populace tvorili, prezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavana velikost juvenilni
¢asti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

2(t+1) = a1(1 = alt) + ey(t). (6.15)

Plodné ¢ast populace bude tvorena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemreli a dospéli, a jedinci,
ktefi jiz dospéli byli a prezili. O¢ekavana velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
tedy bude
y(t+1) = orya(t) + oay(t). (6.16)

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 09 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vidy vyprodukuji pravé
jednoho potomka), dostaneme pivodni Fibonaccitiv model (6.11).

Soustavu rekurentnich relaci (6.15) a (6.15) opét zapiSeme jako relaci vektorovou

@) (t+1)= (0'1(011; 7) 0@2 > (z) ) =Q (g) (t). (6.17)

Nyni se ptame, za jakych podminek mtze populace prezivat. Vyuzijeme Vétu 22.
V pripadé systému (6.17) je

trQ=o01(1—7) 402, detQ=o0102(1—7)—o017p
a podle podminek (6.14) plati

trQ>0, o109(l—7)<1<1+o17p, tj. detQ < 1.
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Aby tedy populace mohla rust, musi platit tr Q > det Q + 1, tj.
o1(1 —7) + 02 > 0102(1 =) —o1yp + 1,

po Upravé

(1=01(1 =) (1 = 02) < o179
Vyraz na pravé strané této nerovnosti predstavuje stfedni hodnotu pocétu novorozenct, kteif
se doziji dospélosti. Vyraz na levé strané vyjadiuje pravdépodobnost toho, ze juvenilni jedinec
uhyne nebo dospéje a hned v prvnim obdobi uhyne, tedy pravdépodobnost, Ze novorozenec

béhem svého zivota nezplodi potomka.
Pokud
(I=o1(1 =)L = 02) > o17¢,
populace vymie. V piipadé, ze by nastala rovnost, populace se vyvine do konstantni velikosti.
Ovsem pravdépodobnost, Ze by redlna populace méla takové parametry, které splni néjakou
rovnost, je nulova.

6.3.2 Siilfmilchova populace a Leslieho matice

Berlinsky akademik Johann Peter Siiffmilch publikoval v roce 1741 pojednani Die géttliche
Ordnung in der Verinderungen des menslichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode un
der Fortpflanzung deflelben (Bozsky fad ve zménach lidskych generaci jejich rozenim, smrti
a rozmnozovanim), které je nyni povazovano za prvni praci vénovanou demografii. Do jejiho
druhého vydani o dvacet let pozdéji zahrnul matematicky model, ktery pro néj vypracoval
Leonhard Euler. Model vychézi z podobnych zjednoduSeni jako Fibonaccitiv model riistu po-
pulace kraliki, zahrnuje v8ak vedle rozeni i umirani. Za¢ina v roce 0 s jednim lidskym parem,
pri¢emz muz i Zena maji dvacet let. Euler dale pfedpokladal, Zze lidé umiraji ve 40 letech, zeni
a vdavaji se ve 20 letech a kazdy par ma Sest déti: dvé déti (chlapce a dévce) ve véku 22 let,
dalsi dva ve v€ku 24 let a posledni dvojici ve véku 26 let.
Vyjadiime Eulertiv model formalné. Za jednotku casu budeme povazovat dva roky. Ozna-
¢ime n = n(t) — poCet novorozenych pariu v ¢ase t,
d = d(t) — pocet umrti v ¢asovém intervalu (¢t — 1,¢)
x = x(t) — pocet Zijicich pari v ¢ase t.
Novorozenci v ¢ase t jsou potomci parii 22-ti letych (tj. téch, ktefi byli novorozenci pred 22 lety,
tedy v Case t — 11), part 24 letych a part 26 letych. Pro veli¢inu n(t) tedy méame rekurentni
vztah
n(t) =n(t —11) + n(t — 12) + n(t — 13).
Ponévadz lidé umiraji ve 40 letech, je pocet d(t) zemielych part v Case t roven po¢tu novoro-
zencu pred 40 lety, tj.
d(t) = n(t — 20). (6.18)
V Case t ziji pary, které zily v predchozim obdobi a nezemiely, a dale pary, které se v tomto
case narodily. Plati tedy
x(t) =z(t—1) —d(t) + n(t).
Témito ttvahami dostavame model vyvoje populace tvoreny tfemi posloupnostmi, které spliuji
linearni diferen¢ni rovnice
n(t+13) = nt+2)+n(t+1)+n(t),
d(t + 20) n(t), (6.19)
z(t+20) = z(t+19) 4+ n(t) — d(t).
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rok | ¢as | novorozenci umrti Zijici pary || rok | ¢as | novorozenci uamrti Zijici pary
t n(t)  d(t) x(t) t n(t)  d(t) x(t)

0 0 0 0 1 20 | 10 0 1 3
2 1 1 0 2 22| 11 0 0 3
4 2 1 0 31 24| 12 1 0 4
6 3 1 0 4 26| 13 2 0 6
8 4 0 0 41 28| 14 3 0 9
10 ) 0 0 4 30| 15 2 0 11
12 6 0 0 41 32| 16 1 0 12
14 7 0 0 41 34| 17 0 0 12
16 8 0 0 4| 36| 18 0 0 12
18 9 0 0 41 381 19 0 0 12

Tabulka 6.3: Po¢ate¢ni velikosti populace modelované rovnicemi (6.19).

Vyvoj modelované populace v prvnich Ctyficeti letech, tj. v case t = 0 az t = 19 je shrnut
v Tabulce 6.3. V pocateénim Case byl na Zemi pouze jeden par dvacetiletych, tj. z(0) = 1,
n(0) = 0. Po dvou letech k nim pfibyli novorozeni chalapec a dévée, tj. n(1) =1, z(1) = 2. Po
dalsich dvou letech pfibyl dalsi par novorozencii, n(2) = 1, x(2) = 3 a po dalsich dvou letech
opét, n(3) = 1, z(3) = 4. Pak se ¢trnact let velikost populace neménila, nikdo se nerodil ani
neumiral. Za dalsi dva roky, tj. 20 let od za¢atku prvotni par zemfel, d(10) = 1, z(10) = 3 a za
dalsi dva roky pfibyli prvni potomci prvniho narozeného paru, n(11) =1, z(11) = 4. Za dalsi
dva roky pribyli druzi dva potomci prvniho narozeného paru a prvni dva potomci druhého
narozeného paru, n(12) = 2, z(12) = 6. Tak muZeme v pocitani pokracovat a dostaneme
v8echny poc¢ate¢ni podminky pro rovnice (6.19), jak jsou uvedeny v Tabulce 6.3.

Rovnice (6.19) spolu s poc¢atetnimi podminkami umoziuji rekurentné pocitat velikost po-
pulace v libovolném case. L. Euler tento vypocet provedl az do ¢asu ¢t = 119. Na Obrazku
6.2 jsou zobrazeny hodnoty posloupnosti n, d, © az do tohoto ¢asu. K problematice ristu
populace se Euler pozdéji vratil v rukopise Sur la multiplication du genre humain (O roz-
mnozovani lidského rodu), ktery vSak za jeho Zivota nevySel. Tam odvodil (v 18. stoleti, bez
jakékoliv vypocetni techniky!), Ze velikost lidstva po dostateéné dlouhé dobé vyvoje roste jako
geometricka posloupnost s kvocientem r = 1,096, coz znamené, Ze jeho velikost se zdvojnésobi
kazdych zhruba 15 let. Déle vztahem

n(t)  nl) oo
d(t) ~ n(t—20) r = 6,25

ukazal, ze pocet tmrti je zhruba Sestkrat mensi, nez pocet narozeni.

Vzhledem k podmince (6.18) muZeme puvodni Euleriv model (6.19) zredukovat na dvé
linearni diferen¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(l),

(t+20) = a(t+19) 4 n(t + 20) — n(t). (6.20)

Prvni z téchto rovnic je linearni homogenni diferenéni rovnice pro posloupnost n. Muzeme ji
tedy vyTesit metodami uvedenymi v 3.2.3 a nalezenou posloupnost n dosadit do druhé rovnice.
Charakteristicka rovnice pro prvni z rovnic (6.20) je

AB A2 A=1
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Obrézek 6.2: Model ,,rozmnozovani lidského rodu® (6.19). Na svislé ose je logaritmické méFitko.
Symboly oznacuji: z(t) — pocet Zijicich paru v Case ¢, tj. 2t let od pocatku, n(t) — pocet
narozeni v ¢ase t, d(t) — pocet umrti v Case t.

a ma jeden redlny a 12 komplexné sdruzenych jednoduchych kotfent. Tyto kofeny jsou

A1 = 1,09613,

2.3 = 0,94042 + 0,546181 = 1,08752(c0s0,52616 + isin 0,52617),
Ag5 = 0,52582 £ 0,91961i = 1,05933(cos 1,05138 + isin 1,05138),
A7 = &i = cos § £isinF,

As,9 = —0,96035 £ 0,257041 = 0,99415(cos 2,88006 =+ isin 2,88006),
Ao,11 = —0,67297 £ 0,650251 = 0,93580(cos 2,37337 + isin 2,37337),
A12,13 = —0,38099 £ 0,80564i = 0,89118(co0s2,01253 £ isin 2,01253).

Realny charakteristicky kotfen A; je soucasné ryze dominantnim charakteristickym kofenem.
To znamené, ze posloupnost n je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti n danou vztahem

n(t) = A} <lim n(7)> .

T—00 )\71—

Posloupnost n 1ze proto povazovat za prvni aproximaci posloupnosti n. Oznac¢ime

geometrickou posloupnost 7 jednoduse vyjadiime vztahem n(t) = a\} a dosadime ji do druhé
z rovnic (6.20). Tak najdeme prvni aproximaci z posloupnosti z. Posloupnost  tedy ma
splhovat

Z(t 4 20) = Z(t + 19) 4+ a(t + 20) — A(t) = Z(t + 19) + aXiT20 — ).
Budeme-li v této rovnosti psat ¢ — 19 misto ¢, dostaneme po jednoduché upravé vyjadient
diference posloupnosti Z ve tvaru
A0 —1

A
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Podle (1.26) a podle 1.3.2 tedy je

A0 1L a AP 1
T(t) =7 —_— No=Tg+ — =L A—1).
z(t) = To + « Ve ;:0 1 3604—)\%9)\1_1(1 )
Vyjadfeni posloupnosti z zjednodusime tim, ze oznac¢ime
a A0 -1
A= 6.21
AP -1 (6.21)

Dostavame tak prvni aproximace feSeni systému diferen¢nich rovnic (6.20) ve tvaru
nt)=aX, z(t)=zo+AN -1). (6.22)

Tyto posloupnosti lze povazovat za vyjadieni ¢asového trendu mnozstvi novorozencu a velikosti
populace.

Povsimnéme si nyni toho, Ze pro argument ¢ charakteristickych kotent, které maji druhy
nejvétsi modul, tj. kofenti Ao 3, plati

2
11,9414°

@ =arg Ao 3 = 0,5261682 =

Odtud plyne, ze ,perioda kolisani“ posloupnosti n kolem posloupnosti 7, tj. kolem jakési
stfedni hodnoty poc¢tu novorozenych part, je zhruba 12. Tento jev je také dobfe pozorovatelny
na Obrazku 6.2.

Ozna¢me pro struc¢nost x = |Az|. Posloupnost 7 dana vztahem
f(t) = aX] + (Bcosty + ysintp)k’,

kde 3,7 jsou vhodné konstanty urcené pocatenimi podminkami, ,,pro dostatecné velka t do-
state¢né presné aproximuje posloupnost n‘.

Nyni budeme hledat ,,dostate¢né dobrou* aproximaci T posloupnosti z. Dostaneme ji tak,
7ze ve druhé z rovnic (6.20) budeme psat & misto x, n misto n a ¢ — 19 misto ¢. Dostaneme

F(t+1) = @(t) +a(t + 1) — At — 19) =
= i(t) + a4 (Beos(t +1)p + ysin(t + 1)¢) R
— a1 (Beos(t —19)p + ysin(t — 19)p) I
tedy
A0 —1
219

AZ(t) =« A+ (Bcostyp + Csintp)s, (6.23)
kde jsme oznacili

B = k(B cos g —ysinp) — k(B cos 19¢ — ysin 19¢),

C = k(ycosp — Bsing) — k12(ycos 19¢ + B sin 19¢).

Z rovnice (6.23) dostaneme aproximaci feSeni druhé z rovnic (6.20) ve tvaru

t—1 )\20 1 A
Z(t) = 2o + Z (al)\ilg 1+ (Bcosip + Csinigp)m’) .
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Obrazek 6.3: Upraveny model ,rozmnozovani lidského rodu® (6.20). Na svislé ose je logarit-
mické méfitko. Symboly oznacuji: z(¢), n(t) — hodnoty poc¢itané z rekurentnich vztaha (6.20),
Z(t), n(t) — prvni aproximace feSeni (6.22) vyuzivajici pouze dominantni charakteristicky ko-
fen A\ (trend), Z(¢), n(t) — druha aproximace FeSeni (6.24) vyuzivajici charakteristické kofeny
A2.3 s druhym nejvétsim modulem. Pri vypoctu byly pouzity hodnoty o = 0,1947, 79 = 2,6515,
B =0,2319, v = 0,3528, & = 2,0736.

Toto vyjadieni miizeme upravit s vyuzitim 1.3.2 a oznaceni (6.21)

i(t) = &0+ AN — 1)+
B(r" cos(t — 1)¢ — kcosp — Kkl costyp + 1) + C (k! sin(t — 1)p + ksinp — k' sintp)
k2 — 2k cosp+1

+
(6.24)

Aproximace (6.22) a (6.24) feSeni systému (6.20) jsou zobrazeny na Obrazku 6.3.

Model (6.20) popisuje vyvoj velikosti populace, ktera je strukturovana do dvou t¥id — no-
vorozenci a ostatni. Snadno ho ale miuzeme modifikovat, aby popisoval populaci strukturovanou
podrobnéji; muze nas zajimat pocet kolnich déti, pocet rodi¢t pecujicich o déti predskolniho
véku a podobné. V Eulerové zjednoduseni takové rozclenéni populace zavisi pouze na véku
jedincii. Oznaéme proto x;(t) pocet para véku i (tj. 2i let) v ¢ase t, i = 1,2,...,20. Pak plati

20
2(t) =Y w(t)
i=1

n(t), i=1,

, . i=1,2,...,20.
.%'i_l(t), 1> 1,

xi(t) =n(t—1), z(t+1)= {
Prvni z rovnic modelu (6.20) nyni miZeme piepsat ve tvaru

n(t+1) =n(t—10) +n(t — 11) + n(t — 12) = z19(t) + z11(t) + z12(2).
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Pro vyvoj velikosti populace strukturované podle véku popsanym zpusobem tak dostavame
model tvoreny 21 linedrnimi diferenénimi rovnicemi prvniho radu

n(t + 1) = xlo(t) + mu(t) + 1‘12(15),
z1(t+1)=n(t), (6.25)
mi(t—l—l):xi_l(t), 1=2,3,...,20.

Euler v podstaté predpokladal, ze smrt je jista ve ¢tyTiceti letech a v mladsim véku je jisté
preziti. Abychom model pfiblizili realité, nahradime jistoty pravdépodobnostmi. Oznacme
proto P; pravdépodobnost, Ze jedinec véku i (tj. 2i let) prezije jedno dvouleté obdobi (tj.
dozije se véku 2i + 2 let). Dale necht nejvyssi mozny vék je 2k let. Pak

ml(t + 1) = Pon(t), .%'Z'(t + 1) = Pi_lmi_l(t), 1=2,3,...,k.

Dalsi Euleruv nerealisticky predpoklad je ten, ze dospélé pary maji v presné daném véku praveé
jeden par potomku. Tento predpoklad nahradime realisti¢téjsim, ze pocet potomkt paru véku
i je nahodna veli¢ina se stfedni hodnotou F;. Prvni z rovnic modelu (6.25) nyni muzeme
nahradit rovnici

k
n(t+1) =Y Fui(t);
i=1

hodnota posloupnosti n(t) nyni jiz nevyjadfuje pocet novorozenci v ¢ase t, ale ofekavanou
hodnotu tohoto poc¢tu. Celkem tak dostavidme model tvoreny k& + 1 linearnimi diferen¢nimi
rovnicemi

n(t+1)= i Fia;(t),

i=1
ml(t + 1) = Pon(t),
xi(t + 1) :Pi,lxi,l(t), 1=2,3,...,k.

Tento model muzeme zapsat ve vektorovém tvaru

n 0 F1 F2 ce Fk,Q Fk,1 Fk n
T PO 0 0 e 0 0 0 T
T2 0 P1 0 e 0 0 0 X9
D=1 : : C @),
Tk—2 0O 0 0 ... 0 0 0 Th—2
Tk—1 0 0 0 ce Pk_g 0 0 Thk—1
Tk 0 0 0 PN 0 Pk—l 0 T
nebo struéné
x(t+1) = Lx(t), (6.26)

kde jsme oznacili

n 0 F1 F2 Fk—l Fk
T Po 0 0 0 0
) 0 P O 0 0
Tr = ; - . .
Th_1 0 0 O 0 0

T 0O 0 0 ... P.1 O
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Maticovy model (6.26) poprvé zformuloval Patrick Holt Leslie ve slavném ¢lanku On the use of
matrices in certain population mathematics, ktery publikoval roku 1945 v Casopise Biometrika.
Matice L proto dostala nazev Leslicho matice.

6.3.3 Malthusovské modely

Predpokladejme, Ze zndme okamzitou velikost populace a umime spocitat pocty jedinct uhy-
nulych a ,nové vzniklych® (tj. novorozenci, embryi, kli¢icich semen a podobné). Budeme dale
predpokladat, Ze néjaci ,novi“ jedinci skutecné ,,vznikaji“ a jejich pocet v néjakém zvoleném
obdobi je tmérny velikosti populace (napf. ze kazdy jedinec za obdobi vyprodukuje urcity
pocet potomki a jedinec ,nové vznikly* potomky jesté neprodukuje). Pocet uhynulych je-
dinct budeme povazovat za tmérny velikosti populace, coz lze interpretovat tak, Ze existuje
pro vSechny ,staré* jedince (tj. nikoliv ty ,nové vzniklé“) pravdépodobnost, Ze béhem uva-
zovaného obdobi zemfou. Nebudeme vylu¢ovat ,nesmrtelnost® (tj. populace se muze vyvijet
v dokonale chranéném prostiedi a jeji rust sledujeme jen po takové obdobi, Ze jedinci nezestar-
nou; takovou populaci byli nap¥. Fibonacciovi krélici) ani moznost, Ze béhem obdobi vymiou
vSichni ,staii“ jedinci a ztstanou pouze ti ,nové vznikli“.

Zvolme tedy ¢asovou jednotku a oznacme x(t) velikost populace v case ¢, y(t) mnozstvi
jedinct ,,vzniklych® v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ 1], ktefi v Case ¢+ 1 Ziji, a z(t) mnoZstvi jedinci
uhynulych v tomto ¢asovém intervalu. Tyto stavové proménné jsou vézany rovnosti

x(t+1) =z(t) + y(t) — 2(t) (6.27)
pro kazdé t € N. Pritom predpokladame
(i) y(t) = bax(t) pro kazdé t € N a né&jaké b > 0,
(ii) z(t) = dx(t) pro kazdé t € N a néjakeé d, 0 < d < 1,

parametr b, resp. d, se nazyva koeficient porodnosti (birth rate), resp. dmrtnosti (death rate).
S vyuzitim uvedenych predpokladi mizeme rovnost (6.27) prepsat ve formé

x(t+1)=x(t) +bx(t) — de(t) = (1 +b—d)x(t)
a pri oznaceni
r=1+b—-d (6.28)

v jednoduchém tvaru
x(t+1) =rx(t). (6.29)

Dostavame tak model s jedinou stavovou proménnou z a jedinym parametrem r. Parametr r
se nazyva ristovy koeficient (growth rate) a podle predpokladu (ii) spliiuje nerovnost

r=1+b—d>1+b—1=b>0. (6.30)

Model (6.29) je vlastné linearni homgenni diferen¢ni rovnice prvniho Fadu, jednoduse feceno,
rekurentni formule pro geometrickou posloupnost s kvocientem r. Pfi znamé (nebo dané)
pocatecni velikosti populace 2(0) = xp miZeme tedy ¢asové zavislou velikost populace vyjadrit
geometrickou posloupnosti

x(t) = r'z(0). (6.31)

Ze zndmych vlastnosti geometrické posloupnosti dostavame prvni zaveér:
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Tvrzeni 22. Pro populaci modelovanou rovnosti (6.27) s predpoklady (i) a (ii) plati

e jelir>1,tj. b>d, pak tlim x(t) = oo, populace neomezené roste;
—00

e je-llir =1, tj. b=d, pak z(t) = 2(0) pro viechna t € N, velikost populace je v pribéhu
¢asu konstantni;

e je-lir <1, tj. b<d, pak tlim z(t) = 0, populace vymira.
—00

Neékdy muze byt uziteéné v populaci rozliSovat novorozence a ostatni jedince. Mnozstvi
,noveé vzniklych jedinci totiz nemusi byt pozorovatelné, napt. kli¢ici semena jsou schovana v
zemi, bfezost samice nemusi byt viditelnd a podobné. Budeme proto uvazovat jinou veli¢inu
— mnoZstvi novorozenct, tj. zivé narozenych mladat nebo Cerstvé rasicich rostlin. Oznacme
tedy m(t) mnoZzstvi novorozencu v ¢ase t. Za novorozence budeme povaZzovat jedince, ktefi
,»vznikli* v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢] a v ¢ase ¢ ziji. To znamena, ze n(t) = y(t —1). Rovnost
(6.27) tedy mtizeme piepsat na tvar

z(t+1) —n(t+1)=a(t) — 2(t). (6.32)
V ¢ase t > 0 je podil novorozenci v populaci podle (6.29) a predpokladu (i) roven

n(t)  ylt—1) b

x(t)  rzt—-1)

Vidime, Ze tento podil nezavisi na case. Oznacime

m=-. (6.33)

Pak podle nerovnosti (6.30) a predpokladu (i) je m > 0. Z rovnosti (6.32) a (6.29) nyni mtzeme
vyjadrit

2t)=x(t) —z(t+1)+nt+1)=a@) —zt+1)+mzt+1) = (1 —r+ mr)x(t).
Porovnanim s predpokladem (ii) vidime, Ze
d=1—-7r+mr. (6.34)
Odtud a s dalsim vyuZzitim predpokladu (ii) dostaneme

:d+7“—1<1+7“—1:

m < 1.
r r
Pro mnozstvi n(t) novorozenci v ¢ase t tedy plati
n(t) = mx(t), 0<m<1. (6.35)

MnoZstvi novorozenct n(t), mnozstvi ,nové vzniklych® jedinci y(t) a mnozstvi uhynulych
jedinctu z(t) splimji stejnou diferen¢ni rovnici (6.29) jako velikost populace z(t):

n(t+1) =mz(t+ 1) = mrz(t) = rn(t), y(t+1) =bx(t + 1) = bra(t) = ry(t),

2(t+1) =de(t +1) = dra(t) = rz(t).
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Z rovnosti (6.34), (6.35) a predpokladu (ii) dostaneme

z(t
12\
1-d z(t)  x(t) — 2(1)
reo— ) = ) (6.36)
x(t)

Zname-li tedy velikost populace a mnozstvi novorozenct v néjakém okamziku a mnozZstvi
uhynulych jedincu v predchozim obdobi, muZzeme vypocitat rustovy koeficient r; samoziejmé
za predpokladu, Ze se populace vyviji podle uvazovaného modelu, tj. podle rovnice (6.29).

S vyuzitim rovnosti (6.34), (6.35) a pfedpokladu (ii) muzeme také vyjadrit

it)_rzﬂﬁ_r:i_r:1—r+mr_T:1—r
n(t) z(t) n(t) m m m
takze
2D _,
%:%. (6.37)

Ze znalosti mnozstvi novorozenci, mnozstvi uhynulych jedincti a podilu novorozenctu v popu-
laci muzeme vypocitat rustovy koeficient r.

V matrikach byvaji vedeny zédznamy o narozenich a tmrtich (ve farnich matrikach byvaly
zéznamy o kitech a pohibech). Z téchto udaji lze urcit pocet novorozenci n(t) a pocet ze-
mielych z(t) v néjakém roce. Z odhadu podilu novorozenci v populaci (napiiklad spoé¢itanim
kocarki a lidi na namésti odpoledne) 1ze pomoci rovnice (6.37) spocitat piiristek obyvatelstva
r a z této hodnoty a z rovnice (6.36) odhadnout pocet obyvatel.

Udaje o timrtich byvaji vétsinou doplnény i o vék zemielych. Budeme tedy predpokladat,
ze zname vék uhynulych jedinci, Ozna¢me zj(t) mnozstvi jedinct, ktefi uhynuli v ¢asovém
intervalu (¢,t+ 1] a jejich vék byl k; presnéji, ktefi v ¢asovém intervalu (¢,¢+1) véku k dosahli
a poté v tomto intervalu uhynuli, nebo ktefi by v tomto intervalu véku k doséhli, pokud by
neuhynuli. Pfedpokladejme, Ze existuje néjaky maximélni mozny vék w, tj. takovy vék, ze neni
mozné aby jakykoliv jedinec byl stari nez w.’

Ozna¢me dale z(t) mnozstvi jedinct véku k v Case t, presnéji: mnozstvi jedinci, ktefi v
¢asovém intervalu (t—1, t] dosahli veku k. Proménné x(t), n(t), z(t), xx(t), zx(t), k =1,2,...,w
jsou véazany vztahy

w

2() = _a(t), () =n@)+> z:(t), z(t)=zp(t) - 2ppa(t + 1) (6.38)
; i=1

=1

pro kazdy cas t € N.
Necht ¢, kK = 1,2,...,w oznacuje pravdépodobnost, Ze se jedinec doZije véku k, tj. prav-
dépodobnost, Ze jedinec, ktery byl v ¢ase t — k novorozencem, zije v ¢ase t,

(1)

T (6.39)

gk

5Tim samoziejmé neni FeGeno, 7e je mozné se véku w doZit; v pripadé lidské populace miiZzeme bezpecné
volit nap¥. w = 1000 let, nebot v literature (Gn 5,27) je doloZen nejvyssi dosazeny vék ¢lovéka 969 let; dozil se
jich Metuzalém.
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PoloZme jesté gy = 1. Z rovnosti (6.38), (6.39), (6.35) a (6.31) vyjadiime

2(t) = 2k (t) — o1 (t +1) = qen(t — k) — geran(t +1— (k+1)) =
= qgemz(t — k) — qprama(t — k) = (g — Qk+1)m7°t96(0)rik = (qr — QkJrl)%-

Odtud dostaneme rekurentni formuli pro vypocet pravdépodobnosti g, doziti véku k pii zna-
mych poé¢tech tmrti ve véku k, po¢tu novorozencu n(t) a rustovém koeficientu r:

k
r25(t)
= qr — =1.
qrk+1 = 4k n(t)’ q0

7 ni také plyne, Zze
l=g=2q0202""2qu-12 g (6.40)

Tyto nerovnosti vyjadfuji samoziejmou skute¢nost, ze jedinec, ktery se dozil véku k + 1, se
urcité dozil také véku k.
Z rovnosti (6.31), (6.38), (6.39), (6.35) a (6.40) dostaneme

rte(0) = x(t) = n(t) + Y wi(t) =n(t) + > gn(t —i) = ma(t) + > _ gma(t —i) =
=1 i=1 =1

=m <rtx(0) + Z qirt_ix(O)) = mr'z(0) <1 + &> .
i=1 ‘

7 této rovnosti plyne Fulerova rovnice

1:m<1+2%>, (6.41)
=1

kterou lze povazovat mj. za rovnici pro vypocet riustového koeficientu r ze znalosti pravdépo-
dobnosti ¢1, g9, ..., g, a podilu novorozencu v populaci.
Do Eulerovy rovnice (6.41) dosadime parametr m vypocitany z rovnosti (6.37),

a tim odvodime vztah

Sog_ 0 (6.42)

ri
i=1

2(t) = n(t) (1 IS @> . (6.43)

Relace (6.42) a (6.43) 1ze povaZovat za rovnice pro vypocet ristového koeficientu r pfi znamych
pravdépodobnostech doziti g1, ¢, . - . , ¢, PoCtu novorozencu n(t) a k tomu velikosti populace
x(t) nebo poctu amrti z(t).
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Podle rovnosti (6.39), (6.35) a (6.31) plati

2 (t) = gn(t — k) = gema(t — k) = gumr'F2(0) = mﬂ?(f)g—:,

takze podle Eulerovy rovnice (6.41) je podil jedinct véku k v populaci roven

) dr

T (t . ar rk

20 "R o o4
=i

jmenovatel posledniho zlomku nezévisi na véku k. To znamena, Ze v populaci, jejiz velikost se
vyviji podle rovnice (6.29), je stalé zastoupeni jednotlivych vékovych tiid, populace mé vekove
stabilizovanou strukturu. Oznadime-li

zo(t) =n(t) (6.45)

vidime porovnanim s Eulerovou rovnici (6.41), ze rovnost (6.44) plati také pro k = 0.
Podle nerovnosti (6.40) pro r > 1 plati
) q1 q2 q3 qu

l=2>L > >
TO—TI—T2—T3— — pw

Odtud, z rovnosti (6.44) a z Tvrzeni 22 dostavame:

Tvrzeni 23. Necht se velikost populace vyviji podle modelu (6.29). Pokud populace nevymira
(r > 1), pak t¥ida novorozencii n(t) je v populaci zastoupena nejpocetnéji ze viech vékovych
t¥id. Pokud tfida novorozenct neni zastoupena nejpocetnéji, pak populace vymira (r < 1).

Podle tfeti z rovnosti (6.38) a rovnosti (6.29), (6.44) plati

LA mt) - (ze(t) = e (t+1)) _ apa(t+1) _
xk(t) xk(t) xk(t)
_ gt D rat) gt g
ozt 1) xp(t) Pl g g

Vyraz nalevo vyjadiuje klasickou pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery mél v ¢ase t vék k neu-
hyne béhem casového intervalu (¢,¢ + 1]. Vyraz napravo vyjadiuje podminénou pravdépodob-
nost, ze se jedinec dozije véku k + 1 za podminky, Zze se dozil véku k. Rovnost tedy neni nijak
prekvapiva, ukazuje vsak, ze dosud odvozené zavéry z modelu neodporuji realité. Zminénou
pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost, Ze jedinec véku k piezije Casovy interval jednotkové
délky, oznac¢ime symbolem py, tedy

qk+1 2 (T Tr1(t+1
G () st

Tk op(t)  w(t)

k=0,1,2,...,w—1. (6.46)

Pokud zname pravdépodobnosti preziti pg, muzeme vypocitat pravdépodobnosti q; doziti véku
k podle rekurentni formule

Qk+1 = PrQk, qo = 1.
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Tuto formuli 1ze povazovat za linedrni homogenni diferen¢ni rovnici a tedy

k—1
k. = H Di-
i=0

Tento vysledek fika, ze preziti kazdého z intervalt (¢t +i,t +i+ 1], 7 = 0,1,...,k jedincem,
ktery byl v ¢ase t novorozeny, jsou stochasticky nezavislé jevy.

Treti vyjadreni pravdépodobnosti py v rovnostech (6.46) miuzeme také zapsat jako dife-
ren¢ni rovnice pro mnozstvi jedinctu véku k:

Tp1(t+1) = ppe(t), k=0,1,2,...,w—1. (6.47)

K tomuto systému diferenc¢nich rovnic pfidame jesté rovnici pro mnozstvi novorozencd, tj. pro
slozku xo(t) = n(t). Z predpokladu (i) dostaneme

zo(t+1) =n(t+1) =y(t) = bx(t), (6.48)

takze s vyuzitim druhé z rovnosti (6.38) je
w
vo(t+1) =b> wi(t). (6.49)
1=0

Aby se velikost populace vyvijela podle rovnice (6.29), musi byt pocateéni podminky systému
rovnice (6.49), (6.47) podle rovnosti (6.44) ve tvaru

0
20(0) = mz(0),  z4(0) = %%, k=1,2,...,w. (6.50)
1+ T—
=1

Predpokladejme navic, Ze jsme schopni rozlisit vék jedinct, kteri ve zvoleném Casovém ob-
dob{ ,,dali vznik novym jedincim®. V matrice obyvatelstva by napiiklad mohly byt zaznamy o
véku matky. Budeme predpokladat v analogii k predpokladu (i), Ze mnozstvi ,,nové vzniklych
jedinct, kter{ jsou potomky jsou potomky jedincii véku k, je tmérné mnozstvi jedincti tohoto
véku. Navic jedinci z zadné vékové tridy nemohou ,,vyprodukovat® méné nez zadného jedince.
Predpokladame tedy

(iii) yk(t) = bkxk(t), bp >0, k=0,1,...,w, Z b; > 0.
1=0

Proménné y a yx, k =0,1,...,w jsou samoziejmé vazany rovnosti

y(t) = Zyz(t) (6.51)

pro v8echna t € N. Parametry b, k = 0,1,2,...,w nazyvame vékoveé specifické koeficienty
porodnosti nebo mira reprodukce ve véku k. Jedinci byvaji plodni az od jistého minimélniho
veku, feknéme o > 0 (menarche), poté plodnost az do jistého véku roste, v néjakém véku plné
dospélosti, feknéme 8 > «, dosdhne svého maxima, od tohoto véku jiz neroste nebo dokonce
klesd a v néjakém véku v (menopauza), f < v < w, mize vymizet. Pro vekové specifické
plodnosti tedy miize platit

O0=by="+"=ba-1<by <bat1 <--bg1<bg>bgi12>-2>2by12>2by=0;
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nerovnosti mezi vékové specifickymi koeficienty porodnosti nejsou z hlediska matematického
modelu dulezité, mohou mit vyznam pouze pii jeho interpretacich.
Z predpokladi (i), (iii) a rovnosti (6.44) dostaneme
ba(t) = y(t) = Zy,(t) = Z bixi(t) = mz b,r—zm(t)
j i=0 i=0

=0

Odtud a z vyjadfeni (6.33) plyne

_ b - bAQi
T—E—ZO ZF.
1=

Ristovy koeficient r je tedy FeSenim rovnice
« .
D bigir =1, (6.52)
=0

Ponévadz se velikost populace vyviji podle diferen¢ni rovnice (6.29), musi mit rovnice (6.52)
kladné reseni. To znamena, Ze

existuje k € {0,1,2,...,w} Ze bpgx > 0; (6.53)

v opacném pripadé by totiz leva strana rovnice (6.52) byla nulova pro kazdé r > 0. Oznaéme
nyni f(r) levou stranu rovnice (6.52). Z podminky (6.53) plyne, Ze plati

w

. _ . _ / _ . o _2_2‘
Jim f(r)=oco, lim f(r)=0, fi(r)= 2(2 + 1)bigir™="" < 0 pro r > 0.

Funkce f je tedy na intervalu (0, 00) ryze klesajici, klesa od nekone¢na k nule. To znamena,
Ze rovnice (6.52) mé TeSeni jediné. Pokud f(1) > 1, je toto FeSeni vétsi neZ 1, pokud f(1) < 1,
je toto FeSeni mensi nez 1. Z tohoto pozorovani a z tvrzeni 22 plyne

Tvrzeni 24. Necht se velikost populace z(t) vyviji podle modelu (6.29), tj. jsou splnény relace
(6.27),(6.32), (6.38), (6.39) a predpoklady (i), (ii). Necht navic plati predpoklad (iii) a jsou
splnény podminky (6.51) a (6.53). Pak

w
e je-li > byq; > 1, pak populace neomezené roste;
i=0

w
e je-li > b;q; = 1, pak velikost populace je v pribéhu ¢asu konstantni;
i=0

w
e je-li > bjq; < 1, pak populace vymira.
i=0

7

6.4 Problém extinkce

Do druhého vydani svého Eseje o principech populace v roce 1803 pfidal Thomas Malthus
kapitolu o populaci Svycarska, ve které upozornil na skutecnost, ze



6.4. PROBLEM EXTINKCE 157

v Bernu prijala méstské rada v letech 1583 az 1654 mezi méstany 487 rodin, z nichz
379 béhem dvou stoleti vymielo a v roce 1783 jich zustavalo pouze 108.

Navzdory tomu, ze velikost populace roste exponencialné, velké mnozstvi rodin vymira. V pri-
béhu devatenéctého stoleti byla zaznamenéna také vymirani rodin, u kterych jsou k dispozici
spolehlivé genealogické zaznamy, tedy u prislusnika Slechty nebo vyssi burzoasie. Tento jev
byval interpretovan jako pfiznak degenerace hornich vrstev. Vysvétlit ho bez ideologické zauja-
tosti se pokusil afednik francouzského ministerstva financi Irenée Jules Bienaymé (1796-1878),
ktery roku 1845 publikoval praci o trvani slechtickych rodin ve Francii nazvanou De la loi de
multiplication et de la durée des familles.

Bienaymé pro zjednoduseni predpokladal, ze vSichni muzi maji stejnou pravdépodobnost,
ze budou mit 0,1,2,3,..., N synt, ktef{ se doziji dospélosti. Pokud je prumérny pocet synii
mensi nez 1, je jasné, ze nositelé rodového jména vymrou. OvSem stejny zavér plati, pokud je
prumérny pocet syna 1; napr. je-li stejnd pravdépodobnost % toho, Zze muz nebude mit syna,
nebo ze bude mit dva syny. Bienaymé vypocital, ze v takovém pripadé je pravdépodobnost
trvani rodu po vice nez 35 generaci mensi nez 0,05. Pokud se tedy béhem staleti vystiidaji
zhruba tii generace, je témér jisté, ze rod za jedenact az dvanéct stoleti vymie.

Na Bienaymého praci navazal jeho pritel, matematik a ekonom Antoine Augustin Cour-
not (1801-1877) v knize De [’origine et des limites de la correspondance entre l'algébre et la
géométrie z roku 1847. Za dosti obecnych predpokladu (libovolny muz mize mit nejvyse N
synu, kteri se doziji dospélosti, pricemz pravdépodobnost, Ze bude mit pravé k syni je rovna
pr, k=0,1,2,..., N) ukézal, Ze problém hledani pravdépodobnosti vyhynuti rodu lze pfeveést
na feSeni algebraickych rovnic.

Stejnym problémem se zabyval bratranec Charlese Darwina Francis Galton (1822-1911).
V ¢asopise Educational Times predlozil ¢tenaiim problém:

Velky nérod, v némz budeme uvazovat pouze dospélé muze, kterych je celkem N,
kolonizuje né&jakou oblast. Vyvoj jejich populace se fidi zakonem, ze v kazdé po-
pulaci nemé ag procent muzu zadné muzské potomky, ktefi by se dozili dospélosti;
a1 procent muzui mé jednoho takového muzského potomka; as procent jich mé 2;
a tak dale az do as procent muzi, ktefi jich maji 5.

Najdéte (1) jaky podil pfijmeni po r generacich vymfe a (2) a kolik p¥ijmeni bude
nosit m osob.

Na prvni otazku jiz dfive odpovédéli Bienaymé a Cournot. Galton vSak jejich feSeni neznal,
od Ctenait uspokojivé TeSeni nedostal a sdm na né asi pfijit nemohl. Proto se obratil na
svého pritele, matematika Henryho Williama Watsona (1827-1903), aby se ho pokusil vyfesit.
V roce 1875 publikovali Galton s Watsonem ¢lanek On the probability of extinction of familiesS,
v ném? k feseni prvniho problému nezévisle zopakovali Cournotovy tvahy a ukazali (chybné,
viz priklad 2 v 6.4.1), Ze kazd4a rodina jisté vymfe.

TentyZ problém, ale interpretovany jako hledani pravdépodobmnosti, Ze v populaci pfe-
Zije zmutovany gen, fesil Ronald Aymler Fisher (1890-1962). Fisher” zopakoval Galtonovo-
Watsonovo feSeni, jejich puvodni ¢lanek ovSsem necitoval. Pritom predpokladal, Zze pravdépo-
dobnost, Ze v nasledujici generaci bude k kopii mutovaného genu, ma binomické rozdéleni.

SH. W. Watson and F. Galton, On the probability of extinction of families. J. Anthropol. Inst., 4:138-144,
1875
“R. A. Fisher, On the dominance ratio. Proc. R. Soc. Edinb., 42:321-341, 1922
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Na Fisherovu praci navazal John Burdon Sanderson Haldane (1892-1964). V letech 1924 az
1934 napsal sérii deseti ¢lankt souhrnné nazvanych Matematicka teorie pfirozeného a umélého
vybéru. V patém z nich® zobecnil Fishertiv postup pro libovolné rozdéleni pravdépodobnosti
Pk

Obecné feseni problému extinkce rodinnych jmen (nebo prezivani zmutovaného genu) spolu
s vypoc¢tem ocekavaného po¢tu potomki néjakého jedince (nositeli mutovaného genu) v li-
bovolné generaci pozdéji publikoval Johan Frederick Steffenson®. UvaZovany proces nyni byva
nazyvan Galtoniv- Watsonuv. Predstavuje vychodisko k teoretickému popisu vymirani v evo-

luéni teoriil?.

V nasledujicim textu v podstaté zreprodukujeme Steffensonovy myslenky. Nejprve v 6.4.1
ukazeme, ze pravdépodobnost vymizeni rodové linie v nékteré z po sobé nésledujicich generaci
je TeSenim jisté nelinearni autonomni diferen¢ni rovnice. Najdeme jeji rovnovazny bod a vy-
Setfime jeho stabilitu. V dalsi ¢asti 6.4.2 najdeme stiedni hodnotu a rozptyl poc¢tu potomku
né&jakého jedince. Vysledkem je, Ze stfedni hodnota poc¢tu potomki se vyviji podle Malthusov-
ského deterministického modelu, tj. vytvaii geometrickou posloupnost, a pritom i v piipadé
rustového koeficientu vétsiho nez 1 je pravdépodobnost jejich vyhynuti nenulova.

6.4.1 Mizeni rodové linie

Uvazujme populaci s neprekryvajicimi se generacemi. Jeji vyvoj si budeme predstavovat tak,
Ze kazda generace zije jedno ¢asové obdobi a ,,vyprodukuje” generaci bezprostiednich potomkii.
Vsechny jedince budeme povazovat za identické. Zejména to znamend, ze pocet bezprostied-
nich potomku néjakého jedince nezavisi na tom, zda tento jedinec mél ¢ nemél néjaké souro-
zence a kolik jich bylo. Potomky jednoho jedince (kterému budeme fikat ,zakladatel rodu®)
vSech generaci nazveme rodovd linie; sim ,,zakladatel rodu” do rodové linie samoziejmé patii.

Zavedeme nadhodnou veli¢inu K vyjadiujici pocet bezprostiednich potomku jedince; jedna
se o veli¢inu diskrétni. Oznacme p; pravdépodobnost, Ze jedinec ma pravé k bezprostiednich
potomki; pi tedy predstavuji hodnoty pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny K. Tyto
hodnoty splhuji nerovnosti 0 < pp < 1 pro v8echna k =0,1,2,3,... a plati

> pr=1. (6.54)
k=0

Dale budeme predpokladat, ze bezprostiedni vyhynuti linie je mozné, ale neni jisté, tedy ze
0<po<l.

Ocekavany pocet Ry bezprostfednich potomkt jedince, tedy stfedni hodnota ndhodné veli¢iny
K, je ddna souctem

Ry=EK =Y kp=> kp (6.55)
k=0 k=1

8J. B. S. Haldane, A mathematical theory of natural and artificial selection. Part V. Proc. Camb. Philos.
Soc., 23: 838-844, 1927

9J. F. Steffensen, Deux problémes du calcul des probabilités. Ann. Inst. Henri. Poincaré, 3:319-344, 1933

19Viz napt. P. Jagers, Extinction, Persistence, and Evolution. In F. A. C. C. Chalub, J. F. Rodrigues (eds.),
The Mathematics of Darwin’s Legacy. Birkh&user, 2011
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Ozna¢me xz(t) pravdépodobnost, Ze rodova linie vymfe nejpozdéji v ¢ase t, tj. nejpozdéji
v t-té generaci. Za nultou generaci budeme povazovat ,,zakladatele rodu. Ten samoziejmé 7il,
takze jeho linie v nulté generaci nevymiela, tj.

2(0) = 0. (6.56)

Extinkce potomku v prvni generaci znamena, Ze jedinec nema zadné bezprostiedni potomky, tj.
x(1) = pg. Pravdépodobnost, Ze linie vymie do druhé generace, je pravdépodobnost vzajemné
neslucitelnych jevi, Ze jedinec nemé bezprostiedniho potomka, nebo Ze jedinec mé jednoho
bezprostfedniho potomka, ktery bezprostfedni potomky jiz nemé, nebo Ze jedinec ma dva
bezprostiredni potomky a z nich kazdy zemie bez bezprostifednich potomk, atd. Tedy

[e.e]
2(2) = po + p1po + p2pi + p3po + -+ = po + pra(1) + pax(1)® + pax(1)* + - = pr(l)k-
k=0
Podobné -
2(3) = po + p12(2) + p2x(2)* + - = > pw(2)F
k=0
a obecné

2(t) = pra(t — 1F. (6.57)
k=0

Nyni zavedeme redlnou funkci f jako soucet mocninné fady!!
o
f@) =3 peat (6.59)
k=0

Podle podminky (6.54) je polomér konvergence této fady alespon 1 a plati

f(1) =1 (6.59)
Dale f(0) =po € (0,1) a
(z) = ik il = i k ppatt, f(z) = i k(k — 1)ppar=2. (6.60)
k=0 k=1 k=2

Odtud plyne, ze pro z € [0,1] je f' > 0 a f” > 0, coz znamen, ze funkce f je neklesajici a
konvexni na intervalu [0, 1].

Pravdépodobnost vymfeni linie nejpozdéji v t-té generaci je podle vyjadieni (6.57) feSenim
nelinedrni autonomni rekurentni formule prvniho fadu

z(t+1) = f(z(t)) (6.61)

s pocateéni podminkou (6.56). Ponévadz jiz zname pribéh funkce f, mizeme kvalitativni
vlastnosti FeSeni tlohy (6.61), (6.56) vySetfit graficky. Mohou nastat dva pfipady, viz obr. 6.4.

HEunkce f je vytvorujici funkei diskrétni nahodné veli¢iny K. Nékteré z nasledujicich odvozovanych vysledki
jsou specialnimi p¥ipady obecné teorie vytvorujicich funkeci.
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Po

0 1 T 0 T* 1 T

Obréazek 6.4: Graficé feSeni pocatecni ulohy (6.61), (6.56) v piipadé f/(1) < 1 (vlevo) a
/(1) > 1 (vpravo).

Pokud f/(1) < 1, pak graf funkce f na intervalu (0, 1) lezi nad osou prvniho kvadrantu. To
znamend, %e rovnice (6.61) ma jediné rovnovazné feSeni x = 1, ktery je asymptoticky stabilni.
Pro feseni « ulohy (6.61), (6.56) pak plati

li =1.
fim 2 (t)
Tedy pravdépodobnost, ze linie nékdy v budoucnu vymre, se blizi jistoté.

Pokud f/(1) < 1, pak ma graf funkce f uvnitf intervalu (0, 1) jeden prusecik s osou prvniho
kvadrantu. Existuje tedy hodnota z* € (pg, 1), ktera je asymptoticky stabilnim rovnovaznym
bodem rovnice (6.61). Pro feSeni x tlohy (6.61), (6.56) plati

lim z(t) = 2*.
t—o0
To znamené, ze pravdépodobnost vymieni linie dosdhne néjaké nenulové hodnoty.

Porovnanim prvni rovnosti v (6.60) s formuli (6.55) vidime, Ze
Ro = f/(1). (6.62)

Dosazeny vysledek tedy mtuzeme interpretovat nasledujicim zpusobem. Pokud stfedni hodnota
poc¢tu bezprostifednich potomki jedince nepifesdhne 1, pak rodova linie jisté vymie; to byl
ocekavatelny vysledek. Ale i v pripadé, Ze stfedni pocet bezprostiednich potomku kaZzdého
jedince je vétsi nez 1, existuje nenulova pravdépodobnost, Ze rodova linie z populace vymizi.

Priklad 1. Uvazujme hypotetické bunky, které se 1idi nasledujicim pravidlem: za ¢asovou
jednotku buiika bud uhyne, nebo se rozdéli na dvé identické; pravdépodobnost obou té&chto
jevi je stejnd. Do zivného roztoku na pocatku vlozime jednu takovou bunku. Urcete pravdeé-
podobnost, Ze kolonie bunék vzniklych timto zptsobem bude zit jesté v ¢ase t = 35.

(Promyslete si, ze tuloha je ekvivalentni s tlohou o pfezivani rodiny, v niz se se dospélosti
doziji bud dva synové anebo zadny, pricemz kazda z téchto moznosti nastane s pravdépodob-
nosti %; to je uloha, kterou v prvni poloviné 19. stoleti esil I. J. Bienaymé.)
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V tomto pfipadé je pg = p2 = %, p1 = p3 = pg = --- = 0. Funkce f definovana rovnosti
(6.58) méa tvar
1 1,
fla) =5+

Pravdépodobnost z(t), Ze kolonie bunék vyhyne nejpozdé&ji v ¢ase t, je FeSenim pocatecni ulohy
(6.61), (6.56), tedy v nasem piipadé

1+ x(t)2

z(t+1) = 5 z(0) = 0. (6.63)

S pomoci libovolného software, tplné staci néjaky tabulkovy procesor, muzeme vypocitat
x(35) = 0,950563. Hledanéa pravdépodobnost, ze kolonie v ¢ase ¢ = 35 jesté Zije, je rovna

P =1—2(35) = 0,049437.

Dale, stfedni hodnota ndhodné veli¢iny K vyjadiujici pocet potomki jedné buiiky je

| =

1
R0:0§+2 :1,

o N

coz souhlasi s vyjadienim Ry = f’(1) = 1 podle (6.62). Posloupnost x definovana rekurentné
vztahy (6.63) ma tedy limitu

lim z(t) = 1.

t—o00

V prubéhu vypoctu jsme si mohli vSimnout, Ze konvergence posloupnosti je velice pomalé a
ze znalosti prvnich 35 ¢lent nelze na prvni pohled urcit, zda posloupnost konverguje; a pokud
ano, tak k jaké hodnoté. |

Priklad 2. Uvazujme rostlinu, ktera vyprodukuje N semen a kazdé z nich mé pravdépodob-
nost ¢ > 0, Ze z néj vyroste nova rostlina. Urcete pravdépodobnost, ze potomci jedné rostliny
z populace vymizi.

Pravdépodobnost pg, Ze rostlina bude mit k£ potomk, je pravdépodobnostni funkci bino-

P = (g) ¢ (1— )N

Funkce f definovana mocninnou fadou (6.58) ma tvar

mického rozdéleni,

N
flay=>_ (JID (1 -V Fab = (g +(1-9)" = (1+(@=1))",

k=0

takze f'(z) = Nq(1+ (z — 1)q)N*1 a f'(1) = Nq. Pokud tedy Ng < 1, pak potomci rostliny
z populace jisté vymizi; pochopitelné, v takovém pripadé je totiz stfedni pocet potomki jedné
rostliny mensi nez 1.

Necht Ng > 1. Pak pravdépodobnost x(t), Ze potomci rostliny vymizi nejpozdé&ji v ¢-té
generaci je podle (6.61) a (6.56) FeSenim pocatecni ulohy

N
2(t+1) = (1 + (a(t) — 1)q) . z(0)=0. (6.64)
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Spocitejme napiiklad prvnich deset ¢lena této posloupnosti pro N =5 a ¢ = %:

xz(1) =0,237, x(2) =0,347, x(3) =0,410, x(4) =0,450, =z(5) = 0,478,
x(6) =0,497, z(7) =0,511, x(8)=0,521, =(9)=0,528, =z(10)=0,534.

Tento vypocet uvedli Galton a Watson v ¢lanku zminéném na str. 167 a chybné z ného
usoudili, Ze posloupnost x pomalu konverguje k 1. Uvazované diferen¢ni rovnice mé vsak
kromé& rovnovazného bodu 1 také rovnovazny bod z* mezi 0 a 1, ktery je feSenim algebraické

rovnice
(1+(x—1))N:x

a k némuz konverguje feseni tlohy (6.64); pro hodnoty N =5 a g = i je x = 0,553. |

6.4.2 Vyvoj velikosti rodové linie

Zavedeme nahodnou funkci N tak, Ze diskrétni ndhodna veli¢ina N (t) vyjadiuje velikost rodovée
linie v ¢-té generaci. Bude nas zajimat ocekavany pocet y(t) piislusnikt rodové linie v ¢-té
generaci,

y(t) = EN(t). (6.65)

Oznacme g ; pravdépodobnost, Ze rodova linie mé v ¢-té generaci pravé k pifslusniki,
ary =P(N(t) = k). (6.66)
Zejména tedy gqi 1 vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec ma pravé k bezprostiednich po-

tomk,
Qa1 =pK, k=0,1,2,.... (6.67)

Hodnoty gy, jakozto pravdépodobnosti splituji pro libovolné ¢ € N vztahy
o0
0<qs <1, k=01,2..., > =1 (6.68)
k=0
Pro t € N, t > 0 definujeme funkci g; jako soucet nekonecné rady
o
gr(x) = Z iz (6.69)
k=0

Polomér konvergence této fady je podle (6.68) roven alespon 1. Pro funkce g; podle (6.67) a
(6.58) plati

00 00
g1(@) =Y aqrazt = prat = f(x), (6.70)
k=0 k=0
Déle derivovanim defini¢ni rovnosti (6.69) podle z dostaneme
00
gi(w) = kqa™
k=1

takze podle (6.66) a (6.65) je
gi(1) = EN(D) = y(t). (6.71)
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O poctech bezprostiednich potomku riznych jedinca predpokladame, Ze jsou stochasticky
nezavislé. Pravdépodobnost, Ze dva jedinci budou mit celkem k bezprostfednich potomk, je
tedy dana sou¢tem soudcinti

k k
Z%‘,l%ﬂ@ = sz‘pkﬂ' = Z PiyPiy
i=0 i=0

i1+io=k

a obecné pravdépodobnost, Ze [ jedincti bude mit dohromady k bezprostfednich potomki, je

déana souctem
Z DiyPiy * - Piy -
i1+t Aiy =k
Predpoklad o nezévislosti po¢tu bezprostifednich potomktu néjakého jedince a poctu jeho sou-
rozencu vyjadiime nyni tak, Ze pravdépodobnost jevu, Ze rodova linie v (¢ — 1)-ni generaci méa
velikost pravé [ jedincu a ti maji dohromady k bezprostifednich potomkt, je dana soucinem
P(N({t—1)=1,N(t) =k) =@ Z PirPis " Piy-
i14- i =k
Pravdépodobnost g, ¢, Ze jedinec mé v t-té generaci pravé k > 0 potomkii, je pravdépodobnosti
jevu, Ze jedinec ma v (t — 1)-ni generaci pravé jednoho potomka a ten ma pravé k bezprostied-
nich potomk, nebo jedinec ma v (¢ — 1)-ni generaci pravé dva potomky, ktefi maji celkem &
bezprostirednich potomki, atd. Popsané jevy jsou ziejmé neslucitelné, takze

[e.e]
Qi = Z Q-1 Z PiPiy -+ Pi;  Pro k> 0. (6.72)
= i1 =k
Jev, Ze jedinec neméa v t-té generaci potomky, je totozny s jevem, ze jedinec nema v (t — 1)-
ni generaci potomka, nebo ma v (¢ — 1)-ni generaci jednoho potomka, ktery nemé zadného
bezprostiedniho potomka, nebo jedinec ma v (¢t — 1)-ni generaci pravé dva potomky, z nichz
zddny nema bezprostfedniho potomka, nebo . ... Z této tvahy dostavame

[oe)
Q04 = qot—1+ q1.t-1P0 + Q215 + -+ = Z QLi—1Dh- (6.73)

S vyuzitim vztaha (6.72), (6.73) a definice (Cauchyova) sou¢inu mocninnych fad dostaneme

o0
@) = o + > gt zqnwz zqm S b p | @ =
k=1 k=1 =

it =k
[e.9]
k
=qot-1+ thtq Z DiyPiy * Piy + ZQlt 1 Z Z pilpig DT =
=1 i1+"-+il_0 k=1i1++i=

= qo,t— 1+qut 12 Z pi1pi2"'pil$k:

k=01i1+-+i=k

= q0,t— 1+qut 1 Z Z pilpig"'pikxl _

1=0 i1+-+ip=l

= qo,t— 1+Z%t 1 Zth 1 —gtfl(f(x))'
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Odtud a z (6.70) dostavame, Ze hodnoty funkci g; muZzeme pocitat rekurentné ze vztahu

gt(z) = g1 (f(2)), g1(z) = f(z).

Derivovanim uvedené rekurentni formule podle z obdrZime

gi(@) = gi 1 (f(2)) f'(2). (6.74)

Dosazenim = = 1 a porovnanim tohoto vztahu s (6.71), (6.59) a (6.62) vidime, ze

y(t) = Roy(t — 1).

Ocekavany pocet prislusniki rodové linie v ¢-té generaci je tedy reSenim pocatecni tlohy

y(t+1) = Roy(t), y(0) =1,

nebot zakladatel rodové linie je jisté jeden. Resenfm této jednoduché tlohy je geometricka

posloupnost
y(t) = RE. (6.75)

Dostavame tak vysledek: Pokud je stfedni pocet Ry potomkt jedince vétsi nez 1, pak lze
oCekévat, ze velikost rodové linie bude rust geometricky; pritom ale podle vysledku v 6.4.1
nelze vyloucit, ze rodova linie vymfe.

Vedle oc¢ekavané velikosti rodové linie v t-té generaci, tj. stfedni hodnoty veli¢iny N (t), je
dulezitou charakteristikou také rozptyl velikosti rodové linie, tedy veli¢ina

z(t) = var N (t).

Pro jeji vySetfovani vyuZijeme vlastnosti vytvorujici funkce g; ndhodné veli¢iny N(t), ktera je
dana rovnosti (6.69). Plati'?

2(t) = var N(t) = g/ (1) + /(1) = (g,(1))" = ¢/ (1) +y(t) — y(1)* = ¢/ (1) + R — Ry,

takze
g/(1) = z(t) — R, + R2. (6.76)

Derivovanim formule (6.74) podle x dostaneme
6} (@) = g1 (£(@)) - (F'@)" + gha (F(@) 1), (6.77)

Ponévadz funkce f je vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny K, plati pro ni analogie rovnosti
(6.76), tj.
F'(1) =var K — f/(1) + (f'(1))* = var K — Ry + R}

podle (6.62). Po dosazeni do (6.77) dostaneme s vyuzitim (6.59), (6.71) rovnost
2(t) — R+ R’ = (2(t — 1) — R '+ RY"™?) R+ Ry ' (var K — Ry + Rp)

a po upravé
2(t) = R22(t — 1) + Ry P var K.

12Viz napf. A. RENYL. Teorie pravdépodobnosti. Praha, Academia 1972, str. 126-128.
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Na pocatku je cela rodové linie tvorena pouze ,zakladatelem rodu“, tj. ndhodna velic¢ina
nabyvé jediné hodnoty N(0) =1 a proto je jeji rozptyl nulovy,

z(0) = var N(0) = 0.

Odtud a z pfedchozi rovnosti dostavame, ze rozptyl velikosti rodové linie v Case t je TFeSenim
pocatecni tlohy pro linearni nehomogenni rovnici prvniho fadu

2(t+1) = R22(t) + RS ' var K, z(0) = 0.

Podle véty 17 a jejitho disledku 1 je feSeni této tilohy dédno rovnosti

t

I
—

—1 —t

t—ie1 i 31 -R 51 —R
z2(t) = 2 (RS) Ry tvar K = R3 31_7]%2_1 var K = R3! 2T_01 var K (6.78)
pro Ry # 1 a
2(t) = tvar K (6.79)
pro Ry = 1.

7 tohoto vyjadfeni plyne, ze pro relativni variabilitu velikosti rodové linie, tj. pro podil
jeji smérodatné odchylky a stfedni hodnoty, plati

1 [1-Ry
z(t) —/ =% varK, Ry #1,
AR\ Ry -1
y(t)

Vivar K, Ry=1,

i | var K B> 1
lim Z(t): RoV Ry —1’ 0 ’

t—00 t
y( ) oo, RQ < 1.

takze

Tento vysledek je jen jinou formulaci vysledku jiz znamého. Pokud stfedni pocet Ry potomkt
jedince nepresahuje 1, pak rodova linie v koneéném case jisté vymie. Je-li Ry > 1, tj. pokud
oCekévané velikost rodové linie roste jako geometrickd posloupnost, je i v dostate¢né vzdalené
generaci jistd nenulova pravdépodobnost jejiho vymieni. Tato pravdépodobnost roste s ros-
touci variabilitou poc¢tu bezprostifednich potomkt a klesd s rostouci rychlosti ristu rodové
linie.

Z vyjadreni (6.78), (6.79) rozptylu z(t) velikosti N (¢) rodové linie v ¢-té generaci mtzeme
jesté snadno vypocitat, ze

var N(t + 1) . z(t+1) {R%, Ry > 1,

e varN(f)  toee 2() | Ro, Ro<1.

Pokud tedy rodova linie miize dlouhodobé prezivat, pak rozptyl jeji velikosti asymptoticky
roste jako geometrickd posloupnost s kvocientem R%. Jinak Teceno, smérodatné odchylka ve-
likosti rodové linie roste stejné rychle jako jeji stfedni hodnota.

Priklad 3. Uvazujme rod, v némz kazdy dospély muz mé s pravdépodobnosti p; > 0 syna,
ktery se dozije dospélosti, ma dva takové syny s pravdépodobnosti po > 0, a s pravdépo-
dobnosti pg > 0 se zadny z jeho synu dospélosti nedozije; pfitom pg + p1 + p2 = 1. Urcete
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Obrazek 6.5: Ilustrace vysledka Prikladu 3. Simulace vyvoje dvaceti generaci populace, kterou
zalozilo N(0) = 12 rodin. Pfitom ve vSech rodinéch jsou stejné pravdépodobnost, Ze zadny
syn se nedozije dospélosti py = é, ze se pravé jeden dozije dospélosti p; = % a ze se pravé dva
synové doziji dospélosti ps = 1%. Nahoft‘e: Pocet muzskych prislusnikt populace v jednotlivych
generacich; kazdé rodiné odpovida jedna barva. Po dvaceti generacich prezivaji ¢tyri rodiny.
Dole vlevo: Vyvoj velikosti N(¢) jedné rodiny. Cern4 ¢arkovana ¢éra vyjadiuje o¢ekavanou
velikost rodiny y(t) = EN(t) = (%)t, Cerné teckovani c¢ara vyjadruje rozpéti smérodatné
odchylky velikosti rodiny v jednotlivych generacich kolem jeji stfedni hodnoty y(t) + \/2(t).
Cervena plné ¢ara je primér ze simulovanych velikosti rodin. Dole vpravo: Pocet rodin
v populaci v jednotlivych generaci. Cervena ¢ara je pocet simulovanych rodin s nenulovou
velikosti (pfeZivajicich), erna ¢arkovana cara vyjadiuje teoreticky poc¢et x(t) N (t) prezivajicich
rodin.
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pravdépodobnost, Zze tento rod dlouhodobé pieziva. Dale vypocitejte ocekdvany pocet muz-
skych prislusniki tohoto rodu a jeho smérodatnou odchylku.

Stredni pocet syni, ktefi se v takovém rodu doziji dospélosti, je
Ro = Opo + 1p1 + 2p2 = p1 + 2ps.

Pokud tedy p1 + 2p2 < 1, tj. p1 + 2p2 < po + p1 + p2 neboli ps < po, pak rod vymfe jisté.
Necht nyni ps > po.

Pravdépodobnost z(t), Ze takovy rod vymfe nejpozdé&ji v t-té generaci, je dana rekurentné
rovnostmi (6.61), (6.56). V naSem konkrétnim piipadé je f(z) = po + p1x + pox?, takie
posloupnost x je feSenim autonomni diferen¢ni rovnice

ot + 1) = po + p1a(t) + pax(t)*.
Rovnovazné body z* této rovnice jsou feSenim (algebraické) kvadratické rovnice
pox’ + pre+po =, ti. paa’+ (pr— Dz +po=0,

tedy

. 1—p1£y/(1—p1)2 —4pop2 _ po+p2£\/p3 — 2pop2 + 1§
12 = = —

2p2 2p2

_Potpat (po — p2) _ Po/D2;
2p2 1.

Podle predpokladu py < po odtud plyne, Ze hm x( ) = @ < 1.

Celkem muzeme uzaviit, ze pravdepodobnost dlouhodobeho preziti rodu je rovna
max {1 — @, 0} .
p2
Nahodné veli¢ina K vyjadiujici pocet synu, ktefi se doziji dospélosti, ma stfedni hodnotu
EK =Ro=p1+2p2=1—po+p2
a rozptyl
var K = EK® — (EK)? = p1 +4ps — (1 — po +p2)” = po + p2 — (po — p2)*.

Ocekavany pocet muzskych piislusniki rodu v t-té generaci je tedy podle (6.75) roven

y(t) = (1 —po+p2)’

a jeho smérodatna odchylka je podle (6.78) rovna

1 1—po+p2)* — (1 —po+p2)t
\/( ) ( ), P275P0,

) = 1 —po+p2 P2 — Do

v 2tpa, P2 = po-
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Volme konkrétné py = é, p1 = % aps = %. Pak je stfedni hodnota poc¢tu potomki Ry = %,
pravdépodobnost vyhynuti rodové linie z* = % a pravdépodobnost jejiho dlouhodobého preziti
1—a* = é Velikost populace tvofena takovymi rodovymi liniemi tedy bude pomalu rust (jako
geometricka posloupnost s kvocientem 1,1) a dlouhodobé v ni bude pfezivat asi tfetina rodin
zakladatelti. Na obr. 6.5 jsou vysledky jedné simulace vyvoje populace, kterou zalozilo 12
rodin; tyto vysledky jsou v dobrém souladu s rozvijenou teorii.

Jesté si muzeme v8imnout, Ze situace popsana v piikladu 1 je specialnim pf¥ipadem situace
popisované nyni; staci polozit py = ps = %, p1 = 0. |

6.5 Dynamika dvou interagujicich populaci

V tomto oddile se budeme zabyvat modely vyvoje velikosti dvou populaci s oddélenymi gene-
racemi, které na sebe vzajemné néjak pusobi. Pritom budeme predpokladat, Ze obé populace
maji stejny generacni Cas, tj. ze Casova jednotka v diferen¢nich rovnicich popisujicich jejich
vyvoj je stejna.
Oznacime N; = N;(t), i = 1,2, velikost i-té populace v ¢ase t a obecny model vyvoje jejich
velikosti zapiSeme jako
Ni(t+ 1) =Ny (t) @1 (N1 (), Na(t)),
Na(t + 1) = Na(t) Do (N1 (t), Na(t)).

Pritom funkce ®; vyjadiuje rustovy koeficient i-té populace, ktery v kazdém case muze zaviset
na velikostech obou uvazovanych populaci. Budeme pfedpokladat, Ze oba ristové koeficienty
jsou diferencovatelnymi funkcemi. Znaménko parcialni derivace i-tého rastového koeficientu
podle j-té proménné urcuje, zda j-t4 populace omezuje nebo podporuje rust populace i-té.
Konkrétné, je-li

(6.80)

0P;(N1, Na) 0P;(N1, Ny)
ON; ON;
pak se u i-té populace projevuje vnitrodruhovéa konkurence (coZ je pfipad podrobné diskuto-
vany v Prologu), resp. vnitrodruhova kooperace. Pokud pro i # j je

<0, resp. > 0,

0P, (N1, Na) <0a 0P (N1, No)

0%i(N1, No) _ - 9%;(N1, No)
ON; IN,

—0 .
TP N, ON;

=0,

pak j-ta populace je amenséalem, resp. komenséalem, populace i-té. Pokud je

0®1 (N1, No) <0 0Po (N1, No)

<0
ON> 0Ny ’

pak se jedna o mezidruhovou konkurenci (kompetici); populace soupefi o stejné omezené zdroje
a vzajemné se omezuji. V piipadé, Ze

0P1 (N1, Na) -0 0Po (N1, No)

) > 0’
aNQ aNl

jedna se o mutualismus nebo symbiézu; populace se vzajemné podporuji. Maji-li tyto parcialni
derivace opac¢né znaménka,

0P (N1, Na) 0P2 (N7, Na) 0Py (N7, Na) 0P (N1, Na)
RNV, Y2 haASAE S h V) bo -2\ '1h7t2) RNV, Y2
ON, <0< ON, nebo ON, <0< ON, ,
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jde o predaci nebo parazitismus (obecné o vztah producent-konzument). V prvnim piipadé je
prvni populace koristi (hostitelem, producentem) a druh& dravecem (parazitem, parazitoidem,
konzumentem), ve druhém je tomu naopak.

Modely konkrétnich dvojic interagujicich populaci dostaneme z obecné soustavy (6.80)
volbou rustovych koeficientii ®;. Pritom muzeme vychézet z predpokladu, ze jedna populace
bez pritomnosti druhé by se vyvijela podle nékterého modelu zavedeného v 1. kapitole, t;.

®1(z,0) = g1(z), P2(0,y) = 92(y),

kde g;, 1 = 1,2, je n&jaky rustovy koeficient pouzity v nékterém z modela (1.7), (1.14), (1.16)
nebo (1.17). Rustové koeficienty g1 a go samozfejmé mohou byt i jinych tvard.

Dvourozmérny systém (6.80) miZeme ve vétsing pripadi zménou méfitka stavovych pro-
ménnych transformovat na systém jednodussiho tvaru

w(t+ 1) =z(t)p(z(t), y(t),
y(t+1) =y (=(t),y(t)) (6.81)

s bezrozmérnymi stavovymi proménnymi a se stavovym prostorem 2 = [0, 00) x [0, 00). Tento
systém mé vzdy rovnovazny bod (0,0), ktery vyjadfuje nepfitomnost (nebo extinkci) obou
populaci; budeme ho nazyvat vrcholovy. Déle systém miZe mit rovnovazné body tvaru (z,0),
resp. (0,9), kde & > 0, resp. § > 0, je feSenim rovnice

o(z,0) =1, resp. ¥(0,y) =1.

Takové rovnovazné body, budeme je souhrnné nazyvat hranové, vyjadruji ustaleny stav jedné
populace za nepritomnosti druhé.
Rovnovazné body tvaru (z*,y*), kde x* a y* jsou kladné feSeni soustavy rovnic

(,O(.%',y) =1, 1/}(-%'7y) =1

nazveme vnitini. Takové body predstavuji koexistenci, dynamickou rovnovahu, obou populaci.

Pro vySetfovani kvalitativnich vlastnosti feseni systému (6.81), tj. pro zjistovani stability
rovnovaznych bodi a oscilace feSeni v jejich okoli, vyuzijeme vysledky uvedené u obecného
dvojrozmérného systému (4.23). Pro vyuZiti linearizace systému (6.81) vSak musime piedpo-
kladat, ze funkce ¢ a 1 jsou dvakrat spojité diferencovatelné na okoli rovnovazného bodu;
z tohoto predpokladu totiz byly vysledky odvozeny. V piripadé vrcholového a hranovych rov-
novaznych bodu tento predpoklad splnén byt nemusi. Je-li vSak splnén, pak dostateéna pod-
minka stability (i) stéle plati. OvSem podminka nestability (ii) je pouze nutna. MuZe se totiz
stat, ze trajektorie ,,vzdalujici se* od rovnovazného bodu jsou pouze ty, které zac¢inaji v okoli
rovnovazného bodu mimo stavovy prostor €.

Varia¢ni matice systému (6.81) v obecném bodé je rovna

oay) +el@y) 2 9lwy)
_ Y
J(%y) = oY o
Yo (z,y) P(x,y) + Yoy (z,y)

100 = ("5 L00)

Zejména
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a podle obecného vysledku plati: Je-li

pak rovnovazny bod (0,0) systému (6.81) je asymptoticky stabilni. Asymptoticka stabilita
rovnovazného bodu (0, 0) vyjadiuje, Zze pii malych velikostech obou populaci spé&je modelované
dvojdruhové spolecenstvo nevyhnutelné k vyhynuti.

Nutna podminka nestability rovnovazného bodu (0,0) méa samoziejmé tvar

9(0,0) +(0,0)] > 1+(0,0:(0,0) nebo  (0,0)2(0,0) > 1. (6.83)
Jedna z moznych dostateénych podminek nestability tohoto rovnovazného bodu je
©(z,0) >1 mnebo (0,y) >1 (6.84)

pro (z,y) z okoli bodu (0,0), pficemz x > 0 a y > 0. Tyto podminky totiz vyjadiuji, Ze
rovnovazny bod 0 nékteré z autonomnich rovnic

w(t+1) = x(t)e(2(t),0),  yt+1)=yt)w(0,y(t))

je nestabilni; to z hlediska interpretace znamena, Ze aspon jedna z populaci je za nepritomnosti
druhé schopna i pii malé velikosti riist.
Varia¢ni matice systému (6.81) v hranovém rovnovazném bodu (z,0) je

N N
1+2—(z,0) z—(&,0)
)(@,0) = or % ,
0 ¥(Z,0)
takze plati: Je-li
) 0o 5 ¢
1+(z,0) + xa(az, 0)—1<y(z,0) 1+ xa(az, 0)) <1, (6.85)

pak je rovnovazny bod (&,0) systému (6.81) asymptoticky stabilni. Podminku (6.85) 1ze upra-
vit!? a zformulovat zavér: pokud plati

(2,0 <1 a —2< ﬁcg—i(ﬁc,o) <0, (6.86)

pak je hranovy rovnovazny bod (z,0) systému (6.81) asymptoticky stabilni. Asymptoticka
stabilita rovnovazného bodu (z,0) mimo jiné vyjadiuje, Ze do prostfedi obsazeného prvni
populaci (pfi¢em?z velikost této populace je v dynamické rovnovéze s prostfedim) nemuze
imigrovat druh& populace. Schopnost nebo neschopnost invaze druhé populace do prostredi
obsazeného prvni populaci je tak vyjadiena hodnotou v (z,0), proto ji nazyvame ,invazni
parametr®.

130znacime X =1+ g%g—(p(:%, 0) a Y = 4(&,0), dostaneme soustavu nerovnic
x

X +Y|-1< XY <1,

jejiz Feseni je standardni tlohou stfedogkolské matematiky.
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Dostate¢na podminka nestability hranového rovnovazného bodu (z,0) je

gi( ,0)‘>1, nebo ‘1+x8—90( 0)‘<1a1/)(£,0)>1. (6.87)

I a

Prvni vyrok v této disjunkci vyjadiuje, Ze sama prvni populace neni pii rovnovazné velikosti &
ve stabilni dynamické rovnovaze. Druhy vyrok vyjadfuje, Zze pii stabilni rovnovazné velikosti
prvn{ populace a malé velikosti druhé populace, je druha populace schopna rist; nebo jinak,
ze do prostiedi obsazeného prvni populaci mtze invadovat populace druhé. Podotknéme, Ze do
prostiredi obsazeného populaci, kterda ma nestabilni nenulovou rovnovaznou velikost, nemusi
byt schopna proniknout invazni populace druhé i kdyZ mé invazni parametr vétsi nez 1.

Stejnym postupem miizeme analyzovat stabilitu hranového rovnovazného bodu (0, 7). Do-
staneme zavér: pokud plati

lp(0,9)] <1 a ‘1+yg¢)( )' <1, (6.88)

pak je hranovy rovnovazny bod (0,7) stabilni; pokud plati

'1+yg¢( 7)| > 1, mnebo ‘1+yg¢(0 y)‘ <1lap0,y) > (6.89)

pak je tento rovnovazny bod nestabilni.
Varia¢ni matici systému (6.81) v rovnovazném bodé (z*, y*) zapiSeme ve stru¢néjsim tvaru
jako

0 L0
1+x*£(x*,y*) x —SD( T . . .
W= o aq,z) I A Ty

y*a—$(x*7y*) 1+ y*a—y(w*,y*)

7 tohoto zapisu dostaneme dostate¢nou podminku pro asymptotickou stabilitu vnitiniho rov-
novazného bodu (z*,y*) systému (6.81) ve tvaru nerovnosti

124 2%0) + yty| — 1 <1+ a0} +y" ) + 2™y (i) — ep}) < 1. (6.90)

Tuto podminku mtzeme opét upravit (odstranit absolutni hodnoty)!* a zformulovat zavér:
pokud plati

ooy < @xty a xiop Yy < xyt (Opr — ohy) <4+2(xter +ytyy),  (6.91)

pak je vnitini rovnovazny bod (x*, y*) systému (6.81) asymptoticky stabilni. Pokud ne néktera
z téchto nerovnosti opana, pak je vnitini rovnovazny bod (z*,y*) systému (6.81) nestabilni.

U vnitifniho rovnovéazného bodu mé smysl také otazka, zda v jeho okoli jsou FeSeni mono-
tonni nebo osciluji. Dostateéné podminky (iii) pro monotonnost feseni konvergujiciho k rov-
novaznému bodu obecného dvojrozmérného systému (4.23) prepiseme do tvaru

2
-2 <a'oiHyy a —l-xtoi—ytul < ay* (epvy — eiln) < 3 (et +yten)”. (6.92)
YNyni oznacime X = 1+ z*¢} + Yy Yy aY = a'y” ((p;z/); — wzw;) a nerovnosti (6.90) prepiSeme jako
soustavu nerovnic

X+1-1<X+Y <L
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6.5.1 Model dravec-korist Johna Maynarda Smithe

Uvazujme spolec¢enstvo typu dravec-kotist. Budeme predpokladat, Ze velikost samotné popu-
lace kofisti se vyviji podle logistického modelu (1.14) s vnitinim koeficientem rustu r > 1 a
kapacitou prostiedi K > 0. O velikosti populace dravcii budeme predpokladat, ze se vyviji
podle Malthusovského modelu (1.7) s ristovym koeficientem, ktery je piimo umérny velikosti
populace kofisti (¢im vice je kofisti, tim rychleji populace dravce roste). Pokud dravci nemaji
k dispozici zadnou kofist, bezprostfedné vymiraji (za ¢asovy interval jednotkové délky vymizi).
Je-1i populace kofisti v dynamické rovnovéize se svym prostiedim, tj. mé velikost rovnu jeho
kapacité K, pak v tomto prostfedi muze populace dravce prezivat; jinak feceno, dravci jsou
schopni invadovat do prostiredi obsazeného stabilizovanou populaci koristi. Nakonec budeme
predpokladat, ze za jednotku ¢asu je jeden dravec schopen zlikvidovat mnozstvi kotisti tmérné
jeji velikosti, tj. dravci lovi kofist s konstantni intenzitou'®.

Oznacime-li nyni N = N(t), resp. P = P(t), velikost populace kofisti, resp. dravce, v case
t, dostaneme model vyvoje spoleCenstva ve tvaru dvou diferencnich rovnic

N(t+1)=N(#) (r - TI_(lN(t)> ~ (aN(®) P(0),

P(t+1)=(BN(t)) P(t).

(6.93)

Pritom o € (0,1) vyjadfuje intenzitu predace, § > 0 oznacuje konstantu tmérnosti mezi
rustovym koeficientem dravce a velikosti koristi. Predpoklad, Ze populace dravce je schopna
rastu v prostiedi s rovnovaznou velikosti populace kofisti, zapiSseme nerovnosti 5K > 1.

Abychom formélné zjednodusili analyzu systému (6.93), zavedeme bezrozmérné stavové
veli¢iny

o
TR =5

a bezrozmérny parametr v = SK. Touto transformaci ziskame autonomni dvourozmeérny sys-

tém

r—1
T

z(t+1)=rx(t) (1 -

y(t+1) = (t)y(t).
Pritom pro parametry r, v plati » > 1, v > 1.
Systém (6.94) je systémem tvaru (6.81) s rustovymi koeficienty

=(t) - y(t)> ’ (6.94)

r—1
r

w(%y):?“(l— w—y>, Y, y) =y

Jejich parciélni derivace podle jednotlivych proménnych jsou

dp _ dp _ oY _ oY o
ax (.’L’,y) =1 T, 8y (.’L’,y) - T, 8.%' (xay) =7 ay (xay) - 07

hodnoty téchto derivaci nezavisi na hodnotéch nezévisle proménnych.
V rovnovazném bodu (0,0) plati

oz,0)=r—(r—lxz>1=1 pro0<z<]l1.

5 Tento model publikoval John Maynard Smith ve vlivné knize Mathematical Ideas in Biology, Cambridge
University Press, 1968.
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To podle (6.84) znamené, Ze tento rovnovazny bod je nestabilni.
Ponévadz ¥ (0,y) = 0 # 1 pro jakoukoliv hodnotu y, nema systém (6.94) hranovy rovno-
vazny bod tvaru (0,73). Pro prvni soufadnici hranového rovnovazného bodu (,0) plati

gp(i,O):r<1—r_1i> —1,

r

tj. £ = 1. V tomto bodu plati ¢(1,0) = v > 1, coz podle (6.87) znamend, Ze hranovy
rovnovazny bod (1,0) je nestabilni.
Souradnice vnitiniho rovnovazného bodu (z*,y*) spliiuji soustavu (algebraickych) rovnic

r—1
T‘<1— x—y>: , 'yg[jzl,
T

takze

1 1 —11 —(y-1
P S et RO () G Y
g rooor oy Yy
Dostateéna podminka (6.91) stability tohoto rovnovazného bodu je nyni tvaru
1—r r—1)(y—-1 1—r
—ry<0 a < ( )(; )(—’I“’Y)<4—|—2
v Ty

nebo po upravé
O<ry a r—1—-4y<(r—1)(y—2)<0.

Prvni z téchto nerovnosti je splnéna, nebot » > 1, v > 1. Druhé je splnéna pro

r—1
r+3

3 <y

a treti pro v < 2.
Konvergence FeSeni k vnitifnimu rovnovaznému bodu je podle (6.92) monotonni, pokud

clSr 4Em0o) (1on

Tyto nerovnosti muzeme upravit na tvar

r—1 Vr+1
< v < .
2 =7 2

Celkem dostavame vysledek: Necht » > 1, v > 1. Pak existuje vnitini rovnovazny bod
(@, y") = (—7 —
gl ™y
systému (6.94). Je-li navic

st oo
r+3 7 ’
pak je tento rovnovazny bod asymptoticky stabilni; pokud pfitom %(r -1 <y< % Wr+1),
pak TeSeni konvergujici k rovnovaznému bodu jsou od jistého indexu monotonni. Je-li

.
>2 nebo < 3——,
7 Hebo TS 9
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Obrazek 6.6: Zavislost kvalitativnich vlastnosti FeSeni systému (6.94) (modelu dravec-kotist
J. Maynarda Smithe) v okoli vnitiniho stacionarniho bodu (koexisten¢ni rovnovahy) na hod-
notach rustového koeficientu kofisti r a ,efektivity predace® ~.

pak tento rovnovazny bod (z*,y*) nestabilni.
Vysledky analyzy kvalitativnich vlastnosti FeSeni systému (6.94) v okoli vnitiniho stacio-
narnfho bodu jsou znazornény v Obrazku 6.6.

Vratime se k pivodnimu modelu (6.93). Jestlize parametry ristu a interakei populaci
dravce a kofisti modelovanych systémem (6.93) spliuji nerovnosti

r>1, K>0, O<a<l, BK>I,

pak je mozna koexistence téchto populaci. Pokud pritom

3

r—1
< BK <2
r+3 s ’

je tato koexistence stabilni, velikosti populaci se ustali na hodnotach

1 r—1 1
N*=—, P= 1—— .
e O

Pokud ovsem koexistence neni stabilni, tak z toho jesté neplyne, Ze by nékterd z populaci
musela vymfit.

6.5.2 Model konkurence

Uvazujme dvé konkurujici si populace a predpokladejme, ze kazda z nich by se bez piitomnosti
konkurenta vyvijela podle Rickerova modelu (1.17); i-té populaci odpovida rustovy koeficient
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r; > 1 azivnost prostiedi K; > 0, ¢ = 1, 2. P¥itomnost konkurujici populace zmenguje riastovy

koeficient. Vyvoj uvazovaného spoleCenstva tedy muzeme modelovat soustavou diferencnich

rovnic

Ni(t)
1

No(t + 1) = No(t) exp [(1 - N;,g”) Inry — ale(t)} ,

kde kladné koeficienty a;;, i, j = 1,2, i # j, vyjadiuji ,silu konkurenéniho tlaku“ j-té populace
na i-tou.

Systém (6.95) opét zjednodusime zménou métitka stavovych proménnych. Zavedeme tedy
bezrozmérné proménné

Ny(t+1)=Ny(t) exp [(1 - > Inry — algNg(t)} ,

(6.95)

Ny Ny
xr = — = —
K YT K,
a bezrozmérné kladné parametry
o1 =Inr;, 02=Inry, iz = a12Ks, g1 = a1 Ky;

parametr o; vyjadiuje maximalni rychlost rustu i-té populace (jeji bioticky potencial), para-
metr «;; vyjadiuje intenzitu konkurenc¢niho tlaku j-té populace na i-tou. Pii této substituci
dostaneme

o Na()
1 — =
) nrp 121589 K2

= z(t) exp [o1(1 — z(t)) — aray(t)] -

z(t+1) = M+ 1) = M) exp [(1 — NII{—(t)

K1 K1 1

Podobné upravime y(t + 1). Transformované stavové proménné x, y tedy spliji autonomni
dvourozmérny systém rovnic

z(t+1)=z(t)exp [01(1 — 2(t)) — c12y(t)],

(6.96)
y(t+1)=y(t) exp [02(1 — y(t)) — anz(t)] .

Jedna se o systém tvaru (6.81), kde
o(x,y) = te(lf:v)efalzy’ Wz, y) = 002(1=y) y—aziz.

Pro parcialni derivace (transformovanych) rustovych koeficient ¢ a 1 plati

do_ 0 0%, W oy W
or 019, 8y_ 129, or 219, By_ 027

V rovnovazném bodu (0,0), ktery vyjadiuje nepfitomnost obou populaci (nebo jejich vy-
hynuti), plati

o(z,0) = 020l 5 1 pro0<az<1, a ¥(0,0) = 2% 5 1 pro0 <y < 1.

To podle (6.84) znamena, Ze rovnovazny bod (0,0) (extinkéni equilibrium) je nestabilni. Tento
vysledek lze interpretovat tak, Zze do neobsazeného prostfedi mohou obé uvazované populace
invadovat soucasné; nebo naopak, ze konkurujici si populace nemohou soucasné vyhynout.
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Prvni soufadnice hranového rovnovazného bodu (,0) splituje rovnici
— po1(l—z) _
o(x,0) = e2t(=7) — 1,

takze & = 1. Dale plati ¢(1,0) = e?2~2!, Parcialni derivace ristovych koeficienttt v hranovém
rovnovazném bodu (1,0) tedy jsou
9y 9y A A

221,00 = =01, Z2(1,0) = 12,  2o(1,0) = —age® o, ZE(1,0) = —gye®2 02
896(, ) 01, ay(, ) a2 896( ) agie 8y( ) 02e

Dostate¢na podminka (6.86) pro asymptotickou stabilitu tohoto rovnovazného bodu je tvaru
27N <1, 0<p <2
Riustovy koeficient je podle predpokladu kladny. Muzeme proto zformulovat zavér: Pokud
01 <2 a o <o, (6.97)

pak je hranovy rovnovazny bod (1,0) systému (6.96) asymptoticky stabilni. Prvni z téchto
nerovnosti 1ika, Ze rustovy koeficient prvni populace neni prilis velky; pfresnéji, dynamicka
rovnovaha prvni populace a prostiedi bez pfitomnosti populace konkurenéni je stabilni (prvni
populace je populaci K-stratégt). Druhou nerovnost miZzeme zhruba prevypravét tak, Zze ma-
ximéalni mozny ristovy koeficient druhé populace neni piili§ velky nebo ze konkurencni tlak
prvni populace na druhou je dostateéné intenzivni.

Analogicky odvodime, Zze dostate¢na podminka asymptotické stability druhého hranového
rovnovazného bodu (0,1) je tvaru

02<2 a o1 <o (6.98)

a mé podobnou interpretaci. Dosazené vysledky pro hranové rovnovazné body lze také formulo-
vat v ekologickych terminech: Do prostiedi obsazeného populaci K-stratégi nemize invadovat
konkurené¢ni populace, pokud je konkuren¢ni tlak rezidentni populace na tu invazni dostateéné
velky nebo pokud invazni populace nema dostatecény bioticky potencial (mé& maly maximalni
rustovy koeficient). O moZnosti invaze konkurenéni populace do prostiedi obsazeného populaci
r-stratégu provedené analyza nefika nic.

Vnitini rovnovazny bod (z*,y*) systému (6.96) vyjadiuje velikosti populaci, které koexis-
tuji a maji ustalené velikosti. Jejich rustové koeficienty ¢ a v jsou za této situace rovny jedné.
Soufadnice vnitiniho rovnovazného bodu tedy spliwji (algebraické) rovnice

eor(l—w)—any — 1 . 017 + 12y = 01,
ee2(l-y)—amz 1 C anrt 02y =02

7 této soustavy je miizeme snadno vyjadrit,

(", y") = < 02(01 —a12)  01(02 — an) ) _

)
0102 — (2021 0102 — (\120¥21

Obé soutradnice z* a y* jsou kladné, tj. koexistence konkurujicich si populaci je mozné, pravé
tehdy kdyz plati
01 > iz, 02 > ag1 nebo o1 < a2, 02 < as. (6.99)
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Parcialni derivace ristovych koeficientt ve vnitinim rovnovazném bodé jsou dany rovnostmi

* * * *
P, = —01, (py = —Qq2, 1/};1: = —Q21, wy = —02,

nebot rustové koeficienty ¢ a 1 jsou zde jednotkové. To znamené, Ze dostateéna podminka
asymptotické stability (6.91) rovnovazného bodu (z*,y*) je tvaru

Qa0 < 0102 A
_0102(01 —12)  0102(02 — a21) - 0102(01 — a12)(02 — @21)
0102 — (¥120¢21 0102 — (120091 (9192 - a12a21)2
<4_9 <91Q2(Q1 —a2) 4 0102(02 — Oé21)> ’
0102 — (x12(x2] 0102 — (x12(x2]

(0102 — 04120621) <

nebo po upravé
Qa1 < 0102 A
4
@12 — 01+ g1 — 02 < (01 — a2)(02 — 1) < —— +2(a12 — 01 + az — 02).  (6.100)

0102
Prvni z téchto nerovnosti je splnéna, pokud nastane prvni z moznosti (6.99), tj. pokud

01> a1z a Q2> Q2. (6.101)

Za této podminky je splnéna také druhd z nerovnosti (6.100). Tu tfeti upravime na tvar

4
(01 —a12)(02 — a21) +2(01 — 12 + 02 — a91) < @ (6.102)

Dostatecné podminky pro existenci a asymptotickou stabilitu vnitfniho rovnovazného bodu
(z*,y*) systému (6.96) tedy jsou (6.101) a (6.102). MuZeme je interpretovat tak, Ze stabilni
koexistence konkurujicich si populaci je mozna, pokud biotické potencialy jednotlivych po-
pulaci jsou vétsi nez tlak konkurenta (podminka (6.101)), ale ,soucasné nejsou prilis velké*
(podminka (6.102)). Dosud provedena analyza nefikd nic o moznosti nestabilni koexistence
konkurujicich si populaci, tj. o situaci, ze obé populace jsou v prostiedi dlouhodobé pritomné,
ale jejich velikosti pravidelné nebo nepravidelné kolisaji.

Néjaké zavéry o globalni dynamice systému (6.96) modelujiciho konkurenci dvou populaci
v8ak jiz na zakladé ziskanych vysledk mitizeme uéinit. Jsou-li splnény nerovnosti (6.101), pak
nemiZe byt splnéna podminka (6.97) ani podminka (6.98). V takovém piipadé jsou hranové
rovnovazné body nestabilni a pokud navic o1 < 2, g2 < 2 (obé& populace jsou K-stratégy), je
mozné permanentni koexistence obou populaci.

Pokud plati

2>p01>ap a o <as,
pak neexistuje vnitini rovnovazny bod systému (6.96), hranovy rovnovazny bod (1,0) je
asymptoticky stabilni a (0,1) je nestabilni. Jinak feceno, neni mozna dlouhodobéa koexis-
tence populaci: prvni populace, ktera je populaci K-stratégti, preziva a konkurenéni populace
vyhyne. To je jeden z moZnych piikladi kompeti¢niho vylouceni (competitive exclusion) po-
pulace.

Pokud plati

01 <min{ae,2} a g9 < min{ag,2},
pak existuje vnitini stacionarni bod systému (6.96) a je nestabilni. Oba hranové rovnovazné
body (1,0) a (0,1) jsou asymptoticky stabilni. V této situaci opét dojde ke kompeti¢nimu
vylouceni jedné z populaci; kterd to bude vsak zévisi na poc¢ate¢nich podminkach.
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6.6 Popula¢ni genetika

Pokusime se modelovat pienos genii (nosi¢i dédi¢nosti) mezi generacemi néjakych organismai,
a to ve velice zjednodusenému piipadu. Predstavme si, ze dospéli jedinci néjakého druhu pro-
dukuji pohlavni buniky, gamety. Spojenim dvou gamet vznikne novy jedinec, zygota. Ten muze
dospét do plodného véku, produkovat gamety a cely cyklus se bude opakovat. Budeme pied-
pokladat, ze ¢as, ktery uplyne od stadia gamety pres zygotu a plodného jedince do produkce
dalsich gamet je jednotkovy, tj. pokud gamety prvni, parentdini, generace jsou vytvoreny v Case
t, pak gamety nasledujici, filidlni, generace jsou vytvoreny v Case t + 1, viz Obr. 6.7.

Geny si budeme predstavovat mendelovskym zpusobem, podrobnosti na molekularni tirov-
ni nejsou pro potieby vytvarenych modeli relevantni. Jeden gen je predstavovan néjakym
mistem na chromozomu, lokusem. Zygoty a dospéli jedinci maji chromozomy v parech, jsou
diploidni. To znamena, Ze na jednom lokusu jsou dvé varianty genetického materialu, alely,
které nemusi byt shodné. Tato neusporddana dvojice alel uréuje genotyp jedince. Naproti tomu
gamety maji kazdy chromozom jen jednou, jsou haploidni, a tedy nesou jen jednu alelu.

6.6.1 Gen se dvéma alelami

Budeme uvazovat chromozom, ktery neni pohlavni, a na ném jeden lokus se dvéma moznymi
alelami, které ozna¢ime A, a. Jako prvni predpoklad pfijmeme, Ze do gamet piechazi alely na-
hodné. To znamena, ze gameta vyprodukovand jedincem s genotypem Aa s pravdépodobnosti
% obsahuje alelu A a se stejnou pravdépodobnosti % obsahuje alelu a. Gameta vyprodukované
jedincem genotypu AA jisté, tj. s pravdépodobnosti 1, obsahuje alelu A, gameta vyproduko-
vané jedincem genotypu aa jisté obsahuje alelu a.

Ozna¢me z(t) podil gamet, které nesou alelu A, mezi viemi gametami v ¢ase t. Hodnotu
x(t) muzeme také povazovat za klasickou pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana gameta nese
alelu A. V dusledku toho je podil gamet, které mezi viemi gametami v ¢ase ¢t nesou alelu a,
roven 1 — z(t). Budeme také predpokladat, Ze tyto podily jsou stejné i u samotnych sami-
¢ich gamet, nebo samotnych samcéich gamet. Jinak feceno, subpopulace samic a samci jsou
z hlediska uvazovaného lokusu geneticky identické.

Budeme déle predpokladat, ze populace je panmiktickd, dochazi v ni k nahodnému ki{zeni.
Jinak TeCeno, gamety se pii vytvareni zygot spojuji ndhodné a nezévisle na alelach, které
nesou; libovolna samici gameta se miiZze spojit s libovolnou saméi gametou. (Tento proces je
asi lepsi si predstavovat jako pylova zrna nesend ndhodné vanoucimi vétry na blizny ndhodné
rozmisténé v krajiné, ne jako spermie a vajicka spojujici se v téle samice.) Oznac¢me Za4, Zaq

Z N M
plodny P fS plodny |,
-+ —» jedinec gameta zygota jedinec gameta zygota [—- -
(parentalni) (filidlnf)
..... w..
t t+1 cas

Obrazek 6.7: Zivotni cyklus modelové populace s genetickou strukturou
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a Zgq pocet zygot genotypu AA, Aa a aa. Polozme Z = Z4 + Zaq + Zgo. Déle oznacme

ZAA ZAa Zaa

7 ) PAa = —F» Paa = —F5— (6103)

PAA = 7

podil zygot prislusného genotypu mezi vSemi zygotami, ktery muzeme povazovat za klasickou
pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana zygota je daného genotypu. Zygota genotypu AA je
realizaci nezavislych nahodnych jevi, Ze gameta od jednoho rodice nese alelu A, pravdépo-
dobnost tohoto jevu je rovna z(t), a Ze gameta od druhého rodi¢e nese také alelu A, coz je
jev se stejnou pravdépodobnosti z(t). Pravdépodobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy
rovna paa = z(t)z(t) = z(t)?. Analogickou vahou zjistime, Ze pyq = (1 — :c(t))z. Ponévadz
kazda zygota je pravé jednoho z moznych genotypt, plati pag = 1 — (paa + Paa). Dostavame
tak vztahy

Zaa
Z

pag = 2A4 _ 2(t)%, paa = Za _ 20(t)(1— (1)), Paa = 2 = (1—2(t))®>.  (6.104)

7z 7z
Budeme predpokladat, Ze zygoty riznych genotypu mohou mit riznou pravdépodobnost,
Ze se doziji plodného véku, a Ze plodni jedinci rtiznych genotypti mohou mit riiznou plodnost,
tj. vyprodukuji rizny pocet gamet. Jinak Feceno, vybér (at uz pfirozeny nebo umély) ptisobi
na urovni genotypu. Oznacme Sa4 podil zygot mezi vSemi zygotami genotypu AA, které
dosahnou plodné féaze, tj. pravdépodobnost, Ze se zygoty genotypu AA doziji plodnosti. Dale
ozna¢me my 4 pocet gamet, které vyprodukuje dospély jedinec genotypu AA. V analogickém
vyznamu budeme pouzivat oznaceni Saq, Seq, MAq & Maq.
Oznatme dale Nga, Naq, Nag pocet plodnych jedinci piislusnych genotypt ve filidlni ge-
neraci, a Maa, Ma, a My, celkovy pocet gamet, které vyprodukuji vSichni jedinci prislusného
genotypu. Pak s vyuzitim vztaha (6.103) a (6.104) dostaneme

MAA:mAANAA:mAASAAZAA:mAASAAZx(t)Z (6.105)

a podobné

2

Maq =2magSaaZz(t)(1—z(t)), Maa=maeaSaaZ (1 —z(t))". (6.106)

Vsechny zygoty genotypu AA, kterych bylo Z44, miZzeme povazovat za ,prvotni producenty*
celkem Maa = maaSaaZaa gamet. To znamend, Ze jednu zygotu genotypu AA muzeme
povazovat za puvodce

Mya

ZaA
gamet. Tuto veli¢inu lze proto povazovat za reprodukcni zdatnost genotypu AA. Oznacime ji
wA4. Stejnou Gvahu muzeme provést a analogické oznaceni zavést pro ostatni genotypy,

=maaSaa

Maa g My, g M.
= MAALAA, WAq = =MAaO Aas Waa =
Zan Zaa

WAL = = MaaSaa- (6.107)

Pak prepiSseme vztahy (6.105), (6.106) ve stru¢néjsim tvaru
2
Mag = wAAZx(t)Q, My, = 2wAaZ:U(t)(1 — :U(t)), My, = waaZ(l — ﬂ:(t)) . (6.108)

Vsechny gamety vyprodukované jedinci genotypu AA nesou alelu A a primérné polovina
gamet vyprodukovanych jedinci genotypu Aa nese také alelu A. Celkovy ocekavany pocet
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gamet s alelou A v ¢ase t+1 tedy je roven Maa+ %M Aq- Podobné celkovy pocet gamet s alelou
a je roven Mgy, + %M Aa- Pro podil gamet nesoucich alelu A v ¢ase t+ 1 nyni s vyuZitim vztaht
(6.108) dostaneme vyjadreni

Maa + $Maq B
MAA + %MAa + Maa + %MAG

z(t+1) =

waar(t)? + wAax(t)(l - ﬂ:(t))
WAz (t)? + 2waax(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — x(t))2’

z néhoz bezprostredné plyne Fischerova-Haldaneova- Wrightova rovnice populacni genetiky

wAAZT(t) + waq (1 — x(t))

T 1) =
(t+1) waaz(t)? + 2waax(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — (1))

Sa(t). (6.109)

Tato rovnice obecné neni autonomni, reprodukéni zdatnosti w jednotlivych genotyptt mohou
zéviset na Case, nebot pocty gamet M a pocty zagot Z v riuznych casovych obdobich mohou
byt rtzné; velikost populace, ktera neni v dynamické rovnovéze se svym prostiedim, se v Case
néjak méni, vyviji se.

Veli¢iny waa, waq & weq vyjadiuji reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypi. Nyni
miizeme uvazovat ndhodnou veli¢inu ,,reprodukéni zdatnost a vypocitat jeji stfedni hodnotu
w pomoci pravdépodobnostni funkce genotypu (6.104):

_ 2
W = WAAPAA + W AP Aq + WaaPaa = WAAT(E)? + 2w A,z (t) (1 — x(t)) + waa(l — x(t)) . (6.110)

Tuto hodnotu lze povazovat za celkovou reprodukéni zdatnost populace; vyjadiuje ocekévany
pocet gamet, které nakonec vyprodukuji vSechny vytvorené zygoty.

Miuzeme také uvazovat ndhodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost zygot, které nesou alelu
A%, Takova diskrétni nahodné veli¢ina nabyva dvou hodnot waa a w4, s pravdépodobnostmi
x(t) al—xz(t), tj. s pravdépodobnostmi jevi ,ke gameté s alelou A se pfipoji gameta s alelou
A* a ke gameté s alelou A se pfipoji gameta s alelou a. Stfedni hodnotu uvazované veliciny
ozna¢ime w 4; muZzeme ji interpretovat jako reprodukéni zdatnost alely A. Jedné se o o¢ekavany
pocet gamet nesoucich alelu A v nasledujici generaci, tj. v ¢ase t + 1. Analogicky muZeme
premyslet o reprodukéni zdatnosti zygot nesoucich alelu a. Reprodukéni zdatnosti alel tedy
vyjadiime rovnostmi

wa =waaz(t) + wae (1 — (1)), wWa=waaz(t) + waqe (1 — z(t)). (6.111)
Celkova reprodukéni zdatnost populace je pak podle (6.110) dana rovnosti
W= waz(t) + we (1 — z(t)) (6.112)

a jedné se tedy o stfedni hodnotu reprodukéni zdatnosti jednotlivych alel.
Zakladni rovnici (6.109) muzeme s ozna¢enim (6.110) a (6.111) pfepsat ve tvaru

2(t+1) = %x(t). (6.113)

Tuto rovnici muzeme piecist: ,,Je-li reprodukéni zdatnost alely A vétsi nez reprodukéni zdat-
nost populace, pak relativni zastoupeni alely A v populaci roste.* Odvodili jsme tedy zékladni
poucku darwinismu.
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Jesté zduraznéme, ze reprodukéni zdatnost alely w4 a pramérnad reprodukéni zdatnost
populace w zavisi na podilu = z(t) gamet nesoucich piislusnou alelu v celé , populaci gamet*.
Reprodukéni zdatnosti waa, waq a we, jednotlivych genotypii se mohou v ¢ase ménit. Proto
reprodukéni zdatnost alely A i celkova reprodukéni zdatnost populace mohou zaviset na case a
na genetické struktuie populace, wy = wy (t, x(t)), W= w(t, x(t)) Rovnici (6.113) zapiSeme
podrobnéji jako

wa(t,z(t))

z(t+1)= mx(t) (6.114)

6.6.2 Analyza rovnice (6.109) v autonomnim piipadé

Predpokladejme, ze pomér po¢tu zygot Z uréitého genotypu v ¢asovém intervalu (¢,t + 1) a
poc¢tu gamet M vyprodukovanych jedincem téhoZ genotypu v Case t+1 je stejny pro kazdy cas
t. V takovém piipadé jsou podle (6.107) reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypit waaq,
WAq & Wee konstantni, jsou to nezdporné parametry rovnice (6.109). Budeme predpokladat, ze
alespon jeden z parametri wa4, WAq, Waq je kladny. V opa¢ném piipadé by totiz uvazovana
populace vymizela hned v prvni filidlni generaci.

Nejprve uvazujme kladné reprodukéni zdatnosti heterozygotu, w4, > 0. Zavedeme relativni
zdatnosti homozygott vzhledem ke zdatnosti heterozygoti

WAA w
K = ’ k= e

W Aq, W Aq

Zlomek na pravé strané rovnice (6.109) vykratime parametrem wga, a upravime. Dostaneme
rovnici

1+ (K —1)x(t)
14+ (K = Dz(t)? + (k—1)(1 — =(t))

2(t+1) = S (t) (6.115)

se dvéma nezdpornymi parametry. Ponévadz stavova proménné x vyjadruje relativni frekvenci
(tj. pravdépodobnost), je stavovym prostorem uzavieny interval [0, 1].
Pri analyze rovnice (6.115) rozlisime tii pripady.

(i) K = 1 = k, reprodukéni zdatnosti vSech genotypu jsou stejné. V tomto piipadé je
rovnice (6.115) tvaru
z(t+1)==x(t), tj. Az(t)=0,

ktera ma jediné konstantni feseni. Pokud tedy reprodukce nezavisi na genotypu, frekvence alel
v populaci se neméni. To je Hardyho-Weinbergiiv zakon.

(ii) K = 1 a k # 1, reprodukéni zdatnost homozygota genotypu AA je stejna, jako
reprodukéni zdatnost heterozygota a reprodukéni zdatnost homozygota genotypu aa je jina.
Jinak feceno, jedinci genotypi AA a Aa maji stejny fenotyp, jedinci genotypu aa maji fenotyp
jiny. To odpovidéa situaci, ze alela A je dominantni a alela a je recesivni. V tomto piripadé mé
rovnice (6.115) tvar

_ x(t)
z(t+1) = D0 ) (6.116)

Najdeme jeji rovnovazné body a vySetiime jejich stabilitu.
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1+ (k-1)(1-2)

Ozna¢me na chvili f(z) =

Plati

5. Rovnice f(z) = x ma dva kofeny 0 a 1.

1+ (k-1 —2)*+ 22k —1)(1 —x)

G+G-na—app ° TO=p JW=1

fi(a) =

To znamena (viz Obr. 6.8), Ze pro kazdé feSeni x = x(t) rovnice (6.116) plati

. 0, k>1,
lim z(t) =
100 1, k<l

Pokud vybér preferuje fenotyp urceny recesivni alelou, pak dominantni alela z populace vymizi;
pokud vybér preferuje fenotyp uréeny dominantni alelou, pak recesivni alela z populace vymizi.

(iii) K # 1 # k, kazda alela né&jak prispiva k reprodukéni zdatnosti, zadna z nich neni
dominantni. Prispévek alel k fenotypu je aditivni, alely jsou semidominantni.
I v tomto pfipadé najdeme rovnovazné body rovnice (6.115) a vySetiime jejich stabilitu.
Nyni oznac¢ime
f(x) = 1 : +2(K e 2L
+(K—-1)22+(k—1)(1—2)

Pak rovnice f(x) = z, tj. kubicka rovnice

z(1+ (K —12°+ (k—1)(1 —2)*) =z(1 + (K — 1)z),

k—1
mé kofeny 0, 1 a x* = K+h 2 Kofen z* je rovnovaZnym bodem rovnice (6.115) pouze
tehdy, kdyz 0 < z* < 1, coZ nastane pravé tehdy, kdyz K > 1, kK > 1 nebo K < 1, k < 1 (stale

totiz predpokladame K # 1 # k). Déle plati

) = 14+2(K - 1)z L 2e(1+ (K - 1)) (K =Dz — (k-1)(1 - 2))
S 1 (K - D2+ (k- 1)(1 - 2)? 1+ (K —1)a2 + (k- 1)(1 — 2)2)? ’
1 1 (K —1)(k—1)

flla) =1+

FO)=2 f)=14. K—-14+k-1+(K-1)(k-1)

To znamena (viz Obr. 6.8), Ze pro k > 1 je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a pro
k < 1 je nestabilni. Podobné pro K > 1 je rovnovazny bod 1 asymptoticky stabilni a pro
K < 1 je nestabilni. Pokud je * rovnovaznym bodem rovnice (6.115), pak je asymptoticky
stabilni v pfipadé K < 1, k < 1 a nestabilni v pfipadé K > 1, k > 1; snadno totiz ovéiime, Ze
pri oznaceni

(K—-1)(k—1)
K—-14k—-1+(K-1)(k—-1)

plati F(k,K) >0prok>1, K >1a

Flk,K) =

—1l=inf{F(z,y): 0<2z<1,0<y<1} <F(kK)<
<sup{F(z,y): 0<z<1,0<y<1}=0pro0<k<l1l 0<K<I,

CcOZ znamena, 7ze

f@*)>1prok>1, K>1, 0< f(z")<1lpro0<k<1l 0<K<1.
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Obréazek 6.8: Grafické feSeni rovnice (6.115) a jeho prubéh pro rizné hodnoty parametri K,
k. Tj. vyvoj relativni frekvence alely A v populaci pro rtzné relativni reprodukéni zdatnosti
homozygotu vzhledem k heterozygotim.
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Podivejme se jesté na jeden specialni piipad rovnice (6.115), a to takovy, kdyz Kk = 1,
K # 1. V tomto piipadé je
WAA Waq

1= , neboli wia = WAAWaq
WAq WAq

a to znamend, ze reprodukéni zdatnost heterozygota je geometrickym primérem zdatnosti
jednotlivych homozygotii. Rovnice (6.115) nabude tvar

Kx(t)
) = TR — 12

coz je Bevertonova-Holtova rovnice, jejiz feSeni je ddno formuli

x(t)

x4 (1 —2o) K

coz snadno ovéfime primym vypoctem. Opét tedy plati

. 1, K>1,
lim z(t) =
t—00 0, 0<K<L

Je-li (K—1)(k—1) > 0, pak je mozny geneticky polymorfismus. Ten je ale v ptipadé K > 1,
k > 1 nestabilni; zélezi na pocéatecni genetické struktufe populace, ktera z alel pfevladne.
Trvaly geneticky polymorfismus je mozny jen v piipadé, ze K < 1, k < 1, tj. reprodukéni
zdatnost kazdého z homozygoti je mensi nez reprodukéni zdatnost heterozygota.

Z dosavadnich tuvah jsme vyloucili pripad wa, = 0, tj. moznost, Ze heterozygoti nejsou
schopni reprodukce. V takovém piipadé méa autonomni rovnice (6.109) tvar

wAAx(t)2

T 1) = .
t+1) wAAx(t)2+waa(1—m(t))2

(6.117)

Pokud was = 0, pak z(t +1) = 0 a alela A by z populace vymizela hned v prvnim ¢asovém
kroku. Takovou situaci bychom mohli interpretovat tak, Ze alela A predstavovala néjakou
skodlivou (smrtici) mutaci. Pokud w,, = 0, pak z(t + 1) = 1 a z populace by bezprostiedné
vymizela alela a. Dale budeme predpokladat waaw., > 0, tj. Ze ani alela A ani alela a
nepredstavuje smrtici mutaci.

Konstantni posloupnosti 2 = 0 a x = 1 jsou evidentné feSenim rovnice (6.117) pro jakékoliv
hodnoty parametrii waa, waeq; vyjadiuji moznost, Zze v modelované populaci mé uvazovany
gen jedinou alelu. Budeme hledat dalsi feSeni rovnice (6.117), které neni identicky nulové ani
jednotkové. Uvazujme proto rovnici spolu s poc¢ateéni podminkou

z(0) = x0 € (0,1). (6.118)

Substituce .

x(t) = FRTOR tj. y(t) =In <$ — 1)

prevede pocate¢ni tlohu (6.117), (6.118) na pocatecni tlohu pro linearni rovnici

aa 1
y(t 4+ 1) = 29(t) +In 2o y<o>=yo=1n(——1>,
WAA Zo
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kterd ma fesSeni

1— 2
yw:?<m+m3ﬂ>—mﬂ£:m<%ﬂ—l@>-4n%%
WAA WAA WAATQ WAA

Zpétnou substituci dosatneme feSeni pivodni pocatecni ulohy (6.117), (6.118) ve tvaru

x(t) +

waa

Waa (1 — ﬂfo)>2t .

Waq + WAA (
WAATQ

2
Wea(l —
Posloupnost s obecnym ¢lenem w44 <M> je vybrana z geometrické posloupnosti
WAATO
Waa (1l — x0)

s pocateénim ¢lenem wa4 a s kvocientem . Hodnota kvocientu urcuje chovani

o~ . WAATO
reSeni. Je-li
% waa
Trog — xo =,
Waa + WAA
pak
Waa(l — x0) 1
WAATQ

a Feseni ulohy (6.117), (6.118) je konstantni, x = z{. Je-li xy > x{, resp. zo < xf, pak

Waall = 20) <1 a lim z(t) =1, resp. Weall = o) >1 a lim z(t) =0
WAATQ t—o0 WAATQ t—00
pfitom je feSeni x = z(t) rovnice (6.117) monotonni.

Pokud je tedy wa, = 0, existuje rovnovazny stav z; € (0,1), ktery je repulsivni, a dva
asymptoticky stabilni rovnovazné stavy 0 a 1. Ke kterému ze stabilnich rovnovaznych stavi
bude feseni konvergovat, zavisi na pocatecni podmince. Kvalitativné se tedy jedné o stejnou
situaci jako na Obr. 6.8, ptipad K > 1, k > 1.

Zavér:

Autonomni rovnice (6.109) s nezdpornymi parametry w4, Waq, Weq UvaZovani na stavovém
prostoru € = [0, 1] ma rovnovazna feseni v krajnich bodech Q, tj. feSeni z =0 a z = 1.

Pokud jsou vSechny parametry stejné, was = wa, = Waa, pak ma rovnice pouze konstantni
feSeni; kazdy bod stavového prostoru je rovnovazny.

Pokud min {waa, waee} < waq < max{waa, weq}, pricemz alespon jedna z nerovnosti je
ostra, pak rovnice (6.109) neméa uvnit¥ stavového prostoru  zadné rovnovazné body.

Pokud min {waa,wee} > waq nebo max{waq, wee} < waq, pak mé autonomni rovnice
(6.109) izolovany rovnovazny bod

" Waa — WAa

T =
Waq — 2WAq + WAA

uvniti stavového prostoru €.
Dostateéné podminky pro asymptotickou stabilitu nebo repulsivitu izolovanych rovnovaz-
nych bodi jsou:
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o Je-li waq > wag, nebo was = wa, > Weq, pak je stacionarn{ feSeni x = 1 asymptoticky
stabilni.

o Je-li waa < wag, nebo was = waq < Weq, pak je stacionérni feSeni x = 1 repulsivni.

o Je-li wyy > wag, nebo wy, = waq > waa, pak je stacionarni feSeni x = 0 asymptoticky
stabilni.

o Je-li wy, < wag, nebo weq = WA, < waa, pak je stacionarni feSeni x = 0 repulsivni.
e Je-li max {waa, Wae} < waq, pak je stacionarni feSeni x = z* asymptoticky stabilni.

e Je-li min{wsa, wee} > waq, pak je stacionarni feSeni x = x* repulsivni.

Biologickou evoluci lze chapat jako zménu frekvenci alel v priabéhu ¢asu. Predstavme si,
ze cela populace ma na prislusném lokusu alelu A a v pocatecnim Case se u né&jakého jedince
objevi jeji mutace, alela a. Pokud v takovém pripadé bude was < waq < Waq, pri¢emz alespon
jedna z téchto nerovnosti je ostra, pak se bude mutovana alela a v populaci §ifit a nakonec
v ni prevladne; pokud wys, > max {waa,wa,}, pak budou obé alely v populaci dlouhodobé
koexistovat, populace se stane geneticky polymorfni.

6.6.3 Replikadtorova rovnice

Pfi odvozovani rovnice (6.109) jsme vyuzivali po¢tu plodnych jedincii ve filidlni generaci N,
pravdépodobnosti preziti zygoty do plodného véku S a stfedniho poctu gamet vyproduko-
vanych plodnym jedincem m. Tyto veli¢iny vSak nejsou podstatné, v pribéhu vypoctu jsme
eliminovali pocet dospélych jedinciit N a parametry S, m jsme shrnuli do jejich soud¢inu w, do
reprodukéni zdatnosti. Pii vyvoji genetické struktury populace totiz zalezi pouze na genech
(presnéji fe¢eno alelach, usecich DNA), které tvori linie identickych kopii, replikuji se. Jedinci,
jednotliva téla, slouzi pouze k jejich prenosu do dalsi generace. Z tohoto pozorovani vychézi
Dawkinsova terminologie replikdtor (pro geny, molekuly DNA, obecnéji pro vzorce chovéni,
memy a podobné ,entity“, které vytvaii své vlastni kopie s piipadnymi nadhodnymi muta-
cemi) a vehikl (pro jednotlivé organismy, obecnéji skupiny organismti nebo populace). Selekce
(pfirodni nebo umély vybér) vak pusobi na vehikly, ovliviiuje hodnoty parametra S a m (a
tim urcuje jejich sou¢in — reprodukéni zdatnost w).

Piiklad — druh jako replikator a spolecenstvo jako vehikl

UvaZzujme spolecenstvo dvou druht, jehoZz vyvoj je popsan systémem (6.80). Necht Ny = Ny (t)
a No = Ns(t) jsou feSeni tohoto systému. Celkova velikost spolefenstva je N = N(t) =
Ni(t) + Na(t). Zavedeme proménnou

—a(t) = Ji

ktera vyjadiuje relativni zastoupeni prvniho druhu ve spole¢enstvu. Pak plati

Ni(t+1) Ny (t)®1 (N (t), No(t))
N(t+1)  Ni(t)®1(Ni(t), Na(t)) + Na(t)®2 (N1 (t), Na(t))

z(t+1) =
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Posledni vyraz upravime a pro zpiehlednéni zédpisu budeme vynechéavat index posloupnosti ¢.

Dostaneme
N1®1 (N1, Na) M ®1(N1, N — Ny) B
N1®1 (N, N No®o (N7, N N N N —N -
191(N1, Na) + No®o(INVy, 2) Wl(bl(NhN M)+ K 1(1)2(N1,N )

. @ (zN, (1 —z)N)
2Py (zN, (1 —z)N) + (1 — 2)®2(zN, (1 —z)N)

Oznad¢ime-li nyni
vi =vi(t,x) = @1 (aN(t), (1 — 2)N(t)), va=w(t,z) = Do(xN(t), (1 —z)N(t)),

v="ru(t,x) =z (t,x) + (1 — 2)a(t,x),

dostaneme, Ze proménna x = x(t) je feSenim rovnice

v (t,x(t))

1
z(t+1) = x(t)m

coZ je rovnice tvaru (6.114). Vyraz vy vyjadiuje reprodukéni zdatnost prvniho replikdtoru
(druhu ve spolecenstvu) a vyraz v vyjadiuje celkovou reprodukéni zdatnost vehiklu (dvoudru-
hového spolecenstva). [

Reprodukéni zdatnost wa alely A vyjadiuje ocekavany pocet gamet s alelou A v nasledujici
generaci; jinak fe¢eno, pocet kopif replikiatoru A. Je-liwg > 1, resp. wa < 1, resp. wq = 1, pak
pocet kopii replikatoru A v populaci roste, resp. zmenguje se, resp. se neméni. Toto pozorovani
inspiruje zavedeni veli¢iny

fA = wA — 15

jejiz znaménko urcuje, zda je replikitor A uspésny. Nazveme ji zdatnost (fitness) replikdtoru
A. Analogicky zavedeme zdatnost replikdtoru a

Je-li z relativni zastoupeni replikatorii A, a tedy 1 — x je relativni zastoupeni replikatoru a,
pak primérnou zdatnost populace replikatorta (tj. populace vehiklu prislusnych replikatori)
definujeme vztahem

f=xfa+ (1 —2)fo;

jedna se o vazeny prumér zdatnosti jednotlivych replikdtori. Primérnou zdatnost muzeme
vyjadrit pomoci reprodukénich zdatnosti replikator,

f=w(w, — 1)+ (1 —2)(wg — 1) = 2wa + (1 — 2)w, — 1.
Vzhledem k rovnosti (6.112) miizeme nyni rovnici populacni genetiky (6.113) pfepsat do tvaru

1+ fa
1+f

z(t+1) = x(t).
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Reprodukéni zdatnosti wy a w, alel obecné zavisi na ¢ase i na frekvenci alel, na téchto ve-
licinach tedy také zavisi zdatnosti fa, fa, takZze také f. PFedchozi rovnici proto zapiSeme
podrobnéji:

1+ fa(t,z(t))
1+ f(t2(t)

Tato rovnice (rekurentni formule) se nazyva replikdtorovd. MuZzeme ji zapsat také jako expli-
citni diferen¢ni rovnici

ot +1) = z(t). (6.119)

_ fA(t’x) B f(t’x)x
1+ f(t, )

Reprodukéni zdatnosti w4, w, jsou pro jakékoliv x € [0, 1] nezaporna ¢isla, proto jsou vyrazy
1+ fa, 1+ f nezdporné. Druhy z nich nemize byt nulovy (nebot je ve jmenovateli zlomku
na pravé strané rovnice (6.119)), je tedy kladny a f > —1. Ponévadz f je vaZenym priimérem
hodnot f4 a f, s vahami z, 1 — z, musi byt také fa = fa(-,z) > =1 a fo = fo(-,z) > —1
pro kazdé = € (0,1). Jinak feceno, pokud jsou vSechny ¢leny posloupnosti z v intervalu
(0,1), pak jsou posloupnosti fA( (- )) a fa( I )) regresivni (sr. Definici 18). S vyuzitim
,regresivniho minus® muzeme nyni replikdtorovou rovnici zapsat jako

Az =z (falt.2) © [(t,))
nebo struéné A
€T —
— = falt,z) © f(t,2)
a predist ji: ,Relativni zména zastoupeni replikitoru A v populaci vehikli je rovna (regre-
sivnimu) rozdilu zdatnosti replikatoru a celkové zdatnosti populace. Je-li zdatnost A vétsi
nez prumérna, jeho zastoupeni v populaci roste.“ To je jind formulace zékladniho dogmatu
darwinismu o ,,pfezivani schopnéjsich®.

Jesté si mizeme povsimnout, Ze autonomni rovnice populacni genetiky (6.115) je auto-
nomni replikdtorovou rovnici se zdatnostmi

fA:fA(x):(K_l)x7 fa:fa(x):(k_l)(l_x)'



