Metody reSeni diferenc¢nich rovnic
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Kapitola 1

Rovnice resitelné sumaci

Regenim diferencni rovnice je posloupnost, ktera tuto rovnici spliuje. Proto se budeme nejdiive
zabyvat posloupnostmi (definovanymi ponékud obecnéji nez v zakladnim kursu matematické
analyzy) a nékterymi operacemi s nimi. Dvé z téchto operaci (diference a sumace) jsou ana-
logiemi operaci derivace a integrace funkce, dalsi (posun a soucin) u funkci analogie nemaji.
Dosazené vysledky umozni reseni nejjednodussich diferen¢nich rovnic, tj. rovnic tvaru Ax = b,
kde b je zndméa posloupnost a x je hledana posloupnost.

1.1 Posun, diference, antidiference, suma

Intervalem celych ¢isel rozumime libovolnou z mnozin
{p7p+17p+277q_17q}7

{p,p+1Lp+2,...}, {...,q—2,9q—1,¢q}, {...,—2,—-1,0,1,2,...},

kde p,q € Z, p < q. Pro interval I celych ¢isel klademe I = I \ max I. To znamena, Ze
{pap+1ap+277q_17q}’§: {pap+1ap+277q_27q_1}7

{7q_27q_17q}K:{7q_37q_27q_1}

a v ostatnich pfipadech " = I.

Uvazujme posloupnost a, tj. zobrazeni intervalu I celych ¢&isel do ¢isel realnych, a : I — R.
Cleny této posloupnosti budeme zapisovat standardnim symbolem a(t) jako hodnotu posloup-
nosti a v indexu (nezavisle proménné) ¢. Defini¢ni obor posloupnosti a ozna¢ime Dom a.

Pro kazdou posloupnost a a index t € (Dom a)”* klademe
a’(t) = a(t+1).

Posloupnost a? se nazyva posun (podrobné&ji posun vpied, anglicky shift) posloupnosti a.

Algebraicka poznamka: Ozna¢me P; mnozinu posloupnosti definovanych na intervalu I. Tato
mnozina tvorii vektorovy prostor. S¢itdni v ném je standardnim souctem posloupnosti, nasobeni ska-
larem je nasobeni posloupnosti redlnym ¢islem,

(a+b)(t) =a(t) +bt), (xa)(t)=caa(t) proa,bePr, a€R.
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Posun lze ,globalné* chapat jako zobrazeni mnoziny posloupnosti se stejnym definiénim oborem do
(obecné jiné) mnoziny posloupnosti, konkrétnéji jako zobrazeni mnoziny P; do mnoziny Py«

7 Pr = Prx.
Ponévadz pro libovolné dvé posloupnosti s definiénim oborem I a libovolné realné konstanty «, 8 plati
(aa + Bb)7 (t) = (a4 Bb)(t + 1) = aal(t + 1) + Bb(t + 1) = aa®(t) + b7 (t),
je zobrazeni -7 linearni.
Diference posloupnosti a je posloupnost, oznacend Aa, definovana vztahem
Aa(t) = a(t + 1) — a(t).

Diference i posun posloupnosti a jsou definovany na mnoziné (Dom a)”. Vztah posunu a dife-
rence posloupnosti je zfejmy,
Aa =a’ —a.

Pro libovolné posloupnosti a, b se stejnym definiénim oborem, pro libovolné realné kon-
stanty «, 8 a kazdy index ¢t € (Dom a)" plati

A(aa + pb)(t) = ala(t) + BAb(T),
tj. diference je linearni operator na prostoru posloupnosti. Déle
A(ab)(t) = (Aa(t))b(t) + a(t + 1) (Ab(t)) = (Aa(t))b(t + 1) + a(t) (Ab(1)).
Pokud navic b(t) # 0 # b(t + 1), pak

(Aa(t))b(t) — a(t)(Ab(1))
b()b(t + 1) '

AZ () =

Stru¢né odvozené rovnice zapiSeme jako
Aa — aA
Alaa + Bb) = ala + BAb,  Aab = bAa + a® Ab = b Aa + aAb, A% _ %

Antidiference posloupnosti a je posloupnost A se stejnym defini¢nim oborem Dom a, pro

kterou plati AA = a, podrobné&ji
AA(t) = a(t)

pro v8echna ¢t € (Dom a)”. Antidiference neni uréena jednozna¢né: Je-li  libovolna konstanta
a A antidiference posloupnosti a, pak posloupnost A = A+ je také antidiferenci posloupnosti
a, nebot

AA() = A(A+7)({t) = At + 1)+ — (At) +7) = A(t + 1) — A(t) = AA(t) = a(?).
Naopak, pokud posloupnosti A a A jsou antidiference posloupnosti a, pak
a(t) = AA(t) = AA(1),

neboli
Alt+1) — A@t) = At +1) — A(t)
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posloupnost a diference Aa antidiference »_ a
1. a(t)=1 0 t
2. a(t)=t 1 t(t—1)
3 at) =t = I jt>0 rt(r=1) ﬂ, r#—1
j=t—r+1 r+1
at
4. a(t) =o', a#1 (a—1)at —

sin(at + 8 — 3a)

1
2 sin 50

5. a(t) =cos(at + ), a#0, mod2r | —2sin Jasin(at + B + 2a)

cos(at + 8 — 3a)

o1
2sin S

6. a(t) =sin(at +B), a £0, mod2r | 2siniacos(at+ B+ 1a)

7. a(t) = Pu(t) Po_1(t) Poii(t)

Tabulka 1.1: Diference a antidiference nékterych posloupnosti. Posloupnost na radku 1. je
konstantni, na ¥. 2. aritmetickd s diferenci 1, posloupnost na fadku 3. se nazyva faktoridlovd,
na fadku 4. je geometrickd posloupnost s kvocientem «, na radcich 5. a 6. jsou posloupnosti
goniometrické. Symbol P, (t) v 7. fadku zastupuje libovolny polynom stupné v v proménné ¢;
radky 1. a 2. jsou vlastné zvlastnimi pripady fadku posledniho.

pro vSechny indexy ¢ € (Dom a)”. Odtud dostaneme rovnost

(A—A)(t+1)=At+1)— At +1) = A®t) — A(t) = (A — A)(1),

ktera zase plati pro viechny indexy t. To znamena, Ze posloupnost A — A je konstantni.
Dostavame tak zaver, ze dvé posloupnosti A a A jsou antidiferenci téze posloupnosti a prave
tehdy, kdyz se lisi o aditivni konstantu.

Necht posloupnost A, resp. B, je antidiference posloupnosti a, resp. b, a «, 5 jsou libovolné
konstanty. Pak linearni kombinace aA + BB je antidiferenci posloupnosti aa + S5b.

Necht a je posloupnost. Jeji (néjakou) antidiferenci také nazyvame sumace a oznatujeme
Ya (vyznam této terminologie a symboliky se objasni pozdéji). Predchozi vysledek lze pii
tomto oznaceni zapsat ve tvaru

Y(aa + pb) = aXa + SXb. (1.1)
7 druhé formule pro diferenci sou¢inu posloupnosti plyne dalsi rovnost
Y(aAb) = ab — X(b% Aa). (1.2)

Rovnosti (1.1) a (1.2) chapeme ve smyslu ,,az na aditivni konstantu®, tj. rozdil posloupnosti
na levé a pravé strané téchto rovnosti je konstantni posloupnost.

Diference a antidiference nékterych posloupnosti (,elementarnich posloupnosti) jsou shr-
nuty v tabulce 1.1
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Sumace a souciny.

Necht a je posloupnost, p, ¢ € Dom(a) takové, ze p < g. Sumu ¢lenti posloupnosti a od p do ¢
definujeme obvyklym zptisobem jako

Z O+al@—1)+ - +alp+1)+ap)

a podobné soucin ¢lenu posloupnosti a od p do ¢ jako

JJEE a(g —1)---ap + Da(p).

J=p
Dale klademe
p—1 p—1
dTa)y=0, JJat)=1
J=p Jj=p

>_ali) == 3 (i)

j=

i)
<
Il
Q
+
[

a pokud jsou v8echny ¢leny a(q + 1),a(q+2),...,a(p —2),a(p — 1) nenulové, klademe také

q ‘ p—1 1
L)

=
]
7
||:I

Jj=p Jj=q+1

P1i této konvenci pro libovolné hodnoty p, ¢, r € Dom a plati

doali)+ 30 at)=3a@).  [[aG) [] aG)=[Ta6).
Jj=p J=q+1 J=p Jj=p J=q+1 Jj=p

Suma diferenci posloupnosti a spliiuje rovnosti

t—1 t t—1

S Aa) =Y @G +D) —a)) = Y aG) - 3 a) = a(t) — alte).  (13)

Jj=to Jj=to j=to+1 Jj=to

zavedeme-li pro libovolnou posloupnost x oznaceni

[2(5)]_,, = =(t) — 2(to),

muzeme predchozi vasledek prepsat ve tvaru

Z a(j) = [A()] - (1.4)
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P1i znalosti antidiference posloupnosti tedy jiz snadno spocitdme konecny soucet ¢lent po-
sloupnosti.
Z rovnosti (1.2) ziskdme uzite¢nou formuli

t—1 t—1
D al)Ab() = [y, — D b0+ DAal); (1)

nazyvame ji sumace ,per partes”.
Odvozené vysledky jsou uzite¢né pii s¢itani clent posloupnosti.
Priklady:

1. Najdeme soucet s,, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti, tj. posloupnosti s obecnym
¢lenem a, = aj + (n — 1)d:
Soucet prepiSeme a upravime,

n

n n n n—1
sn=y (m+(—Dd) =arY 1+dY (j-1)=ary 1+d) j
j=1 j=1 =1 §=0

j=1
Z formule (1.4) a prvnich dvou fadka tabulky 1.1 nyni dostaneme
qntl iG—1)1" n(n—1
sn:al[]]' +d =1 :al(n—i-l—l)—i—dg:
j=1 2 =0 2
1 1
= 5n(2a1 +(n—1)d) = §n(a1 + ay),

coz je vzorecek znamy ze stiedni skoly.

2. Spo=1+4+9+- - +nZ%
Soucet pfepiseme, vyuzijeme vzorec pro antidiferenci faktorialové posloupnosti z tfetiho
fadku tabulky 1.1 a pak formuli (1.4):

Ipd4 040 =3 2 =3 (jGi=D+) =D _iG-D+y_i=> iP+y j¥ =
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1
_ _.(3)] [_.(2)] :[_.._ . 1. _
J + |5J JU -1 —2) + 570G = 1)
[3 j=1 3 j=1 3 j=1 3 j=1

= %(n +1)n(n —1) + %(n +1)n = én(n +1)(2n + 1).

e vyw

a antidiference polynomu).

T

3. 80 =Y. (5% +2j - 3):
j=1
Jedné se o soucet ¢lent posloupnosti, které jsou kvadratickymi polynomy v indexu
posloupnosti. Antidiference takové posloupnosti je kubicky polynom. Sou¢tem tedy musi
byt vyraz
$p = an® + bn’ + en + d.
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Dosazenim do obou vztahii vyjadiujicich s, dostaneme pro n = 1,2, 3,4 rovnosti

s1 = 1+42—-3= 0= a+b+c+d,
S$o= s1+4+4—3= 5= 8a+4b+ 2c+d,
s3= S$9+9+6—-3=17= 27a+9b+ 3c+d,
sS4 =83+ 16+8 —3 =38 = 64a + 160+ 4c+ d.

Koeficienty a, b, ¢, d jsou tedy feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

a+ b+ c+d= 0
8a+ 4b+2c+d= 5
27a+ 9b+3c+d =17
64a + 16b+4c+d = 38

Jejim TeSenim dostaneme a = %, b= %, c= —%, d =0, takze s, = % (2n3 +9n? — 11n).

Stejnou formuli muZzeme ziskat (dokonce rychleji) pomoci vysledki 1. a 2. pfikladu.

Sk =142 438 4. 4k
Nejprve vypocitame S, o =1+ 19 4+ ... 4 n% = n. Dale vyuzijeme sumaci ,per partes®,
binomickou vétu a vlastnosti kombina¢nich ¢isel. Dostaneme

Sn,k:ij Z]’“ 1—23’%]—[]] Z] (G+DF=75)G+1) =
=(n+1) —1—Zn: Z] <> ]+1):(n+1)k_1_]§<§>Zn:(jp+l+jp):

j=1 [p=0 p=0 Jj=1

= (n+1)* —1—2 ’;) ZJPHJFS,,,
k

= (n+ 1)k —1—Z<p >Z]— ()Sn,p:

:(n—i-l)k_l_(kﬁl) i[( > (ﬂs"”’_(g)s"’o:

= (k+1
:(n+1)k—1—ksn,k—n—z< )sn,p.

p=1 P

/—\

Tento vysledek povaZzujeme za rovnici pro hledany vyraz Sy, ;.. Z ni vyjadiime S, ;, pomoci
rekurentni formule

1 " E+1
Sn,k E+1 (n+ ) n E :( P >Sn,p

p=1

Konkrétné mizeme pocitat:
Sp1=12(n+1)?-n-1-0) +1),

Sn,2:§<(n+1) —n—1—<> ):é (n+1)3—n-1-3nn+1)) =
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=in(n+1)(2n+1), Sp3=1 <(n +1)t—n—-1- <le> Sn1 — <;1> Sn,2> =
1

=((n+1)'—n-1-2n(n+1)—n(n+1)2n+1)) = in*(n + 1),
atd. Vidime, Ze vyrazy S, 1 a Sy 2 ziskané timto postupem jsou stejné, jako ve vysledcich
1. a 2. prikladu. |

Mezi ,,elementarnimi posloupnostmi‘ uvedenymi v tabulce 1.1 je také posloupnost fakto-
ridlovd, definovana pro celé ¢islo r a pro ¢ > 0 vztahem

Pro r = 0 je tedy podle zavedené konvence ¢t =1 a pro r > 0 je

0, t <,
t =ttt -1t —-2)---(t—r+1)= /
—_—, t >
t—mr)" — "
Pro r <0 je
-1
t t+|r|
1 t!
1) — (=) — H j= H — _

R — )
P = t+1)E+2)---(t+]|r]) (E—r)

coz je formalné stejny vztah, jako v pripadé r > 0. Z ného také plyne nazev této posloupnosti.
Antidiferenci faktorialové posloupnosti ¢\~ nazyvame harmonické éislo a znacime ji H (t).

Soucet
t—1

o= S0 -3
J

j=0 j=1
nelze vyjadrit v uzavieném tvaru. Pro velka ¢ plati priblizny vztah

In(t+1) + Int 1

H(t) ~
() ~v+ 2 Gt(t+ 1)’

kde v = 0,5772 je Eulerova konstanta. Chyba této aproximace je fadu O(n=%).

1.2 Nejjednodussi diferenc¢ni rovnice
Pocatecni ulohu pro diferen¢ni rovnici prvniho typu ve tvaru
Az =b(t), =z(to) = zo, (1.6)

kde x je hledana posloupnost a b je dand posloupnost, mizeme bezprostiedné vyiesit sumaci
obou jejich stran. Podle (1.3) je totiz

t—1
x(t) — x(to) = Y b(j),

Jj=to
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takze

Pokud zname antidiferenci B posloupnosti b, FeSeni ulohy (1.6) zapiSeme ve tvaru

z(t) = zo + [B()]"

Jj=to"
Priklady: Najdeme feSeni pocatec¢ni tlohy:
L Az =1t z(1) = 1.
Posloupnost na pravé strané rozepiseme pomoci faktoridlovych posloupnosti,
B =tt—1)t—2)+3t2 =2 =t(t —1)(t —2) +3t(t — 1) + ¢t = t& 4+ 3t® ¢V,
S vyuzitim tfetiho a druhého fadku tabulky 1.1 dostaneme

t t

TR S RO IR B W P i iG =17
Z] :ZJ +3Z] -i-Zj: T +3 =3 +[ 5 ]1:
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 I=

= %t(t ~1)(t—-2)—0+3 (%t(t —1)(t-2) - 0> + %t(t ~-1)-0= itZ(t —1)%

Regeni dané tlohy tedy je posloupnost danéd predpisem
t2(t —1)2
1 .

Alternativné bychom tuto tlohu mohli fesit pomoci vysledku 4. pfikladu v predchozi
Casti. Je totiz

x(t) =1+

t—1
wt) =x(1)+> 7 =1+ 13=1+ (- 1%
j=1
1
2. Ax(t) = , (1) =0.

(t+ 1)(t+ 3)
Nejprve upravime pravou stranu rovnice:

1 B t+2 B
t+1)(t+3) (t+1)E+2)(t+3)
_ ! _ ! _ -2 (-3
(t+1)(t+2)  (t+1)(t+2)(t+3)

Nyni vyuzijeme 3. fadek tabulky 1.1 a vyjadiime TeSeni dané tlohy:
¢
[ i 1] 1 b
=" || T et GGl
-1 2 |5 J+ 1l G+D0+2)]5
1 1 1 > 5 2t+3

11
B t+—1+§+§<(t+1)(t+2)_2-3 12 20+ 1)(t+2)
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3. Az =2, z(0) = 0.

Pro nalezeni sumy posloupnosti na pravé strané rovnice vyuzijeme sumaci ,,per partes”
(1.5) (kde a(t) =t, Ab(t) = 2¢, tj. b(t) = 2) a ¢tvrty Fadek tabulky 1.1:

t—1 t—1 ; t

7 ik J+1 _ ot 27+ t t+1
22]:[23]].:0—22 :2t—0—[T]:2t—2 +2.
j=0 j=0 =0

Reseni dané rovnice tedy je x(t) = 28(t — 2) + 2.

x(t) + (1) z(1) = 1.

4. z(t+1) =
=75 t+1
Danou diferen¢ni rovnici druhého typu (rekurentni relaci) prevedeme na rovnici prvniho
typu
1 (—1)°
t4+1) —a(t) = ———a(t
(1) —alt) = =) + 575

a dale upravime na tvar
(I+t)z(t+1) —ta(t) = (-1)", tj. A(ta(t)) = costr.

Nyni zavedeme novou nezndmou posloupnost y substituci y(¢t) = tz(t). Posloupnost y
vyhovuje diferen¢ni rovnici

Ay(t) = costm
s po¢ateéni podminkou y(1) =1-z(1) = % Pro FeSeni této ulohy vyuZijeme paty radek
tabulky 1.1:
L, E 1 sin(jn—3) L 1(e i 1 ™
y(t) =g+ X costm = 5+ | g7 =3 +3(sin(tr = 5) —1) = 3sin(2t - D)3
j=1 j=1

Zpétnou substituci dostaneme feSeni dané tlohy ve tvaru

sin(2t — 1) (=1)t!
r(t) = ( )2:( ) .
2t 2t

1.3 Cviceni

1. Ovéfte platnost vzorcu v tabulce 1.1.

n
2. Vypocitejte soucet s, = > ( 2425 — 3) alternativnim postupem k postupu uvedenému
j=1
ve 3. prikladu na str. 5.
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V tlohach 3-6 najdéte antidiferenci dané posloupnosti.
3. a(t) =t(-1) 5. a(t) = t2¢*
4. a(t) = tsinat 6. a(t) =t"qt

V tlohéach 7-10 najdéte FeSeni pocatecni tlohy.

7. Ax(t) = 22!, 2(0) =6 2(t) = ; 2(1) =
(t) (0) 9. Ax(t) E IS (1)=0
8. Az(t) = ——— 2(1) =0 1
tt+1) 10. Az(t) = (=1)2D 2(0) =0

11. Najdéte feSeni rovnice (t + 1)x(t + 1) = tx(t) a urcete interval, na kterém je definovano.

Vysledky:
3. 1t —2)(=n 7. (12 -4t +6) 2"
" sinat tcos(a't —1 ) 8. t—1
2(1 — cosa) 2sin 5o b
tt—1)
t2 2qt ¢ +2 ) 9 14@)p(=2) = =
5. - + qt 4 4t +1)(t+2
(q—l (-1 (¢—1)° , E+ 1 +2) 1
. 1 Lyt
r o] 10 2(nd)’ = 1= () (e
6. *77‘_"_1 1+ Z <—) —| qt+r
(1—gq) j=1 q J! 11 2(t) = C/t, te€ (—oco,—1] nebo t € [1,00)

0, t € (—00,00),
C je libovolna konstanta.



Kapitola 2

Linearni rovnice

2.1 Rovnice prvniho radu

Linedrni diferencni rovnice proniho 7ddu je tvaru
Az = a(t)x + b(t), (2.1)

kde a, b jsou né&jaké posloupnosti. Pokud je posloupnost b identicky nulova, b = 0, nazyvame
rovnici (2.1) homogenni.

Diferen¢ni rovnici (2.1) muzeme piepsat do tvaru rekurentni formule (diferen¢ni rovnice
druhého typu)

z(t+1) = (a(t) +1)z(t) + b(t),

nebo
x(t+1) —q(t)x(t) = b(t), (2.2)
pii oznaceni ¢(t) = a(t) + 1. K rovnici pridame pocateéni podminku
x(to) = Xg- (2.3)
Z rovnosti (2.2), (2.3) postupné pocitame:
z(to+1) = q(to)zo+bto) = zoq(to) + b(to),
a(to+2) = q(to+1a(to) +b(to +1) = qlto+1)(zoq(to) +b(to)) +b(to +1) =
= woq(to)q(to + 1) + blto)g(to + 1) + b(to + 1),
a(to+3) = qlto+2)(wogq(to)g(to + 1) +blto)q(to + 1) +b(to + 1)) +blto +2) =
= 20q(to)q(to + 1)q(to +2) +
+ b(t0)g (to + 1)q(to + 2) +b(to + Dg(to +2) +b(to +2) =
= SUOHQ to +1) +Zb to +1) H q(to + J),
Jj=i+1
atd. Obecné
-1 to+I1—1 to+I1—1 to+I1—1
x(to+1) :mOHq(to +1i)+ Z (to+1) H q(to+7) = xo H q(i Z b(i) H q(j)
=0 Jj=i+1 i=tg i=tlg J=t+1

Tento vysledek 1ze snadno ovéfit dplnou indukei. Dostavame tak

11
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Tvrzeni 1. ReSeni linearni diferencni rovnice (2.1) s pocateéni podminkou (2.3) je dano
formuli

t—1 t—1 t—1
2(t) =20 [] (1 +a@) + S b@) [ (1+a()): (2.4)
i=tg i=to j=i+1

feSeni linearni rekurentni formule prvniho fadu (2.2) s pocatetni podminkou (2.3) je dano
formuli

o(t) = w0 [Lat)+ S b0) ] o). (2.5)

i=to i=tg Jj=t+1

Vyznamné specidlni piipady linearni rovnice prvniho fadu jsou ty, ve kterych je né€ktera z
posloupnosti a, b konstantni, « = a # —1 nebo b = .

Dasledky.

1. Reenf linearni diferenéni rovnice, resp. rekurentni formule, prvniho rfadu
Az = ax +b(t), resp. x(t+1) = rx(t) + b(t),

s po¢ateéni podminkou (2.3) je dano formuli

t—1
() = zo(1+ )~ + > " b(i) (1 + )1,

i=to
resp.

t—1
2(t) = wor' 0+ > b(i)R T

i=to

2. Regenf linearni diferenéni rovnice, resp. rekurentni formule, prvniho fadu
Az =ax+ 3, resp. z(t+1)=rz(t)+ S,

s po¢ateéni podminkou (2.3) je déano formuli

B

2 sat - (e Dt s

z(t) = zo(1 + )% — o

resp.

x(t) = <:c0 - %) kI 4 i

11—k

(Pfi odvozeni druhého dusledku byl vyuzit vzorec pro soucet koneéné geometrické posloup-

nosti.)
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Metoda sumac¢niho faktoru

Vzorec (2.5) pro feSeni pocatecni ulohy (2.2), (2.3) jsme ,,uhodli“ pFimo z po¢atecni podminky a tvaru
rekurentni relace. UkdZeme ,,sofistikovanéjsi“ postup jeho odvozeni.
to
Rovnici (2.2) vynasobime vyrazem [] ¢(j). Dostaneme
j=t+1

et +1) [ aG) —=@a@) [ aG) =0 [] ()

j=t+1 j=t+1 j=t+1
a po Upravé
to to to
wt+1) [ ¢G) == [Jat) =0@) T a0i-
j=t+1 j=t j=t+1

to
Vyraz na levé strané je diferenci posloupnosti s obecnym ¢€lenem z(¢) [] ¢(j). Rekurentni relace (2.2)
j=t

se timto zpusobem prevadi na diferen¢ni rovnici

Az [Ta0) | =) T 90)
Jj=t j=t+1

které je fesitelna prostou sumaci, viz 1.2. Regenf této rovnice s podétedni podminkou (2.3) je tedy
déno souctem

to to t—1 to t—1 to
2(t) [Ta0) = =tto) [T a)+ D 06 T a() =zoalto) + > 0@ [ ai)-
j=t j=to i=to j=it1 i=to j=it1
to t—1
Tuto rovnost vydélime soufinem [] ¢(j), tj. vynasobime souc¢inem [] ¢(j), a upravime:
Jj=t j=to+1
t—1 t—1 to t—1 t—1 t—1 t—1
2(t) = zoq(to) [ a()+ D 0@ [T at) TT aG)==0 I a)+D_0G) [] eG)-
Jj=to+1 i=tg j=i+1 j=to+1 j=to i=tg Jj=i+1

Dostavame tak opét formuli (2.5).
Posloupnost 7 definovana vztahem

w0 =T a1 = I =

j=t+1 j=to+1

se nazyva sumacni faktor rovnice (2.2).

2.2 Rovnice druhého radu
Linedrni diferencéni rovnice druhého typu (rekurentni formule) druhého Fddu je tvaru
x(t+2)+ar(t)z(t+ 1)+ ag(t)x(t) = b(t), (2.6)

kde ag je posloupnost takova, ze a(t) # 0. Pokud je posloupnost b identicky nulové, b = 0,
nazyvame rovnici (2.6) homogenni.
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K rovnice (2.6) prislusi poc¢ate¢ni podminka

.%'(to) = &, .%'(to + 1) =£;. (2.7)

Poc¢ateéni uloha pro rovnici (2.6) ma ziejmé jediné feSeni definované na priuniku defini¢nich
obort posloupnosti ag, a1, b. Na této mnoziné totiz mizeme spocitat ¢len hledané posloupnosti
x ze dvou ,,pfedchozich”,

x(t+2) =b(t) — ap(t)x(t) — a1 (t)z(t + 1),

a diky predpokladu ag(t) mizeme také spoc¢itat ¢len posloupnosti ze dvou ,nasledujicich®,

——(b(t) — a1 (t)z(t + 1) — z(t + 2)).

7 pocateéni podminky tedy uréime ¢leny hledané posloupnosti pro vSechny pripustné hodnoty
indexu t.

2.2.1 Struktura reSeni homogenni rovnice

Pro linedrni homogenni rovnici druhého radu
x(t+2)+ar(t)x(t+ 1) + ap(t)z(t) =0, (2.8)
plati princip superpozice:

Tvrzeni 2. Jsou-li z1 a x5 FeSeni rovnice (2.8) a ¢1, co konstanty, pak také linedrni kombinace
Yy = 121 + coxg je TeSenim této rovnice.

Diikaz:

y(t+2) +ar(t)y(t +1) + ao(t)y(t) =
= Cl.%'l(t + 2) + szz(t + 2 + a1 t ( t + 1 + 021'2(15 + 1)) + agp (clml(t) + szz(t)) =
— ¢ (21 (t +2) + 1( )1t + 1) + ao(t)z1 (1)) +

+ o ($2 (t + 2) + aq (t):l?g(t + 1) + ao(t)xg(t)) =0.
O
Bezprostrednim dusledkem tohoto tvrzeni je evidentni skutec¢nost, Zze nulova posloupnost
je také TeSenim rovnice. Celkem tak dostavame, ze mnozina feseni linedrni homogenni rovnice
(2.8) je linearni (vektorovy) prostor.
Reseni y; rovnice (2.8) s pocateéni podminkou

x(tg) =1, z(tp+1) =0
a TeSeni yo této rovnice s pocateéni podminkou
x(to) =0, x(to + 1) =1

jsou evidentné linedrné nezévisla. To znamena, Ze prostor reSeni linearni homogenni rovnice
(2.8) mé dimenzi alespon 2. Naopak, pro jednozna¢né urcené feseni = rovnice (2.8) s obecnou
pocatecni podminkou (2.7) plati

r = &1y1 + Eoyr;
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pritom y1, yo splnuji uvedené pocateéni podminky. To znamené, Ze libovolné feSeni homogenni
rovnice (2.8) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci dvou posloupnosti y; a yo. Prostor feseni ma
tedy dimenzi nejvyse 2.

Provedené tivahy shrneme: Mnozina vSech feSeni linearni homogenni rovnice druhého radu
(2.8) tvoii dvourozmérny linearni prostor. Bazi tohoto prostoru nazveme fundamentdlni systém
reseni homogenni rovnice (2.8).

Tvori-li posloupnosti y; a yo fundamentéalni systém FeSeni homogenni rovnice (2.8), pak
posloupnost ¢1y; + coys je obecnym FeSenim linedrni homogenni rovnice (2.8). ReSeni poca-
te¢ni ulohy (2.8), (2.7) je totiZ tohoto tvaru, pfi¢emz konstanty c1,ce jsou feSenim soustavy
linearnich (algebraickych) rovnic

c1yi(to) + caya(to) =&o
ciyi(to + 1) + caya(to + 2) =&

Zname-li tedy fundamentalni systém yj,yo FeSeni linedrni homogenni rovnice (2.8), muzeme
psét FeSeni pocatecni ulohy (2.8), (2.7) ve tvaru

[oya(to + 1) — Eaya(to)] 1 (1) — [Coy(to + 1) — &1y (to)] y2(t)

x(t) = y1(to)y2(to + 1) — yi(to + Dya(to)

Vypocet druhé slozky fundamentalniho systému

Predpokladejme, Ze zname feSeni y; homogenni rovnice (2.8) takové, ze y1(t) # 0.
Rovnice (2.8) je diferencni, proto by se ve vyjadreni jejiho feSeni mohla objevovat sumace.
7 tohoto duvodu budeme hledat Feseni této rovnice ve tvaru

t—1

() = yi(t) Y uli), (2.9)

kde u je zatim neznamé posloupnost. Pak

z(t+1)=y(t+1) Z u(@) =y1(t+1) <Z u(i) + u(t)) ,

i=tg 1=to

t—1
r(t+2) =yi(t+2) <Z w(d) + u(t) +ult + 1)) .

i=tg

Toto vyjadieni dosadime do rovnice (2.8),

—1
(u1(t +2) + ar(t)yi(t 4+ 1) + ao(t)y1 (1)) Z u(i) + (y1(t+2) + arya (E+ 1))u(t)+

+y1(t+2)u(t+1)=0.

Ponévadz posloupnost y; je feSenim rovnice (2.8), je vyraz v prvni zévorce roven nule a vyraz
ve druhé zavorce je roven —ag(t)yi(t). Podle predpokladu je yi(t + 2) # 0, proto miZeme
timto ¢lenem predchozi rovnost vydélit. Dostaneme

vi(t)

u(t+1) = ao(t)m

u(t).
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To je linedrni homogenni rovnice prvniho fadu pro nezndmou posloupnost u, jejiz feSeni je
podle Tvrzeni 1 dano sou¢inem

B ~ yi(d)
u(t) =c H ao(])iyl(j 1)

kde ¢ = u(tp) je né&jaka konstanta. Toto vyjadieni dosadime do rovnosti (2.9) a dostaneme
feSeni rovnice (2.8) ve tvaru

t—1 i—1

)= en() Y [T o) -2 (2.10)

i=to j=to

Ovéfime, Ze posloupnost dana vyrazem (2.10) je pro ¢ # 0 linearné nezavisla na posloup-
nosti y;. Casoratian posloupnosti y; a x je

t—1 i—1
i (t) en(t) Y TT ao(i); 4%
1=to j=to
C(t;yr,x) = =1 i1 -
yi(t+1) eyr(t+1) (Zt: ]1 ao(')yf/(lji)l + H (')yflj(i)n)
=10 J=10
- v1(j)
) 1
= cyy(t t+1 a —_—
yl( )’yl( )]110 0(‘7)y1(J+1)

nebot podle predpokladi ag(t) # 0, y1(t) # 0. Dostali jsme tedy vysledek:

Tvrzeni 3. Necht posloupnost y; je prvni slozkou fundamentalniho systému feSeni rovnice
(2.8) takova, ze y1(t) # 0. Pak druhéa slozka fundamentalniho systému feSeni je dana vyrazem

t—1 1—1

) =nl ZH .y1]+2)

1=to j=to

Priklad:
r(t+2)—(t+2)x(t+1)+(t+2)2(t)=0, t>0

V tomto pfipadé je tgp = 1, ap(t) = t+ 2 a posloupnost y; dana predpisem yi(t) = t je FeSenim
dané rovnice, nebot

E+2—(E+2)(t+ 1)+ +2)t=t+2)(1—t—1+t)=0.

Druha slozka fundamentalniho systému reseni tedy je

t—1i—1 t—1
_tZHJ+2 =ty (i—1).
i=1j5=1 =1
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2.2.2 Reseni nehomogenni rovnice

Pokud jsou ,koeficienty* aj, as v rovnicich (2.6) a (2.8) stejné, fekneme, ze rovnice (2.8) je
pridruzend homogenni rovnice k linedrni rovnici (2.6).

Predpokladejme, Ze zndme fundamentalni systém feSeni yi,y2 homogenni rovnice (2.8) a
néjaké feSeni x nehomogenni rovnice. Pak posloupnost z, definované jako soucet obecného
feSeni homogenni rovnice (2.8) a posloupnosti xy, tj. * = c1y1 + coy2 + =N, kde ¢1, ¢ jsou
néjaké konstanty, je feSenim nehomogenni rovnice (2.6). Vskutku

x(t+2)+a(t)x(t+1) 4+ ap(t)z(t) =
=c1y1(t +2) + coya(t +2) + n(t +2) +
+ ar(t) (ciyr(t +1) 4+ caya(t + 1) + zn(t + 1)) + ao(t) (cryi(t) + caya(t) + xn(t)) =
= (yl(t +2)+a1(t)yr(t + 1) + ap(t)ys (t)) +
+ ea(y2(t+2) + a1 (B)ya(t + 1) + ao(t)y2(t)) +
+any(t+2)+ar(t)zn(E+ 1) +ap(t)zn(t) =0+ 0+ b(t) = b(t).

Touto tivahou dostavame

Tvrzeni 4. Obecné FeSeni linearni rovnice (2.6) je sou¢tem obecného feSeni pridruzené ho-
mogenni rovnice a né€jakého feseni nehomogenni rovnice.

Pokud konstanty ¢; a co zvolime tak, aby byla splnéna pocéateéni podminka (2.7), tj. aby
spliiovaly soustavu linearnich algebraickych rovnic

c1y1(to) + caya(to) + 2N (to) = &o,
cayr(to+1) + coya(to + 1) + xn(to + 1)=&,

neboli
o (é0 — zn(to))y2(to + 1) — (& — an(to + 1)) ya(to)
' y1(to)y2(to + 1) — ya(to)ya(to + 1) ’
o = ( )(51—36]\/ to+ 1 ) to+1)(§0—$N(t0))

yi(to)y2(to +1) — yz(fo)yl(to +1) ’
pak posloupnost = = c1y; + c2ys + xn je FeSenim pocateéni tlohy (2.6), (2.7).

Jesté poznamenejme, Ze vypocet konstant c¢1,co pro konkrétni pocatecni ulohu je nejjed-
nodussi, pokud partikularni feSeni xy nehomogenni rovnice volime tak, aby xx(tp) = 0 a
zn(to+1)=0.

Nalezeni partikularniho feseni nehomogenni rovnice

Budeme hledat feSeni rovnice (2.6) s nulovou po¢atecni podminkou
x(tg) =0, xz(to+1) =0. (2.11)

Budeme pritom predpokladat, Ze zndme fundamentalni systém FeSeni yq, yo pridruzené homo-
genni rovnice.

Pocate¢ni alohu (2.6), (2.11) lze interpretovat: Proces, ktery je popsan nehomogenni rovnici
(2.6), za¢iné s nulovymi hodnotami a v pribéhu ¢asu na ného ptisobi néjaké vlivy. Stav procesu
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v Case t tedy mtizeme popsat jako soucet téchto vlivii od pocateéniho okamziku ¢y do okamziku
t — 1 bezprostiedné predchazejicimu ¢asu t. Pfesnéji vyjadieno, feSeni poc¢atecni tlohy (2.6),

(2.11) budeme hledat ve tvaru
t—1

2(t) =Y w(it), (2.12)
i=to
kde w je ngjaké, zatim neurcend, funkce dvou celociselnych proménnych. Myslenka hledat
feSeni nehomogenni rovnice s nulovymi poc¢ateénimi podminkami ve tvaru sou¢tu (nebo inte-
gralu) se nazyva Duhameliv princip.
Posloupnost dané rovnosti (2.12) spliiuje prvni z pocate¢nich podminek (2.11). Ta druha
z nich nabyvé tvar
0= x(to + 1) = ’U)(to,t() + 1)

Tato podminka bude splnéna zejména tehdy, kdyz po funkci w budeme pozadovat, aby méla
vlastnost
w(i,i+1) =0 (2.13)

pro vSechny pripustné hodnoty 1.
Z rovnosti (2.12) dale s vyuzitim podminky (2.13) dostaneme

t t—1 t—1
p(t+1) =Y wlit+1)=> wli,t+1)+wtt+1)=> w(i,t+1),
i=tg i=to i=to
t t—1
2(t+2) =Y wli,t+2)=> wli,t+2) +wtt+2).
i=to i=tg

Toto vyjadieni dosadime do dané rovnice (2.6). Dostaneme

t—1
> [wliyt +2) + ar(Ow(i, t + 1) + ag(B)w(i,t)] +w(t, t +2) = b(t).

i=to
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, pokud funkce w bude mit vlastnosti
w(i,i + 2) = b(i), pro viechna 1, (2.14)

w(i, t 4+ 2) + a1 (H)w(i, t + 1) + ag(t)w(i,t) = 0, pro vSechna i,t. (2.15)

Nyni budeme proménnou ¢ povazovat za parametr. Ziskané rovnosti budeme chépat jako
tlohu pro linearni homogenni rovnici druhého fadu (2.15) s po¢ateénimi podminkami (2.13) a
(2.14); hledané posloupnost je w(i, -). Rovnice (2.15) je pfidruZenou homogenni rovnici k dané
rovnici (2.6). Podle predpokladu tedy zname jeji fundamentalni systém feSeni, jeji obecné
FeSeni je linedrni kombinaci bézovych posloupnosti y,ys. Prislusné koeficienty ovsem zévisi
na parametru i, tedy

wi,t) = ey (i) () + ea(i)ya(0). (2.16)

Konkrétni vyjadreni koeficientti (posloupnosti) c1, ¢y ziskdme z poc¢ate¢nich podminek (2.13)
a (2.14):
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t.
—b(d)y2(i +1)
y1(i+ Dya(i+2) =91 (i + 2)ya(i + 1)
y1(i 4+ Dyt +2) =41 (i + 2)y2(i + 1)
Dosazenim téchto vyrazii do rovnosti (2.16) a pak do (2.12) dostaneme FeSeni po¢atecni ulohy
(2.6), (2.11) ve tvaru

(i) =

t—1 . .
Dyi(t) — Dya(t
ot = 3 (i) — 22T Dn®) Zunlit Dunlt) (2.17)
S i+ 2)y2(i+ 1) = yi(i+ 1)y2(i +2)
t—1
Pti oznaceni Cj(t) = > ¢;(7), j = 1,2 muzeme piedchozi formuli pro feSeni nehomogenni
i=to

line4rni rovnice druhého radu prepsat ve tvaru

z(t) = C1(t)y(t) + Ca()y2(t),

tedy jako linearni kombinaci bazovych posloupnosti y1, y2; pritom koeficienty nejsou konstantni
ale variabilni, zavisi na ¢ase t. Proto se rovnost (2.17) nazyva formule variace konstant.

Priklad: Najdeme feSeni poc¢atecni tlohy
1 1
z(t+2) + ;x(t +1)—(1+ n x(t)y=4(t+1), =z(1)=1, z(2)=-1.
Prvnim problémem je najit fundamentalni systém feSeni p¥idruzené homogenni rovnice
1 1

Tato rovnice mé evidentné konstantni feSeni y; = 1. Druhou slozku fundamentélniho systému
feSeni vypocitame podle Tvrzeni 3:

t—1i—1 t—1 t—1 . .
]—l—l 1 (2 3 i—1 {
1—-=)= 1)1 (1) 2.2 . =
H< ) Z H Z ) (1 2 -2 i—1
11]1 =1 =1

= Z(—1)Hz’ =1 24344+ (-D3t-2+ (D)2t -1)=

it -2)+t—1, tsude
| i -, tliche

Dostavame tak obecné feSeni xy pridruzené homogenni rovnice ve tvaru

t, t sudé

G0, thhe — FOFED@-1).

N[ D=

zp(t)=A+ 1B (1+(-1)!2t—-1)).
Pocateéni hodnoty jsou



20 KAPITOLA 2. LINEARNI ROVNICE

7 téchto rovnic snadno vypocitaime A = 1, B = —2. Reseni pridruzené homogenni rovnice
které splhuje pocateéni podminky je tedy dano rovnosti

rp(t)=1-1 1+ (=112t -1)) =3 —-1(-1)@2t-1).

Reseni nehomogenni rovnice, které splnuje nulové pocate¢ni podminky zx (1) = zn(2) =0
dostaneme dosazenim do vzorce (2.17).

t—1 1 TN 1
B g (- (ED2i+1) - g A (D2t -1)
0= i=1 ey TA—(-1)/2i+1) - 1+ (-1)/(2i+3))
t—1 t—1 =1
=Y 214+ ()Tt -] =) @i+ 1)+ (D)2t -1)) (-1)' =
i=1 i=1 i=1

=it-12t+2) - (-2t -1 ((-1D)+1)) =tt—1) — 5 — 2(=1)! (2t - 1).
Reseni dané rovnice je soucet posloupnosti xgy a xy, tedy

x(t) =t(t —1) — (1) (2t —1).

2.2.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Linearni homogenni rovnice prvniho fadu
z(t+1) = kx(t)

mé podle disledku Tvrzeni 1 feseni z(t) = k', tj. geometrickou posloupnost. Toto pozoro-
vani vede k myslence hledat feSeni linearni homogenni rovnice druhého rfadu s konstantnimi
koeficienty

z(t+2)+oqz(t+ 1)+ apz(t) =0 (2.18)

také ve tvaru geometrické posloupnosti
z(t) =\, (2.19)

kde A je n¢jaka nenulova konstanta.
Po dosazeni vyrazu (2.19) do dané rovnice (2.18) dostaneme

MNP o AT 4 agA =0 ti. M (A + oA+ ag) = 0.
Podle predpokladu A # 0 je tato rovnost ekvivalentni s rovnici
M+ o\ + ag = 0. (2.20)

To je kvadraticka rovnice, ktera méa koreny

1
A2 = 3 <—a1 + \/a% — 4a0> .
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7 obecného predpokladu kladeného na linearni rovnice druhého Fadu plyne ag # 0, takZe oba
koreny jsou nenulové. Dostavame tak dvé, ne nutné ruznéa, feSeni dané diferencni rovnice ve
tvaru x1(t) = A, x9(t) = M. Casoratidn posloupnosti z1, xs je

" t
C(t; = = (A A Ao — A1).
(t;z1,22) N (A1 A2)" (A2 1)

Pro A1 # A9 je C(t;x1,x2) # 0, takZe posloupnosti x1, x2 jsou v takovém piipadé nezavislé.
(Algebraicka) rovnice (2.20) se nazyva charakteristickd rovnice, jeji feSeni se nazyvaji cha-

rakteristické koteny. Rozlisime t¥i standardni p¥ipady:

Dva realné ruzné charakteristické koreny

Tento pifpad nastéva, pokud o? > 4ag. Bezprostiednd mtizeme napsat fundamentalni systém
feSeni rovnice (2.18),

n) =X =[5 (VaT—da0 ~ )|, w0 =2 = [} (VaT—dag +au)|

a jeji obecné feseni ve tvaru

x(t) = AN, + BAL.
Priklad: Najdeme obecné feseni rovnice
z(t +2) — 4dx(t + 1) + 3z(t) = 0.

Charakteristickd rovnice
N —4r+3=0

mé kofeny A1 = 3, Ao = 1, takZe obecné feSeni dané rovnice je

z(t) =3'A+ B.

Komplexné sdruzené charakteristické kotreny

Tento pifpad nastava, pokud a? < 4ag. Charakteristické kofeny jsou

)\172 = % (—041 + i\/4040 — 041) s

v goniometrickém tvaru

A2 =ref =1 (cosw +isinw),

kde

a1

2\/040

T = /Oy, W = arccos (—

Dostéavame tak dvé feSeni rovnice (2.18) ve tvaru

> , we (0,7). (2.21)

z1(t) = rle*t = rl(coswt + isinwt), xo(t) = rle™! = rl(coswt — isinwt).
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Linearni kombinace téchto posloupnosti jsou podle principu superpozice také feSenim rovnice
(2.18), zejména tedy posloupnosti

yi(t) = %xl(t) + %xg(t) =rlcoswt, yo(t) = %xl(t) — %xg(t) = rfsinwt
jsou feSenim. Jejich Casoratian
rt cos wt rtsin wt
Cltyne) = ritleosw(t +1) ritlsinw(t +1) N
= Tt+2(COS wtsinw(t + 1) — sinwt cosw(t + 1)) =
= rt+2(cos wt(sin wt cos w + sin w cos wt) — sin wt(cos wt cos w — sin w sin wt)) =

= plt2 ((cos wt)? + (sin wt)Q) sinw = r'*sinw # 0,

ponévadz r > 0 a 0 < w < mw. Posloupnosti 31, 2 jsou tedy linearné nezavislé, tvori fundamen-
talni systém feSeni. Obecné feseni rovnice (2.18) proto muZzeme psat ve tvaru

z(t) = r'(Acos wt + Bsinwt), (2.22)
kde r a w jsou dany rovnostmi (2.21).
Priklad: Najdeme feSeni poc¢atecni tlohy
(t+2) —4dz(t+ 1) +8z(t) =0, z(0)=1, z(1) = —v2.

Charakteristicka rovnice
A —4X+8=0

mé komplexné sdruzené koreny

AM2=2+2=2(cosT £isin]).
Fundamentélni systém feSeni dané rovnice je

yi(t) = 2" cos Tt, yo(t) = 2'sin Tt
a jeji obecné fesSeni je tvaru

z(t) = 2" (Acos 5t + Bsin Tt) .
7 pocatecni podminky dostaneme soustavu dvou rovnic
A =1,
V2A+V2B =2

a z nich hodnoty konstant A =1, B = —2. Regeni dané tlohy je tedy
z(t) = 2" (cos Tt — 2sin Tt) = 2" cos Tt — 2" sin T¢.

Tvar obecného nenulového fegeni rovnice (2.18) s a? < 4ap muzeme také upravit na tvar

A B
x(t) = r'\/ A% + B2 <7 CoS Wt + ——— Sinoﬂf) .
() ‘/A2—|—B2 1/142_{_32
Oznacime C' = v A% + B?, ¢ = arctg % a obecné TeSeni rovnice (2.18) zapiSeme ve tvaru
x(t) = Cr' (sin ¢ cos wt + cos psinwt) = Crlsin(wt + ).
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Dvojnasobny realny charakteristicky koren

Tento piipad nastava, pokud a? = 4ag. Dvojnasobny koten charakteristické rovnice (2.20) je
A= —%al. Jedna slozka fundamentélniho systému feSeni rovnice (2.18) je tedy déna vyrazem

o= (-3)"

Druha slozka je podle Tvrzeni 3 tvaru

t—1 1—1 041 ] o tt—l i—1 o 9
nt) = (-3 ZHQO 12 ]+z:(—7> S Ta(-5) =
i=to j=to 2 i=tg j=to
t—1 1—1 t—1
- <—ﬂ>tz 145 = (-5) X re=e-w(-5)
2 o? 2 0 2
1=tg 7=to 1=to

Obecné Fegeni rovnice (2.18) je tedy v piipadé af = 4ag rovno
t t t
2(t) = A <—%) + Bt <—ﬂ> = (A+ Bt) <—ﬂ) .
Priklad: Najdeme Feseni pocatecni ulohy

z(t+2) —4x(t+1) +4x(t) =0, z(0)=1, =(1) =0.

Charakteristickd rovnice

A —4X+4=0
méa dvojnasobny koten A = 2. Obecné feSeni dané rovnice tedy je
z(t) = 2'A 4+ 2'B.
7 pocatecni podminky dostaneme soustavu rovnic

A =1,
2A+2B =0,

ktera ma reSeni A = 1, B = —1. ReSeni dané tlohy tedy je
z(t) =21 —¢t).
|

Algebraickd poznamka: Podivejme se na rovnici (2.18) jesté jinak. Jeji levou stranu mitizeme
prepsat do tvaru
((z7)7 + a127 + o) (1),

nebo p¥i oznaceni 27 = (%) jako
(Jc‘72 + a1z’ + aox) (t), pripadné jesté struc¢néji (-‘72 +ag - +a0) x(t).

Levou stranu rovnice (2.18) tak miizeme chapat jako hodnotu posloupnosti, ktera je jakymsi obrazem
posloupnosti x. Prislugné zobrazeni je sou¢tem t¥i zobrazeni: sloZeni posunu se sebou (dvakrat iterovany
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posun, druhy posun), sloZeni posunu a nasobeni ¢islem «j, nasobeni ¢islem . VSechna tato t¥i
zobrazeni jsou linearni, vysledné zobrazeni je proto také linearni.
Muzeme tedy definovat linearni zobrazeni P> : P; — P(rxy~ vztahem

2

pr=.c + o ¢ “+ap;

nazveme ho kvadraticky (obecnéji polynomidlni) operdtor posunu. Rovnici (2.18) lze nyni prepsat jako
rovnici operatorovou
P¥z = 0.

Algebraicky feceno, mnozina feseni linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty
je jadrem kvadratického operatoru posunu, coz je linedrni zobrazeni. Odtud opét plyne, ze mnozina
feSeni homogenni rovnice tvori vektorovy prostor, tj. plati princip superpozice.

2.2.4 Nehomogenni rovnice, jejiz leva strana ma konstantni koeficienty

Pridruzena homogenni rovnice k nehomogenni linearni rovnici druhého fadu
x(t+2) + arx(t) + apz(t) = b(t) (2.23)

je rovnice (2.18), kterou jsme se zabyvali v pfedchozi ¢asti. MuZeme tedy napsat jeji funda-
mentalni systém feSeni a pak feSeni nehomogenni rovnice (2.23) najit pomoci formule variace
konstant (2.17).

Priklad: Najdeme feSeni poc¢atecni tlohy
x(t+2)—2z(t+1)+z(@t) =t z(0)=1, z(1) =-1.
Pridruzend homogenni rovnice
z(t+2)—2x(t+1)+z(t) =0

mé charakteristickou rovnici A2 — 2\ 41 = 0, ktera ma dvojnasony kofen 1. Obecné Feeni pii-
druZené homogenni rovnice je tedy tvaru xg(t) = A+ Bt, FeSeni splitujici poc¢atecni podminku
je

xp(t)=1—2t.
Partikularni feSeni nehomogenni rovnice spliujici nulové poc¢ateéni podminky je podle formule
variace konstant (2.17)

—1 ]+1 —t t—1
ZO GiD-G1D ]Zl J+1—jt—tZ]—Z]j—|-1

(t—l)—g(t—i—l) (t—l) = t(t —1)(t - 2).
Celkem tak dostavame feseni dané dlohy ve tvaru

a(t)=1-=2t+ 2t(t —1)(t - 2).
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Priklad: Najdeme obecné feseni nehomogenni rovnice
x(t+2)+x(t) = f(t)
s obecnou pravou stranou. K pfidruzené homogenni rovnici
z(t+2)+x(t) =0

Piislusi charakteristicka rovnice A> 41 = 0, kterd ma ryze imaginarni kofeny Ao =Fi= etz

Fundamentalni systém feseni pridruzené homogenni rovnice je tedy
y1(t) = cos 5t yo(t) = sin 5,
obecné Teseni této rovnice je
rp(t) = Acos Gt 4 Bsin §t.

Reseni nehomogenni rovnice je dano formuli variace konstant (2.17),

i: sin 5(j + 1) cos 5t —cos 5(j + 1) sin 5t

— cos—]—|—2)sm (j+1)—cos5(j+1)sinf(j+2)
Plati

sin §(j + 1) = sin §j cos § + sin § cos §j = cos 54,

cos 5(j+1) =cosSjcos 5 —sinFsinfj = —sin Ty,
takze

sinf(j+2) =cos5(j+1)=—singyj, cosf(j+2)=—sinf(j+1)=—-cosgy,
sin §(j + 1) cos 5t — cos 5(j + 1) sin §t = cos §j cos 5t + sin 5jsin 5t = cos 5 (t — j),

cos5(j+2)sinf(j+1) —cos5(j+1)sinF(j +2) = (Cos%j) —(sin%j) =—1.

Odtud dostavame Teseni nehomogenni rovnice ve tvaru

Zf )cos 5 (t — 7).

J=to
Reseni dané rovnice tedy je
t—1
x(t) = Acos 5t + Bsin 5t — zt f(j)cos 5(t — 7).
J=to

Fundamentalni systém feseni pridruzené homogenni rovnice (2.18) k nehomogenni rovnici
(2.23) muZeme pomoci charakteristickych kofenii napsat explicitné. Proto také muZzeme napsat
pomoci sumace tvar partikuldrniho feSeni nehomogenni rovnice, které spliuje nulové pocateéni
podminky:
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Tvrzeni 5. Partikularni feSeni zy nehomogenni rovnice (2.23) spliwjici po¢atecni podminky
x(to) =0, x(t0—|—1) =0

je jednoho z néasledujicich tvaru:

1. Mé&-li charakteristicka rovnice (2.20) dva realné rizné kofeny \;, Ao, pak

>‘t1_1 t—1 ) )\;_1 t—1 '
TN (t) = b(HHN]? — b(H )N, =
N() )\1_)\2;)(])1 )\1_)\2]:Zto (3)2
Xi—z t—1 » <A2>t—j—1
=21 N (1- (2 .
1_()\2/)\1); (]) 1 )\1

2. MA4-li charakteristicka rovnice (2.20) komplexné sdruzené koreny r(cosw =+ isinw), pak

t—2 t—1 t—1

zn(t) = ;nw sinw(t — 1); b(j) coswj — cosw(t — 1)]2; b(j)sinwy | =
=to =to
-2 1
= Z b(j)sinw(t —j —1).
J=to

3. Mé&-li charakteristickd rovnice (2.20) dvojnasobny realny kofen A\ = —%al = —,/ag, pak

t—1 t—1 o
o) = 33 2 PN T =) = S0 (- 5) (e - 1),

Diikaz: P¥imym vypoc¢tem na zakladé vysledki z 2.2.3 a formule variace konstant (2.17). O

2.3 Linearni rovnice k-tého radu
Jedn& se o rovnici
AFz 4 ap (A e 4+ ap_o (DA 2z + -+ a1 (H) Az + ag(t) = b(t). (2.24)

O posloupnostech ag, ay,as,...,ar_1, b pfedpoklddame, Ze maji stejny defini¢ni obor, ozna-
¢ime ho D, a pro kazdé t z tohoto defini¢niho oboru plati

ap—1(t) — ag—2(t) + ap_3(t) — -+ (=1)* tag(t) # 1. (2.25)

V piipadé b = 0 se rovnice (2.24) nazyva homogenni, v opa¢ném piipadé nehomogenni.
Je-li tg € D, jsou pocateéni podminky pro rovnici (2.24) tvaru

z(tg) =&, x(to+1) =&1, .o, a(to+k—1) = &1 (2.26)
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Rovnici (2.24) prepiSeme na rovnici druhého typu:

k k—1
Arz(t) =zt + k) + (t+k—j)=alt+k)+> (=1)F7 "ﬂf z(t +j),
>y () o+ S (§) a9

J=0

k—1 k—1 J . k—1k—-1 .
a;(t)Az(t) =D a;(t) Y (~1) (Z) pt+j—i)=>_ > aj(t) <Z> r(t+j—1i) =
7=0 7=0 =0 1=0 j=1i
—1k—1—3 J+i —1k—1—3 i+
S ICUICHE AR ETETES D SRASCICV (ol F
i=0 75=0 j=0 =0
takze leva strana rovnice (2.24) je tvaru
k—1 k—1—j ' e
x(t + k) + < > + aiy;(t)(—=1)" (‘7 > xz(t+7)
7=0 =0
Oznacime
k—1-j i
ci(t) = (—1 <>+ S it (32,1) proj=0,1,2,... . k—1
=0

a dostaneme rovnici druhého typu ekvivalentni s rovnici (2.24) ve tvaru
x(t+k)+eg1(O)x(t+k—1)+cxo(t)x(t+k—2)+ -+ ()x(t+1)+co(t)x(t) = b(t); (2.27)

podminka (2.25) zaruéi, ze co(t) # 0 pro vSechna t € D, takze se skutené jedna o rovnici k-
tého fadu. Z tvaru rovnice (2.27) vidime, ze pocate¢ni tloha (2.27), (2.26), nebo ekvivalentné
tloha (2.24), (2.26), méa jediné feSeni, které je definovano na mnoziné D.

2.3.1 Fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice

Linearni homogenni diferen¢ni rovnice k-tého radu
x(t+k)+tep1()zt+k—1)+cpot)z(t+k—2)+- - +c1(t)x(t+1)+co(t)z(t) =0 (2.28)

splituje princip superpozice: jsou-li posloupnosti x; a xo FeSeni rovnice (2.28) a p a ¢ jsou
libovolné realné konstanty, pak také posloupnost = = pxy + gz je feSenim rovnice (2.41), tj.
libovolné linearni kombinace TeSeni této rovnice je jejim feSenim. Navic nulova posloupnost
x = 0 je feSenim rovnice (2.41). To znamena, Ze mnoZina vSech feSeni linedrni homogenni
diferenc¢ni rovnice tvori vektorovy prostor.

Proi € {0,1,2,...,k — 1} ozna¢me y; posloupnost, ktera je feSenim homogenni rovnice
(2.28) s pocatecnimi podminkami

17 .:1.7 .
:v(toﬂ'):{o j,#i j=0,1,2,...,k—1.

Pak je zrejmé, Ze posloupnosti yg, y1, ..., yr_1 jsou linearné nezéavislé. To znamen4, Ze dimenze
vektorového prostoru Feseni je alespon k.
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Necht y je libovolné feseni homogenni rovnice (2.28). Oznaéme

mo=y(to), m=ylto+1), ..., nk—1 =y(to +k —1).
Linearni kombinace posloupnosti yo, y1, - .., yr—1 s koeficienty ng, n1, ..., x—_1, tj. posloupnost
NoYo +Mmy1 + -+ Np—1Yk—1 (2:29)

je podle principu superpozice FeSenim rovnice (2.28) a splituje stejné pocateéni podminky,
jako posloupnost y. Z jednoznacnosti feSeni poc¢ate¢ni tlohy plyne, Ze posloupnost y a linearni
kombinace (2.29) jsou shodné. Odtud déle plyne, Ze prostor feseni linearni homogenni rovnice
(2.28) mé dimenzi k a posloupnosti y;, i = 0,1,2,...,k — 1 tvoii bazi tohoto prostoru.

7 provedenych tvah plyne, Ze plati

Véta 1. MnoZina vsech FeSent linedrni homogenni diferenecni rovnice k-tého tdadu (2.28) tvofi
vektorovyj prostor dimenze k.

Definice 1. Béze vektorového prostoru vSech feSeni linearni homogenni rovnice (2.28) se
nazyva fundamentdlni systém FeSen.

Posloupnosti z1, z9, . . . , z; tvori fundamentalni systém feseni linearni homogenni diferen¢ni
rovnice (2.28) pravé tehdy, kdyz libovolné feSeni x této rovnice lze vyjadiit jako jejich linearni
kombinaci, tj. pravé tehdy, kdyz existuji jednozna¢né urcené konstanty Aq, Ao, ..., A takové,
Ze

m(t) = Alzl(t) + AQZQ(t) + -+ Akzk(t) (2.30)

pro libovolné t z definiéniho oboru D. Predchozi rovnost je ekvivalentni s rovnostmi

Az (t) 4+ Asm(t) 4+ Arz(t) = o
A1z1(t+1) + Aozo(t+1) + -+ + Apz(t+1) =&
. . . ) (2.31)
A1z1(t+k—1)+Aozo(t +k— 1)+ -+ +Apzp(t+k—1) =&
a jednozna¢na existence konstant Ai, Ao, ..., A je ekvivalentni s jednoznacnou fesitelnosti
(2.31) chapané jako systém (algebraickych) rovnic pro neznamé Aj, Ao, ..., Ai. Determinant
této soustavy je Casoratian posloupnosti z1, zo, ..., z; v indexu t,
21 (t) 29 (t) - 2k (t)
z1(t+1) zo(t+1) ... zp(t+1)
C(t;z1,29,...,2K) = , , . ,
z21t+k—=1) zt+k—-1) ... z(t+k-1)
Dostavame tak zaveér:
Véta 2. Posloupnosti z1,z2s,...,2, tvori fundamentdlni systém teSeni linedrni homogenni

diferencni rovnice (2.28) prdvé tehdy, kdyZ kaZdd z nich je FeSenim rovnice (2.28) a pro kazdé
t z definicniho oboru D plati
C(ta 21522y - ,Zk) 7& 07

kde C(t; 21,29, ..., zx) je Casoratidn posloupnosti z1, za, ..., 2k.
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2.3.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Pokud jsou posloupnosti ¢, c1,...,cx_1 v rovnicich (2.27) a (2.28) stejné, fekneme, Ze homo-
genni linearni diferen¢ni rovnice (2.28) je pridruzend k nehomogenni rovnici (2.27).

Je-li posloupnost y FeSenim nehomogenni rovnice (2.27) a posloupnost z je FeSenim pfi-
druzené homogenni rovnice (2.28), pak jejich soucet x = z + y je opét feSenim nehomogenni
rovnice (2.27), nebot

k k
2(t+k)+Y aat+i)=z(t+k) +ylt+k) + > at)(2(t+1i) +y(t +14) =
i=1 =1
k k
= (z(t + k) + Z ci(t)z(t + i)) + <y(t +k)+ Z ci(t)y(t + i)) =0+b(t) = b(t).
i=1 =1

Plati tedy

Véta 3. Necht z1, 2o, ..., zi tvoit fundamentdlni systém Fesend linedrni homogenni diferencni

rovnice (2.28) pridruzené k nehomogenni rovnici (2.27). Pak kaZdé FeSeni nehomogenni rovnice
(2.27) je tvaru

.%'(t) = Blzl(t) + BQZQ(t) + -+ Bkzk(t) + y(t),

kde y je né&jaké Teseni nehomogenni rovnice a By, Bs, ..., By jsou konstanty.

Necht posloupnosti zi, z9,...,2; tvori fundamentalni systém FeSeni homogenni rovnice
(2.28) pridruzené k nehomogenni rovnici (2.28). Pak je

k—1
Zt+ k) ==Y c¢j(B)z(t+j) proi=12,... k. (2.32)
=0

Regeni nehomogenni rovnice (2.28) budeme hledat ve tvaru

k
t)=> ui(t)z(t), (2.33)
=1

kde w1, us, ..., u; jsou zatim neurcéené posloupnosti. Hledame ho tedy jako analogii feSeni ho-
mogenni rovnice (2.30); misto konstant A, As, ..., Ay v8ak piSeme posloupnosti — varirujeme
konstanty. Z tohoto divodu se tato metoda feseni nehomogenni rovnice nazyva metoda variace
konstant.

Nyni muzeme vyjadfit

k k
x(t—i—l):z (t+1D)zi(t+1) :Z (Au(t))zi(t + 1) +ui(t)zi(t + 1)] .
i=1 i=1

Budeme pozadovat, aby posloupnosti uy, use, ..., u; splhovaly rovnici

k

> (Aui(t)z(t+1) = 0.

i=1
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k
Pak z(t + 1) = > wi(t)z;(t + 1), takze
i=1

k k
z(t+2) = Zult—{—lzzt—l—Q :Z (Au(t))zi(t + 2) + wi(t)zi(t + 2)] .
i=1 i=1

Dale budeme pozadovat, aby posloupnosti uy,uo, ..., u spliiovaly rovnice

k
> (Aui())z(t +2) =0,

i=1

k
takze x(t 4+ 2) = > w;(t)z;(t + 2). Takto budeme pokracovat az k pozadavku
i=1

k
ZAuZ z,t—i—k—l)—O
=1

k
a vyjadieni z(t +k — 1) = z i(t)zi(t+k—1).

=1
Celkem tedy pozadujeme

k
> (Auit)zt+5) =0, j=12,... k-1 (2.34)
i=1
a dostavame
z(t + 7) Zul Yalt+3), j=1,2,... k—1. (2.35)

V posledni z rovnosti (2.35), tj. v té, v niz j = k — 1, budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a upravime
ji s pouzitim (2.32). Dostaneme

k k k
x(t—i—k:):z (t+1)zi(t+ k)= Z (Au;(t)) zi(t + k) + Zui(t)zi(t—i—k:):
i=1 i=1 i=1

k
=D (Au)z(t+£) = D wlt) Y ezl +5). (2:30)

Souc¢asné posloupnost x mé byt FeSenim rovnice (2.27), takze s vyuZitim vztahu (2.35) dosta-
neme

k

k—1
2(t+k)=b(t) = > ¢(t)a(t +4) =b(t) = > c(t Z t)zi(t +j) =
J=0 ‘

|
—

<.
Il
o

:b(t)—Zul-(t) c;(t)zi(t + 7). (2.37)
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Porovnanim (2.36) a (2.37) vidime, ze

(Au;(t))2i(t + k) = b(2). (2.38)

k
=1

(2

Diference posloupnosti uy,us, ..., ux tedy spliwji systém rovnic (2.34), (2.38). Pfepiseme ho
do tvaru

(k= 1) A () + 20t + b — 1) Aus(t) 4+ -+ 2t +  — 1) Aug () =0
z1(t + k) Auq (t) + zo(t + k) Aug(t)+---+  zp(t+ k) Aug(t)=b

Determinant této soustavy je Casoratidnem fundamentalniho systému feSeni homogenni rov-
nice (2.28) v indexu ¢ + 1. Je tedy nenulovy a soustava je jednozna¢né Fesitelna. Oznacime

21 (t) 29 (t) - 2k (t)
z1(t+1) zo(t+1) ... zp(t+1)
’LU(t = . . . : )
at+k—1) st+k—1) ... zt+k—1)
mi(t):
Z1 (t) z9 (t) e Zifl(t) ZiJrl(t) N 2k (t)
4 E—2) st k-2 o sa(+k—2) (4t k—2) ... s(t+k-2)

w(t) je Casoratian fundamentéalniho feSeni homogenni rovnice (2.28). Diference posloupnosti
U1, Ug, . .. Uy nyni mizeme vyjadfit ve tvaru

(—D)FFib(t)m,(t + 1)
w(t+1) , 1=1,2,...

Aui (t) =

Odtud a z rovnosti (1.3) dostaneme

t—1

ui(t) = uslto) + (—1yk+i 3 Al + 1)
Jj=to

, L i=1,2,... k.
w(j+1)

Pfi oznaceni B; = w;(tp) miZeme FeSeni rovnice (2.27) podle vztahu (2.33) psat ve tvaru

t—kat 1’ft71 bo) 1)'mi(j + 1)zt
w()—; izi(t) + (=1) ;miZI(— )'mi(j +1)zi(t).
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2.3.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jedn4 se o rovnici

Az 4 ap (AP e+ ap oA 22+ 4 a1 Az + o = 0, (2.39)
kde realné koeficienty «q, a1, ..., ap_1 spliuji rovnost
Qg1 — o+ agz — -+ (=) ag £1 (2.40)

analogickou k rovnosti (2.25). Rovnice (2.39) ma pro libovolné pocateéni podminky tvaru
(2.26) jediné TeSeni, které je definovano pro kazdé t € Z.

Stejné jako v pripadé obecné linearni rovnice k-tého fadu muZeme rovnici (2.39) prepsat
na rovnici druhého typu

2+ k) + Yomr@(t + k1) 4 yaw(t + k= 2) 4 £ et + 1) £ e(t) =0, (241)
kde jsme oznacili
k k—1—j e
k‘—‘ . ] Z R
Vi = (=1)" (J) + ZO OZHJ'(—l)Z ( ; > proj=0,1,2,...,k—1.
1=

S pomoci operdtoru posunu ¢ muzeme tuto rovnici pfepsat do tvaru
k k—1 k—2
7 (t) + Ye—127  x(t) + yp—22? x(t) + -+ 7127 (t) + yox(t) = 0.

Polozime-li v, = 1, miizeme operatorovou rovnici zapsat jesté strucnéji

k
<Z Vi ") z=0. (2.42)
=0

Ze stejnych duvodii jako v odstavci 2.2.3 budeme FeSeni rovnice (2.41) hledat ve tvaru
x(t) = X!, kde ) je zatim neurcend nenulovéa konstanta. Dosadime tuto posloupnost do rovnice
(2.41)

)\t+k + ’)/k—l)\tJrkil + 'Yk—Z)\tJrkiQ 4ot 71)\t+1 + ,YO)\t —0
a po vynasobeni vyrazem \~! dostaneme charakteristickou rovnici
Ny N e o2 ey N g = 0. (2.43)

Reseni této algebraické rovnice se nazyvaji charakteristické koreny. PovSimnéme si, ze zadny
kofen rovnice (2.43) neni nulovy, nebot ~y # 0.

Véta 4. Necht A, je r-ndsobny koren charakteristické rovnice (2.43). Pak kaZdd z posloupnostt
definovanych vztahem

z(t) =19\, ¢q=0,1,2,...,r—1

je feSenim linedrni homogenni diferencni rovnice (2.41).
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Diikaz: Polozime ~y;, = 1 a polynom na levé strané rovnice (2.43) ozna¢ime P(\), tj.

k
A) =)yl
=1

Nejprve dokédzeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému piirozenému ¢&islu s a kazdému pfirozenému

¢islu j € {0,1,2,...,s} existuje polynom pg; stupné nejvyse s ve dvou proménnych ¢, A
takovy, ze

k

> it i) Zps,]tAPJ A).

1=0

Tvrzeni dokdzeme tplnou indukei vzhledem k proménné s. Pro s = 0 je

k
S ute+ P Zw 1PO ),
=0
tedy Po,o = 1.
Indukéni krok je obsazen ve vypoctu:
D e+ )TN = D it ) E DN =Y (DN XD it )N =
i=0 i=0 i=0 i=1
s k d
_ . ) ‘ Sy
= tjzgps,J(t,)\)Pj (\) +)\;%(7§+z N =
s k
=ty ps(t, )PP (N Z (t +1)
i=0 i—1
s d k
_ . ( _ — ~otd
= thOpS,J(t,)\)PJ d)\ <;%t—|—z 70t>

S ) d S
- tjzops,j(t, AP (N + /\d—

>

psj(t, ) PY(\) — 'yots) =
§=0

- s (1, N) s
= 1) _pesLAPYO +AZ( s p)(3) + pot, A)PW”(A)) =
j=0

ap '(t )\) ‘ s+1 ‘
= > (tps,jos, N+ A#) PO +AY st VP () =
j=0 J=1

= <tp370(t, A) + 2P0t ) s’g(;’ )‘)> P(\)+

8175, (t )‘) j
+Z (tpsj (t,A) + A é)\ + Aps j-1(t, A)) PO+

+ Apss(t, N PEFD ().
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Staci tedy polozit

Ops.o(t, A
penoh ) = oot ) + A2,
Ops j(t, A .
Pot1,i(EA) = tpg(t,\) + )\% + Apsj—1(t,A) proj=1,2,... s,

ps+1,s+1(ta)‘) = )‘I)S,S(ta)‘)

a pomocné tvrzeni je dokézano.
Necht nyni )\, je r-nésobny kofen charakteristické rovnice. Pak je také kofenem derivaci
polynomu P az do fadu r — 1, tj.

PYD()\)=0 proj=0,1,2...,r—1.
Nyni pro z(t) = tq)\f,, q€{0,1,2,...,7 — 1}, podle pomocného tvrzeni plati

k k

k q
S wmt4i) =Y it )N =AY Tyt )N =AY gt A PY(N) = 0.

i—0 =0 =0 =0 0

Disledek 1. Necht A\, = a(cosy + isinp) je r-nasobny komplexni kofen charakteristické
rovnice (2.43). Pak kazd4 z posloupnosti definovanych nékterym ze vztahu

x1(t) = tla' costy, xo(t) = tla’sinty, ¢q=0,1,2,...,r—1

je feSenim linearni homogenni diferenéni rovnice (2.41).
Diikaz: Ponévadz polynom na levé strané rovnice (2.43) mé realné koeficienty, je také kom-
plexné sdruzené ¢islo Ao = a(cos ¢ — isin ) kofenem charakteristické rovnice (2.43) a ma

stejnou nasobnost r. Podle Véty 4 (v niz jsme nepfedpokladali, Ze by kofen charakteristické
rovnice byl realny), je kazdéa z posloupnosti definovanych vztahem

F1(t) = t9a' (costp +isinty), Ta(t) = tla’(costy — isintyp), q=0,1,2,...,r—1
feSenim rovnice (2.41). Podle principu superpozice jsou také posloupnosti

1 1

z1(t) = 5(9?1@) +a(t), w(t) = E(fl(t) — Za(t))

feSenim této rovnice. O

Daisledek 2. Kazdému realnému r-nasobnému charakteristickému kofenu A odpovida r feseni
linearni homogenni rovnice (2.41)

DD L0 LI L)

a kazdému komplexnimu r-nasobnému charakteristickému korenu a(cos ¢ + isin ¢) odpovida
2r TeSeni linearni homogenni rovnice (2.41)

al cos ty, ta' cos to, t2al cos to, ..., " Lal cos to,

atsinty, ta'sinty, t?a’sintyp, ..., t" talsinto.
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Dusledek 3. Necht
AL A2, o ARy

jsou vSechny jednoduché realné rizné charakteristické koreny,

)‘k1+17 )\k1+27 e 7)\]62
jsou vSechny realné riizné charakteristické koreny, které maji ndsobnosti g, 11, 7k,42,- - ks
(v tomto poradi) a
Uy +1(COS Py 1 + 18I0 Qpy 1), Ahyy2(COS Pryq2 + 18I0 @R, 12), ..., Ags(cOS Pry +isingy,)

jsou v8echny komplexni charakteristické kotfeny takové, ze zadné dva z nich nejsou komplexné
sdruzené a maji nasobnosti rg, 41, 7k,+2,-- -,k (v tomto poradi). Pfitom samoziejmé plati

k:g k‘S
ki + Z r; + 2 Z ri = k.

i=k1+1 i=ko+1

Pak posloupnost definovana vztahem

ri—1 r;i—1 ri—1
ZA A+ Z Z Bwt])‘t + Z Z Cut]a cos ty; + Z Z Dwt]a sin ty;,
i=ki1+1 7=0 i=ko+1 7=0 i=ko+1 7=0

(2.44)
kde A;, B;j, Cyj, Djj; jsou konstanty, je FeSenim linedrni homogenni rovnice (2.41).

Necht existuje charakteristicky kofen, jehoZ modul (absolutni hodnota) je vétsi, nez moduly
vSech ostatnich charakteristickych kotrenu. Takovy charakteristicky kofen musi byt realny a
jednoduchy, muzeme ho tedy oznacit A\;. Plati

‘)\1’ > ‘)\z‘ proi=2,3,..., ks, ‘)\1‘ >a;prot=ko+ 1,ko+2,..., k3.

Charakteristicky kofen A1 s témito vlastnostmi nazveme ryze dominantni. Nyni pro feseni x(t)
rovnice (2.41) definované vztahem (2.44) za predpokladu A; # 0 plati

2(t) Mg, t R
lim =lim |1+ < ) Z] + < ) +
t—o00 Al)‘tl t—o0 122 Al )\1 ; %;_1 ]ZO 1 )\1
+ Z Z w (_> costr + Z Z Dy <_) sinto; | = 1.
i=ko+1 7=0 i=ko+1 7=0

Dostavame tak

Disledek 4. Pokud existuje ryze dominantni charakteristicky kotfen A; a konstanta A; v Te-
Seni (2.44) rovnice (2.41) je nenulova, pak toto feseni je asymptoticky ekvivalentni s geomet-
rickou posloupnosti s kvocientem A;.
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Rekneme, Ze charakteristicky koten je dominantni, pokud jeho modul nenf mensi nez modul
jakéhokoliv charakteristického korene, tj. dominantni charakteristicky korfen ma maximalni
modul. Ozna¢me tento maximalni modul symbolem A.

Necht jsou charakteristické kofeny oznaceny jako v Dusledku 3 a navic plati

A > A2l > [A3] > [Ma] > > [Ay ],

|)‘k1+1| > |)‘k1+2| > 2> |)‘k2|’ Ako+1 > Ako4-2 > 2 Qs -

PoloZzme
2, A=\, )
A2 maX{ZE{k2+1,k2+2,...,k3}:ai:A}, A= ap,41,
h=9L A=[M[>]X], = . Asa
0, A> |\, » Fart

Necht dominantni charakteristické kofeny jsou jednoduché, tj. |Ag,+1| < A a pokud ly > ko
tak max {m- ci€{bko+1,ka+2,... ,lg}} = 1. Ozna¢me

l1 12
y(t) = Z Ai(sgn )t + Z (Cio costyp; + Djg sintep;).

i=1 i=kod1
Pak

CC( k1 )\ ko r;i—1

-y a(y) e X e (y) s

i=l1+1 i=k1+1 j=0

r;i—1 ) ri—1 ]
+ Z Zth] (—Z> costp; + Z ZDZ]t (—Z) sin ty;.
i=lo+1 j=0 i=ly+1 5=0

Limita pro ¢ — oo posloupnosti na pravé strané této rovnosti je rovna 0. To — zhruba Tfeceno
— znamend, Ze ,,pro dostatecné velké t se feSeni rovnice (2.41) chova jako posloupnost y*.
Ponévadz pro libovolné t plati nerovnosti

51 l2

—00 < — Z|A|— Z (ICiol +1Di0l) < y(t) oo < =Y |Ail+ > (ICiol+|Dinl) < o0,

i=ko+1 i=1 i=ko-+1
je

—oo < m = liminf y(¢) < limsup = M < oo,
t—ro0

t—o0
pro feSeni x(t) rovnice (2.41) definované rovnosti (2.44) plati
mA" < x(t) < MA
2.3.4 Rovnice s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

Uvazujme nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici k-tého Fadu druhého typu

z(t+k)+yp1zt+k—=1)+ - +nzt+1)+yzt) =b1) (2.45)
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a k ni pfidruzenou linearni homogenni rovnici (2.41). Ozna¢me polynomialni operator posunu
z levé strany operatorové rovnice (2.42) symbolem P*; homogenni rovnici (2.41) tedy miizeme
zapsat ve tvaru

PEz(t)=0 nebo P¥z =0,

a nehomogenni rovnici ve tvaru
PEx(t) = b(t) nebo P¥z =b.

Definice 2. Necht p je posloupnost, 5y, 81, .., 5 € R jsou konstanty takové, ze By # 0 # [,
! .
a necht R* je polynomialni operator posunu, R* = >_ f;-°". Rekneme, Ze operator R™ je

i=0
anthildtor posloupnosti p, pokud

Podle této terminologie je P* anihilatorem kazdého FeSeni homogenni rovnice (2.41).
l )
Necht existuje anihilator Q* = 3~ ;-7 posloupnosti b, ktera je na pravé strané nehomo-
i=0

genni rovnice (2.45). To znamend, Ze b je FeSenim néjaké linearni homogenni rovnice s kon-
statntnimi koeficienty, takze podle Diusledku 2 je posloupnost b linearni kombinaci vyrazu
K, MK cost, sinty, t™ costi, thsinty, tM k! costy, 1"k sinti). Necht dale y je feSenim
nehomogenni rovnice (2.45). Pak plati

Q¥P*y = 0. (2.46)

To znamena, Ze TeSeni nehomogenni linearni rovnice k-tého fadu je soucasné fesenim linearni
rovnice (k + 1)-tého fadu.

Necht A1, Aa,..., Ay, p <k, jsou charakteristické koreny homogenni rovnice
PPz =0
a i1, 2, - - - [g, ¢ < I, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Q% z = 0.

Nyni rozlisime dva piipady.

Pripad 1: {1, A2, ..., Ap} N {1, o, .., g} = 0. V tomto piipadé mizZeme psat feSeni
nehomogenni rovnice podle tabulky 2.1. Takové obecné zapsané feseni dosadime do rovnice
(2.45) a vypocitame konstanty Cj, D;.

Pripad 2: {\1, Ao, ..., AN {p1, po, -« -, pigt # 0. V tomto piipadé nejprve najdeme obecné
feSeni homogenni rovnice (2.46) a vynechame v ném vsechny ¢leny, které se vyskytuji v obec-
ném feseni pridruzené homogenni rovnice (2.41). Tim dostaneme feSeni nehomogenni rovnice
(2.45) s neur¢itymi koeficienty, které uréime dosazenim do ptivodni rovnice (2.45).

Priklad:
Najdeme obecné feSeni nehomogenni rovnice druhého radu

x(t+2) — da(t + 1) + 3z(t) = . (2.47)
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b(t) tvar feseni
a Chat
tm Co+ Cit + Cot?> + - + Cppt™
tmat a' (Co + Crt + Cot® + -+ + Cipt™)
sint, cos it Cisinyt + Cy cos Yt
a' sinyt, a' cos it at (Cy sinyt + Cy cos t)
att™sint, a't™ cost | al [(Co+ C1t + -+ + Cpt™) sin bt +
+ (Do + D1t + - - - + Dy, t™) cos 1)t

Tabulka 2.1: Tvary feSeni nehomogenni rovnice (2.45) pro rizné pravé strany b.

Charakteristicka rovnice pridruzené homogenni rovnice
N —4x+3=0,

mé mnozina charakteristickych kofentt A = {1, 3}, jeji obecné FeSeni je proto posloupnost dana
predpisem
r(t)=A-3'+ B.

Anihilator FeSeni piidruzené homogenni rovnice je polynomialni operator posunu
PY =7 4.7 43idp

(koeficienty v operatoru P> jsou stejné, jako koeficienty v charakteristickém polynomu).
Prava strana dané rovnice je TfeSenim linedrni homogenni rovnice, ktera ma trojnasobny
charakteristicky kofen p = 1. Nejjednodussi takova algebraickd rovnice je (u — 1)3 = 0.
Posloupnost na pravé strané rovnice (2.47) je tedy feSenim linearni homogenni diferencni
rovnice
z(t+3) = 3x(t +2) +3z(t + 1) — x(t) =0, (2.48)
jeji anihilator je
Q" = (7 —idp)® =" —3.7° 43.7 —idp.
Mnozina charakteristickych kofent rovnice (2.48) je jednoprvkova M = {1}. To znamena, ze
AN M = {1} # 0, tj. nastava Piipad 2.
Posloupnost na levé strané relace (2.46) je v tomto konkrétnim piipadé dana vyrazem

(Q™P>y) (t) = Q7 (y(t +2) — dy(t + 1) + 3y(t)) =
= (y(t+5) —4dy(t+4) +3y(t + 3)) = 3(y(t +4) — dy(t + 3) + 3y(t + 2))+
+3(y(t+3) —dy(t +2) +3y(t + 1)) — (y(t +2) —4y(t + 1) + 3y(t)) =

=y(t+5)—Ty(t+4)+ 18y(t + 3) — 22y(t + 2) + 13y(t + 1) — 3y(¢t).
Homogenni rovnice
y(t+5) —Ty(t+4) + 18y(t +3) — 22y(t +2) + 13y(t + 1) — 3y(t) =0 (2.49)
mé charakteristickou rovnici

N —7At 41803 — 2202 + 130 —3 =0,
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po Upravé
A=3)A=D*=0.

Tato rovnice ma jednoduchy kofen A\ = 3 a ¢tyinésobny koten A = 1, obecné feseni homogenni
rovnice (2.49) tedy je posloupnost dana predpisem

y(t) = A-3'+ B+ Ct+ Dt* + Bt>. (2.50)

Vynechanim ¢lent, které se vyskytuji v obecném fesSeni piidruzené homogenni rovnice k rovnici
zadané dostaneme feSeni nehomogenni rovnice (2.47) ve tvaru s neur¢itymi koeficienty

Ct + Dt* + Et3,
které uréime dosazenim do dané rovnice:

Ct+2)+Dt+2)>°+Et+2)°—4(Ct+1)+D(t+1)*+E(t+1)*) +3(Ct+ Dt* + Et*) =
= —6FEt* — 4Dt — 2C + 4E = 2t*.

Porovnanim koeficientiu dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic

—6E =2
D =0
-C  +2E=0,
ktera ma reSeni £ = —%, D=0,C= —%. Celkem dostavame obecné feseni rovnice (2.47) ve

tvaru

w(t)=A-3"+ B — 5t — 3%

Jesté poznamenejme, ze uvedeny postup mél predevsim ilustrovat obecnou teorii. Pro
praktické pocitani je prilis zdlouhavy; zejména vyjadiovani prislusnych anihildtorti neni pro
nalezeni vysledki nutné. Bezprostiedné lze totiz psat, Ze feSeni nehomogenni rovnice (2.47) je
feSenim linearni homogenni rovnice patého fadu, jejiz charakteristickd rovnice je tvaru

A=1)* (N =4x+3) =0.

Poté napiSeme obecné feeni takové rovnice — coZ je posloupnost (2.50), dosadime do rovnice
zadané a tak urc¢ime tii z péti konstant obecného feSeni. |

Stru¢né lze Fici, Ze ,,specidlni prava strana rovnice (2.45)% je takova posloupnost b, ktera
je TeSenim né&jaké linearni homogenni rovnice. V takovém piipadé vezmeme vSechny charakte-
ristické kofeny rovnice, jejimz feSenim posloupnost b je (ty jsou vidét jiz z tvaru posloupnosti
b podle Dusledkiu 1-3 Véty 4), a vSechny charakteristické kofeny linedrni homogenni rovnice
pridruzené k rovnici (2.45); kofeny bereme véetné nasobnosti. NapiSeme obecné feSeni ho-
mogenni rovnice odpovidajici vSem témto charakteristickym korentim, dosadime ho do dané
rovnice a ur¢ime vSechny konstanty, které urcit lze.
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Priklad:
Najdeme obecné feSeni rovnice
z(t+2) +x(t) = tcos int.

Charakteristicka rovnice pfidruzené homogenni rovnice A + 1 = 0 ma komplexné sdruzené
kofeny Ajo = +i = cos %71' + isin%w. Posloupnost na pravé strané dané rovnice je feSenim
linedrni homogenni rovnice, ktera mé dvojnésobny kofen A = i; abychom ztstali v redlném

oboru, vezmeme dvojici komplexné sdruzenych dvojnésobnych kofenti A = =+i. Mame tedy
1

celkem trojnasobné komplexné sdruzené kofeny A = +i = cos %7? + isin 57 a obecny tvar
reSeni
z(t) = Acos $mt + Bsin 3t + Ctcos 2t + Dt sin it + Et? cos $mt + Ft?sin 17t
Tuto posloupnost dosadime do dané rovnice. Ponévadz
cos im(t +2) = cos irtcosm — sin it sinm = — cos 17,
sin $7(t 4+ 2) = sin 37t cos T + cos 2wt sinT = — sin 37t

dostaneme

x(t+2) + x(t) = —Acos %ﬂ't — Bsin %ﬂ't — C(t + 2) cos %ﬂ't — D(t+ 2)sin %ﬂ't—
— E(t* 4+ 4t + 4) cos imt — F(t? + 4t + 4) sin 27t +
+ A cos %mﬁ + Bsin %mﬁ + Ctcos %mﬁ + Dtsin %ﬂ't + Et? cos %mﬁ + Ft?sin %mﬁ =
= —(4Et +2C + 4E) cos it — (4Ft + 2D + 4F) sin 3.
Porovnanim koeficientti dostévime —4E = 1, 2C+4E = 0, 4F = 0, 2D+4F = 0, tedy C = 3,
E = —%, D = F = 0 a koeficienty A, B zustavaji neuréené. Obecné FeSeni dané rovnice je
déno vyrazem
x(t) = Acos %mf + Bsin %mf + %t cos %77 — %tQ CoS %71 = (A + %t — itz) Ccos %mf + Bsin %mf,

kde A, B jsou konstanty. |

Pro nehomogenni linearni diferenéni rovnice tvaru (2.45) s pravou stranou ve tvaru poly-
nomu muzeme zformulovat jesté jednodu$si pravidlo pro hledani feSeni: Necht m je stupen
polynomu na pravé strané rovnice (2.45) a n je nasobnost charakteristického kofene A\ = 1 pfi-
druzené homogenni rovnice (samoziejmé, ze mize byt n = 0, pokud charakteristickd rovnice
nemé kofen 1). Pak FeSeni nehomogenni rovnice je tvaru polynomu stupné n + m.

2.3.5 Cauchyho-Eulerova rovnice
Cauchyho-Eulerova rovnice druhého fadu je tvaru
t(t+ Dx(t + 2) + antx(t + 1) + apx(t) = b(t), (2.51)

kde ag # 0. Aby se skutecné jednalo o lineérni rovnici druhého Fadu, uvazujeme ji na oboru
t > 0. Reseni rovnice (2.51) budeme hledat ve tvaru

y(t)

x(t) = o (2.52)
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kde y je zatim neurcené posloupnost. Pii této substituci je

y(t+1) 1y(t+1)
0t -1

x(t+2):y(t+2) 1 yt+2)

z(t+1) = t+1)!  (t+t -1

Po dosazeni tohoto vyjadieni do rovnice (2.51) dostaneme linearni diferen¢ni rovnici
y(t +2) + oyt +1) + aoy(t) = (t — 1)!b(t)

pro neznamou posloupnost y, coz je linedrni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty
na levé strané.

Priklad: Najdeme obecné feSeni rovnice
tt+ 1)z(t +2) —z(t) = 1.

Substituce

ji prevadi na rovnici

y(t+2) —yt) = (t— 1)
Charakteristicka rovnice A2 — 1 = 0 mé dva realné rizné koteny A1,j = 1. Podle Tvrzeni 5 je
partikularni feSeni nehomogenni rovnice tvaru

t—1 t—2
yn(0) =5 3G~ D1 = (1)) = 23 (1 (1)),
7j=1 Jj=0

takZe obecné TeSeni transformované rovnice je

t—2

y(t) = A+ (—1)'B + %Zj! (1—(-1)"7).

J=0
Zpétnou substituci dostaneme FeSeni dané rovnice ve tvaru

t—

[\

1—(=1)t
t-1t—=2)--(G+1)

A+ (-1)'B
_A+(U'B

1
o(t) =202 -
(E-1r 2

Il
o

S pomoci faktoridlové posloupnost (viz str. 7) zapiSeme Cauchyho-Eulerovu rovnici dru-
hého tadu v krat$im tvaru

(t+1)Pa(t +2) + artWa(t + 1) + apa(t) = b(t).

Cauchyho-Eulerova rovnice k-tého fadu je rovnice tvaru

aj(t +j — 1)Wa(t + j) = b(t); (2.53)

.
o
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pfitom axag # 0 a t > 0. Opét pouZijeme substituci (2.52). V tomto pfipadé je

N ()
BT E)]

a tedy
t+j-D!  ylt+)) y(t+7)

(t+5—D)Va(t +j) = t+j—1-Pt+j—D (-1

Substituce (2.52) pfevadi rovnici (2.53) na linearni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koefi-
cienty na levé strané

k
> agy(t+4) = (t—1)!b(t).
j=0

2.4 Cviceni

V tlohach 1-6 najdéte feSeni dané rovnice s po¢ateéni podminkou z(0) = 1.

1 oz(t+1) = (t+ Da(t) 3. a(t+1) = ea(t) 5. a(t+1) =a(t) +¢
2. a(t+1) = 3a(t) 4wt +1) = Lao(t) + 2 6. a(t+1) = H%m(t) +4

7. Necht je na konci kazdého obdobi do banky ukladana ¢astka $200 a banka plati kazdé
obdobi arok 0,8%. Jaka je uloZené ¢astka po n obdobich.

8. Dluh $12000 ma byt amortizovana splatkami $ 380 na konci kazdého mésice, plus jedna
zévéretna splatka mensi. Urok 12% p.a. je pFipisovan kazdy mésic. Urcete ¢as splaceni
(v mésicich) a zavére¢nou splatku.

9. Uvér $80000 ma byt splacen pravidelnymi mési¢nimi splatkami. Urokova sazba je 10% p.a.
Jaka je mési¢ni splatka, aby byl dluh splacen do 30 mésicti.

10. Hypotéka na 30 let méa trokovou sazbu 8% p.a. Jste schopni splacet $1000 mési¢né.
Kolik si muzete pujcit?

11. Pokud organismus Zije, je v jeho tkanich zastoupeni radioaktivniho uhliku 4C stejné jako
v atmosfére. Po uhynuti organismu se radioaktivni uhlik rozklada s polo¢asem rozpadu
5700 let. Ve vzorku je C zastoupen ze 70% ve srovnani s atmosférou. Jak je vzorek
stary?

12. Slon se dozije praumérné 65 let. Jedna samice ma mladé jednou za 4 roky, pomér samcu

a samic mezi novorozenymi slunaty je 1 : 1. Kolik zvirat je nutné kazdy rok odstrelit,
aby na tzemi, jehoz tzivnost je nékolik tisic slonu Zilo trvale 250 slonic a 50 slona?

V tlohéch 13-24 najdéte obecné feseni dané rovnice.
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13.
14.

15.

16.

17.

18.

25.

26.

z(t +2) — 16z(t) = 0 19. z(t+2) —z(t+1)—6z(t) =53
z(t +2) + 16x(t) =0 20. z(t+2)+z(t+1)—6x(t)=5-3
A3z(t) =0 21 z(t+2) +x(t+1) — 12z(t) =t - 2
<0’2+2>2x(t) —0 22. z(t+2) + 4a(t) = 8- 2! cos 3t
, 23. z(t+2) —bzx(t+1)+6z(t) =t+1
(7 =3 (7" +4) a(t) = 0
24. z(t+2) —bx(t + 1) +4a(t) = 4" — 12

z(t+2) +8z(t + 1) + 12z(t) = €

Najdéte Feseni pocatecni ulohy x(t +3) — Tx(t +2) + 162(t + 1) — 12z(t) = 0, 2(0) = 0,
2(1) =1, 2(2) = 1.

Napiste linearni diferen¢ni rovnici druhého fadu, jejimz feSenim je posloupnost 1, , 1
3,7,19,47, ...

V tlohéach 27-30 najdéte feSeni daného pocateéniho problému.

CC(t + 1) = —z(t) + y(b),

27. x(0)=1, y(0) =2
O e =1 900)
1 -2 -2 1
28. x(t+1) 0 0 —-1]x), =z=0)=(1].
0o 2 3 0
2 1 t 1
29. x(t+1) <0 2) x(t) + <1> , x(0) = <0> .
4 1 2 &o
30. x(t+1) 0 2 —4|x(), =0)={no
01 6 Co
Vysledky:
1. # t(t—1) t_1
) 3. e ; 5 14 ee —
2.37> 4 4=
6. 2(t) = t=0
2t+1), t>1
7. Ulozena castka x(t) v t-tém obdobi je FeSenim pocatecni ulohy x(t + 1) = 1,008z(t) + 200,

2(0) = 0, tedy z(n) =25 000(1,008" - 1).

80 000. Mésicni splatka b = 3008,9 = 3010.
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14.
15.
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18.
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. Nesplacena hypotéka x(t) v t-ém mésici je fesenim pocatecni ulohy x(t+1) = /1,08 z(t)—1 000,
2(360) = 0. Hypotéka x(0) = 136 283,5.

5700 1,, 100 -
o I w5 = 2933
1;‘% = 27,4 samic a 15’% = 30,5 samcti, tj. néco mezi 27 a 28 slonicemi a 30 a 31 slony kazdy
rok.
4" (A+ (-1)'B) 19. 371 A +t)+ (—2)'B
4" (Acos it + Bsin t) 20. 2'A+ (=3)'B + 331
A+ Bt + Ct? 21. 3'A+ (—4)'B—§ (t+3)2!
V2! ((A + Bt) cos int + (C + Dt) sin 7t) 22. 2" (Asin 3nt + (B — t) cos 3mt)
3Y(A + Bt) + 2! (C cos 3wt + Dsin 17t) 23. 3'A+2'B + 51 + 3
1 t 143 142 T
(2 (A+3B) + ot 24. A+ (B+ 5t) 4t + 513 — Lt* + Lt
(e+2)(e+6)

(3 4 2t)2t — 3t+1
z(t+2)—ax(t+1)—4z(t) =0
2(t) = 1 (241 = (1)), y(t) = 2+

3— 2ttt
z(t) = 2 -2t

—2 42011

o) = (17327

1 40 0\'/1 0 -1\ /& & 1
zt)=[(0 —2 1) {0 4 1| [0 =1 —1| |no|=4" (0| +0m+2¢)ta~t | -2
0 004/ \0 1 2)\¢G Go )



Kapitola 3
Dalsi explicitné resitelné rovnice

V prvnich tfech ¢éstech této kapitoly uvedeme nékteré typy nelinearnich diferenc¢nich rovnic, u
nichz je zndma substituce prevadéjici je na rovnice linedrni. V posledni ¢asti ukdzeme specidlni
rovnice, které byly ziskany volbou goniometrickych nebo hyperbolickych funkci na misté trans-
formujici funkce. Resenf téchto rovnic bude uzitedné pro nalezeni explicitniho feSeni logistické
rovnice

a(t+1) =rz(t)(1 —x(t)). (3.1)

pro nékolik specialnich hodnot parametru r.

3.1 Riccatiho a Bernoulliova rovnice
Riccatiho diferencni rovnice je tvaru

p(O)z(t+ Daz(t) + 2t +1) — (1+qt))z(t) = r(t), (3.2)
kde p je nenulova regresivni posloupnost. Rovnici mizeme piepsat ve tvaru rekurentni formule

(1 +a(®)z(t) +r(t)
L+ p(t)a(t)

z(t4+1) = (3.3)

nebo explicitni diferen¢ni rovnice prvniho typu

—p(t)2* + g(t)z + r(t)

A =
v 1+ p(t)x

S vyuzitim operatort posunu a diference muzeme rovnici (3.2) piepsat do tvaru
pra’ +rx+Ax—(1+qz=r
a z ného vyjadrit diferenci hledané posloupnosti
Az = —pxx’ + qr + 7.

Tato rovnice je diskrétni analogii Riccatiho diferencialni rovnice 2/ = —pa? + qx + r.
Riccatiho diferen¢ni rovnici feSime pomoci substituce

L Ay(t) _ ylt+1) — ()
PO v plwn)

45

x(t) = (3.4)
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Dosadime do rekurentni formule (3.3) a postupné upravujeme:

y(t+1) —y()

g+ gy | UFIO)ToE A0
p(t+1y(t+1) 14 y(t+1) —y(t)
y(t)
y(t+2) —yt+1) _ (L+e®)E+1) —y®) +rt)pt)y(t)
RS POTESY
y(E+2) —ylt+1) = pf)(j)” (14 g(6)y(t +1) p%” (1+ a(t) — r(B)p(t) u(0).

Odtud vidime, Ze posloupnost y je feSenim linearni homogenni diferen¢ni rovnice druhého
radu

y(t+2) - (1 T pf)(j)” 1+ q<t>>> y(t 1)+ (pi(;” (1 + (1)) — (Ol + 1)) y(t) = 0,

kterou muzeme také zapsat strucnéji pomoci operatoru posunu a diference

A%y + (1 - %(1 + q)) Ay —pry =0.

Tvrzeni 6. Riccatiho diferen¢ni rovnice (3.2) pro neznamou posloupnost x se substituci (3.4)
transformuje na linearni homogenni rovnici druhého fadu pro neznémou posloupnost y.

Priklad:
2z(t) + 3

W’ z(0) = xg

z(t+1) =

Zavedeme substituci
Ay(t) 2y(t+1) 2
x(t) = 3 = g — g,
5y(1) y(t)

dosadime do dané rovnice a postupné ji upravime

y(t+1)
dyit2) 2 34w 1O
Byt+1) 3 yl+D ]
y(?)
4y(t +2)—y(t+1)  4y(t+1)+5y(t)
y(t+1) a y(t+1)

Dané rovnice se tedy transformuje na linearni homogenni rovnici druhého radu
dy(t+2) —8y(t+ 1) — dy(t) = 0.

Jeji charakteristicka rovnice 4\ — 8\ — 5 = 0 ma dva realné riizné kofeny

\ . _ 8461180 {g
12= &5 =
7 8

1
2
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Obecné feseni linearni diferen¢ni rovnice tedy je y(t) = ( ) + B ( %)t .
1
Ozna¢me yo = y(0). Pro po¢atecni hodnoty dale plati zy = %(—0) — %, a z toho vypocitame

~—

y(
y(1) = 5(3z0 + 2)yo.
Z téchto podminek dostaneme systém (algebraickych) rovnic pro konstanty A, B,

3xo 4 2 5 1

—y(l)=-A— =B
yo = y(1) 5 5

Yo =y(0) = A+ B,

£.
A+ B=y
5A — B= (3.%'0 + 2)y0.

Z ného vypocitame A = 1yo(1+ zo), B = 3yo(1 — z0). Resenf tlohy pro lineérni rovnici je

y(t) = 5o (L4 20)5" + (1 — ) (-1)").

Zpétnou substituci tedy dostaneme feSeni zadané tlohy ve tvaru
2 (yt+1) 1\ _2/(1 (1 + 20)5 L + (1 — x0)(—1)tH
3 y(t) "3 (14 20)5" + (1 — ) (—1)?
_ (I +a0)5 (1—560)(—1) _ L+ B 1 —x
T 0 red -2 1taet(—wo) (1) 1-zot (1t a)(-H)

Pokud r = 0, tj. na pravé strané rovnice (3.2) je nula, mtiZeme pouZit jednodussi substituci.
V tomto pfipadé polozime
(t) . (3.5)
x(t) = — .
2(t)’

dosadime do rovnice (3.2) a vynasobime vyrazem z(t)z(t + 1). Dostaneme
p(t) + 2(t) = (1 +q(t))z(t +1) = 0.

Je-1i pfitom posloupnost g regresivni, upravime tuto rovnici na tvar lineédrni diferen¢ni rovnice
prvnfho fadu

1 p(t) q(t) p(t)
z(t+1) = z(t) + nebo Az = -— z+ .
=m0 T T+e® " T+a0)
Tato rovnice ma podle Tvrzeni 1 FeSeni
t—1 — t—1 1
z(t) = = — =
©) Oll_—[ 1+q _Z .:1111+q(1)
t—1 i—1 t—1 1
= {20+ Y p@) [T (1 +40)) T30’
i=to Jj=to i=tg q

kde 2o = z(to) = z(to)~!. Plati tedy:
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Tvrzeni 7. Je-li r = 0, pak ma Riccatiho rovnice feSeni

vo T (1+q(0)

w(t) - tfi:to i—1 ’
1+ g ; p(i) :Ht (1+4(5))

Rovnice (3.2) s 7 = 0 a s regresivni posloupnosti ¢ se v literatufe objevuje v rozmanitych
tvarech. UkaZeme nékteré z nich. Rovnici v takovém piipadé muzeme prepsat na tvar
p(t) 1 1 1

1+ q(t) +1+q(t)x(t) T a(t+ 1) =0

a pri oznaceni

_ 1 )
e ML A )
dostaneme L ) 1
) 2 (a(t) - 1)% +b(1),

neboli

A% ~ (at) - 1)% +b(t) (3.6)
pripadné

Az'™% = (a(t) — 1)z' 2 4+ b(?). (3.7)

S pomoci operatoru posunu muzeme rovnici (3.6) pfepsat ve tvaru

1

xO’

+b.

—(a—1)

T

SN

Vynésobenim vyrazem xzx? dostaneme rovnici ve tvaru
x—12° =(a—1)z% + bxx’.

7 ni mizeme vyjadiit

Ar=(1—a—bz)a’ = (1 - a) (1_1fax>xo

nebo
T

= (3.8)

Posledni rovnici vynasobime jmenovatelem pravé strany a upravime na tvar

T
U__l_bU
T a( x7),

ze kterého dostaneme jiné vyjadieni diference hledané posloupnosti

Amzx(l—l—éx"):l_ax(l— b x(’>.
a a a 1—a
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Bernoulliova diferencéni rovnice je tvaru
Az'™ = (a(t) — )"~ + b(t), (3.9)

kde o # 1 je néjaké realné ¢islo. Bernoulliovu diferenéni rovnici mizeme také vyjadfit ve tvaru
rekurentni formule

_ 1/(1—
p(t+1) = (a®)z(t) = + b))/
Porovnanim s rovnici (3.7) vidime, Ze Riccatiho rovnice (3.2) s r = 0 je specialnim pfipadem
Bernoulliovy rovnice (3.9) s parametrem o = 2.
Tvar Bernoulliovy rovnice bezprostifedné ukazuje, ze substituce

c()'7 = 2(t), tj. x(t) = 2(t)V/) (3.10)

transformuje Bernoulliovu diferen¢ni rovnici (3.9) na linearni nehomogenni rovnici prvniho
radu
Az = (a(t) — 1)z +b(t), tji. z(t+1)=a(t)z(t) +b(t). (3.11)

Tvrzeni 8. Bernoulliova diferen¢ni rovnice (3.9) pro neznamou posloupnost x se substituci
(3.10) transformuje na linearni nehomogenni rovnici prvniho fadu (3.11) pro neznamou po-
sloupnost z.

Priklad: Bevertonovu-Holtovu rovnici

rK

2(t+1) = x(t)K + (r—1)x(t)

(3.12)

modelujici vyvoj velikosti populace v prostfedi s omezenymi zdroji miizeme piepsat ve tvaru

z(t+1) =t ;.
t+1) ()1+7"—I;1x(t)
Jedna se o rovnici (3.8), tj. rovnici, ktera je sou¢asné Riccatiho i Bernoulliova. MuZeme ji tedy
vyfesit substituci (3.5). Tuto substituci nyni odvodime intuitivné, z tvahy o modelovaném
dgji.
Budeme hledat feseni nenulové, tj. chceme modelovat nevyhynulou populaci. V tom pii-
padé miiZeme napsat rovnost prevracenych hodnot obou stran rovnice (3.12)

1 +7“—1
x(t)  rK -

z(t+1)

1 1
r

Nyni pro zjednoduSeni oznacime z posloupnost prevriacenych hodnot posloupnosti x. Podle
predchozi rovnosti vidime, Zze posloupnost z splituje rekurentni formuli
1 r—1

Z(t+1) = ;z(t)%— s

To je linearni rekurentni formule prvniho Ffadu s konstantnimi koeficienty. Proto podle 2. du-
sledku Tvrzeni 1 muzeme obecny ¢len posloupnosti z vyjadiit ve tvaru

1\ L= 1p—(tto) _1 Kz(tg) +rt7to —1
-
rK 1—r Krt—to ’

(0 =200 1
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pritom z(tg) = 1/z(ty). MizZeme tedy napsat obecny ¢len FeSeni Bevertonovy-Holtovy rovnice
s pocateéni hodnotou z(ty) = xg jako prevracenou hodnotu posloupnosti z, tj.

B Krt—tog, B Kaxg
KA+ (o — 1)y xg + (K — xg)r—(t—to)

2(t) (3.13)

Snadno ovérime, Ze touto formuli je skuteéné zadano feSeni pocéatecni ulohy pro Bevertonovu-
Holtovu rovnici s po¢atecni hodnotou x(ty) = xg. Navic takto zadana posloupnost je v piipadé
xo = 0 konstantni nulova, x = 0; vyjadiuje tedy také feSeni tlohy s pocateéni hodnotou
x(to) =0.

Nyni miizeme snadno vysetfit kvalitativni vliastnosti feSseni Bevertonovy-Holtovy rovnice:

e Pro r =1 nebo xy = 0 je feSeni x = x.

e Pokud r > 1, pak tlim r—(t=t0) = 0, takze pro kazdou pocateéni podminku zg # 0 FeSenf
— 00
x splhuje

=K.

. . KI‘Q
lim z(¢) = lim
t—o0 t—o00 1o + (K — xo)r*(t*to)

e Pokud r € (0,1), pak tlim r~(t=t0) — oo takze pro kazdou po¢ateéni podminku zy € R
—00

plati

. . K.%'O
lim z(¢) = lim =
t—o00 t—o0 xg + (K — xo)r_(t_to)

Tyto vysledky dobfe odpovidaji ekologické intuici: pokud je vnitini koeficient ristu r vétsi nez
1, tj. pokud v neomezeném prostiedi ma populace porodnost vétsi nez timrtnost, pak se jeji
velikost ustali na kapacité prostiedi; pokud je imrtnost vétsi nez porodnost, populace vymfe.
|

3.2 Homogenni rovnice

Homogenni diferencni rovnice proniho tddu je rovnice tvaru

f (t, %) =0, (3.14)

kde f je funkce, ktera neni konstantni ve druhé proménné. PovSimnéme si, Ze linedrni homo-
genni rovnici z(t + 1) = ¢(t)z(t) mizeme prepsat jako
xz(t+1)
x(t)

takze je skuteéné specialnim piipadem rovnice (3.14); slovo ,,homogenni* je pouZito opravnéné.
Substituce

—q(t) =0,

B z(t+1)

v =" (3.15)

ptevede rovnici (3.14) na rovnici

f(ty() =0,
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ze které vyjadiime y(t) = g(t) a FeSeni dané rovnice (3.14) hledame jako feSeni linedrni homo-
genni rovnice z(t + 1) = g(t)z(t).
Pokud hledame kladna feSeni rovnice (3.14), miZeme pouzit substituce

z(t) = Inx(t),

ktera prevadi danou rovnici na implicitni diferen¢ni rovnici

f(t,Az(t)) = 0.

Homogennt diferencni rovnice k-tého rddu je rovnice tvaru

z(t+k) z(t+k—1) r(t+1))
F(t’m(t—i—k:—1)’x(t+/<:—2)"”’ 20 >_O’

kde F' je funkce, ktera neni konstantni ve druhé a posledni proménné. Tuto rovnici prevede
substituce (3.15) na diferen¢ni rovnici (k — 1)-niho fadu druhého typu

Ftyt+k—1),y(t+k—2),...,y(t) =0.

Priklad: Najdeme feSeni homogenni rovnice druhého radu

xz(t—1)xz(t)

z(t+1) = D+

Rovnici vynasobime jmenovatelem zlomku na pravé strané a vydélime vyrazem x(t)z(t — 1).

Dostaneme (0 (t+1)
(4 aom) -

Substituce (3.15) pfevede tuto rovnici na tvar
(Q+yE-1)yt) =1,

ktery je ekvivalentni s (1 + y(t))y(t + 1) = 1, neboli

y(t + 1)y(t) + y(t +1)=1.
To je Riccatiho rovnice. Proto zavedeme novou posloupnost z substituci

Z(t+1) — z(t)

y(t) = =)

Po dosazeni a upravé dostaneme

zZ(t+2)—z2(t+1) (2(t+1)—2(t) B
2(t+1) < * 1) =1

2(t+2) —2(t+1)—2(t) =0,

coz je linedrni homogenni rovnice druhého radu. |
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3.2.1 Implicitni rovnice z(t + 1)* + a(t)z(t + 1)z(t) + b(t)z(t)> = 0

Tato rovnice méa ocividné Feseni z = 0. Budeme hledat také feSeni nenulova. Rovnici vydélime
vyrazem z(t)? a tim ji pfevedeme na tvar rovnice homogenni

z(t+1)\? S EEED)
( o) ) Tl

Pokud posloupnosti a, b spliwji relaci a(t)? > 4b(t) pro viechny indexy, polozime

p(t) = 5 (~alt) + Va(P —30(0) & at) = 5 (~alt) ~ /a0 — 40(0)) .

a pravou stranu rovnice pirepiSeme jako sou¢in dvou vyrazil

(S #0) (g o0) =

Odtud vidime, ze TeSeni kazdé z linearnich homogennich diferen¢nich rovnic prvniho fadu

+b(t) = 0.

wi(t+1) =pt)i(t) a wa(t+1) = q(t)r2(t)

je také resenim puvodni rovnice. Tato feSeni jsou

t—1 t—1
vi(t) =xo [[ p(i) a w2(t) =m0 [] ai).

i=to i=to

Tato dvé feSeni lze kombinovat. ReSeni muze az do né&jakého indexu, feknéma 7, splyvat
s TeSenim x1 a od tohoto indexu splyvat s feSenim x5, které vsak v indexu 7 spliiuje pocatec¢ni
podminku zo(7) = 1(7), tedy

T—1 t—1
#(t) = o [[ o) [T a)-

Obecné: necht {7;}:°, je ryze rostouci posloupnost celych ¢isel takové, ze 71 > to. Pak po-
sloupnost

T1—1 To—1 T73—1 T4—1 T —1 t—1
() =0 [T »@) IT a6) IT 2@ IT aG) -+ 1] »@) IT a9

je FeSenim dané implicitni rovnice; pfitom k = max {j : 7; < t}. PovS§imnéme si dale, Ze nulové
fegeni je v tomto vyjadieni zahrnuto pro zo = 0. Pokud a(t)? = 4b(t) pro vechny indexy ¢,
t—1
pak p = ¢ = —1a a viechna FeSenf splyvaji, z(t) = zo(—3)"% [T a(i).
i=tg

Tvrzeni 9. Pocéatec¢ni tloha pro implicitni rovnici tvaru
z(t+1)% +a(t)x(t + D)z(t) + b(t)x(t)? = 0, x(to) = xo

je pro zp = 0 nebo a’? = 4b jednoznacné Feditelna; je-li 29 # 0 a existuje index t; > to, Ze
a(t1)? > 4b(t1) a pro viechny indexy t > to je a(t) > 4b(t) pak m4 tloha feSeni, které neni
uréeno jednoznaéné; pokud a(t)? < 4b(t) aspoit v jednom index, pak tloha nema (realné)
reSeni, které by bylo definované na celém pruniku defini¢nich obora posloupnosti a a b.
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Priklad: Najdeme vSechna TeSeni rovnice v implicitnim tvaru
z(t+1)* = 3z(t)z(t + 1) + 22()* = 0.

Rovnici postupné upravime:

z(t+1) 2_ z(t+1) B
< 2(1) > e 2T

() () o

Dostavame tak dvé homogenni linearni rovnice z(t+1) = 2x(t) a (t+1) = z(¢). Dana rovnice
mé tedy dvé ,zékladni“ feSeni, konkrétné

z(t) =202 a z(t) = zo,

kde z¢ = x(tp). Tato FeSeni splyvaji pro zg = 0. [ ]

3.3 Logaritmicky linearni rovnice

Jedn4 se o rovnici
w(t 4+ k)* Ozt + & — 1) 1O a4 1) Og()0® = p();

pfitom rg, 71, ..., 7 jsou posloupnosti takové, ze ro(t) # 0 # ri(t) pro v8echna ¢ z defini¢niho
oboru. Substituci
z(t) = *®) (3.16)

tj. z(t) = Inz(t) pfevedeme uvaZovanou rovnici na tvar

eTk () z(t+k)+rp—1 (O)z(t+k—1)+-+r1(t)z(t+1)+ro(t)z(t) _ b(t) ,

a dale zlogaritmovanim na linearni rovnici k-tého radu

rip—1(t) r1(t) _ In b(t)

ri(t) ri(t) ri(t)
Povimnéme si, Ze z transformacniho vztahu (3.16) plyne, Ze FeSeni puvodni rovnice musi byt
kladné. Uvedeny postup tedy miZeme pouzit pouze v piipadé, Ze pocatetni hodnoty hledané
posloupnosti spliuji podminky

z(t+k)+ Z(t+k—1)+ -+

Z(t+1)+

x(to):$0>0, x(t0+1):m1>0. ceey x(t0+/<:—1):xk,1>0.

Priklad: )
xz(t+1)
t+2)=—=| .
at+2 = (*57)

Rovnici prepiseme ve tvaru
x(t+2)x(t+ 1) 22(t)? =1

a zavedeme substituci z(¢) = Inx(¢). Dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého fadu

2(t+2) —2z2(t+ 1) + 22(t) = 0.
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Jeji charakteristicka rovnice A> — 2\ 4+ 2 = mé komplexné sdruzené kofeny

244 -8
Mg =g =1%i

Modul a argument charakteristickych korenu jsou

1
A =v1+1=V2, arg A = arctg 1 = e

To znamené, Ze obecné feSeni linearni rovnice je

t t
2(t) =v2! (A Cos Wz + Bsin %)

a obecné Tesen{ dané rovnice je

x(t) = exp {\/Et <Acos%t —|—Bsin%t>}.

3.4 Rovnice resitelné specidlnimi substitucemi

3.4.1 Goniometrické a hyperbolické substituce

Ukazeme nékolik specialnich rovnic, u kterych lze najit explicitni feSeni pomoci goniomet-
rické nebo hyperbolické substituce. U vSech téchto rovnic budeme uvazovat také pocatecni
podminku

CE(tQ) = Zg. (317)

Uvedené rovnice byly ziskdny pomoci znamych vztaht pro goniometrické nebo hyperbolické
funkce nésobného argumentu. Je z nich zfejmé, jak lze odvozovat dalsi explicitné fesitelné
rovnice. Navic témét libovolnou transformaci hledané posloupnosti lze z uvedenych rovnic
ziskat dalsi rovnice, které jsou opét explicitné resitelné. Tuto skuteénost ukazeme na prikladech

Rovnice z(t +1) = 2z(t)? — 1

Regen{ uvazované ulohy je pro libovolné t > ty uréeno jednoznaéné, nebot se jedné o reku-
rentni formuli prvniho fadu s poc¢ateéni podminkou. Pfitom je na pravé strané rovnosti vyraz
definovany pro jakoukoliv hodnotu xz(t).

Z rovnice a z pocatecni podminky (3.17) plyne, Ze hodnota feSeni x(ty — 1) musi spliovat
rovnici 29 = 2 [z(to — 1)]* — 1. Tato algebraické rovnice pro neznamou z(ty — 1) nemé realné
FeSeni, pokud zg < —1, a ma dvé rizna realné reseni, pokud zg > —1. Obecné tedy tloha neni
jednoznac¢né Tesitelnd pro t < ty. Proto budeme feseni hledat pouze pro t > t.

Pokud pocate¢ni hodnota splije nerovnost |zg| < 1, polozime z(t) = cosy(t). S vyuzitim
znamych vztahii pro goniometrické funkce

(cosa)®+ (sina)?> =1 a cos2a = (cosa)? — (sin a)?
dostaneme

cosy(t+1)=x(t+1) =2z(t)> -1 = 2(cosy(t))2 —1=(cos y(t))2 - (siny(t))2 = cos 2y(t).
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To znamend, Ze y(t + 1) je feSenim goniometrické rovnice
cosy(t + 1) = cos 2y(t),

a tedy
y(t +1) = £2y(t) + 2km, ke Z.

Kazda z tohoto spocetného systému linedrnich nehomogennich diferencnich rovnic prvniho
radu méa podle 2. dusledku Tvrzeni 1 feSeni tvaru

(£2)F "t —1

t) = yo(£2)1 7t + 2k
y(t) = yo(£2)" + 2km—F——,

ke,
kde yo = y(to), tj. cos yo = xo, yo = arccos xy. Druhy s¢itanec na pravé strané rovnosti mizeme
upravit na tvar

(£2)t~t0 — 1 i

T =2n ; (+2)".

2k

Soucet celych ¢isel je celé ¢islo a to znamené, Zze druhy séitanec je sudym nasobkem 7, tj.
y(t) = yo(£2)" 71 + 2
pro né&jaké | € Z. Zpétnou substituci a ipravou s vyuzitim souc¢tového vzorce
cos(a + ) = cos accos [ — sin asin

dostaneme

x(t) = cos (yo(i2)t_t° + 2177) = cos (yo(i2)t_t°) cos 2lm — sin (yo(i2)t_t°) sin 2l =
= cos ((£1)" 02" "0yg) = cos (27 0yp)

nebot cosinus je suda funkce. Regenf ilohy
z(t+1) =2zt -1, x(tg) =z0 € [~1,1] (3.18)

je tedy tvaru
z(t) = cos (2" arccos zo) .

Pokud je |zg| > 1, polozime z(t) = coshy(t). S vyuZzitim znamého vztahu pro hyperbolicky
cosinus!
cosh 2a = 2(cosh a)? — 1

dostaneme
coshy(t +1) = z(t + 1) = 2z(t)* — 1 = 2(cosh y(t))2 — 1 = cosh 2y(t).

Hodnota y(t 4+ 1) je tedy feSenim rovnice coshy(t 4+ 1) = cosh 2y(t). Ponévadz hyperbolicky
cosinus je sudé funkce, ktera je ryze monotonni na kazdém z intervali (—o0, 0] a [0, 00), plati

y(t+1) = £2y(b),

‘cosh2a = 3 (e +e72%) =1 ((e"‘ + efo‘)2 — 2) =2(3(e* + efo‘))2 —1=2(cosha)? -1
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coz jsou dvé rekurentni formule pro geometrickou posloupnost, jedna ma kvocient 2, druha
—2. Posloupnost tedy muzeme vyjadiit ve tvaru

y(t) = yo(£2)" 710 = (£1)! 702 oy,

kde yo = y(to), tj. coshyo = wo,

1o = argcosh g = In <|x0| + /22 — 1) )

Ponévadz hyperbolicky cosinus je sudé funkce, dostaneme feSeni tilohy s poc¢atecni hodnotou
xo € (—00,—1) U (1,00) ve tvaru

Zo, t = to,
t) =
(1) {cosh (2’5*’50 In (\xo\ +V/2t — 1>) , t>1p.
Priklad:
a(t+1) =2z(t)(2z(t) = 1), x(0) =13

Nejprve upravime pravou stranu rovnice tak, aby byla tvaru f(2X? — 1) pro n&jakou funkci f
a néjaky vyraz X zavisejici na x(t); pouzijeme doplnéni na tplny ¢tverec:

da(t)? - 20(t) = (20(t) - 3)* 1 = 3 (2(2e() - §)* — 1) + §.
Odtud vidime, ze dané diferen¢ni rovnice je ekvivalentni s rovnici

2u(t+1) — 1 =2 (22(t) - §)° - 1.

Muzeme tedy pouzit substituci y(t) = 2x(t)— %, ktera prevadi danou tlohu na pocatecni tlohu
ve tvaru

y(t+1)=2y(t)* — 1, y(0) = —7,
kterad mé reSeni

—1 t=0
y(t) = cos (2’5 arccos (—1)) = cos (2t (7 — arccos i)) = {coz (2" arceos l) fe 0
1) :

Regen{ dané ulohy je tedy pro t > 0 ddno vyrazem

x(t) = % (cos (2t arccos i) + %) = i + % cos (2t arccos i) .

Rovnice z(t + 1) = 2z(t)/1 + z(t)?

Reseni uvazované tlohy je pro t > ty ur¢eno jednoznacné, nebot se jedné o rekurentni formuli
prvniho fadu s poc¢atecni podminkou a odmocninu povazujeme v redlném oboru za jednoznac-
nou funkei. Regenf oviem v pripadé znaménka ,—“ pod odmocninou nemusf byt definovano
pro kazdé t > to; je-li totiz v takovém piipadé |z(t)| > 1, pak neni x(¢ + 1) definovano.

Z rovnice a z poCatetni podminky plyne, Ze pro hodnotu z(ty — 1) feSeni by mélo platit

xo =2x(tg — 1)/ 1 £ x(tg — 1)2,
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nebo po snadné tpravé
4 2 2
4 [x(to — 1)]" +4[x(tg — 1)) — x5 =0,

takze by mélo platit

—4+ /16 T 1622 1
w(to—l)Z\/ = 0:\/§<\/1ix%$1>;

hodnota z(typ — 1) tedy neni uréena jednoznacné. Z tohoto divodu ma smysl uvazovat reseni
pouze pro t > tg.
Pokud je pod odmocninou na pravé strané rovnice znaménko .+, tedy pokud je rovnice

tvaru
m(t +1) = Qm(t)\/ 1+ x(t)Q, (3.19)

zavedeme substituci z(t) = sinhy(t) a vyuzijeme znamych vlastnosti hyperbolickych funkeci

sinh2a = 2sinhacosh, (cosha)? — (sinha)? =1, cosha > 0.

Pak je

sinhy(t +1) =x(t+ 1) = 22(t)\/1 4+ x(t)? = 2sinh y(t)\/l + (Simhy(t))2 =
= 2sinh y(t) cosh y(t) = sinh 2y(t).

Ponévadz hyperbolicky sinus je prosta funkce, implicitni diferenéni rovnice
sinhy(t + 1) = sinh y(¢)
je ekvivalentni s explicitni rovnici y(t + 1) = 2y(t) a jeji FeSeni je tvaru
y(t) = 2"y,

kde yo = y(to), tj. zo = sinhyy, yo = argsinhxg = In <x0 + i+ 1).
Zpétnou substituci dostaneme FeSeni tlohy (3.19), (3.17) pro ¢t > ¢y ve tvaru

1 2t _2t
x(t) = sinh (2t_t° argsinh xo) =3 ((ﬂ:o +4/14+ x%) — (ﬂfo +4/1+ 33%)

Rovnice se znaménkem ,,—“ pod odmocninou na pravé strané, tedy rovnice

—to —to

(3.20)

xz(t+1) =2x(t)\/1 — 2(t)? (3.21)

muze mit FeSeni pouze pro pocatetni podminku xy € [—1,1], pro |z| > 0 neni prava strana
rovnice definovana. Navic pro v8echny hodnoty feseni musi platit |2(¢)| < 1. Pokud je zo = 0,
bude Fesenim tlohy (3.21), (3.17) konstantni posloupnost = = 0.

Dale si muzeme v8imnout, ze pro feSeni tlohy plati

z(t 4 a(t) = 22(t)? /1 — z(t)2 > 0,
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nebot odmocninu v realném oboru chédpeme jako nezapornou funkci. To znamené, Ze TeSeni
rovnice neméni znaménko, tj. sgn xz(t) = sgn xg pro viechna t > .
Toto pozorovani umoziuje zavést substituci

x(t) = | siny(t)| sgn zo. (3.22)
Vyuzijeme znamych vlastnosti goniometrickych funkei
sin2a = 2sinacosa, (cosa)? + (sina)? =1

a pro xg # 0 dostaneme

|siny(t+1)] = 2[siny(t)/1 = (siny(t))* = 2|siny(t)| - |cosy(t)| =
= [2siny(t) cosy(t)| = | sin 2y(t)|.

Resime tedy goniometrickou rovnici s absolutni hodnotou |siny(t+1)| = | sin y(t)| pro nezna-
mou y(t + 1). ReSeni této rovnice muze byt feSenim nékteré ze dvou goniometrickych rovnic

siny(t+ 1) =sin2y(t), siny(t+ 1) = —sin2y(t)
pro neznamou y(t + 1). Prvni z téchto rovnic ma dvé feSeni
y(t+1) =2y(t) +2km, yt+1)=—-2y(t)+ (2k+ 1), keZ,
druhd ma také dvé reseni
y(t+1) = =2y(t) + 2km, y(t+1) =2y(t) + 2k + 1), ke Z.

To znamené, Ze posloupnost y spliiuje nékterou z nekoneéného systému linearnich rekurentnich
formuli prvniho fadu

y(t+1) = £2y(t) + kr, k€ Z,
nebo ekvivalentné linedrnich diferen¢nich rovnic Ay = (£2 — 1)y + kn. Podle 2. diusledku
Tvrzeni 1 je Feseni téchto rovnic tvaru

t—to—1

=yo(£2)" 7 +kr > (£2)
=0

(£2)tt0 — 1

— +9 t—to
y(t) = yo(£2)" 7% + kr—F—

kde yo = y(tp) = arcsin zyp. Sumu na pravé strané rovnosti lze vyjadfit jako

t—to—1
ORE .
— 1£2+4+44- 4 (£2)F071 ¢ > ¢,

coz znamena, ze pro t > tg je rovna lichému celému ¢&islu. Proto pro ¢ > ¢y plati
y(t) = (£2)" Py + 20+ )7, 1€Z
a tedy také
a(t) = |siny(t)|sgn o =
= Jsin ((£2)""yo) cos (20 4 1)7) + cos ((£2)" Pyo) sin (21 + 1)7) | sgnzg =
= |—(:F1)t7t° sin (2t7t0y0) + O| sgnxy = ‘(il)tfto sin (2t7t0y0) | sgn xg =

= ‘sin (2t_t° arcsin xo) | sgn .
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Dostéavame tak vysledek, Ze feSeni po¢atecni ulohy (3.21), (3.17) s xg € [—1,1] je pro t > tg
dano formuli
z(t) = |sin (2"~ arcsin ) | sgn wo; (3.23)

toto feSeni neméni znaménko a pro libovolné ¢ > ¢y spliiuje nerovnost |x(t)| < 1.
Priklad:

(O _
I 1
Zavedeme substituci x(t) = —W. Pak
R _ x(t)? _ -1 _ 1
y(t+1)2 (t+1) 4(z(t) +1) sy ()4 (_ (1)2 N 1) 4y(t)%(1 — y(¢)?)
y(t

Tedy y(t +1)? = 4y(t)* (1 — y(t)?), neboli

y(t+1) =2y(t)v/1—y(t)*
Reseni této rovnice s pocatecni podminkou y(0) = @ je podle predchoziho vysledku dano

sin <2t arcsin ?) ‘ Reseni dané tlohy tedy je

vyrazem y(t) =

2

z(t) = — .
sin (2t arcsin ?) ]
x w(t)? —
Rovnice z(t + 1) = 12_7:(1)2, z(t+1) = %

Opét mé smysl Tesit pocatecni tlohu pouze pro t > t.
V piipadé prvni rovnice zavedeme substituci z(t) = tgy(t) a vyuZijeme vzorec pro tangens
dvojnasobného argumentu
2tga

tg2a = ———.
8T T (tga)?

Pak je

22() 2ty

teyt+1) =alt+1) =3 755 = T (tgy(1))

5 = tg2y(t).
Resime tedy goniometrickou rovnici tgy(t + 1) = tg 2y(t) pro neznamou y(t + 1). Dostaneme
y(t+1) =2y(t) + kn, kel

Tato linearni nehomogenni rovnice prvniho fadu méa feSeni

y(t) = yo2' 0 + km (270 — 1),
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kde yo = y(0) = arctg zp. Zpé&tnou substituci dostaneme

z(t) = tg (2" arctg zo + (2770 — 1kn) =
tg (2 arctg @) + tg (2770 — 1)kn)
C1-—tg (2=t arctg zg) tg ((2tt0 — 1)km)

=tg (Qt*to arctg mo) .

Regenf pocatedni tlohy
2x(t)

je dano vyrazem
z(t) = tg (2" arctg zo) .
Druhou rovnici fesime analogicky, pouZijeme substituci z(t) = cotg y(¢).

Priklad:
z(t) —1

z(t+1) = QM +1, z(0)=1.
Rovnici postupné upravujeme

B 1—a(t)

1—z(t+1) = 2—3:(75) (2 — x(t)) ,
1—x(t)
1—z(t+1) = 2 ,
(1= (@ =2)) 1+ (1 -2))

L —att1) = o=

1—(1-a(1)”

Tento zapis rovnice ukazuje, Ze substituce y(t) = 1 — z(¢) rovnici transformuje na uvazovany
tvar. ReSeni tlohy je tedy dano relaci

1—z(t) = tg (2" arctg(1 — z)) = tg <2t—1g) ’

nebot 1 —xp = %, arctg% = %71. Reseni dané tlohy tedy je
2t—1
xz(t) =1—tg <—7r> .
3 |

3.4.2 Logisticka rovnice
Logistickd diferencéni rovnice je rovnice tvaru
z(t+1) = ax(t)(1 —z(t)), nebo Az =uz(a—1-az),

kde a € R, a # 0.

Rekurentni vztah pro hledanou posloupnost = ukazuje, ze logistickd rovnice s pocatecni
podminkou z(tg) = z¢p ma jednoznaéné feseni pro t > to. Z rekurentniho vztahu vSak obecné
nelze jednozna¢né vyjadiit hodnotu z(t) v zavislosti na x(¢t + 1). Z rovnice

az(t)? —az(t) + z(t+1) =0
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totiz vychazi

a

x(t)z%(lj: 1—M>.

Odtud plyne, ze logisticka rovnice s pocéateéni podminkou z(tp) = ¢ ma realné feSeni pro
néjaké indexy t < ty pouze v piipadé, ze xg < ia. Toto Teseni vSak obecné neni vyjadieno
jednoznac¢né. Jedinou vyjimkou je piipad a = 2, zg = %; pak je konstantni posloupnost z = %
jednoznacnym FeSenim pocétecni tlohy definovanym na celé mnoziné Z. V piipadé xg = ia,
a # 2 totiz dostaneme z(tg — 1) = 3 # x¢ a hodnota z(ty — 2) jiz neni uréena jednoznacné.
7 vyjadreni diference hledané posloupnosti x bezprostiedné plyne, ze konstantni posloup-

nosti 1
r=0 az=1-—— (3.24)
a

jsou FeSenimi logistické rovnice definovanymi na celé mnoziné Z. Tyto posloupnosti ovSem
obecné nelze povazovat za TeSeni logistické rovnice s pocatecéni hodnotou x¢g = 0 nebo zg =
1-1/a.
Pocateéni ulohu pro logistickou rovnici vyfesime pouze ve tfech specidlnich piipadech.
Pripad a = 2: Budeme fesit pocatecni tlohu
z(t+1) =22(t)(1—=z(t)), =(t) = o, (3.25)
ktera je ekvivalentni s tlohou

Az =x(1 —2z), z(ty) = 0.

Nejprve zavedeme substituci
y(t) =1-2z(t), tj. z(t)=z(1-y(). (3.26)

Po dosazeni a tpraviach postupné dostaneme

%(1 —y(t+1) = (1-y() (1 - %(1 - y(’f))>
Sa-utn) = 5 (1)
y(t+1) = y(t)?
yt+ 1y = 1.

To je logaritmicky linearni rovnice. Jejim logaritmovanim dostaneme
Iny(t+1)—2lny(t) =0,
coz je linearni homogenni rovnice z(t + 1) = 2z(¢) pro posloupnost
z(t) = Iny(t). (3.27)
To znamend, Ze z(t) = 292", kde 29 = Iny(to) = In (1 — 2z(tp)). Odtud dostaneme

y(t) = e = exp (2170 In(1 — 229)) = (1 — 220)> .
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Zpétnou substituci dostaneme feseni tlohy ve tvaru

2(t) = % (1 —(1- 23;0)2““) . (3.28)

Pii feSeni ulohy jsme ml¢ky predpokladali, ze vyraz In(1 — 2xg) je definovan, tedy Ze xg < %
Vyraz na pravé strané rovnosti (3.28) je vSak definovan pro kazdé zy € R. Plati totiz

1 — 2x, t = to,

1— 200)2 7" = (|1 — 2z0|sgn(1 — 22))> " =
( 0) (‘ 0‘ g ( 0)) exp (2t—t0 ln|1—2$0|), t;ét(].

Pifimym vypocCtem se miZzeme piresvédéit, Ze rovnosti (3.28) je skute¢né definovano FeSeni
tlohy (3.25) pro libovolnou poc¢ateéni hodnotu.

Postup hledéani tvaru (3.28) feSeni pocatecni ulohy (3.25) pomoci substituci (3.26) a (3.27)
muzeme popsat ve zhusténé formé: substituci

1 —2z(t) = exp z(t)
najdeme FeSeni tlohy (3.25) ve tvaru
1—2z(t) = exp (2" In(1 — 2zy)) .
Kualitationi vlastnosti Fesend tlohy (3.25). Pro xo € (0,1) je |1 — 29| < 1, takZe FeSeni
tlohy s takovymi poc¢ate¢nimi hodnotami spliiuje

: 11 i (1 9p2 0 1
tlggox(t) 22 tlgrolo(l 20) 2

Pro 2o € {0,1} at > tg je (1 — 2x0)2 " = 1, nebot &islo 2071 je sudé. Proto Feseni tlohy
(3.25) s pocate¢ni podminkou xy € {0, 1} spliuje rovnost z(¢) = 0 pro kazdé t > t.
Pro zp > 1 nebo z¢ < 0 je |1 — 2z > 1 a proto tlim z(t) = —oo.
— 00

Pro ¢ = 3 je feSeni tlohy (3.25) rovno z = 1 v souladu s (3.24). Toto Fesenf je definovéno
na celé mnoziné 7Z, jak jiz bylo predeslano.

Pripad a = 4: Nejprve budeme hledat nezaporné reseni pocatecni tlohy
z(t+1) =4a(t)(1-=z(t)), =x(to) = zo. (3.29)
To znamend, ze budeme piedpokladat, ze xg € [0, 1] a zavedeme substituci
o(t) = g0, 4. y(t) = /o). (3.30)

Po dosazeni do rekurentni formule v (3.29) dostaneme

y(t+1)” = 4y()? (1 - y(0)?) = (/1T y(07)

tedy
y(t+1) = 2y(t)/1 - y(t)?.
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Poc¢atecni podminka bude y(ty) = /T > 0. Jedna se tedy o rovnici tvaru (3.21) s nezédpornou
pocatecni hodnotou, kterou resime substituci

y(t) = |sinz(t)]. (3.31)
Podle (3.23) dostaneme feSeni ve tvaru
y(t) = {sin (2" arcsiny/z) | .
Zpétnou substituci dostaneme feseni () = y(¢)? tlohy (3.29) vyjadiené formuli
z(t) = [sin (27" arcsin\/gc_o)]2 . (3.32)

Piimym vypoctem miizeme ovérit, Ze tato posloupnost je skuteéné feSenim ulohy (3.29).

Postup hledani feseni tvaru (3.32) pocatecni tlohy (3.29) s zg € [0, 1] pomoci substituci
(3.30) a (3.31) mizeme opé&t zformulovat ve zhusténé podobé: Substituci

Va(t) = |sin z(t)]
najdeme FeSeni tlohy (3.29) s z¢ € [0, 1] ve tvaru

Va(t) = [sin (27 arcsiny/zq) | .

Kvalitativni vlastnosti feSent ulohy (3.29) s xo € [0,1].
Nejprve ukazeme, ze logisticka rovnice s parametrem a = 4 ma periodické feSeni libovolné
periody. Bud tedy n libovolné prirozené ¢islo a polozime

2n71 2
zo = | sin Tl .
(sn357)

Dosazenim do (3.32) dostaneme

2

gn—1 2 gn—1 2
x(to +n) = |sin [ 2" arcsin (sin T 17‘(’) = [sin <2" T 177)] =
2n—1 2 2n—1 2 2n—1 2
= [sin <(2"+1—1)2n+1ﬂ>} = [sin <2n_17r—2n+17r>} = <—sin2n+17r> = x0.

Pron=1je
2n71 2 2
<sin o 17‘(’) = (sin %7‘(’)2 = <73) =3
v souladu s (3.24).

V piipadé rovnice (3.25) libovolné feseni s pocateéni hodnotou zy € (0,1) konvergovalo
ke konstantnimu nenulovému FeSeni. Rovnice (3.29) tuto vlastnost neméd, periodicka FeSeni
samoziejmé nekonverguji. OvSem existuji takova feSeni, které ke % konverguji. Uvazme FeSeni

1 2
To = | sin s
(n557)

s pocatecni hodnotou
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a bud k € Ny libovolné. Pak plati

k>n,

1 2|2,
z(to + k) = [Sin (2’“ nw>] ="
3-2 [81 (32n kw)] 7é4, k < n.

Toto Teseni tedy konverguje ke % a to tak, Ze po n krocich této hodnoty dosdhne a zustane
konstantni.

Pocatecni uloha pro logistickou rovnici s parametrem a = 4 mé také reSeni, které je nenu-
lové pouze pro kone¢né mnoho indexti, tj. feSeni, které ,,po koneéné mnoha krocich vymizi“.
Bud opét n € N libovolné ¢islo a poloZzme

N2
Trog — (Sin 2—n> .
Pro libovolné k € Ny plati

a(to + k) = [sin (2’“21””2 - [sin (2"“%)]2 .

To znamena, ze z(to + k) =0 pro k>0 a z(to + k) >0 pro k € {0,1,...,n— 1}.

Nyni hledejme feeni tilohy (3.29) s po¢atecni hodnotou zg spliwujici nerovnost zg > 1 nebo
o < 0, tj. |x0— %| > %
Nejprve si vSimnéme, Ze pro zg > 1 je x(tg + 1) = 4xo(1 — z9) < 0. Déle pro z(t) < 0 je
také
o(t+1) =4a(t)(1 —z(t)) = —4]z)[(1 + |z(t)]) <0,

coz znamené, ze pokud v néjakém ¢; je FeSeni ulohy (3.29) zaporné, pak je zaporné pro kazdé
t > t1. Celkem tak dostavame, ze pro pocatecni hodnotu xg spliujici nerovnost !xo — %| > %,
feSeni tlohy (3.29) spliuje nerovnost z(t) < 0 pro vSechna t > ty+ 1. Budeme tedy fesit alohu

z(t+1) =4z(t)(1 —z(t), =z(to+1) =1 <0. (3.33)
Ponévadz feseni této tlohy je zaporné, mizeme pouzit substituci
z(t) = —y(t)*, ti. |yt)] = V—z(). (3.34)
Dosazenim do rovnice v (3.33) dostaneme
yt+ 1) = —a(t+1) = —da(t) (1 — z(t)) = 4y()* (1 + y(t)?),

neboli
ly(t+ 1)* = 2ly(6)[v/1 + [y()]2.

To je diferen¢ni rovnice tvaru (3.19) pro posloupnost |y|. Pfislusna pocateéni podminka je
y(to + 1)] = v/—z1. Tuto ulohu Fesime substituci |y(t)| = sinh z(¢) a podle (3.20) dostaneme
jeji TeSeni ve tvaru

ly(t)| = sinh (27" argsinh |y(ty + 1)|) = sinh (27" argsinh v/—z7) .
Zpétnou substituci (3.34) napiSeme FeSeni tlohy (3.33) ve tvaru

z(t) = — [sinh (27" argsinh /=) | 2 (3.35)
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Tento vysledek muZeme jesté upravit. Nejprve vyuZijeme skuteénosti, ze —z1 = dxg(xg — 1) a
proto

argsinh /—z1 = argsinh 4/ 456% —4xg =In <\/4:cg —4xg + \/43:% —dxg + 1> =
—In (\/(2560 T2 14+ /(200 — 1)2> —In <|1 — 20| + /(270 — 1)2 — 1) -

= argcosh |1 — 2x|;

déle vyuzijeme vzorec pro hyperbolicky sinus poloviéniho argumentu

a2 cosha—-1
(sn &7 = oo =1
2 2

a po dosazeni dostaneme
z(t) = —3% (cosh (27" argcosh [1 — 2z¢[) — 1) .

Odtud vyjadiime
1 — 2z(t) = cosh (2" argcosh |1 — 2z]) . (3.36)

Regenf tlohy (3.29) s poc¢atecni hodnotou xg, spliujici nerovnost {:Co — %‘ > % jsme pro t > tg
dostali v implicitnim tvaru (3.36). Jiz snadno ovéiime, Ze rovnosti

|1 — 22(t)| = cosh (2'" argcosh [1 — 2z¢)) (3.37)

je dano fegeni tlohy (3.29) s pocatecni hodnotou splijici ‘xo - %‘ > % pro kazdé t > tg.
Primym vypoc¢tem muzeme také ukézat, Ze substituci
|1 — 2x(t)| = cosh z(t)
dostaneme FeSeni tlohy (3.29) s pocatecni hodnotou z( spliwjici nerovnost {xo — %{ > % ve
tvaru (3.37).

Kvalitativni vlastnosti Tesent lohy (3.29) s pocdtecni hodnotou xq splitujici nerovnost
‘xo — %‘ > % Z vyjadreni FeSeni ve tvaru (3.35) vidime, Ze pro libovolné FeSeni x tlohy plati

lim = —o0
=00
a posloupnost z je ryze klesajici.
Piripad a = —2: Budeme fesit pocatec¢ni ulohu
z(t+1) = —=2z(t)(1 —z(t)), =(to) = zo. (3.38)
Nejprve zavedeme substituci
y(t) =z(t) — 3, tj. 2(t) = y(t) + 1. (3.39)
Po dosazeni dostaneme
y(t+1) :ﬂ:(t—i—l)—%:—%:( )(1—3:(25)) —%:—2(y(t)+%) (1—y(t)—%) —% =
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Posloupnost y je tedy feSenim pocatecni tlohy

y(t+1) =2y(t)* =1, y(to) = z0 — 3.

To je prvni z rovnic FeSitelnéd goniometrickou nebo hyperbolickou substituci, viz 3.4.1. Regenf
rovnice hleddme pro rizné pocatecéni hodnoty riznymi substitucemi.
Necht nejprve y(ty) = xg — % € [-1,1], tj. o € [—%, %} Substituci

y(t) = cos z(t) (3.40)

dostaneme FeSeni ve tvaru y(t) = cos (2t_t0 arccos yo). Zpétnou substituci dostaneme reSeni
piivodni tlohy
z(t) = 5 + cos (27" arccos (zo — §)) .

Pokud |y(to)| = |zo — 4| > 1, tj. 29 < —3 nebo xo > 2, pouZijeme substituci
y(t) = cosh z(t) (3.41)

a dostaneme feSeni ve tvaru
z(t) = 1 + cosh <2t_t° In <\x — 3+ (w0 — %)2 - 1)) .

Regeni logistické rovnice s parametrem a = —2 pomoci substituci (3.39) a (3.40) nebo
(3.41) muzeme opét shrnout:
Reseni tlohy (3.38) s po¢étetni podminkou z(tg) = o € [—3, 3] najdeme substituci

z(t) — 3 = cos z(t)

ve tvaru
o(t) = § = cos (27 arccos (w0 — 4)):

FeSenf tlohy (3.38) s pocatecni podminkou |z — 3| > 1 najdeme substituci
z(t) — 3 = cosh z(t)

ve tvaru

z(t) — 3 = cosh (27" argcosh (29 — 1)) .

sZobecnujici“ poznamka: Logistickou rovnici
z(t+1) = azx(t)(1 — z(t))
lze pro nékteré hodnoty parametru a a nékteré pocateéni hodnoty x( fesit substituci
£ (a(0)) = p(=(0).
kterou dostaneme FeSeni logistické rovnice v implicitnim tvaru
F(a®) = (27067 (f(x0)).

Hodnoty parametru a a pocateéni hodnoty zg, pro které jsme timto postupem nasli reSeni
logistické rovnice jsou shrnuty v tabulce 3.1.



3.5. CVICENI

parametr | po¢atecni hodnota f(€) ©(Q)
a=2 ro €R 1—2¢ ¢

a=4 zo € [0,1] VE | sin €|
a=4 xo > 1 nebo zg < 0 |1 —2¢| | cosh(
a=—2 zo € [—3, 3] ¢-1 cos
a= -2 m0<—% neboxo>% §—% cosh ¢

67

Tabulka 3.1: Hodnoty parametru a poc¢atec¢ni podminky, pro které je fesen{ diskrétni logistické
rovnice (t+ 1) = ax(t)(1 — z(t)) s po¢atetni podminkou z(tg) = zo implicitné dano rovnosti

f(2(t) = o (27007 (F(20)).

3.5 Cviceni

V tlohach 1-6 najdéte obecné feSeni rovnice.

Loa(t+1)2 = 2+t)z(t+ Da(t) — 2tz(t)> =0

2. z(t+1)z(t) —x(t+1)+x(t) =0

3. z(t+ 1)x(t) — %x(t +1) + %x(t) = %

4. z(t +

5. x(t+

1) = z(t)?

1) = 2z(t

1—z(t)?

6. z(t+1)=3 <x(t) -

V dlohach 7-10 najdéte feSeni rovnice s pocateéni podminkou z(0) = zg.

11.

12.

z(t+1)% = 2z(t + 1)z(t) — 3z(t)* =0 9. a(t+1) ;cgi; ?11 .

m(t—l—l):i’)—% N
10. z(t+1) = )

Reste pocatecni alohu z(t + 2) = M, z(0) = xg, z(1) = 1.

x(t)?

Ukazte, ze k libovolnému kladnému pfirozenému ¢islu n existuje hodnota xy = zo(n)
takova, Ze Teseni tlohy

ma periodu n.
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Vysledky:
4. &
1. 2%c, x(to)(—1)tt H 1, )
i=to 5. sin2fc

1
2. , 6. v/a cotg 2tc

c—t

5-2(—6)
30—, —3

6(1+c(—6)t)’

7. ,zékladni Feseni* z03", xo(—1)!

3xg—6 220+ 6

Y 2ot ) w8t -2 ()
o sz (o V@) (L+va)' + (w0 —v/a) (1 —Va)'
" (w0 +va) (1 +va)' — (a0 —va) (1 —va)'

To
10. 1 — cotg (2" arccotg(1l — o))

. 2t—1
11. x (—1)
Zo

2
12. Naptiklad zg = % + cos T

2n —1
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