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Uvod a motivace

e motivace: redlnd situace (data) — popieme ji n&jakym zndmym rozdélenim — z dat
odhadneme parametry rozdéleni — stanovime nové zavéry na zakladé vlastnosti rozdéleni

e rlizné typy dat — rlizné typy rozdéleni

e diskrétni data — diskrétni rozdéleni

e binomické rozdéleni ...Bin(N, p)

e alternativni rozd&leni ... Alt(p)

e Poissonovo rozdéleni ... Poiss(\)
® spojitd data — spojité rozdéleni

e normalni rozd&leni ... N(u, o)
e standardizované normalni N(0, 1)
e dvourozmé&rné normalni Np (e, X)

e + (spojitd) rozdéleni testovacich statistik

e Pearsonovo chi-kvadratové rozdéeni ... x2(n)
e Studentovo t-rozdéleni ... t(n)
e Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni ... F(nqy, np)
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Zaklady pravdépodobnosti

e experiment — zaloZen na ndahodném pokusu

e porodni hmotnost: ndhodny pokus = zvdZeni 1 novorozence
e vzdélani matky: ndhodny pokus = dotaz na jednu matku
e cislo na kostce: nahodny pokus = hod kostkou

e zikladni prostor 2 = mnoZina vech moZnych vysledki

e porodni hmotnost: 0 — oo; 0 — 6000 g
e pocet stardich sourozencii: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9 a vice
e kostka ...1-6

e jev = vysledek nahodného pokusu

e hodila jsem kostkou — nastal jev: (a) padla 5; (b) padlo liché &islo; (c) padlo &islo < 2
e zvaZila jsem novorozence — nastal jev: (a) vazil 2654 g; (b) vaZil vice neZ 2500 g, apod.

e pravdépodobnost

e vyjadfuje, jak velkd je nadéje, Ze néjaky jev nastane
e Pr(A) = Pr(nastal jev A)

e Pr(A) € (0;1); resp. (0%; 100 %)

e priklad: hod kostkou

Pr(padne 1) = 1/6...16.7%

Pr(padne liché &islo) = 1/2...50%

Pr(padne 3, 4, 5 nebo 6) =2/3...66.67 %
Pr(padne 7) =0...0%

2/18



Nahodné veliCiny

e vic nez vysledek nas Casto zajimaji jeho &iselné interpretace

e ndhodna veli¢ina X = pravidlo, které zobrazuje zakladni prostor moZnych vysledki do
mnoziny realnych Zisel

e /-ta realizace nah. veli¢iny X se znad&i x;

X ...pocet puntikil na vrchni stran& kostky: x; =4, xx =1 ...
Y ...dokon&ené vzd&lani; y; = 1 (ZS), yo = 3 (SSm) ...

... polet starSich sourozencli y; =0, yop =2 ...

X ...porodni hmotnost v g; x; = 3470, x, = 3240 ...

Y ...nejvé&tsi Sitka mozkovny v mm; y3 = 145, y» = 139 ...

e © & ¢ o
<

e dva typy ndahodnych velidin

e diskrétni ndhodné veli¢iny
e spojité ndhodné veli¢iny
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Diskrétni nahodné veliCiny

e ze své podstaty nabyvaji pfevazné celych hodnot

e pocet sourozenci: 0, 3, 2, ...; novorozenec nemiZe mit 2.4 sourozence
e hod kostkou: padne 1, 2, 3, 4, 5, 6; nemiiZze padnout 3.5
o Pr(iX=4)=...
Pr(X <4)=...
Pr(X > 4)=Pr(X > 5)=...
Pr3< X <5)=...

e pravd&podobnostni funkce p(x)

o p(x) =Pr(X =x)
e pravdépodobnostni funkce pro pfipad hodu kostkou

0.20
0.15 —

2 0.10

0.05 —

0.00 —

e nezaporna: Pr(x) > 0; normovana: > 7 Pr(X = x;) =1
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e distribu¢ni funkce F(x)

e F(x)=Pr(X < x)
e distribuéni funkce pro pf¥ipad hodu kostkou

1.0 — ~——>

0.8

0.6

F(x)

0.4

0.2 — 0

0.0 4 <o

e komplementarita: Pr(X > x) =1 —Pr(X < x) =1 — F(x)
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Binomické rozdéleni

e Bernoulliho pokusy Xi, ..., Xy

e X; =1 .. udalost nastala; X; = 0...udalost nenastala; i =1,..., N
® PI’(X,‘ = 1) = p
e Pr(Xi=0)=1—0p

e Binomické rozdéleni

e X...pocet udalosti v posloupnosti N nezavislych Bernoulliho pokust, pficemz
pravdépodobnost nastdni uddlosti v kazdém pokusu je vyjad¥ena parametrem p

e pocet chlapci v rodiné s 12 détmi
e celkovy po&et prstli (na obou rukou), na nichZ se alespoii jednou objevil vzor vir

e >N Xi = X ~ Bin(N, p)
0 = (N, p)
pravdépodobnostni funkce

Mﬂ:(

vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1 — p)
dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p)

N

)px(l—p)N_X x=0,1,...,N
X
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Dataset: Po&et chlapcii v rodinach s 12 détmi
V rdmci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zdkladé zaznam( z nemocnic v Sasku
zaznamenano rozdéleni poltu chlapct v &trnacti¢lennych rodinach. Mezi M = 6115 rodinami s
N = 12 d&tmi byla pozorovana potetnost chlapcii. Udaje ze studie jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.
n | o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 || >
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 || 6115

Pf¥iklad 4.1. Vypocet parametru p binomického rozdéleni

Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X popisujici pocet chlapcli v rodindch s dvanacti détmi
pochdzi z binomického rozdéleni s parametrem N = 12. Vypoditejte odhad pravdépodobnosti
vyskytu chlapci v rodinach s dvanacti détmi.

Reseni p¥ikladu 4.1

Pravdépodobnost p vyskytu chlapcli v rodindch s dvanacti détmi odhadneme pomoci vzorce

pocet narozenych chlapci ZQJ:O NMopserved

P= celkovy potet narozenych d&ti NM
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OOk N

8
9
10

<- 12
<- 0:N
.obs <- ¢(3, 24, 104, 286, 670, 1033, 1343, 1112, 829, 478, 181, 45, 7)
<- sum(m.obs)
<- sum(n * m.obs) / (N *x M) # 0.519215
p <- round(p, 4))

~0 =2 B B =

[1] 0.5192

Interpretace vysledki: Pravdépodobnost vyskytu chlapcii v rodindch s dvanacti détmi je

.............................. (oo %),

P¥iklad 4.2. Pozorované a ocekavané pocetnosti v binomickém rozdéleni

Za predpokladu, Ze pocet chlapci v rodinach s dvanacti détmi pochazi z binomického rozdéleni s
parametry N = ............. AP = i odhadnéte olekavané poéetnosti chlapci v rodinach s
dvandcti détmi a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni p¥ikladu 4.2

m.exp <- round(dbinom(0:12, 12, p) * 6115)
tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))
names (tab) <- 0:12
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m.obs 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7
m.exp 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2
par (mar = c(4, 4, 1, 1))
plot (0:12, m.obs, type = ’h’, col = ’red’, xlab = ’°’

ylab = ’absolutni cetnosti’, las = 1)
lines (0:12, m.exp, type = ’h’, 1lty = 2, col = ’black’)
points (0:12, m.obs, pch = 21, col = ’darkred’, bg = ’red’)
points (0:12, m.exp, pch = 21, col = ’black’, bg = ’black’)
mtext (’pocet starsich sourozencu’, side = 1, line = 2.4)

legend(’topright’, pch = c(21, 21), col = c(’darkred’,

pt.bg = c(’red’, ’black’), legend = c(’pozorovane’,

’black’),
’ocekavane’),

bty = ’n’)
]
° ® pozorovane
1200 — ® ® ocekavane
% 1000 — 2
2
% 800 .
(&)
EGOO—
(o]
& 400 —
©
200 — T f
0—.0, L
| T | T | T |
0 2 4 6 8 10 12

pocet starsich sourozencu

11
12
13
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24
25
26

27
28

Pt¥iklad 4.3. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického rozdéleni

Za predpokladu, Ze nahodna veli¢ina X popisujici pocet chlapcl v rodindch s dvanacti détmi
pochdzi z binomického rozdé&leni s parametry N = ............. AP = i, vypoclitejte
pravd&podobnost, Ze v rodiné s dvanacti dé&tmi bude (a) pravé devét chlapci, (b) nejvyse Ctyfi
chlapci, (c) alespoii osm chlapci, (d) &tyFi, p&t, Sest, nebo sedm chlapcd.

Reseni piikladu 4.3
(a) pravdépodobnost, Ze v rodiné s 12 détmi bude pravé devét chlapci

N <- 12
p <- 0.5192
dbinom (9, N, p) # 0.06703911

(b) pravdépodobnost, Ze v rodiné s 12 détmi budou nejvyse &ty¥i chlapci

sum (dbinom (0:4, N, p)) # 0.1588736
pbinom (4, N, p) # 0.1588736
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29
30

31
32

(c) pravdépodobnost, Ze v rodin& s 12 détmi bude alespoii osm chlapci

1 - pbinom(7, N, p) # 0.2330869
sum (dbinom(8:12, N, p)) # 0.2330869

(d) pravdépodobnost, Ze v rodiné s 12 détmi bude ¢tyfi, pét, Sest, nebo sedm chlapci

sum (dbinom(4:7, N, p)) # 0.7107605

pbinom (7, N, p) - pbinom(3, N, p) # 0.7107605

Interpretace vysledkii: Pravdépodobnost, Ze v rodiné bude pravé devét chlapct, je .................... %.
Pravdépodobnost, Ze v rodiné budou nejvyse &ty¥i chlapci, je .................... %. Pravdépodobnost, Ze
v rodiné bude alespori osm chlapci, je .................... %. Pravd&podobnost, e v rodin& bude &tyf¥i,
p&t, Sest, nebo sedm chlapcil, je .................... %.
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39

Priklad 4.4. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického rozdéleni
Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce a graf distribuéni funkce binomického rozdéleni
Bin(N, p), kde N =12 a p = 0.5192.

Reseni piikladu 4.4

x <- 0:N
px <- dbinom(x, N, p)
par (mar = c(4, 4, 1, 1))

plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.25), xlab = ’’, ylab = ’p(x)’, las = 1)
points{(x, px, col = ’red’, pch = 19)
mtext(’x’, side = 1, line = 2)

mtext (’N = 12, p = 0.5192’, side = 1, line = 3)
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] —O
0.20 ? 0.8 oo
L ]
’;015— ° = 0.6 o
a g
0.10 0.4 —
O
0.05 T [ 0.2 - —o
000 {o o * Te, 00 | <ooe3°
| [ [ I I I I I [ | | [ I I
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X X
N =12, p=05192 N =12, p=0.5192
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Poissonovo rozdéleni

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém &asovém intervalu, pficemz k udalostem
dochazi ndhodné, jednotlivé a vzdjemné& nezadvisle. St¥edni polet téchto udalosti je vyjadfen
parametrem A > 0

e pocet starsich sourozencil
e pocet umrti v disledku kopnuti koném v Pruskych armadnich jednotkach
® pocet reviznich operaci kolenniho koubu

e X ~ Poiss(\)
e 0 =)A
e pravdépodobnostni funkce
p(x) = i—)l( _AXZO,].,.

vlastnosti: E[X] = \; Var[X] = A

e dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)

13/18



40
41
42
43
44

Priklad 4.5. Vypocet parametru A\ Poissonova rozdéleni

Na&tete datovy soubor 17-anova-newborns-2.txt a odstrarite z n€j neznama pozorovani. Zamérte
se na znak X =pocet starsich sourozenciti novorozence. Za predpokladu, Ze ndhodnd veli¢ina X
popisujici polet starSich sourozencti novorozence pochazi z Poissonova rozdéleni parametrem A
odhadnéte stfedni hodnotu po&tu starSich sourozencii A.

Reseni piikladu 4.5

Stfedni hodnotu poétu starSich sourozencti odhadneme pomoci vzorce

polet starich sourozenci Ef\lzl Xj

podet novorozencl N

data <- read.delim(’17-anova-newborns-2.txt’)
data <- na.omit (data)

prch <- data$prch.N

N <- length(prch) # 1381

(lambda <- sum(prch) / N) # 0.9427951

[1] 0.9427951

Interpetace vysledkii: St¥fedni hodnota po&tu starich sourozencli novorozencli v datovém souboru

A = :

45
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53
54
55
56
57
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59

Priklad 4.6. Porovnani pozorovanych a o¢ekavanych pocetnosti v Poissonové rozdéleni

Za predpokladu, Ze po&et stardich sourozencili novorozencili pochazi z Poissonova rozdé&leni s
parametrem A =........... ..o, odhadnéte ofekavané pocletnosti starsich sourozenc( a
porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.6

m.obs <- data.frame(table(prch))$Freq
m.exp <- round(c(dpois(0:9, lambda)) * N)
tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))
names (tab) <- 0:9

0 1 2 3 4 5 67 89 50
m.obs 590 510 175 48 23 17 10 4 3 1 51
m.exp 538 507 239 756 18 3 1 0 0 O b2
par (mar = c(4, 4, 1, 1))
plot (0:9, m.obs, type = ’h’, ...) # zelene vertikalni cary
lines (0:9, m.exp, ...) # cerne vert. cary
points (0:9, m.obs, ...) # zelene body
points(0:9, m.exp, ...) # cerne body

mtext (...) # popisek osy x
legend(...) # doplneni legendy
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Priklad 4.7. Vypocet pravdépodobnosti za piredpokladu Poissonova rozdéleni

Za predpokladu, Ze data pochazi z Poissonova rozdéleni s parametrem A = ................ooll,
urete pravdépodobnost, novorozenec ma (a) dva, tfi nebo &tyfi starsi sourozence; (b) alespoii &tyfti
starsi sourozence; (c) nejvyde dva star¥i sourozence; (d) pravé jednoho stariiho sourozence.

Reseni prikladu 4.7
(a) pravdépodobnost, Ze novorozenec m3 dva, t¥i nebo &ty¥i stari sourozence

sum (dpois (...))
ppois (...) - ppois(...)
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62

63
64

65

(b) pravd&podobnost, Ze novorozenec ma alespoii &ty¥i stardi sourozence

1 - ppois(...) # 0.01567936

(c) pravd€podobnost, Ze novorozenec ma nejvy3e dva stardi sourozence

ppois(...) # 0.9299142
sum(dpois (...)) # 0.9299142

(d) pravd&podobnost, Ze novorozenec ma pravé jednoho starsiho sourozence

dpois (...) # 0.3672541

Interpretace vysledu: Pravdépodobnost, Ze novorozenec ma dva, t¥i nebo Ctyfi star$i sourozence je

............... %. Pravd&podobnost, Ze novorozenec ma alespoii &ty¥i stardi sourozence je ...............%.
Pravdépodobnost, Ze novorozenec ma nejvys$e dva starsi sourozence je ............... %. Pravdépodob-
nost, Ze novorozenec ma jednoho stardiho sourozence je ................. %.

17 /18



66
67
68
69
70
71
72
73
74

Pt¥iklad 4.8. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdé&leni Poiss(0.9428) v

hodnotach x =0, 1, 2,3, 4,5,6,7,8,ax>0.

Reseni p¥ikladu 4.8

N <- 9
x <- 0:N
px <- dpois(x, lambda) # pstni fce rozdeleni Poiss(lambda) v hodnotach x
par(...) # nastaveni okraju 5, 4, 1, 1
plot(x, px, type = ..., ylim = c(0, 0.45), ...) # zelene vertikalni cary
points(x, px, ...) # zelene body
box(...) # ramecek okolo grafu
mtext (...) # popisek osy x
mtext (bquote (paste (lambda == 0.9428)), side = 1, line = 3) # druhy popisek osy x
1.0 0—0—0—0—0—"0—"0—>
04 o
o
0.8 ,
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Z e
a e
02 04 - oo
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