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4 Diskrétni nahodné veliciny
4.1 Binomické rozdéleni Bin(N, p)

e Bernoulliho pokusy Xi,..., Xn:

— X; =1 ...udéalost nastala; X; = 0...udalost nenastala; i =1,..., N.
-Pr(X;=1)=p
- Pr(X;=0=1-p=gq

e Binomické rozdéleni:

— X...pocet udalosti v posloupnosti N nezavislych Bernoulliho pokusi, pricemz pravdépodobnost nastani
udélosti v kazdém pokusu je vyjadiena parametrem p.

- ¥ X, =X ~Bin(N,p).
— pravdépodobnostni funkce:

N .
p(m):( )p”(l—p)N_“ z=0,1,...,N;
x

— vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1 —p)
dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p)

Dataset: Pocet chlapct v rodinach s 12 détmi

V réamci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku zaznamendno
rozdéleni po¢tu chlapci v ¢trndcticlennych rodindch. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 détmi byla pozorovéna
pocetnost chlapcu. Udaje ze studie jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

n Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ¥
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 | 6115

Piiklad 4.1. Vypocet parametru p binomického rozdéleni
Predpokladejme, zZe ndhodné veli¢ina X popisujici pocet chlapcu v rodindch s dvanacti détmi pochézi z binomického
rozdéleni s parametrem N = 12. Vypocitejte odhad pravdépodobnosti vyskytu chlapcu v rodinach s dvanacti détmi.

Reseni piikladu 4.1
Pravdépodobnost p vyskytu chlapct v rodindch s dvandcti détmi odhadneme pomoci vzorce

. pocet narozenych chlapcu B Zﬁ;o NMobserved (41)
p= celkovy pocet narozenych déti NM ' '
N <- 12
n <- 0:N
m.obs <- c(3, 24, 104, 286, 670, 1033, 1343, 1112, 829, 478, 181, 45, 7)
M <- sum(m.obs)
p <- sum(n * m.obs) / (N * M)
(p <- round(p, 4))
[[1] 0.5192 |
Interpretace vysledku: Pravdépodobnost vyskytu chlapci v rodindch s dvandcti détmi je .........cccccceeeeennnnins
(ceeerree e %). *

Priiklad 4.2. Pozorované a ocekdvané pocetnosti v binomickém rozdéleni

Za predpokladu, ze pocet chlapcu v rodindch s dvandcti détmi pochédzi z binomického rozdéleni s parametry
e, AP = e odhadnéte ocekdavané pocetnosti chlapcu v rodinach s dvanacti

détmi a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.2
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m.exp <- round(dbinom(0:12, 12, p) * 6115)
tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))
names (tab) <- 0:12
tab
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

m.obs 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7

m.exp 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2
par (mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)
plot(0:12, m.obs, type = ’h’, col = ’red’,
xlab = ’pocet starsich sourozencu’, ylab = ’absolutni cetnosti’, las = 1)
points(0:12, m.obs, pch = 21, col = ’darkred’, bg = ’red’)
lines (0:12, m.exp, type = ’h’, 1ty = 2, col = ’black’)
points(0:12, m.exp, pch = 21, col = ’black’, bg = ’black’)
legend (’topright’, pch = c(21, 21), col = c(’darkred’, ’black’), pt.bg = c(’red’, ’black’),
legend = c(’pozorovane’, ’ocekavane’), bty = ’n’)
1200 — ® @ pozorovang
D ® ocekavane
2 1000 —
8 800
=
5 600
3
2 400
©
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pocet starsich sourozencu *

Piiklad 4.3. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu binomického rozdéleni
Za predpokladu, Ze ndhodné veli¢ina X popisujici pocet chlapcu v rodindch s dvandcti détmi pochézi z binomického

rozdéleni s parametry N =
s dvanacti détmi bude

a. prave devét chlapcen,
b. nejvyse ¢tyti chlapci,
c. alespon osm chlapcu,
d. ¢tyri, pét, Sest, nebo sedm chlapcu.

Reseni piikladu 4.3

N <- 12
p <- 0.5192

round (dbinom (9, N, p), 4)

vypocitejte pravdépodobnost, ze v rodiné

[[1] o0.067

round (pbinom(4, N, p), 4)

[[11 o0.1589

round (1 - pbinom(7, N, p), 4)

[[1] 0.2331

12, N, p)), 4)
7, N, p)), 4)

#round (sum (dbinom (8
round (sum (dbinom (4

[[11 o.7108
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#round (pbinom(7, N, pii) - pbinom(3, N, p), 4)

Interpretace vysledku: Pravdépodobnost, ze v rodiné bude pravé devét chlapet, je ......ovvvvvvevvievenninn. %. Prav-
dépodobnost, ze v rodiné budou nejvyse ¢tyii chlapci, je ....coooeeeveeeiiriinnnnnn.e. %. Pravdépodobnost, ze v rodiné bude
alespon osm chlapct, je .ooooveeeeeeeeieieneneeen.n. %. Pravdépodobnost, Ze v rodiné bude ¢tyti, pét, Sest, nebo sedm chlapeii,

JE e %. Y

Piiklad 4.4. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce binomického rozdéleni
Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce a graf distribuéni funkce binomického rozdéleni Bin(N, p), kde N = 12
ap=0.5192.

Reseni piikladu 4.4

N <- 12

x <- 0 : N

p <- 0.5192

px <- dbinom(x, N, p)
Fx <- pbinom(x, N, p)

par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)
plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.25), xlab = ’’, ylab = ’p(x)’, las = 1)
mtext (’x’, side = 1, line = 2)
mtext (’N = 12, p = 0.5192’, side = 1, line = 3)
points(x, px, col = ’red’, pch = 19)
plot(x, Fx, xlab = ’’, type = ’n’, xlim = c(-1, 13), ylim = c(0, 1),
ylab = ’F(x)’, las = 1)
segments(x, Fx, x + 1, Fx) # vodorovne cary
arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1) # dolni sipka
arrows (N, 1, 13, 1, length = 0.1) # horni sipka
points(x, c(0, Fx[1:N]), pch = 21, col = ’black’, bg = ’white’) # prazdne body
points(x, Fx, pch = 19, col = ’red’) # plne body
mtext (’x’, side = 1, line = 2)

mtext (’°N = 12, p = 0.5192’, side = 1, line = 3)
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Alternativni rozdéleni Alt(p)

e X...vyskyt sledované udalosti v jednom Bernoulliho pokusu, pficemz pravdépodobnost nastani udalosti v
tomto pokusu je vyjadfena parametrem p.

e specidlni piipad binomického rozdéleni, kde N =1, tj. X ~ Alt(p) ~ X ~ Bin(1, p)
e X ~ Alt(p).
0=(p)"

pravdépodobnostni funkce

e vlastnosti: E[X] = p; Var[X] = p(1 —p)
e dbinom(x, 1, p), pbinom(x, 1, p)

Dataset: 09-one-sample-probability-sutmet.txt
Datovy soubor 09-one-sample-probability-sutmet.txt obsahuje idaje o vyskytu epigenetického znaku sutura metopica
na lebkach Ainu z ostrova Hokaido. Udaje o vyskytu epigenetického znaku jsou k dispozici v tabulce 1.

Tabulka 1: Udaje o vyskytu epigenetického znaku sutura metopica na lebkdch Aint z ostrova Hokaido

V/ k t t t y X
Populace Aflz yt sutura ml\c}eomca (X) 5
[ Ainové | 6 178 [ 184 |

Piiklad 4.5. Popis realné situace pomoci alternativniho rozdéleni
Necht ndhodnd veli¢ina X popisuje vyskyt epigenetického znaku sutura metopica na lebkach Ainii z ostrova Hokaido.
Naleznéte rozdéleni nahodné veliciny X a odhadnéte hodnoty parametru tohoto rozdéleni.

Reseni piikladu 4.5

Néhodné velicina X nabyva pouze dvou hodnot, a sice X = 0 v piipadé, ze na lebce nebyl epigeneticky znak
ptitomny, nebo X = 1 v pfipadé, ze na lebce byl epigeneticky znak pritomny. Nahodna veli¢ina X tedy pochazi
L e rozdéleni, tj. X ~ .o, . Odhad parametru p spoc¢itame jako podil poctu
vyskytu epigenetického znaku sutura metopica na lebkach Aint ku celkovému poctu zkoumanych lebek.

p <- 6 / 184
round (p, 4)

[[11 0.0326 EE

Interpretace vysledku: Vyskyt epigenetického znaku sutura metopica na lebkach Ainu z ostrova Hokaido pochéazi
T et rozdéleni s parametrem p = ................. . Pravdépodobnost vyskytu epigenetického
znaku sutura metopica u populace Aint je ........cceeeveunenee. %. *
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Piiklad 4.6. Vypocet pravdépodobnosti za pfedpokladu alternativniho rozdéleni
Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X popisujici vyskyt epigenetického znaku sutura metopica u populace Ainu z
ostrova Hokaido pochazi z alternativniho rozdéleni a parametrem p =................ , Vypocitejte

a. pravdépodobnost vyskytu epigenetického znaku sutura metopica u populace Ainu
b. pravdépodobnost absence epigenetického znaku sutura metopica u populace Ainu
c. pravdépodobnost nejvyse zadného vyskytu epigenetického znaku sutura metopica

d. pravdépodobnost nejvyse jednoho vyskytu epigenetického znaku sutura metopica.

Reseni piikladu 4.6

x <- 1
p - (x) *x (1 -p) ~ (1 - x) # 0.0326087
dbinom (1, 1, p)

x <- 0
p -~ (x) x (1 -p) ~ (1 - x) # 0.9673913
dbinom (0, 1, p)

x <- 0
p - (x) * (1 -p) ° (1 - x) # 0.9673913
pbinom (0, 1, p)

x <- 0:1
sum(p ~ (x) * (1 - p) ~ (1 - x)) # 1
pbinom (1, 1, p)

Interpretace vysledku: Pravdépodobnost vyskytu epigenetického znaku sutura metopica v populaci Aina ostrova
Hokaido je ..%. Pravdépodobnost absence epigenetického znaku sutura metopica v populaci Ainti ostrova
Hokaido je ........ccccceeee. %. Pravdépodobnost nejvyse zddného vyskytu epigenetického znaku sutura metopica v
populaci Ainu ostrova Hokaido je .................... %. Pravdépodobnost nejvyse jednoho vyskytu epigenetického znaku
sutura metopica v populaci Ainu ostrova Hokaido je .................... %. *

Piiklad 4.7. Graf pravdépodobnostni funkce a distribuéni funkce alternativniho rozdéleni
Zaméite se nyni blize na tvar alternativniho rozdéleni Alt(0.03261). Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(z)
a graf distribuéni funkce F'(x) tohoto rozdéleni.

Reseni piikladu 4.7

N <- 1

x <- 0:1

px <- dbinom(0:1, 1, p)
Fx <- pbinom(0:1, 1, p)

par (mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)

# Graf pravdepodobnostni funkce

plot(x, px, type = ’h’, ylab = ’p(x)’, xlab = ’’, las = 1)
points(x, px, col = ’blue2’, pch = 19)

mtext (’x’, side = 1, line = 2.1)

mtext (bquote (paste(p == .(round(p, 4)))), side = 1, line = 3.2)

# Graf distribucni funkce

plot(x, x, xlab = ’’, ylab = ’F(x)’,
xlim = c(-1, 2), ylim = c(0, 1), type = ’n’, las = 1)
segments(x, Fx, x + 1, Fx) # vodorovne cary
arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1) # dolni sipka
arrows(N, 1, 2, 1, length = 0.1) # horni sipka
points(x, Fx, col = ’blue2’, pch = 19) # plne body
points(x, c(0, Fx[1 : N]), pch = 21, bg = ’white’, col = ’black’) # prazdne body
mtext (’x’, side = 1, line = 2.1)
mtext (bquote (paste(p == .(round(p, 4)))), side = 1, line = 3.2)
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Obrazek 1: Pravdépodobnostni funkce (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) alternativniho rozdéleni Alt(0.03261)

4.2 Poissonovo rozdéleni Poiss(\)

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu, pficemz k udalostem dochézi nahodné,
jednotlivé a vzajemné nezavisle. Stfedni pocet téchto udalosti je vyjadien parametrem A > 0.

¢ X ~ Poiss())
o 0=\

pravdépodobnostni funkce:

e vlastnosti: E[X] = A; Var[X] = A

e dpois(x, lambda), ppois(x, lambda)
Piiklad 4.8. Vypoéet parametru \ Poissonova rozdéleni
Nactete datovy soubor 17-anova-newborns-2.txt a odstrante z néj neznama pozorovani. Zaméite se na znak X =pocet

starsich sourozenciu novorozence. Za piedpokladu, ze ndhodnd velicina X popisujici pocet starsich sourozencu
novorozence pochéazi z Poissonova rozdéleni parametrem A odhadnéte stfedni hodnotu poctu starsich sourozencu A.

Reseni piikladu 4.8
Stfedni hodnotu poc¢tu starsich sourozencti odhadneme pomoci vzorce

. o . N
pocet starsich sourozencu Y ;" x;

i NN _ 2ui=1 i (4.3)
pocet novorozencii N
data <- read.delim(’00-Data//17-anova-newborns-2.txt’)
data <- na.omit (data)
prch <- data$prch.N
N <- length(prch) # 1381
(lambda <- sum(prch) / N) # 0.9427951
[1] 0.9427951 | 101
Interpetace vysledkii: Stiedni hodnota poctu starsich sourozencu novorozencu v datovém souboru A =.........
....................... *

Piiklad 4.9. Porovnani pozorovanych a o¢ekavanych pocetnosti v Poissonové rozdéleni
Za predpokladu, Ze pocet starsich sourozenct novorozencu pochézi z Poissonova rozdéleni s parametrem A =...........



..................... odhadnéte o¢ekdvané pocetnosti starsich sourozencu a porovnejte je s pozorovanymi pocetnostmi.

Reseni piikladu 4.9

102 m.obs <- data.frame(table(prch))$Freq

103 m.exp <- round(c(dpois(0:8, lambda), 1 - ppois(8, lambda)) * N)
104 tab <- data.frame(rbind(m.obs, m.exp))

105 names (tab) <- 0:9

106 tab
0 1 2 3 4 5 6789 107
m.obs 590 510 175 48 23 17 10 4 3 1 108
m.exp 538 507 239 75 18 3 1 0 0 O 109
110 par(mar = c(4, 4, 1, 1), family = ’Times’)
111 plot(0:9, m.obs, type = ’h’, col = ’darkolivegreen2’,
112 xlab = ’pocet starsich sourozencu’, ylab = ’absolutni cetnosti’, las = 1)
113 points(0:9, m.obs, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’)
114 1lines(0:9, m.exp, type = ’h’, 1ty = 2, col = ’black’)
115 points(0:9, m.exp, pch = 21, col = ’black’, bg = ’black?’)
116 legend(’topright’, pch = c(21, 21), col = c(’darkgreen’, ’black’), pt.bg = c(’darkolivegreenl’, ’black’),
117 legend = c(’pozorovane’, ’ocekavane’), bty = ’n’)
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Obrazek 2: Porovnani pozorovanych a o¢ekdvanych pocetnosti v Poissonové rozdéleni

Priiklad 4.10. Vypocet pravdépodobnosti za predpokladu Poissonova rozdéleni
Za predpokladu, ze data pochdzi z Poissonova rozdéleni s parametrem A = ...........ccccoevvvvvenenn. urcete pravdépodobnost,
novorozenec ma

a. dva, tfi nebo ¢tyfi starsi sourozence,
b. alespon ¢tyti starsi sourozence,
c. nejvyse dva starsi sourozence,

d. pravé jednoho starsiho sourozence.

Reseni piikladu 4.10

118 sum(dpois(2:4, lambda))

[[1] 0.2403526 | 119

120 1 - ppois(3, lambda)

[[1] 0.01567936 | 121

122 ppois (2, lambda)
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[[11 0.9299142 | 123

dpois (1, lambda)

[[11 0.3672541 | 125

Interpretace vysledu: Pravdépodobnost, Ze novorozenec ma dva, tii nebo ¢tyfi starsi sourozence je ...............

.............. %. Pravdépodobnost, ze novorozenec mé alespon ¢tyti starsi sourozence je .............................%. Pravdépo-
dobnost, zZe novorozenec ma nejvyse dva starsi SOUr0ZENCe J€ .....oeeeeevvvrvvnneeeeennnns %. Pravdépodobnost, ze novorozenec
ma jednoho starsitho sourozence je ..........cccccoveeeveeene. %. *

Piiklad 4.11. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni
Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Poiss(0.9428) v hodnotdch z = 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8 ax>09.

Reseni piikladu 4.11

N <- 9

x <- 0:N

px <- c(dpois(0:8, lambda), 1 - sum(dpois(0:8, lambda)) )
Fx <- c(ppois(0:8, lambda), 1)

par (mar = c(5, 4, 1, 1), family = ’Times’)

plot(x, px, type = ’h’, ylim = c(0, 0.45), xlab = ’’, ylab = ’p(x)’, axes = F)
points(x, px, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’)

box (bty = ’0°)

axis (1, 0:9, c(0:8, ’9+’))

axis (2, las = 1)

mtext (’x’, side = 1, line = 2)
0

mtext (bquote (paste (lambda == 0.9428)), side = 1, line = 3)

plot(x, Fx, type = ’n’, xlim = c(-1, N + 1), ylim = c(0, 1),
xlab = ’’, ylab = ’F(x)’, axes = F)
box (bty = ’0°’)

axis(1, -1:9, c(-1:8, ’9+°’))
axis (2, las = 1)
segments(x, Fx, x + 1, Fx) # vodorovne cary

arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1) # dolni sipka
arrows (9, 1, 10, 1, length = 0.1) # horni sipka
points(x, c(0, Fx[1:9]), pch = 21, col = ’black’, bg = ’white’, cex = 1) # prazdne body
points(x, Fx, pch = 21, col = ’darkgreen’, bg = ’darkolivegreenl’) # plne body
mtext (’x’, side = 1, line = 2)
mtext (bquote (paste (lambda == 0.9428)), side = 1, line = 3)
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Obrézek 3: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni



