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Motivace

— Matematické modely ve financich jsou stochastické.
— Zakladni nastroj: teorie pravdépodobnosti.

Priklad:

X12102020 ... cena akcie firmy Apple pfisti pondéli na konci

obchodovani



Dnes ... cena je nezndma a modelujeme ji jako nahodnou veli¢inu.
Pristi tyden v patek ... cena je znamou hodnotou (konstantou).

Pro matematické modelovani ve financich je typicka tato interakce

nahodnych a znamych velicin.

Vzajemnému pisobeni ndhodnosti a plynuti ¢asu se vénuje teorie

stochastickych procesi.



Systém nahodnych veli¢in X;, t € I, kde I je indexova mnozina, se

nazyva stochasticky proces.

Priklad: X; ... cena zvolené akcie v budoucim case t.

Jaky je vztah mezi X; a X;+17 Mohou to byt nezavislé nahodné

veliciny?

Hodnota X; obsahuje informaci o pravdépodobnostnim rozdéleni

nahodné veli¢iny X¢41.

Jak je to s prirustky Xiio — Xer1 a Xep1 — Xi?



Ve vétsiné nasich modeld budou nezavislé.
Souvisi s tzv.hypotézou efektivniho trhu.
“Vsechny informace dostupné v Case t jsou jiz obsazeny v cené X;."

Diisledek: geometricky Browniiv pohyb je “pfirozenym " modelem

vyvoje cen akcii.



Pravdepodobnost

Teorie pravdépodobnosti je hlavnim nastrojem modelovani ve

finan¢ni matematice.
Co je to pravdépodobnost?
Frekventisticky pristup:

Pravdépodobnost jevu je limita jeho relativni cetnosti pfi velkém

poctu opakovani téhoz experimentu.



Nevyhoda: omezeni na opakovatelné jevy.

Predpoklad opakovatelnosti konkrétni situace na trhu neni Gplné

realny.



Bayesovsky pristup:

Pravdépodobnost vyjadfuje miru nasi nejistoty o pravdivosti
néjakého tvrzeni, zalozenou na informacich, které v danou chvili

mame.

Kazda pravdépodobnost je tedy podminéna (informacemi, které

pravé mame).

Pravdépodobnost padnuti Sestky na kostce je P(X = 6) = %,

pokud nemame zadnou informaci o tom, jak je kostka vyrobena.



Budeme-li mit vice informaci, miize se tato pravdépodobnost

zménit.

Matematicka technika vypoctii nicméné na interpretaci ve vétsiné

pfipadii nezavisi a je stejnd pro obé pojeti.



Opakovani zakladnich pojma teorie
pravdepodobnosti

Pravdépodobnostni prostor (model) obvykle oznacujeme (2, A4, P),
kde

— Q je prostor elementéarnich jevd, t.j. vSech moznych stavil
modelovaného systému, které chceme rozlisovat (napft.

{1,2,3,4,5,6} u hodu kostkou).

— A je mnozina vsech pozorovatelnych jevii. Prvky.A jsou

podmnoziny €.



Jev je tedy formalné vzato mnozina elementarnich jevi, které jsou

s nim sluéitelné.

Napfiklad jev “padne sudé Cislo” je mnozina {2,4,6}

Je-li Q kone€na nebo spocetna (tak tomu bude u vsech diskrétnich
modelidl), je A v definici pravdépodobnostniho prostoru nadbyteéné,

nebot automaticky A je rovno exp Q, mnoziné vsech podmnozin Q.

- P: A—(0,1) je pravdépodobnostni mira. V diskrétnim pripadé

staci znat hodnoty této miry na elementarnich jevech.



Tedy P: Q — (0,1). P(w) je pak pravdépodobnost elementarniho

jevu w a pro obecny jev A € A plati

P(A) = P(w).
w€eA
Pokud je ale Q nespocetna, pak exp Q ma prilis velkou mohutnost,
aby se na ni dala definovat pravdépodobnostni mira. Musime se pak

omezit na mensi o-algebru. S tim se setkdme az u spojitych modeld.



Diskrétni ndhodné promenné

Diskrétni ndhodna proménna (nahodna veli¢ina) je funkce
X:Q = {x1,x,..} TR,

kde {x1, x2, ...} je diskrétni podmnozina R.

Definice 1.1. Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je

definovana jako



Definice 1.2. Distribu¢ni funkce nahodné velic¢iny X je
F(x) = P(X < x).
Pfipomenme si jesté definici nezavislosti dvou jevi.

Definice 1.3. Jevy A, B C Q jsou nezavislé, jestlize

P(AN B)

P(A):W7

tedy
P(AN B) = P(A)P(B).

Jinak feceno nastal-li jev B, nezméni to pravdépodobnost jevu A.



Definice 1.4. Diskrétni ndhodné veli¢Giny X a Y jsou nezévislé,
jestlize jevy {X = x} a {Y = y} jsou nezavislé pro viechna x a y.
Jinymi slovy, znalost hodnoty X nedava zadnou informaci o
hodnoté Y.

Pravdépodobnostni funkce obsahuje vsechny informace o uvazované

nahodné veliciné. Casto nam ale staci jeji ciselné charakteristiky.

Definice 1.5. Ocekavani (stfedni hodnota) nahodné veli¢iny X s

pravdépodobnostni funkci f(x) je definovana jako

E(X)= Y xf(x),

x: f(x)>0



Ocekavani mizeme vypocitat také pomoci vztahu

E(X) =) X(w)P(w).

weN

Definice 1.6. Je-li k pfirozené Cislo, k-ty moment my nahodné

velic¢iny X je definovan jako

my = E(X5).

Definice 1.7. k-ty centrdlni moment o je definovan jako

Ok = E((X — ml)k).



Specialné,

je stredni hodnota a
o2 = E((X — E(X))?)

je rozptyl (variance). Tedy 0y = 02, kde 0 = /75 je stiedni

smérodatna odchylka.



Definice 1.8. Necht A je jev, tj. AC Q, anecht I : Q — R je

nahodna veli¢ina definovana vztahem

a(w) 1 poweA
w) = .
A 0 prow¢A

Pak I4 se nazyva indikatorova funkce jevu A.

Libovolnou nahodnou veli¢Ginu miizeme zapsat pomoci

indikatorovych funkci jeva A; = {X = x;}. Mame

X = xila.



14 je Bernoulliovskad nahodna veli¢ina. Nabyva jen hodnot 0 a 1.



Zavislost a nezavislost ndhodnych velicin

Lemma 1.9. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny. Potom

E(XY) = E(X)E(Y).

Dikaz: Oznacme A, = {X =x} a B, ={Y = y}. Pak

XY = xylans,,
X7.y



tedy

= nyE(/AxmBy) = ZXYP(AX NBy) =

X7.y X?y

Y P(A)P(By) = (D _xP(A) ZyP (X)E(Y).

Opak obecné neplati.

Definice 1.10. Rikame, ze nahodné velic¢iny X a Y jsou

nekorelované, jestlize plati:

E(XY) = E(X)E(Y).



Veta 1.11. Necht X a Y jsou nidhodné veliciny. Pak
— Var(aX) = a®Var(X) pro a € R.
— Jsou-1i X a Y nekorelované (specialné nezavislé) nahodné

velic¢iny, pak

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Definice 1.12. Kovariance nahodnych veli¢in X a Y je

definovana jako

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].



Korelacni koeficient X a Y je

p(X, Y) = J%
Plati:
p(X,Y) =0 E(XY) = E(X)E(Y) & cov(X,Y) =0
)
cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Dale je

[p(X, V)| < 1.



Jak ovérit nezavislost dvou danych nahodnych veli¢in?

Definice k tomu vétsinou vhodna neni.

Definice 1.13. Necht X a Y jsou diskrétni nahodné veli¢iny (na
stejném pravdépodobnostnim prostoru). Sdruzena distribucni

funkce X a Y je definovana vztahem

Fxy(x,y) = P(X <x A Y <y).



Definice 1.14. Sdruzena pravdepodobnostni funkce:

fx.y : R? —[0,1] je definovana vztahem
fxy(xy)=P(X=xAY=y)

Analogicky se definuje sdruzena pravdépodobnostni funkce pro vice
nahodnych velicin. Nasledujici lemma dava dobre ovéritelné

kriterium nezavislosti.

Lemma 1.15. Diskrétni nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé

pravé tehdy, kdyz

fx.y (X, y) = & (x)fr(y)

pro vsechna x,y € R.



Ze znalosti sdruzené pravdépodobnostni funkce fx y miizeme

vypocitat marginalni pravdépodobnostni funkce fx a fy. Mame

fx(x) = P(X =x) = P(J{X =x}n{Y =y}))

y

— ZP(X =xAY=y)= fo,Y(X,Y)-



Priklad 1.16. Necht X : Q — {1,2,3}a Y : Q — {-1,0,2} jsou

nadhodné veli¢iny a sdruzena pravdépodobnostni funkce je dana

tabulkou:

| ly=-1[y=0[y=2]f]

_ T 3 2 6

ECT I T R I R

R e

7y 3 A 18
18 18 18 18

Jsou X a Y nezavislé?



ZFejmé ne, v tom pripadé by Fadky tabulky musely byt nasobkem
jeden druhého.

Vypocteme kovarianci téchto dvou nahodnych veli¢in. Mame
XY :Q— {~1,0,-2,-3,2,4,6}.

Dale

6 10 21 37 13

=% w1 7

1 2 2 3 3 29
XY)=—-1—+2——2—+4— = =2
E(XY) 18 + 18 18 + 18 + 618 18



Celkem tedy

20 481 522481 41

cov(X, V) = EXY)~E(X)E(Y) = Te=35. = 350 = 304"



