Zakony arcsinu
Kdy navstivila N.P. naposledy pocatek?
Jak Casto se hradi stridaji ve vedeni?

Hra je férova (p = %) presto je nejvice pravdépodobné, Ze jeden z
hraci stale vedl a nejméné pravdépodobné ze kazdy vedl v poloviné

krokii



Uvedeme dva zakony arcsinu:

— pro Casy pobytu napravo od pocatku (tj. v kladnych hodnotach)
— pro posledni navstiveni pocatku.

1. zakon arcsinu

Veta 6.1. (1. zakon arcsinu pro posledni navstévu pocatku)
Uvazujme symetrickou nahodnou prochéazku, t.j. p = % a necht
So = 0. Pravdépodobnost, Ze posledni navstéva pocatku do ¢asu 2n

nastane v Case 2k, je rovna

P (S2k = 0) P (S2n—2k = 0).



Diakaz: Oznaéme anp(2k) pravdépodobnost, ze posledni navstéva

pocatku do €asu 2n nastane v Case 2k. Mame
an(2k) = P (Sok = 0) P (Sok+1S2k42---Son # 0| Sox = 0).
Z Casové homogenity plyne
a2n(2k) = P (Sok = 0) P(5152...S2pn—2k 70| So = 0).

Tvrzeni tedy plyne z nasledujiciho lemmatu.



Lemma 6.2. Pro symetrickou ndhodnou prochazku plati:
P(S1...52m # 0) = P(S2m = 0),

kde P(Sym = 0) = (™) ()™



Dikaz: Vyuzijeme dasledek véty o volbach: Je-li So = 0, pak pro
n > 1 plati
1
P(515,...5, #0) = ;E(| Snl).-

Dale ze symetrie plyne

P(S1...5m # 0) = 1 —E(| S2m |) —2f22kP (Som = 2k)

_227/9 (Som = 2k) _22 <m+k> <;>2m:

() 217 ) -Gl



nebot plati
2m —1 _ 2m—1 _% 2m
m+k—1 m+k) 2m\m+k)/)
Opravdu, mame

2m—-1).(m—k+1) (2m-—-1)..(m—k)

(m+k —1)! (m+ k)!
(m+k)2m—-1)..(m—k+1)—(2m—1)..(m—k+1)(m— k)
N (m+ k)!

_@m-1)..(m—k+1)[(m+ k) — (m— k)]
(m+ k)!

_2k2m(@2m-—1).(m—k+1) 2k [ 2m
- 2m (m+ k)! 2m\m+ k)’



V poslednim ¢&lenu vyraz se sumou je tzv. teleskopicky soucet. Z
takového sou¢tu nam zistane jen prvni a posledni ¢len, ostatni se

S ()
O )-C)
) e

:<;>2m2 (2”"’177)! (m+1) :(i)zm (2:) P (Som = 0),




Stirlingova formule

Plati

nl~ —+27mn
en
v tom smyslu, ze
. n!
/Im,,_monni =1.
o 2mn

Ze Stirlingovy formule dostaneme odhad na hodnotu

upj = P(52k :O).



Lemma 6.3. Plati u,, ~ ﬁ pro k — oo, tedy

. Uz
lim -3 = 1.
k—00 ——=

Vrk

Podle zakonu arcsinu je

a2n(2k) = Uk tnp—2k,

tedy

P (Sgk =0 A Sokq1..-Son # 0) =P (52k = 0) P(Sgn_zk = 0).



Ze Stirlingova vzorce mame

1 1
\ﬁ (n—k 7r\/k(n—k)'

Hodnota \/k (n — k) je maximalni pro k = 5, tedy a2,(2k) je

minimalni pro k = 7.

a2n(2k) =



Oznaéme T», Cas posledniho navstiveni bodu 0 do ¢asu 2n. Pak

pro x € (0, 1) mame

P (T2n < 2xn) Z

k<xn7r \% k(n B

xn 1 2 .
/0 mdu = _arcsin VX,
s pouzitim substituce u = nv a
1

(2arcsin \/;(), =

%\H




2. zakon arcsinu

2. zakon arcsinu se tyka casti pobytu na jedné strané od pocatku

(tj. doby, kdy jeden z hraci byl ve vedeni).

Véta 6.4. Necht p = % a So = 0. Pravdépodobnost, Ze nahodna
prochézka stravi pfesné 2k casovych intervalii napravo od pocatku

Je (opét) rovna
P(Szk = 0) P (52,,,2;( = 0) .

Dtkaz: uebnice Grimmett, Stirzaker.



Exponencialni rozdeleni a jeho vlastnosti

Spojita ndhodna veli¢ina ma exponencialni rozdéleni, jestlize jeho

hustota je dana vztahem
f(x) = Ae ™ (1)

pro x > 0 a je rovna nule jinak.

Distribuéni funkce exponencialniho rozdéleni je tedy
F(x)=1—e ™ (2)

pro x > 0, a rovna nule jinak.



Moment generujici funkce exponencialniho rozdéleni je dana

vztahem
o A 1
E[e™] = /0 " e Mdx = T = (3)
kde 6 = % Momenty nahodné veli¢iny X mizeme ziskat
derivovanim moment generujici funkce.
Tim dostaneme
ElX] =1 =6 (4)

Var[X] = % =6 (5)



Jednou z hlavnich vlastnosti exponencialniho rozdéleni je ze nema

pamét. Plati totiz

P{X > s+ t|X >t} = P{X > s}. (6)

Je-li napfiklad X Zzivotnost daného stroje, pak pravdépodobnost ze
stroj bude fungovat alespon s + t hodin, za podminky Zze jiz funguje
t hodin, je stejna jako pocatecni pravdépodobnost ze bude

fungovat alespon s hodin. Stroj si “nepamatuje” svoji minulost.

— Opacna situace: efekt opotrebeni nebo zahoreni.



Vlastnost absence pameéti

Exponencialni rozdéleni je jediné rozdéleni které nema pamét.

Dokazeme to nasledovné. Necht
F=P{X>x} (7)
je funkce preziti. Pak z pfedchoziho vztahu plati

F(s+t) = F(s)F(t) (8)



Jinak feceno, F spliuje funkcionalni rovnici
h(s + t) = h(s)h(t). (9)

Dokazeme ted Ze jedina zprava polospojita feseni této rovnice maji
tvar exponencialy.

Ze vztahu

mame



Opakovanim stejného argumentu dostaneme

m(™) = ).
Dale plati
B = o+ ) = h"(,17
Tedy
h(%) = h(1)7.
a tedy
h(x) = h(1),

protoZe h je pospojita zprava.

(14)

(15)



Plati

1
h(1) = K(5) > 0,
a tedy
h(x) = e,
kde A = —In h(1).
Musi tedy platit
F=eM,

protoze distribuéni funkce je zprava polospojita, coz je funkce

preziti exponencialniho rozdéleni.



Mira rizika
— V Zivotnim pojiSténi se pouziva termin intenzita amrtnosti

Uvazujme spojitou ndhodnou veliéinu X a distribuéni funkci F a
hustotou f.

Definice: Funkce miry rizika je definovana jako

Ae) = 28 (19)

Predstavme si, ze skoumame zivotnost néjakého stroje (soucastky),

a predpokladejme, Ze stroj jiz funguje t hodin.



Chceme spocitat pravdépodobnost, Ze nevydrzi dalsi Casovy usek

dt, tedy

P{X € (t,t + dt)|X > t}, (20)
kde n.v. X modeluje cas poruchy stroje. Mame

P(X € (t,t+dt) AN X > t)
P(X > t)

P{X € (t,t+dt)|X >t} = (21)



s eI X € (t,t+ dt) N f(t)dt
P(X>t) — F(1)
= \(t)dt. (23)

(22)

Tedy A(t) reprezentuje intenzitu pravdépodobnosti, ze t-lety stroj

prestane fungovat v Case t.



Je-li rozdéleni exponencialni, pak z vlastnosti absence paméti je

podminéné rozdéleni stejné jako pocatecni, tedy A je konstantni,

)\e—)\t

Tedy mira rizika pro exponencialni rozdéleni je konstantni.



Ukazeme jeste Ze mira rizika naopak jednoznaéné urcuje

pravdépodobnostni rozdéleni. Opravdu, mame

—aF) _

(25)

(26)



tedy
F(t) = celo A(s)ds

kde pro t = 0 dosteneme ¢ = 1. Celkem

F(t) = elo (e

Odtud plyne ze exponencialni rozdéleni je jediné rozdéleni s

konstantni funkci rizika.

(27)

(28)



Zobecnéni

— Séitanim |ID nahodnych veli€in s exponencialnim rozdélenim

dostaneme Gamma rozdéleni

Jsou-li Xi, ..., X,, nezavislé a viechny maji Exp(\). Pak jejich soucet

ma rozdéleni Gamma(n, \).

Hustota Gamma rozdéleni je

(29)



kde I'(n) je Gamma funkce,

Pro celociselné hodnoty plati

F(n) = (n—1)!

(31)



	
	
	
	
	
	

