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Linearni komplementarita pro americké opce

Pro americkou call a put opci plati parc. dif. nerovnost
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pro viechna S € (0,00) a t € (0, T).

Pro ovéFeni tohoto tvrzeni uvazujme americky call s
dividendami. Vime, Ze pro 0 < S < S,(t) plati

Black-Scholesova rovnice, tedy nastdva rovnost.



Je-li naopak S > S,(t) pak
V(S5,t) =max(§ - K,0)=5—-K (2)

nebot S,(t) > K. Dosazenim funkce S — K do levé strany

Black-Scholesovy rovnice dostaneme
(r—d)S—r(S—K)=rK—dS <rK—dS,(t) <0, (3)

nebot plati

Sult) > Kmax(5,1) (4)



Tedy hodnota americké call opce spliiuje nasledujici tdlohu

linedrni komplementarity
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V(S,t) > max(S — K, 0) (6)

oV ¢%29%V oV
(E+?w+(r—d)5£—rV)(V(5, t)—max(5—K,0)) =0
(7)

pro S € (0,00)ate (0, T).



Analogie - problém prekazky

— elasticka struna je upevnéna v bodech A, B.

— prochazi okolo konvexni pfekazky

— nevime, kde se md dotknout prekazky, jen to, Ze musi lezet

nad prekazkou

— musi mit zdpornou nebo nulovou kfivost



— musi byt spojita

— derivace musi byt spojita



Problém vede na tdlohu o linedrni komplementarité

prekdzka je popsana funkci g
uV'(u—g)=0, —u">0,] u—g>0.

navic

Vhodny tvar pro numerické feseni.



Reseni ulohy o linearni komplementarité

Mame danu matici A a vektory b a g.

Chceme Fesit llohu o lin. komplementarité v diskrétnim tvaru

Au > b, u>g (8)

(Au—b)(u—g) =0, (9)

kde v8echny t¥i vztahy jsou chdpdny po slozkach.



Necht A je tridiagondlni a diagondln& dominantni matice, tedy
plati

a; > |6i + il (10)

pro kazdé i, kde «; jsou hodnoty na hlavni diagonale a ;,~;
hodnoty na vedlejSich diagondlach.

Projektovand SOR metoda

V kazdém jednotlivém kroku p¥ejdeme od vektoru aproximace

uP k uPT! tak aby platilo

uPtt > g (11)



Pak se ukdze Ze limita téchto aproximaci je feSeni ulohy.



Definujeme posloupnost aproximaci feSeni dlohy vztahy
W =C, uPTt =max(T P + ¢, g), (12)

kde maximum opét bereme po slozkach.

Plati

Véta: Pokud posloupnost uP konverguje k u, pak u je FeSenim
dlohy.

Oznalme

F(u) = max(T,u + c,, 8). (13)



Ztejmé F je nelinedrni zobrazeni. Nicméné diikaz toho Ze je to
kontrakce se redukuje na ovéfeni stejné vlastnosti pro linedrn{
operator T.

F je kontrakce pokud || T,|| < 1, tedy pokud T samo o sobg je

kontrakce.



Numerické metody pro americké opce

Chceme Fesit dlohu linedrni komplementarity

ou 0%u

(E - W)(U(Xa t) — g(x,t)) =0,
ou 0O%u
aa_gus
ot 0Ox2 —

U(X’ t) - g(X, t)) > 0

proviechnax e R, 0<t< T.
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Funkce g(x, t) je transformovana vyplata pfislusného typu
opce.

Provedeme diskretizaci jako v p¥ipadé evropskych opci.
Pro p¥islugné aproximace funkci u a g oznadime v/ a g/

hodnoty na asové vrstvé t;, tedy

W= (W gy Uy ) EREVE (17)



Opét zvolime N tak velké, abychom mohli v krajnich bodech
aproximovat feSeni pomoci okrajovych podminek, jako u
evropskych opci.

MaZeme vzit
uj—N = g(X—/\h tJ)v UJN = g(XN> tJ) (18)

protoZe pro velké hodnoty x je okrajovd podminka p¥iblizné

rovna prislusné pocateéni podmince.



Pak diskrétni verze llohy o linedrni komplementarité ma

vektorovy tvar
AVt >+, P> j=0,...,m—1 (19)

(Auj-i-l _ b);(ui+1 . gj+1)i _ O, (20)

pro véechnai=1,...,2N — 1.



Matice A je stejna jako u implicitni metody pro evropské opce,

tedy tridiagonalni matice tvaru
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Regeni najdeme op&t pomoci projektované SOR metody.



