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Mapovani hodnotového toku

» Schéma receptury nebo vyroby, jak jsme v pfede$lém chapali
(procesy, zasobniky, kandly).

» Cilem byva i zp&tné porozuméni probihajici vyrob& (nalezeni
vazeb).

» Drobné odlidnosti v ozna&eni (trojihelniky pro zasobniky),
dali symboly (bryle, autitko, blesk, ...).

» Naopak se moc nefesi obsazeni procesi stroji a lidmi
(podobné jako u ptivodniho MRP).

» Je snaha doplnit k prvkim sit& Ciselné parametry.



Petriho sité

» Pofad viceméné totéZ (procesy, zdsobniky, kanaly).

» Abstraktni struktura, ¥esi se otazky pritoku siti.

» Polozky (vyrobky, stroje) reprezentuji Zetony (tokens).

» Proces (zndzorn&ny jen jako &ara) je odpdlen (fired), pokud je
ve vstupnich zdsobnicich potfebné mnozstvi Zetonl (to se pro
hodnoty # 1 obvykle pi%e ke kandlim = kapacita kanalu).

» Po odpéleni procesu se odmaZou pouZité Zetony ze vstupnich
zasobnikl a pFipiSou nové do vystupnich zdsobnikd.

» U &asovanych Petriho siti se definuje ¢asovd naroénost
procesu (tak jak to uvaZujeme my). Na rozdil od , oby&ejnych”
Petriho siti se nefesi tahy, ale celkovy &as.

» Logiku sité Ize upravovat zafazenim booleovskych zasobniki.

Cviceni: Rozmyslete si modelovani obvyklych situaci Petriho siti,
zejména cyklus a Fizeni tahem.



P¥iklad odpaleni procesu
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Rela¢ni implementace ¢asované Petriho sité

» Tabulka procesii — parametrem &asova naroénost.
» Tabulka zdsobnikli — hodnota zasoby, pfipadné omezeni.

» Tabulka kanalli — index procesu, index zasobniku, orientace,
kapacita (davka).



Grafovy model

» Hovorili jsme uZ moZnosti interpretovat vyrobni sit v jazyce
teorie grafli, kde nap¥. zdsobnik = vrchol, proces =
orientovana hrana.

» Toto pojeti pfestava fungovat u vétvenych procesii (vice
vstupl nebo vystupti), ale zatim se ho jest& drzme.

YA

> Teorie grafti Yesi ¥adu kapacitnich problém( — minimalni
cesta, kritickd cesta, maximalni tok.

» Od grafii Ize snadno ptejit ke kategoriim, které p¥inasi
moznost kompozice (agregace procest) a s dal3i strukturou
vyresi i potize s vétvenymi procesy.



Definice kategorie

> Kategorie sestavd z objektu (tetek) a morfismii (Sipek).

» Kazda Sipka spojuje dva objekty — sviij domain a codomain.

> Je-li A objekt, existuje identicky morfismusidy =14 : A — A.

» Jsou-li A, B, C objekty a f : A— B, g : B — C morfismy,
existuje sloZeny morfismus gof =gf =f;g: A— C (jen
rizné typy zna&eni).

» Sklddani je asociativni: f(gh) = (fg)h.

» SloZeni s identitou je ocekdvané: fidy = f = idgf.



Ptiklady kategorii

» Set — objekty = mnoZiny, morfismy = zobrazeni, sklddani.

» Rel — objekty = mnoZziny, morfismy = binarni relace.
» Vect — objekty = vektorové prostory, morfismy = linedrni
zobrazeni.

» Kategorie, jejiz objekty jsou mnozZiny, se nazyvaji konkrétni.
(Lidé tasto zapominaji, Ze jsou i nekonkrétni kategorie.)

» KaZda tranzitivni a reflexivni relace p na mnoZiné A je
kategorii. Objekty jsou prvky A, morfismy jsou prvky p.
Reflexivita zarudi identity, tranzitivita sklddani.

> Specialné kaZdd uspofadand mnoZina je kategorii.

» Tyto kategorie jsou tzv. tenké — mezi dvéma objekty existuje
nejvyse jeden morfismus v kazdém smé&ru. (Kategorie obecn&
mivaji mezi objekty vice morfisma.)

» Vyhybame se ,filozofické diskuzi”, co ma byt je$té mnoZina a
co uz tfida.



Vyuziti kategorii

> Teorie kategorii ma ambice byt zdkladni matematickou teorif
jako alternativa k teorii mnoZzin.

> Nestuduje ,vnitfek” objekt(, ale jejich vné&jsi interakce
vyjadrené morfismy. Nap¥. podmnoZinu lze definovat
vlastnostmi zobrazeni vloZeni, aniz bychom mluvili o prvcich.

» Konstrukce a zplisob mysleni je od , klasického® docela
odlidny. Posmé&ny nazev ,abstraktni nesmys|".

» Zaklady poloZeny v poloviné 20. stoleti p¥i studiu algebraické
topologie (S. Eilenberg, S. Mac Lane), praktické aplikace
pFigly mnohem pozdgji (funkciondlni programovaéni, kvantové
procesy, ... ).

> Z teorie kategorii vyuzijeme vic jazyk a zdkladni konstrukce
nez hluboké vysledky.

» Hodi se k pohledu na procesy jako na &erné skfitiky.

» Doporuéeni pro zalateéniky: veskeré pojmy a konstrukce si
nejprve pfedstavujte na usporddané mnoZing, pak v Set nebo
jiné pé&kné kategorii, pak obecné.



Diagram

» Diagramem v kategorii (prozatim neformdln&) rozumime
schéma (i opakujicich se) objektl spojenych morfismy z této
kategorie.

» Napt. necht A={1,2,3},B={a, b}, f(1) = a,f(2) = a,
f(3) = b,g(1) = a,8(2) = b,g(3) = b. Pak

AL, BE A, A= B

f
%
%
g
jsou diagramy v Set.

» U diagramii ¢asto pozadujeme komutativitu — pokud je mezi
dvéma objekty vice cest, chceme, aby sloZzenim byl stejny
morfismus. (To je u tenkych kategorii banalni, jinde ne.)

» V ptikladu je prvni diagram komutativni (neni co kontrolovat),
druhy neni (f # g).



Limita diagramu

>

SnaZime se doplnit diagram dal$im objektem spolu s morfismy
do v8ech objekt diagramu, aby s diagramem komutovaly.

Pokracovani ptikladii:

—
—
T 13
C-—-A D

Limitou rozumime univerzadlni FeSeni Glohy ve smyslu, Ze
viechna ostatni ¥eSeni se p¥es limitu faktorizuji (viz dolni
zdvory a infimum v uspofadanych mnoZindch).

R
c'->C— D

V diagramech z pt¥ikladu dostavame limity
C={(1,1),(2,1),(3,2),(3,3)} spolu s projekcemi na A,
resp. D = {1, 3} spolu s vloZzenim do A, morfismy do B se
v obou p¥ipadech snadno dopoditaji sloZzenim.



Oblibené diagramy a jejich limity

A A
~
C
— A
A_B B B
ekvalizator soudin pullback

» Véta: Ma-li kategorie vSechny soudiny a ekvalizatory, pak ma
v8echny limity.

» Princip duality: Otocenim v8ech morfismi dostdvdme opét
kategorii, tzv. dudini kategorii. Pomoci dudlni kategorie
snadno zavedeme dudlni pojem k limité — kolimitu.

» Kolimity dudlni k ekvalizatoru, sou&inu a pullbacku se nazyvaji
koekvalizator, soucet (koprodukt) a pushout.

Cviceni: Rozmyslete si zdkladni typy limit a kolimit ve Vect.



Existence limit a kolimit

Véta: M3-li kategorie viechny souliny (i nekonené) a
ekvalizatory, pak ma vsechny limity.

Dasledek: (z duality) Ma-li kategorie vSechny soutty a
koekvalizatory, pak ma vSechny kolimity.

Limita se obvykle realizuje jako podstruktura soudinu objekt(
diagramu, kolimita jako faktorstruktura sjednoceni/souttu.



Funktor

v

Funktor je analogie homomorfismu (v algebfe a jinde), tj.
strukturu zachovavajici zobrazeni. Nyni jde o zobrazeni mezi
kategoriemi.

v

P¥esngji, funktor F : KK — L tvofi dvojice zobrazeni, z nichz
jedno prendsi objekty a druhé morfismy. PiSeme napt¥.
A~ FA f — Ff.

PoZadujeme:

v

» zachovdni domaini a codomaini: Je-li f : A — B morfismus
v KC, zobrazi se na morfismus Ff : FA— FB v L.
» zachovani identit: Fida = idga.
» zachovani skladani: F(gf) = (Fg)(Ff).
P¥iklady: Funktor mezi dvéma uspofadanymi mnoZinami je
pravé izotonni zobrazeni. VloZeni Set do Rel je funktor.
Zapomenuti struktury F : Vect — Set je funktor.

v



Poradna definice diagramu

> Diagram v kategorii K je funktor D : D — K.

» Zde D je ,Cisté strukturni schéma", jemuz D p¥idéluje
., konkrétni obsah* z IC.

> Ve vyrob& miZze D odpovidat ,isté receptute”, které
p¥idélime funktorem D ur&itou procesni realizaci.

» Tyto realizace jsou popsany kategorii /C, ktera by mé&la
zahrnovat veskeré mozné stavy/zdroje (jako objekty) a
procesni zm&ny mezi nimi (jako morfismy).

» Konstrukce mize p¥ipominat ohodnoceni nebo obarveni grafu.
(K jsou ,,barvy".)

» Radi bychom vSechny datové manipulace s tokem vidéli jako
funktory.



P¥iklad: faktorizace iterovaného procesu

»~Namotdani" iterovaného procesu do smycky je funktoridlni:
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Obé situace jsou diagramy odkazujici na S, p a Ize je komutativn&
propojit morfismy (zde dokonce identitami). Konstrukce odpovida
tzv. pfirozené transformaci (mozna pozdgji).



Feynmanovy diagramy v ¢asticové fyzice
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Feynmanovy diagramy, komentare

>

>

F. d. vyjadfuji interakce elementarnich &astic.

Pohyb &astice je reprezentovan orientovanou &arou

v Casoprostoru.

Anti¢astice se pohybuji proti sméru &asu
(Feynmanova—Stiickelbergova interpretace).

Vznik novych &astic spojenim nebo jejich rozpad odpovida
interakci zdrojl v procesu.

Na pohyb kaZdé &astice mizeme nahliZet jako na proces. F. d.
Jje dal3i moznosti, jak zndzornit tok.

V kvantové fyzice dochazi k provdzadni stavii (entanglement),
kdy Eastice sdili stav i po odlougeni (nelokalita). To je siln&
neinuitivni vlastnost, vede k riznym , paradoxim" a
revolu¢nim technikdm (kvantova teleportace, algoritmy,
Sifrovani).



Tenzorovy soudin

» Stavy v kvantové mechnice jsou popsény jako jisté vektory
komplexnich vektorovych prostord.

» Provazani si vynucuje konstrukci prostorli sloZzenych stavii
pomoci tenzorového soucinu.

» Tenzorovy soudin je néco jiného nez kartézsky soudin.
Dimenze ¢&initeld se nasobi.

» Vlastnosti tenzorového soucinu lIze formalizovat i kategorialng&.
Vysledkem (pro rozumné poZzadavky) jsou tzv. monoidaini
kategorie.

» PYesnym popisem se nebudeme zdrZovat, tenzorovy soudin
vyuZijeme jen jako ,jazykovy prostfedek” pro sdruZovani
zdrojii a paralelnich procesii.

» Tenzorovy soulin se zavadi pro objekty i morfismy.



Co tenzorovy soucin umi

» SdruZeni zdrojl u v&tveného procesu:

51

®
S3

S1® S ® S3

» Skladdani paralelnich procesi:

P1

P2
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S4 ® Ss

55® S,



Poznamky k tenzorovému soucinu

» Tenzorovy soudin budeme vyuZivat naivné, tj. jako symbol pro
paralelni skladani.

» Pro na$ model poZadujeme vlastnosti, aby ,fungoval jako
lego™:
» kostky na sob& = normalni skladanf,
> kostky vedle sebe = tenzor.

» Plati nap¥. pravidlo vymény (interchange rule):
(gf) @ (kh) = (g ®@ k)(f @ h)

» V monoidélni kategorii existuje tenzorova jednotka 1 (a kvdli
ni se tak jmenuje) s ¥adou vlastnosti, zejména 1 ® A = A.

» V toku by se jednalo o formalni ,,zdroj bez G&inku".

» Rada olekdvanych vlastnosti neplati jako rovnost, ale jen ve
formé izomorfismu.



Priklad

Cviceni: Zapiste sloZeny proces jako vyraz:




lterovany a ddvkovy proces

v

Iterovany proces je (z pohledu stroje) sériovym sloZzenim n
kopii procesu:

p...p=p"
Déavkovy proces je paralelnim sloZenim procesii (¢asto
stejnych, nikoli v8ak nutn& — viz lakovna):

Davkovy proces napliiuje podstatu provdzanych stavii —
v8echny Zinitele provadime soub&zné, nejde o pouhé
sjednoceni paralelnich procesi.

Rozlisujeme nezavislou paralelnost, kde procesy mohou béZet
GpIné oddélené a s riznymi parametry.



Involuce

v

V monoiddlnich kategoriich je ob&as k dispozici unarn{
operaceinvoluce T, kterad definuje pro kazdy morfismus
f: A— Bk nému sdruZeny f': B — A a spliiuje:

> idl, = ida

> FTT = f,

> (gf)T — ngT.

Ptiklady: (1) hermitovsky operator M* = M' ve Vect,
(2) inverzni relace p~* v Rel.

v

v

V ¢asticové fyzice involuce odpovida ptifazeni anti¢astice k
dané &astici (a naopak).

v

V zajimavych aplikacich involuce nesplyvd s inverzi (ta ma

N4

siln&jsi vlastnosti).



Obraceni Feynmanova—Stiickelbergovy interpretace

> V &asticové fyzice se antitastice tradi¢né chapou jako ,,dudlni”
k &asticim.

» Feynmanova—Stiickelbergovy interpretace ¥ika, Ze antiastice
jsou vlastné &astice pohybujici se proti sméru &asu.

» PY¥i zrodu paru &astice—anticastice nebo p¥i jeho anihilaci tak
dochdzi k ,odrazu v &ase".

» My pro potfeby modelovani toku pFfipoustime obrdacenou
myslenku: Misto predstavy vystupli zdsobniku budeme

predpokladat, Ze ma pouze vstupy, z nichz nékteré ho plini
zapornymi vyrobky:

p%q




Disledky zavedeni involuce

» Vyrobni sit si Ize (ipIn& preskladat a vytvofit samostatnou
vrstvu procesl a samostatnou vrstvu zasobniki.

» Pro kazdou vrstvu si ndsledn& mizeme zvolit nejvhodné&jsi
organizaci (rozpadové struktury).

» Zaporny prispévek (odbé&r) je spolu s davkou parametrem
kandlu. Involuce by se tedy méla tykat spi$ kandld a ne
procesti. Neméli bychom tedy za morfismy brat radgji kanaly?



Dalsi poznamky ke kvantovym principdm

» Kvantové protokoly se mohou zapisovat v jazyce monoidalnich
kategorii s involuci (konkrétn& tzv. dagger compact
categories).

» Teorie pak popisuje, které situace jsou ekvivalentni (tj. li¥i se
jen zplsobem z&pisu, ne svoji funkci).

» O kvantové informaci je zndmo, Ze ji nelze:

» duplikovat/kopirovat,
> mazat.

» Vlastnosti kvantové informace se tak velmi podobaji
vlastnostem hmoty (zdkony zachovan).

» U kvantovych protokoll se hodné ¥esi transformace mezi
klasickou a kvantovou informaci.

» To je dobra analogie s vyrobnim tokem, kde také souasné
pusobi hmotny tok i informaéni tok.



P¥irozena transformace

>

Necht F, G : K — L jsou funktory. PFirozenou tranformaci
¢ : F = G nazyvdme systém morfisml ¢4 : FA — GA pro
kazdy objekt A kategorie IC, které komutuji ve smyslu

Gf o ¢4 = ¢pp o Ff pro kazdy morfismus f : A— B v K.

Otcové zakladatelé pokladali aZ p¥. tr. za prvni zajimavy
pojem v teorie kategorii.

PY. tr. si miZeme predstavovat jako ,Zebfik morfismi*

v kategorii £ mezi obrazy kategorie IC ve funktorech F, G.
P¥iklad: VlozZeni vektorového prostoru do svého druhého dudlu.
Lepsi definice limity: Tzv. termindini objekt mezi p¥irozenymi
transformacemi ¢ : K¢ — D, kde K¢ je konstantni funktor
(na jeden objekt C a jeho identitu).

Slozit&jsi (ale uzitetny) p¥iklad: Necht C je pevnd mnoZina a
F pt¥itazuje kazdé A mnoZinu AC x C. Pak evaluace

eva : AC x C — Adana (f, c) — f(c) tvo¥ p¥irozenou
transformaci ev : F = Id v Set.



Skladani funktorii a p¥irozenych transformaci

> Jsou-li F: K — L,G: L — M funktory, definujeme sloZeny
funktor G o F olekdavanym zplisobem.

> Jsou-li ¢ : F = G, : G = H p¥irozené transformace, sloZené
morfismy 14 o pa vytva¥i sloZenou pFirozenou transformaci
Ppop: F=H.

> Popsanému sklddani p¥irozenych transformaci se nékdy ¥ikd
vertikalni. Vedle néj Ize definovat i horizontalni skladani pro
transformace ¢ : F = G,v: H= N, kde F,G : K — L,
HN:L—>M, jakoypx¢p: HoF = NoG,
(¢ x¢)a=tgao Hpa = Noa o {ra.

> Vertikalni a horizontalni skladani se k sob& maji velmi podobné&
jako sériové a paralelni skladani procesd &i normalni skladani a
tenzor v monoidalnich kategoriich (nap¥. pravidlo vymé&ny).



Kategorie funktori

» Pro dv& kategorie K, £ definujeme kategorii funktorii £, kde
objekty jsou funktory KL — £ a morfismy p¥irozené
transformace mezi nimi.

» Mohou nds zajimat kategorie diagramii P pro specidlni
ptipady:

» D ={e e}: Na pF. tr. nejsou zvldstni poZzadavky, Ize
ztotoznit s K2.

» D = {e — o}: Zajimav&jsi, objekty P jsou morfismy v K,
morfismy KP jsou kompatibilni dvojice morfismi z K.

> atd.

» Kategorie funktort vypadaji velmi slibné pro abstraktni popis
toku.

Cviteni: Rozmyslete si druhy p¥ipad, pokud K je uspofadana
mnoZina.



2-kategorie

>

v

P¥ijemné vlastnosti p¥irozenych transformaci lze abstrahovat
pojmem 2-kategorie.

2-kategorie je (kromé& zakladni struktury kategorie) vybavena
2-morfismy, coz jsou ,,morfismy mezi morfismy“, znacime
f=g.

Vlastnosti 2-morfismi a vztah k morfismim je popsan ¥adou
axiomi (vynechdvame).

P¥iklad: Morfismy v KC{*=*} jsou pravé 2-morfismy (mj.
vysvétluje se tak oznaleni f = g).

P¥iklad: Necht f, g jsou dvé& cesty prostoroasem od jedné
udalosti k jiné, pfitemz f oznaluje slozeni ,nejd¥iv &ekdm,
pak vyrabim" a g ,,nejd¥fiv vyrabim, pak ¢ekam". Pak f Ize
prohldsit za pomalejsi plan neZ g a vzniklé usporadani f < g
chéapat jako 2-morpfismus f = g.

V lvaze lze pokralovat az do n-kategorii.



Obohacené kategorie

>

MnoZina morfism( mezi dvéma objekty A, B se znadi
Hom(A, B).

Je-li f: B — C morfismus, pak pro kazdé g : A — B mame
fog:A— C. To indukuje zobrazeni mezi ,Homy", které
logicky ozna&ime Hom(A, ) : Hom(A, B) — Hom(A, C).
Hom(A, —) : £ — Set je tedy funktor.

MnoZiny Hom(A, B) mohou mit dal3i strukturu a zobrazen{
Hom(A, f) ji respektovat. Stavaji se tak objekty a morfismy
»lepsi kategorie” nez jen Set. Pokud pro kazdy A mame
Hom(A, —) : K — L, pak o kategii K ¥ikdme, Ze je obohacend
nad L.

Mnohé kategorie jsou obohacené samy nad sebou — Vect,
Ab (abelovské grupy), Sup (tpIné polosvazy), atd.

Pro nés je zajimava otdzka, zda mnoZinu procesti mezi dvéma
zdroji Ize povaZovat za zdroj. ,,Metaprocesy” pak jsou
manipulace s plany.



Uzavrené kategorie

>

Kategorie uzavfené nad sebou a spliiujici dalsi pfirozené
axiomy se nazyvaji uzavrené.
Zvlastni postaveni maji

> kartézsky uzavrené kategorie, kde Hom ,se dopliiuje” se

sou&inem a

» monoiddlné uzavrené kategorie, kde plati podobné pro tenzor.
Ndznak podstaty: Je jedno, zda si dva vstupy si
soutinem /tenzorem nejprve slou¢ime do jednoho, nebo zda je
dosazujeme postupné:

Hom(A® B, C) = Hom(A, Hom(B, C))

Uplatiiuje se evalua&ni morfismus — jednim ze vstup( je
struktura vyssiho Fadu, dalsi vstup ji specifikuje.

P¥iklad: Vstupem programovatelného stroje je program a
data. Mi{iZeme nejprve vloZit jen program, &imz se ze stroje
stane jednollelové zatizeni. To pak zpracuje data.



P¥iklad na ,s¢itaci krabi¢ky"“
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PTY 777
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Zavéry ke kategoriim

» Jazyk teorie kategorii nabizi mnoho moznych popisl toku,
vybér neni snadny.

» Nase hlavni pozadavky: horizontalni a vertikaIni skladani
procesl, agregace zdrojd.
» Bonusy: involuce, metaprocesy.

> Model je stile ve vyvoji.



