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Nahodilost a pravděpodobnost

Cvičeńı: Zkuste nematematikovi definovat náhodný jev a
pravděpodobnost.



Př́ıstupy k nahodilosti

I Stoický p̌ŕıstup: svět je deterministický, náhoda je jen
nedostatek informaćı.

I Odfiltrováńı části informaćı může být záměrné.

I Filozofie často řeš́ı jen nahodilost důsledk̊u, nejistota se ale
může týkat i p̌ŕıčin.

I Pravděpodobnost vyjaďruje ḿıru očekáváńı, že se něco stane.
(To se ale určitě stane, nebo určitě nestale — klasická logika.)

I L. Zadeh, nespokojenost s pojet́ım náhody a rigidnost́ı teorie
pravděpodobnosti — fuzzy logika, v́ıc

”
ḿıra platnosti“ než

”
ḿıra jistoty“.



Př́ıstupy k nahodilosti

I Klasická pravděpodobnost: poměr počtu p̌ŕıznivých instanćı
jevu k celkovému počtu. Muśı se p̌redpokládat konečnost,
stejná váha, atp.

I Pokročilá pravděpodobnost: geometrická, abstraktně zadaná
ḿırou, podḿıněná, atd.

I Statistika — náhoda se týká sběru vzorku, řeš́ı se oprávněnost
závěr̊u.

I Frekventismus vs. bayesiánstv́ı.

I Č́ıselná parametrizace jevového prostoru — náhodná veličina,
výzkum typových pravděpodobnostńıch rozděleńı.

Cvičeńı: Co je pr̊uměrná mzda a co mediánová mzda?

Jak se určuj́ı?

Co jsou zde náhodné jevy, veličiny, pravděpodobnost?



Procesńı pojet́ı náhody — p̌ŕıklad s náhodným výstupem

A B A B

p1 p2 p

deterministické procesy nedeterministický proces

I p lze chápat jako agregaci (deterministických) proces̊u p1, p2.

I Nahodilost výstupu = vznikla ztotožněńım proces̊u p̌ri
pokračuj́ıćım rozlǐsováńı zdroj̊u.



Spor o ideje

p1 p2 p3

p p1 p2 p3

p

Platón Aristotelés

I Platón: Instance jsou (nedokonalé) obrazy idej́ı.

I Aristotelés: Ideje jsou zobecněńı instanćı.

I Koṕırováńı a specifikace vs. zobecňováńı a slučováńı.



Agregace proces̊u a zdroj̊u

I Nahodilost je produktem agregace událost́ı.
I Agregace je dvoj́ıho typu:

I podle bĺızkosti (navazuj́ıćı nebo souběžné procesy, zbož́ı pro
stejnou zákazku),

I podle podobnosti.

I Rozd́ıl mezi typy lze zrelativizovat — i bĺızkost lze chápat jako
druh podobnosti.

I Podobnost lze definovat r̊uznými hledisky, agregace pak může
prob́ıhat postupně a r̊uznými cestami.

I Mı́sto rozpadové struktury je pak lepš́ı uvažovat nestromová
uspǒrádáńı.



Př́ıklad s kostkou

vše

1 2 3 4 5 6

vzorek



Entropie I

I Entropie vyjaďruje ḿıru nejistoty nebo neuspǒrádanosti.

I Př́ıklad (1) A . . . 80%, B . . . 10%, C . . . 10% — hodně
vě̌ŕım A, varianty B,C jsou marginálńı.
(2) A . . . 40%, B . . . 30%, C . . . 30% — všechy ťri varianty
jsou docela podobně možné, nev́ım, čemu vě̌rit.
Situace (2) má věťśı entropii než (1).

I Morseova abeceda — četná ṕısmena maj́ı krátký kód a vyśılaj́ı
se tak rychleji. U běžného textu docháźı (oproti méně
promyšlenému kódováńı) ke komprimačńı úspǒre.

I Princip lze už́ıt obecněji než na ṕısmena a rozš́ı̌rit na
poďretězce atd., kódovat polyalfabeticky, atd. (jazyk

”
ptydepe“ V. a I. Havlových).

I V teorii informace entropie vyjaďruje nep̌rekonatelnou
minimálńı velikost kódu (velikost v

”
dokonalé morseovce“).



Entropie II

I V p̌ŕıkladu (1) poťrebujeme
”
méně než bit“ na kódováńı A.

Naproti tomu pro B,C by bylo dobré volit 3-4 bity, protože
1/24 < 1/10 < 1/23.

I Entropie se poč́ıtá vzorcem

E = −
∑
i

Pi logz Pi ,

kde základ logaritmu z vycháźı z typu aplikace
(pravděpodobnost, informace, fyzika).

I Výpočet pro p̌ŕıklad (s logaritmem log2):

E1 ≈ 0.58, E2 ≈ 1.25

Udává pr̊uměrnou spoťrebu bit̊u na 1 znak.



Entropie, závěry

I Entropie je velmi univerzálńı charakteristika nahodilosti a
současně velikosti informace.

I Nepoťrebujeme jev transformovat na náhodnou veličinu.

I Může být vod́ıtkem pro propojeńı datového skladu se
statistickými nástroji.



Typická rozděleńı ve výrobě

I Alternativńı rozděleńı — dobrý výrobek/zmetek.

I Normálńı rozděleńı —
”
p̌ŕırodńı“ variabilita proces̊u (nebo

materiálu)

I Exponenciálńı rozděleńı — nehody a jiné katastrofy, událost se
někdy stane, ale nev́ıme kdy. Jiné typ — méně závažné
nehody jsou časté, závažněǰśı se stávaj́ı řidčeji (černé labutě).

I Skládáńı efekt̊u — obecněǰśı rozděleńı s pozitivńı šikmost́ı,
typicky unimodálńı (s jedńım hrbem).

I Rozděleńı vzniklá
”
prohozeńım os“, nap̌r. Poissonovo.

Cvičeńı: Připomeňte si pojmy hustota, distribučńı funkce, kvantil.



Připomenut́ı hustoty a distribučńı funkce

I U spojitých veličin pravděpodobnost znázorňujeme hustotou.
(Samotná bodová pravděpodobnost je nulová.)

I Distribučńı funkce udává
”
celkový nár̊ust“ pravděpodobnosti,

vid́ıme z ńı kvantily.

I Jedno z druhého dostaneme derivaćı/integraćı.

I Interpretace distribučńı funkce pro procesńı čas: je-li v bodě x
hodnota F (x) = p, očekáváme, že z N běhů procesu bude pN
rychleǰśıch a (1− p)N pomaleǰśıch.

I Jinými slovy, proces se stihne do času x se spolehlivost́ı p.

I Boxplot — pětibodová charakteristika, všechny ťri kvartily a
dva okrajové kvantily (nap̌r. 5%, 95%). Př́ıpady za okraji se
pokládaj́ı za nepodstatné.



Projev nahodilosti v časohmotovém diagramu

čas

hmota

25% 50% 75%



Typický pr̊uběh opakovaného náhodného procesu

čas

hmota

25% 50% 75%



Komentá̌re k opakovanému náhodnému procesu

I Pr̊uběh lze modelovat metodou Monte Carlo — p̌rič́ıtáńı
generovaných náhodných č́ısel pro dané rozděleńı.

I Kvantily snadno vytěž́ıme ze vzork̊u (reálných dat nebo
simulovaných): hodnoty sěrad́ıme podle velikosti a pod́ıváme
se proporčně na pk-tou hodnotu, kde k je počet běhů.

I Kvantil nemuśı odpov́ıdat žádnému běhu — na některém
výrobku může jeden běh p̌redběhnout jiný. Pro každé n
poťrebujeme samostatné řazeńı.

I Kvantily se nemohou
”
p̌rekroutit“ — pro p < q bude pr̊uběh

p-tého kvantilu rychleǰśı/menš́ı než q-tého (porovnáváńı jako
2-morfismus).

I Pr̊uběh kvantilových
”
schodǐst’“ lze aproximovat

parabolickými ǩrivkami — pro p < 1/2 konkávńı, pro p > 1/2
konvexńı. Brzy vysvětĺıme.



Výměna os

I Našim ćılem je výpočet zásob v zásobńıku v
pravděpodobnostńım prosťred́ı.

I Připomeňme, že zásobńık je souběžně napájen kladnými
(vstupńımi) a zápornými (výstupńımi) signály a ty je ťreba
efektivně seč́ıst.

I Sč́ıtáme hmotu (zásoby), nikoli čas. Nahodilost časovou
poťrebujeme p̌revést na nahodilost hmotovou. Mı́sto

”
kdy

bude hotovo n kus̊u?“ se ptáme
”
kolik vyrob́ıme do času t?“

I Druhé z rozděleńı je diskrétńı (pokud je výroba diskrétńı).
Nicméně aproximace nahrazuj́ı schodǐstě spojitými ǩrivkami a
vedou tak ke spojitému popisu hmotové nahodilosti.

I Banálńı, ale důležité pozorováńı — rychlost výroby lze
porovnávat dvěma ekvivalentńımi způsoby:

I stejný objem vyrob́ıme v kraťśım čase,
I za stejný čas vyrob́ıme v́ıce.

I V důsledku toho horizontálńı a vertikálńı náhodné veličiny

”
sd́ıĺı kvantily“.



Sd́ıleńı kvantil̊u

čas

hmota

10% 25% 50% 75%

90%



Modelá̌rovo dilema

I V matematickém modelováńı často stoj́ıme p̌red dilematem,
zda volit model

I jednoduchý, ale nep̌resný,
I nebo p̌resný, ale složitý.

I Ve druhém p̌ŕıpadě složitost může způsobit nep̌resnost jiného
typu.

I Př́ıklad: Reálná výrobńı dat velmi pečlivě
”
rozškatulkujeme“,

č́ımž dostaneme jemné členěńı na všechny myslitelné p̌ŕıpady.
T́ım se ovšem zmenš́ı vzorky a vzroste statistická chyba.
Nap̌r. ḿısto abych poč́ıtal všechny běhy procesu p, zamě̌ŕım
se jen na běhy ve čtvrtek a v listopadu, protože dnes je
čtvrtek a je listopad

”
a co kdyby to mělo nějaký vliv“.

I S ohledem na kvalitu dat je na ḿıstě uvážit i zjednodušeńı
kalkulu pro práci s náhodnými veličinami.



Klasické sč́ıtáńı náhodných veličin

I Necht’ X ,Y jsou nezávislé spojité náhodné veličiny s
hustotami f , g . Pak je hustota h veličiny X + Y dána
konvolućı

h(z) =

∫ ∞
−∞

f (x)g(z − x)dx .

I Př́ıklad s diskrétńımi rozděleńımi — hod dvěma kostkami:

P(X + Y = 7) = P(X = 1)P(Y = 6)+

+ P(X = 2)P(Y = 5)+

+ · · ·+
+ P(X = 6)P(Y = 1).

I Spoč́ıtat integrál se často neuḿı, výsledkem součtu nemuśı
být

”
pěkné“ pravděpodobnostńı rozděleńı.

I Rezignujme na p̌resnost a poč́ıtejme součet p̌ribližně a
jednodušeji.



Momenty náhodné veličiny

I sťredńı hodnota E (X ) — ve statistice a diskrétńım rozděleńı
vážený pr̊uměr, u spojitých

E (X ) =

∫ ∞
−∞

xf (x)dx .

I n-tý centrálńı moment:

mn =

∫ ∞
−∞

(x − E (X ))nf (x)dx .

I m2 je rozptyl.

I m3/m2 je šikmost.

I Označme si sťredńı hodnotu µ, rozptyl σ2 a ťret́ı centrálńı
moment γ. Je-li je ťreba rozlǐsit pro r̊uzné náhodné veličiny,
naṕı̌seme veličinu do indexu.



Aditivita moment̊u µ, σ2, γ

I Všechny ťri sledované momenty jsou aditivńı, tj. pro nezávislé
náhodné veličiny X ,Y máme:

µX+Y = µX + µY ,

σ2X+Y = σ2X + σ2Y ,

γX+Y = γX + γY .

I Tato vlastnost se bohužel pro momenty vyš̌śıch řádů pokaźı,
pokračovat lze s tzv. kumulanty (viz teorie momentových
vytvǒruj́ıćıch a charakteristických funkćı v teorii
pravděpodobnosti).

I Pokud sč́ıtáme n stejných nezávislých kopíı téže veličiny X ,
označme výsledek n ∗ X . Dostáváme:

µn∗X = nµX ,

σ2n∗X = nσ2X ,

γn∗X = nγX .



Vztahy mezi momenty a kvantily

I Pro normálńı (Gaussovo) rozděleńı je známo, že kvantily jsou
tvaru µ+ kσ pro vhodné k (k < 0 pro p < 1/2 a k > 0 pro
p > 1/2, µ splývá s mediánem).

I Pro opakovaný proces máme σ2n∗X = nσ2X , a tedy
σn∗X =

√
nσX . To je ono slibované vysvětleńı parabolického

vývoje kvantil̊u.

I Experimentálńım pozorováńım jsme také zjistili, že rozd́ıl
sťredńı hodnoty a mediánu se s n neměńı. Rozd́ıl souviśı se
šikmost́ı, což je v souladu s rovnost́ı

γn∗X
σ2n∗X

=
nγX
nσ2X

=
γX
σ2X

.



Pseudomomenty

Q1/4 Q1/2 Q3/4
m

sg

I Zavedeme si náhrady za momenty m, s, g podle vzorc̊u:

m =
Q1/4 + Q3/4

2
, s =

Q3/4 − Q1/4

2
, g =

Q1/4 + Q3/4

2
− Q1/2.

I Tvǎrme se, že se chovaj́ı jako µ, σ, γ/σ2, tj. položme

mX+Y = mX + mY , sX+Y =
√

s2X + s2Y , gX+Y =
gX s2X + gY s2Y

s2X + s2Y
.

I Pro iterovaný proces žrejmě dostaneme

mn∗X = nmX , sn∗X =
√

ns2X , gn∗X = gX .



Komentá̌re k pseudomoment̊um I

I Převod kvantil̊u na pseudomomenty je lineárńı, inverzńı
p̌revod je dán vzorci:

Q1/4 = m − s, Q3/4 = m + s, Q1/2 = m + g .

I Odvodili jsme zjednodušený
”
fuzzy“ kalkulus pro sč́ıtáńı

náhodných veličin.

I Připoḿınáme p̌redpoklady
”
rozumnosti“ uvažovaných veličin.

I Pro ně experimenty ukázaly p̌rekvapivě výborné výsledky
(rozd́ıl v jednotkách procent vzhledem k σ).

I Nep̌rekvapivě hořśı jsou výsledky na extrémně odlǐsných
rozděleńıch, nap̌r. alternativńıch, tvar U. Problémy jsou i na
okraj́ıch kampańı.

I U opakovaných proces̊u rozděleńı velmi rychle t́ıhne k
normálńımu (centrálńı limitńı věta). Kdybychom zanedbali
šikmost, asi by se nic hrozného nestalo a v praxi se to běžně
dělá.



Komentá̌re k pseudomoment̊um II

I Metodu lze zobecnit a ḿısto mediánu řešit obecný kvantil Qp

(ťreba pro požadovanou spolehlivost), myšlenka je pǒrád
podobná.

I Připoḿınáme, že s, g se kromě principiálńı nep̌resnosti od
původńıch moment̊u lǐśı i násobkem.

I Pro odhad m (náhražka za sťredńı hodnotu µ) se v popisné
statistice někdy použ́ıvá p̌resněǰśı odhad

m =
Q1/4 + 2Q1/2 + Q3/4

4
.

Zat́ım jsme nevyužili. Nep̌resnosti se transformacemi tam a
zpět částečně vykompenzuj́ı.

I Transformuj́ı se 3 kvantily na 3 pseudomomenty a zpět. Co je
vhodným protěǰskem pro pětibodovou charakteristiku?



Strategie výpočtu stavu zásobńıku v čase t

1. Signály modelujeme trojićı kvartil̊u.

2. Pro čas t p̌rekloṕıme osy, tj. zjist́ıme hodnoty kvartil̊u na
hmotové ose.

3. Kvartily transformujeme na pseudomomenty.

4. Sečteme pseudomomenty.

5. Pseudomomenty transformujeme na kvartily a odhadneme
z nich kvantil = spolehlivost zásobńıku pro čas t.



Lineárńı validace zásobńıku I

I Jak bylo ďŕıve naznačeno, signály perfektńıch opakovaných
proces̊u lze shora i zdola aproximovat lineárńı funkćı.

I Aproximace může být i v́ıceúrovňová (heijunka).

I Z takto aproximovaných signál̊u odhadujeme i signál na
zásobńıku.

I Přitom je ťreba:
I Rozdělit studovaný časový intervaly na úseky tak, aby na všech

podintervalech byly všechny signály lineárńı, tj. hledáme
společné zjemněńı se všemi zlomovými body (událostmi).

I Horńı odhad poč́ıtat jako součet horńıch aproximaćı.
I Dolńı odhad poč́ıtat jako součet dolńıch aproximaćı.



Lineárńı validace zásobńıku II

I Dále sledujeme zásoby ve zlomových bodech. Mohou nastat
tyto situace:

I Dolńı odhad p̌reteče horńı mez — zásobńık jistě p̌retéká.
I Horńı odhad p̌reteče horńı mez, ale dolńı odhad ne — nev́ıme

nic, muśıme zp̌resnit odhad daľśı iteraćı.
I Horńı odhad nep̌reteče horńı mez — zásobńık jistě nep̌retéká.

I Duálně řeš́ıme situaci na dolńı mezi.
I Na sousedńım bodu děleńı může nastat:

I stejná situace, pak se stejně chovaj́ı i všechny body uvniťr
intervalu,

I jiná situace, pak docháźı k protnut́ı některého nebo obou
odhadů s p̌ŕımkou mezńı zásoby.

I Př́ıpadné pr̊useč́ıky urč́ı nové děleńı a daľśı (p̌resněǰśı) iteraci
provád́ıme jen na podintervalech, kde neznáme odpověd’.



Lineárńı validace — komentá̌re

I Č́ım je výroba pravidelněǰśı, t́ım v́ıc aproximace šeťŕı výpočetńı
čas.

I Iterace algoritmu (hlavńı cyklus) by měla být navržena tak,
aby p̌ridávala (ďŕıve p̌reskakované) události, a to jen ty
nezbytné.

I Výsledkem algoritmu je rozčleněńı studovaného intervalu na
úseky, kde je zásobńık funkčńı (v meźıch) a kde selhává
(mimo meze).

I V realitě selháńı zásobńıku může znamenat blokováńı nebo
hladověńı navazuj́ıćıch proces̊u.

I Pr̊useč́ıky se poč́ıtaj́ı snadno, protože veškeré objekty jsou
spojnice událost́ı, tedy úsečky.

I Přetečeńı a podtečeńı zásobńıku je vhodné validovat
samostatně, v souběžné validaci by bylo ťreba diskutovat velké
množstv́ı r̊uzných situaćı a vytvá̌ret zbytečně jemné děleńı
intervalu.



Validace zásobńıku s nahodilost́ı

I Připomeňme, že u náhodných proces̊u docháźı k
”
rozmazáńı“

signálu. Neńı jasné, jak p̌resně výroba proběhne.

I Prostor všech možných pr̊uběhů popisujeme pomoćı ǩrivek
kvantil̊u, což jsou hranice pomaleǰśıch a rychleǰśıch pr̊uběhů
pro danou pravděpodobnost.

I Kvantil stále
”
vypadá jako signál“, tj. (v diskrétńı výrobě) jde

o lomenou čáru definovanou událnostmi.

I Aproximaćı kvantilu pro opakovaný proces je parabola (až na
medián, kde je to p̌ŕımka). V daľśım se zamě̌ŕıme i na úlohu,
jak parabolu lineárně aproximovat.

I Rozš́ı̌rený validačńı algoritmus tedy zohledňuje:
I Mı́sto jednoho (determinovaného) pr̊uběhu bereme v potaz

několik význačných kvantil̊u — zat́ım nám stač́ı kvartily.
I Pro každý kvantil uvažujeme horńı i dolńı odhad.
I Lineárńı aproximace parabol vyžáduje daľśı zjemněńı členěńı

intervalu na události. (Kombinaci tohoto členěńı s iteracemi
algoritmu jsme zat́ım něrešili — pěkné téma pro BP.)



Simulace opakovaného náhodného procesu

čas

hmota

15 běhů, vyb́ıráme 4., 8. a 12. v pǒrad́ı.



Co vyjde? I
I Pro každý bod děleńı intervalu p̌revád́ıme odhady kvantil̊u na

odhady pseudomoment̊u, sečteme je pro všechny signály
zásobńıku a výsledek můžeme zpětně p̌revést na kvantily.

I Pro kvartily pak bychom mohli obdržet odpověd’ typu:

”
Zásobńık v čase t nepodtéká s pravděpodobnost́ı věťśı než

50%, ale menš́ı než 75%.“
I

”
Přesnou“ spolehlivost si můžeme vymodelovat podle

vzdálenosti meze od kvantil̊u, nap̌r. pomoćı lichoběžńıkového
rozděleńı:

X

p



Co vyjde? II

I Lichoběžńıkové rozděleńı dob̌re vypadá, ale trochu hů̌r se s
ńım poč́ıtá, protože distribučńı funkce (integrál) je
kvadratická, poťrebujeme znát celou pětibodovou
charakteristiku a levá a pravá polovina se nemuśı potkat .

I Někdo by proto mohl dát p̌rednost obdélńıkovému rozděleńı.
To má lineárńı distribučńı funkci a stač́ı nám znát jen okolńı
kvantily:

X

p



Změna dotazu

I Jinou možnost́ı je už od začátku poč́ıtat s jinou množinou
kvantil̊u, nap̌r. Q1/4,Q3/4,Qp, kde p je požadovaná
spolehlivost.

I Mı́sto doplňovaćı otázky
”
Jaká je spolehlivost v čase t?“

řeš́ıme otázku zjǐst’ovaćı
”
Je spolehlivost v čase t aspoň p?“

I Obě otázky maj́ı své opodstatněńı, zjǐst’ovaćı forma má
jednoduš̌śı výpočet.



Odmocninová rovnice I

I Z ďŕıvěǰśıch úvah jsme dostali, že p̌ri výrobě n kus̊u v
opakovaném procesu p̌redpokládáme všechny kvantily
procesńıho času ve tvaru:

t = nm + a
√

ns + bg ,

kde a, b jsou vhodné konstanty pro danou pravděpodobnost a
zvolený způsob modelováńı rozděleńı.

I Výměna os odpov́ıdá obráceńı otázky
”
Kolik výrobk̊u bude

hotovo v čase t?“, tj. řeš́ıme rovnici v n pro parametr t.

I Po úpravách dostáváme:

as
√

n = t − nm − bg ,

(as)2n = m2n2 + (t − bg)2 − 2m(t − bg)n,

m2n2 − ((as)2 + 2m(t − bg))n + (t − bg)2 = 0.



Odmocninová rovnice II

I Substitućı

A =
a2

m2
, B =

t − bg

m

rovnici zjednoduš́ıme na tvar

n2 − (A + 2B)n + B2 = 0.

I Diskriminant je

D = (A + 2B)2 − 4B2 = A2 + 4AB = A(A + 4B).



Odmocninová rovnice III

I Dostáváme kǒreny

n1,2 =
(A + 2B)±

√
A(A + 4B)

2
.

I Zaj́ımá nás jeden z kǒrenů, druhý nedává smysl. Výběr kǒrene
určuje konstanta a, tj. zda řeš́ıme konvexńı/konkávńı
parabolickou funkci (tj. kvantil pro p < 1/2 resp. p > 1/2).

I Všimneme si, že A + 2B je aritmetický pr̊uměr č́ısel A a
A + 4B, zat́ımco

√
D =

√
A(A + 4B). je jejich geometrický

pr̊uměr.

I Připomeňme, že mezi pr̊uměry plat́ı nerovnost GP≤AP a
podle Eukleidovy věty o výšce je náš GP roven výšce
pravoúhlého trojúhelńıku, v němž pata výšky děĺı p̌reponu
právě na úseky délek A a A + 4B.



Eukleidova věta o výšce a AG nerovnost

G (x , y)

A(x , y)

x y



Lineárńı aproximace paraboly

I Kv̊uli kombinaci požadavk̊u na horńı/dolńı odhad a
konvexnost/konkávnost poťrebujeme umět parabolu
aproximovat zvenku i zevniťr.

I Z mnoha možnost́ı dáme p̌rednost řešeńı, kde
I zp̌resněńı aproximace se provede zjemněńım děleńı — chceme

jen p̌ridat nové události a nezahazovat výpočty pro staré,
I koeficienty aproximačńıch p̌ŕımek budou racionálńı — t́ım se

odbourá část problémů s poč́ıtačovým zaokrouhlováńım u
reálného typu.

I Vněǰśı aproximace je náročněǰśı — po nalezeńı dotykových
bodů muśıme ještě poč́ıtat tečny a jejich pr̊useč́ıky.



Vniťrńı a vněǰśı aproximace

čas

hmota



Racionálńı aproximace

I Druhý požadavek je konkrétněji položen takto: ḿısto výpočtu
odmocninou

n =
(A + 2B)±

√
A(A + 4B)

2

hledáme p̌ribližné řešeńı ve tvaru

n ≈ k1A + k2B,

kde k1, k2 jsou racionálńı.

I K tomu je žrejmě dostatečné a nutné, abychom našli hustou
podmnožinu bodů na Thaletově kružnici, v ńıž bude poměr
výšky (GP) k p̌reponě (2AP) racionálńı.



Pythagorejské trojice

I Pythagorejskou trojićı rozuḿıme trojici p̌rirozených č́ısel
(a, b, c) splňuj́ıćıch Pythagorovu větu:

a2 + b2 = c2.

I Pythagorejské trojice lze triviálně množit vynásobeńım
p̌rirozeným č́ıslem.

I Nesoudělné trojice se nazývaj́ı primitivńı, tj. nejsou výsledkem
netriviálńıho násobeńı jiné PT. Je známo, že i primitivńıch
trojic je nekonečně mnoho.

I Pokud prvoč́ıslo p děĺı dvě strany, muśı dělit i stranu ťret́ı.
Nesoudělnost v PT tedy stač́ı testovat na libovolných dvou
stranách.

I Eukleides dokázal, že pro x , y ∈ N, x > y je trojice

(x2 − y2, 2xy , x2 + y2)

pythagorejská a všechny PT vzniknou t́ımto způsobem.



Posloupnosti pythagorejských trojic
I V Eukleidově klasifikaci můžeme volit speciálńı x , y a tvǒrit

posloupnosti PT, nap̌r.
I Pythagorova posloupnost, x = y + 1:

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 41), . . .

I Platónova posloupnost, y = 1:

(3, 4, 5), (8, 6, 10), (15, 8, 17), (24, 10, 26), . . .

I Pythagorovu posloupnost lze až na násobek zadat volbou
y = 1/2.

I Zamě̌ŕıme se na posloupnosti s konstantńım y a ještě
konkrétněji na posloupnosti s y = 2k . Lze ukázat, že zvýšeńım
k − 1→ k

”
půĺıme“ p̌redchoźı iteraci y = 2k−1, tj. pro

stávaj́ıćı PT zdvojnásob́ıme index v posloupnosti a nové PT
vkládáme na liché pozice.

I V každé posloupnosti se zmenšuje úhel p̌ri jednom z vrchol̊u
(a u druhého zvěťsuje). Jedná se tak o pohyb po oblouku
Thaletovy kružnice (a potažmo po parabole v původńı úloze).



Topologie pythagorejských trojic

I Lze klasifikovat dvojice (x , y), které generuj́ı primitivńı PT.

I Nás primitivita moc nezaj́ımá, poťrebujeme hlavně nějak
generovat vzájemně nepodobné PT.

I Distribuce reprezentaćı PT na kružnici, v Gaussově celoč́ıselné
rovině, atp. nápadně p̌ripoḿınaj́ı konstrukci množiny
racionálńıch č́ısel a jej́ı vložeńı do R. Kráceńı zlomk̊u odpov́ıdá
redukci PT na primitivńı. V rámci teorie PT jsou známy r̊uzné
zaj́ımavé reprezentace a transformace.

I Pro nás je podstatné, že pravoúhlý vrchol skutečně vykresluje
pro PT na Thaletově kružnici hustou podmnožinu, jak jsme
poťrebovali. Jinými slovy, každý pravoúhlý trojúhelńık je
v určitém smyslu limitou pythagorejských.

I Hustá je i množina źıskaná speciálńımi volbami y = 2k , kN.
(To je analogie faktu, že zlomky tvaru z/(2k) tvǒŕı hustou
podmnožinu v R.)



Komentá̌re k validaci I

I Kombinaćı odhadů kvantil̊u a lineárńıch aproximaćı paraboly
bychom měli źıskat algoritmus pro validaci zásobńıku v
pravděpodobnostńım prosťred́ı. Strategie výpočtu založená na
p̌ridáváńı událost́ı v neobjasněných intervalech z̊ustává stejná.
(Problém čeká na dokončeńı.)

I Ve srovnáńı se simulaćı Monte Carlo má lineárńı validace
výhody:

I Poskytuje stále stejné výsledky a neprojevuje se efekt
statistické chyby generovaných dat.

I Pro rozsáhleǰśı kampaně a/nebo věťśı rozptyl očekáváme
rychleǰśı výpočet.

A nevýhody:
I Nevid́ıme skutečný projev koliźı na celkové zpomaleńı toku —

nepoč́ıtáme LT .
I Pro menš́ı dávky/rozptyl může být rychleǰśı zkusit MC.

I Téma k zamyšleńı/práci: kde je ta hranice?



Komentá̌re k validaci II

I Připomeňme, že validace zásobńık̊u lineárńımi aproximacemi
se vypláćı pro výrobu se

”
sťredńı pravidelnost́ı“. Vysoce

pravidelná výroba (linky, nep̌retržitý provoz) nezná kolize,
kusová výroba nezná opakované procesy.

I V kusové výrobě se nahodilost často vyskytuje. Součet veličin
na hmotové ose se popsanou metodou určitě nevyplat́ı (a
nav́ıc je nep̌resný), rozumné je použ́ıt diskrétńı konvoluci.

I Stejná poznámka se může týkat i situaćı, kde rozptyl a/nebo
velikost kampaně je menš́ı a hmotové rozděleńı tak má malý
nosič.

I V praxi se často řeš́ı obrácená úloha
”
zjistit minimálńı

kapacitu zásobńıku / počátečńı zásoby“. V našem pojet́ı
odpov́ıdá stanoveńı meźı tak, aby se simulovaný signál
(s požadovanou spolehlivost́ı) mezi ně vešel.



Defekt

I Validaćı zásobńıky jsme schopni mě̌rit i ḿıru selháńı —
velikost plochy v čase a hmotě. Opět se můžeme spokojit i
s prostým odhadem aproximacemi.

I Přǐrazeńım váhy p̌ŕıslušnému selháńı (kolize) definujeme
defekt.

I Defekt tedy č́ıselně vyjaďruje ḿıru problému, tj. jak moc nám
kolize vad́ı.

I Defekty jsou sice nežádoućı, ale mohou být nevyhnutelné a
stanou se p̌redmětem úvah typu

”
něco za něco“.

I Je tedy vhodné rozmyslet si co neǰsiřśı váhové ohodnoceńı
zásobńık̊u.

I Souhrnný defekt je součet všech defekt̊u. Je možné ho
považovat za účelovou funkci pro optimalizaci plánu.



Ilustrace defekt̊u

čas

hmota

meze

S1

S2

w1S1 + w2S2



Př́ıklady defektu
I

”
Základńı“ p̌ŕıklad — podtečeńı nebo p̌retečeńı zásobńıku s

materiálem. Nelze vyrábět kv̊uli hladověńı nebo blokováńı
procesu.

I Nevyužitá kapacita zǎŕızeńı — pokutujeme stav vyčkáváńı
(idle), tj. vytvǒŕıme pro stroj zásobńık, v němž je stav 0 horńı
meźı a stav 1 je už vńımán jako

”
p̌retečeńı“.

I Kolize proces̊u na zǎŕızeńı — stejný zásobńık jako výše, ale
koliźı z něj odeb́ıráme stroj

”
dvakrát“. Ve výsledku je tak

v zásobńıku
”
−1 p̌ripravených stroj̊u“. Stav pokutujeme jako

nežádoućı podtečeńı dolńı meze 0.
I Nesprávný režim stroje — pro proces můžeme vytvǒrit

virtuálńı zásobńık, kam si proces
”
odplivuje“, abychom

nemuseli měnit způsob výpočtu defektu.
I Nedodržeńı terḿınu expedice — kolize posledńıho výrobńıho

procesu a procesu expedice na zásobńıku se zakázkou.
I Bonifikace rychlé výroby — stanov́ıme si nesplnitelný

”
vniťrńı

deadline“ a řeš́ıme stejně jako p̌redchoźı.



Obecněǰśı způsoby definice defektu

I V pravděpodobnostńım prosťred́ım můžeme defekt rozčlenit
podle kvantil̊u a p̌rirozeně tak nav́ıc vážit pravděpodobnostńı
ḿırou, což vyjaďruje pr̊uměrný p̌ŕıspěvek jednoho náhodného
běhu k defektu.

I Pokutováńı za defekt může být progresivńı — tj. malé
p̌rekročeńı vad́ı málo, věťśı p̌rekročeńı je pr̊ušvih. Princip
výpočtu je podobný jako u p̌redchoźıho.

I Při agregaci nemuśı být
”
celková nelibost“ prostým součtem

p̌risṕıvaj́ıćıch defekt̊u. Lze vytvǒrit pomocný zásobńık pro
sdružený stav a stanovit pro něj váhu. Př́ıklad: Úloha o vlku,
koze a zeĺı. Čty̌ri konstelace jsou p̌rijatelné, čty̌ri nejsou.
Defekt neńı možné vyjáďrit prostým součtem

”
po zv́ı̌ratech“.

I Pokud si p̌redstav́ıme tok rozložený na jednotlivé výrobky,
odpov́ıdaj́ıćı zásobńıky, pravděpodobnostńı běhy, atd.,
zjist́ıme, že stále řeš́ıme tentýž obecný problém.



Souhrnný defekt plánu

I Podle p̌redchoźıho źıskáme souhrnný defekt jako součet všech
d́ılč́ıch defekt̊u (vážené plochy), tj. p̌redpokládaných ztrát.

I Pro všechny myslitelné kolize je ťreba stavit váhu, což může
být nesnadné a pracné.

I Za p̌redpokladu stejného zisku za vyhotoveńı smluvené
zakázky je tak souhrnný defekt rozd́ılovým kriteriem pro výběr
lepš́ıho plánu.

start ćıl

plán 1

plán 2

plán 3



Optimalizace I

I Ćılem optimalizace je minimalizace účelové funkce p̌ri
dodržeńı omezeńı.

I Omezeńı jsou pevná, jejich p̌rekročeńım bychom se dostali
mimo prostor p̌ŕıpustných řešeńı.

I Neštěst́ı optimalizace: Globálńı optimum obvykle neńı

”
sjednoceńım“ lokálńıch optim. Nicméně v některých

p̌ŕıpadech lze p̌redpokládat určitou nezávislost komponent a
úlohu rozdělit.

I Optimalizačńı metody obvykle postupuj́ı prostorem
p̌ŕıpustných řešeńı a snižuj́ı účelovou funkci.

I Spoustu práce může ušeťrit vhodná volba počátečńıho plánu.



Optimalizace II

I Úspěšnost metody lze vyjáďrit počtem cykl̊u — č́ım méně, t́ım
lépe.

I Užitečná je schopnost vědět
”
kam j́ıt“ — volba pivota

v simplexovém algoritmu lineárńıho programováńı, metoda
nejvěťśıho spádu, atd.

I Pokud množina p̌ŕıpustných řešeńı neńı rozumně
parametrizovatelná, volba slibného směru nemuśı být možná.

I Optimalizace pak prob́ıhá metodou pokus/omyl, je zdlouhavá
a nab́ıźı se ukončeńı v suboptimálńım řešeńı.



Simulované ž́ıháńı

I Podstatou simulovaného ž́ıháńı je
”
ochota“ provádět velké (a

riskantńı) změny sṕı̌s na začátku optimalizace. Postupně se
tato ochota zmenšuje — chlazeńı.

I Změnou v plánu rozuḿıme nap̌r. p̌resun úkolu v čase
(vodorovný posun v Ganttovi), výměnu úkonů ve frontě,
velkou změnou může být obdoba pro složený proces (nap̌r.
výměna celého sťredečńıho rozvrhu za úterńı).

I Ochotou ke změně rozuḿıme pravděpodobnost, algoritmus je
náhodný.

I Pokud je nalezené řešeńı lepš́ı než p̌redchoźı, určitě jej
bereme. Pokud je hořśı, pokračujeme v pr̊uzkumu s aktuálńı
pravděpodobnost́ı.

I Po čase se pravděpodobnost sńıž́ı natolik, že už se žádná
změna témě̌r jistě nestane — zamrznut́ı.

I Velké skoky jsou užitečné jako možnost opustit oblast prostoru
řešeńı smě̌ruj́ıćı k

”
méně optimálńımu“ lokálńımu minimu.



Metrizace prostoru plánů

I Pro poťreby simulovaného ž́ıháńı je vhodné zavést metriku na
prostoru plánů mě̌ŕıćı jejich odlǐsnost.

I Nab́ıźı se mě̌rit vzdálenosti odpov́ıdaj́ıćıch událost́ı v
časoprostorohmotě, tedy velikost souhrnné deformace měńıćı
jeden plán na druhý.

I Problém může být zaj́ımavý v kategoriálńımu vyjáďreńı —
plány jsou funktory, události jsou propojeny morfismy
p̌rirozené transformace.

I Neńı doděláno, prostor pro výzkum.

I U simulovaného ž́ıháńı mohou pomoci
”
zjevné korekčńı tahy“,

nap̌r. posunut́ı proces̊u ve frontě, aby k sobě p̌riléhali podle
procesńıch čas̊u. (Při vyš̌śı složitosti śıtě ale mohou něco
rozb́ıt jinde.)



Shrnut́ı řešené problematiky

I Validace — hledáńı koliźı v toku, odpovědi typu ano/ne,
p̌ŕıpadně pravděpodobnost.

I Evaluace — kolize jsou mě̌reny a je jim p̌risouzena váha,
výsledek nazýváme defekt. Součet všech defekt̊u dává
hodnoceńı toku.

I Optimalizace — změnou plánu se snaž́ıme snižovat celkový
defekt a naj́ıt (sub)optimálńı řešeńı.



Jazyk toku

I Pokuśıme se p̌repsat tok do kódu.

I Kód je současně datovým záznamem i jistým
”
programem“ —

lze podle něj naplánovat a spustit výrobu, nebo aspoň jej́ı
simulaci.

I Kód může být p̌redmětem daľśıho zpracováńı — rozvinut́ı,
zobecněńı, optimalizace, atd. Princip funkcionálńıho
programováńı.

I Poťrebujeme popsat procesy i zásobńıky. Připomeňme, že tok
lze konstruovat jako diagram D : D → K, kde K je kategorie
zdroj̊u spojených procesy.

I Skládáńı lze dob̌re vystihnout značkovaćım jazykem, pro
rychlé vyhledáváńı jsou vhodné relačńı databáze.

I Pro vodorovné/svislé oddělovače položek použijeme csv
notaci, tj. čárky/sťredńıky.



Principy p̌repisu

I Programujeme
”
objektově“, tj. uděláme si základńı kostru,

pak rozepisujeme detaily.

I Rozmysleme si, kdy procesy prob́ıhaj́ı nebo zdroje se
spoťrebovávaj́ı v daném pǒrad́ı a kdy je pǒrad́ı zaměnitelné.

I Každý proces
”
nahĺıž́ı“ na zdroje určitým typem a úrovńı

agregace. Vzniká u něj složený zásobńık (vysvětĺıme na
p̌ŕıkladech).

I Opakované procesy vyjáďŕıme cyklem (s počtem opakováńı
p̌ŕıslušnému velikosti kampaně).



Označeńı pro kompozice

I {a, b, c}, n ∗ {a} — typ (multi)množina, složky jsou nezávislé,
zaměnitelné, proveditelné paralelně, je asociativńı i
komutativńı:

{a, b} = {b, a}, {{a, b}, c} = {a, {b, c}}

I (a, b, c), n ∗ (a) — typ uspǒrádaná n-tice/seznam, pevné
řazeńı složek, sériové provedeńı v daném pǒrad́ı, jen
asociativńı:

((a, b), c) = (a, (b, c))

I [a, b, c], n ∗ [a] — podobné jako kulatá závorka, ale neńı ani
asociativńı, složky jsou zpracovány nerozbalené, závorka
chráńı sv̊uj obsah p̌red

”
rozpuštěńım“ do naďrazeného výrazu.



Př́ıklad s virtuálńım supermarketem I
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Př́ıklad s virtuálńım supermarketem II
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Př́ıklad s nezávislými procesy (R. Koutenský)

I Uvažujeme dvojici proces̊u, kde na celek (nap̌r. auto �) je
ťreba p̌rimontovat dva doplňky (nap̌r. volant © a zrcátko 4).

I Procesy mohou být provedeny:
1. zcela nezávisle (klidně i souběžně),
2. v libovolném pǒrad́ı (ale jeden po druhém).
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Naivńı řešeńı 1. verze
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Chováńı složeného procesu nemáme pod kontrolou, nic
nespoč́ıtáme.



Dvouštěrbinové řešeńı 1. verze
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Dvoucestné řešeńı 2. verze
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Nepodǎrilo se sloučit stejné procesy. Složitost schématu rychle
roste s počtem proces̊u.



Schrödingerovsko–kočkovité řešeńı 2. verze
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Databáze proces̊u

vstup proces výstup

(A; 3 ∗ [B]) p C
C q (D; E )

(A; 3 ∗ [B]) (p, q) (D; E )

I Jazyk zat́ım v náznaku, žrejmě bude ještě nutné rozlǐsit
horizontálńı a vertikálńı skládáńı.

I
”
Přepážkový“ proces ve schématech je obousměrný a jen

p̌rekládaćı (analogie s polńımi částicemi).

I Závorky odpov́ıdaj́ı standardńım databázovém operaćım
sjednoceńı a spojeńı.

I Vše smě̌ruje k relačńımu popisu toku. Kategorie Rel je dagger
kompaktńı stejně jako konečné vektorové prostory.

I Propojeńı s jazykem kvantových protokol̊u vypadá velmi
nadějně.


