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Nahodilost a pravdépodobnost

Cviceni: Zkuste nematematikovi definovat ndhodny jev a
pravdépodobnost.



Pt¥istupy k nahodilosti

» Stoicky pFistup: svét je deterministicky, ndhoda je jen
nedostatek informaci.

» Odfiltrovani &asti informaci miZe byt zdmé&rné.

> Filozofie Casto Fesi jen nahodilost dlsledkd, nejistota se ale
muZe tykat i pFicin.

» Pravdé€podobnost vyjadfuje miru olekavani, Ze se néco stane.
(To se ale urtité stane, nebo urité nestale — klasickd logika.)

» L. Zadeh, nespokojenost s pojetim ndhody a rigidnosti teorie
pravdépodobnosti — fuzzy logika, vic ,mira platnosti* nez
,mira jistoty".



Pt¥istupy k nahodilosti

» Klasicka pravdépodobnost: pomér potu ptiznivych instanci
jevu k celkovému poétu. Musi se ptedpokladat koneénost,
stejnd vdha, atp.

» Pokrodild pravdépodobnost: geometricka, abstraktné zadand
mirou, podmin&na, atd.

» Statistika — ndhoda se tykd sb&ru vzorku, ¥e&i se oprdvné&nost
zaveérd.
» Frekventismus vs. bayesidnstvi.

» Ciselnd parametrizace jevového prostoru — nahodna veli¢ina,
vyzkum typovych pravdépodobnostnich rozdé&leni.
Cviceni: Co je primérnd mzda a co medidnova mzda?
Jak se uréuji?

Co jsou zde ndhodné jevy, velidiny, pravdépodobnost?



Procesni pojeti ndhody — pfiklad s ndhodnym vystupem

deterministické procesy nedeterministicky proces

p

58 d%

» p Ize chdpat jako agregaci (deterministickych) procesi pi, p2.

» Nahodilost vystupu = vznikla ztotoZn&nim procesii p¥i
pokracujicim rozliSovani zdrojd.



Spor o ideje
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» Platén: Instance jsou (nedokonalé) obrazy ideji.

> Aristotelés: ldeje jsou zobecné&ni instanci.

» Kopirovani a specifikace vs. zobecfiovani a sluc¢ovani.




Agregace procesl a zdrojli

» Nahodilost je produktem agregace udalosti.
» Agregace je dvojiho typu:
» podle blizkosti (navazujici nebo soub&Zné procesy, zboZi pro
stejnou zdkazku),
» podle podobnosti.
» Rozdil mezi typy lze zrelativizovat — i blizkost Ize chapat jako
druh podobnosti.

» Podobnost Ize definovat riznymi hledisky, agregace pak mize
probihat postupné a rliznymi cestami.

» Misto rozpadové struktury je pak lepsi uvaZovat nestromovd
usporadani.



P¥iklad s kostkou




Entropie |

» Entropie vyjadfuje miru nejistoty nebo neuspofadanosti.

» Ptiklad (1) A... 80%, B ... 10%, C ... 10% — hodn&
v&Fim A, varianty B, C jsou marginalni.
(2) A... 40%, B ... 30%, C ... 30% — vechy t¥i varianty
jsou docela podobné& mozné, nevim, ¢emu véFit.
Situace (2) ma v&tsi entropii nez (1).

> Morseova abeceda — &etnd pismena maji kratky kéd a vysilaji
se tak rychleji. U b&Zného textu dochazi (oproti méné
promyslenému kdédovani) ke komprima&ni tUspote.

> Princip lze uZit obecnéji nez na pismena a rozsifit na
pod¥etézce atd., kddovat polyalfabeticky, atd. (jazyk
»ptydepe” V. a |. Havlovych).

> V teorii informace entropie vyjadfuje nepfekonatelnou
minimalni velikost kédu (velikost v ,,dokonalé morseovce").



Entropie |l

» V ptikladu (1) potfebujeme ,,mén& nez bit" na kédovani A.
Naproti tomu pro B, C by bylo dobré volit 3-4 bity, protoze
1/2* <1/10 < 1/23.

» Entropie se polita vzorcem
E:_ZpilogzPiv
i

kde zdklad logaritmu z vychazi z typu aplikace
(pravd&podobnost, informace, fyzika).

» Vypotet pro p¥iklad (s logaritmem log,):
E1 ~ 0.587 E2 ~ 1.25

Udava primérnou spotfebu bitd na 1 znak.



Entropie, zavéry

» Entropie je velmi univerzalni charakteristika nahodilosti a
soulasné velikosti informace.

» Nepot¥ebujeme jev transformovat na ndahodnou veli€inu.

» MiZze byt voditkem pro propojeni datového skladu se
statistickymi ndastroji.



Typicka rozdéleni ve vyrobé

» Alternativni rozdéleni — dobry vyrobek/zmetek.

» Normadlini rozdéleni — ,p¥irodni* variabilita procesii (nebo
materidlu)

» Exponencidlni rozdéleni — nehody a jiné katastrofy, udalost se
nékdy stane, ale nevime kdy. Jiné typ — méné zavazné

N4

> Skladani efektli — obecnégjsi rozdéleni s pozitivni Sikmosti,
typicky unimodalini (s jednim hrbem).

» Rozdé&leni vznikld , prohozenim os", nap¥. Poissonovo.

Cviceni: P¥ipomefite si pojmy hustota, distribuéni funkce, kvantil.



P¥ipomenuti hustoty a distribu¢ni funkce

v

U spojitych veli¢in pravdépodobnost znazorfiujeme hustotou.
(Samotna bodova pravd&podobnost je nulova.)

Distribu¢ni funkce udava ,celkovy narist” pravdépodobnosti,
vidime z ni kvantily.

Jedno z druhého dostaneme derivaci/integraci.

Interpretace distribu&ni funkce pro procesni &as: je-li v bodé x
hodnota F(x) = p, otekdvame, Ze z N b&hii procesu bude pN
rychlejsich a (1 — p)N pomalejsich.

Jinymi slovy, proces se stihne do ¢asu x se spolehlivosti p.

Boxplot — pétibodovd charakteristika, v8echny t¥i kvartily a
dva okrajové kvantily (nap¥. 5%, 95%). P¥ipady za okraji se
poklddaji za nepodstatné.



Projev nahodilosti v ¢asohmotovém diagramu
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Typicky prib&h opakovaného nahodného procesu

hmota

25% 50% 75%




Komentare k opakovanému ndahodnému procesu

e

» Pribéh Ize modelovat metodou Monte Carlo — pf¥icitani
generovanych ndhodnych ¢&isel pro dané rozdéleni.

» Kvantily snadno vyt&Zime ze vzorki (redlnych dat nebo
simulovanych): hodnoty sefadime podle velikosti a podivdme
se proporéné na pk-tou hodnotu, kde k je poet béhi.

» Kvantil nemusi odpovidat Zddnému b&hu — na nékterém
vyrobku miZe jeden béh pfedb&hnout jiny. Pro kazdé n
potfebujeme samostatné ¥azeni.

» Kvantily se nemohou ,,pfekroutit® — pro p < g bude priibéh
p-tého kvantilu rychlejsi/mensi nez g-tého (porovnavani jako
2-morfismus).

» Priib&h kvantilovych ,schodist” Ize aproximovat
parabolickymi k¥ivkami — pro p < 1/2 konkavni, pro p > 1/2
konvexni. Brzy vysvétlime.



Vyména os

>

Nasim cilem je vypocet zdsob v zdsobniku v
pravdépodobnostnim prosttedi.
P¥ipomeiime, Ze zdsobnik je soub&Zné napajen kladnymi
(vstupnimi) a zapornymi (vystupnimi) signdly a ty je teba
efektivné sedist.
S¢itdme hmotu (zdsoby), nikoli ¢as. Nahodilost ¢asovou
potfebujeme pfevést na nahodilost hmotovou. Misto , kdy
bude hotovo n kus?* se ptdme , kolik vyrobime do &asu t7"
Druhé z rozdé&leni je diskrétni (pokud je vyroba diskrétnf).
Nicméné aproximace nahrazuji schodisté spojitymi kFivkami a
vedou tak ke spojitému popisu hmotové nahodilosti.
Banalni, ale dileZité pozorovani — rychlost vyroby Ize
porovnavat dvéma ekvivalentnimi zplsoby:

» stejny objem vyrobime v krat$im &ase,

> za stejny Cas vyrobime vice.
V disledku toho horizontalni a vertikalni nahodné veliéiny
»sdili kvantily".



Sdileni kvantila

hmota
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Modelafovo dilema

> V matematickém modelovani ¢asto stojime pred dilematem,
zda volit model

» jednoduchy, ale nep¥esny,
> nebo pFesny, ale sloZity.

» Ve druhém p¥ipadé sloZitost miZe zplsobit nep¥esnost jiného
typu.

» P¥iklad: Redlnd vyrobni dat velmi peclivé , rozskatulkujeme®,
&¢imz dostaneme jemné Elenéni na viechny myslitelné p¥ipady.
Tim se ovsem zmensi vzorky a vzroste statistickd chyba.
Nap¥. misto abych poéital vsechny b&hy procesu p, zamé&f
se jen na bé&hy ve ¢tvrtek a v listopadu, protoze dnes je
Ctvrtek a je listopad ,,a co kdyby to mélo n&jaky vliv*.

.
I

m

» S ohledem na kvalitu dat je na mist& uvaZzit i zjednodu3eni
kalkulu pro praci s ndhodnymi veli¢inami.



Klasické s¢itani ndhodnych veli¢in

» Necht X, Y jsou nezavislé spojité ndhodné veli¢iny s
hustotami f, g. Pak je hustota h veli¢iny X + Y dana

konvoluci -
h(z) = / f(x)g(z — x)dx.
» P¥iklad s diskrétnimi rozdélenimi — hod dv&ma kostkami:
PX+Y=7)=P(X=1)P(Y =6)+
+ P(X =2)P(Y =5)+

+P(X =6)P(Y = 1).

» Spoditat integral se €asto neumi, vysledkem sou&tu nemusi
byt , pékné" pravdépodobnostni rozdéleni.

» Rezignujme na pfesnost a poditejme soulet pFiblizné a
Jjednoduseji.



Momenty ndhodné veli¢iny

» stfedni hodnota E(X) — ve statistice a diskrétnim rozd&leni
vaZeny priimé&r, u spojitych

E(X) = / " (x)dx.

—0o0

> n-ty centralni moment:

> my je rozptyl.
» m3/my je Sikmost.

» Oznatme si stfedni hodnotu p, rozptyl o2 a t¥eti centralni
moment . Je-li je tfeba rozlisit pro r(izné ndhodné veliciny,
napiseme veli¢inu do indexu.



Aditivita momentd p, 02, Y

» VSechny t¥i sledované momenty jsou aditivni, tj. pro nezavislé
ndahodné veli¢iny X, Y mame:

HX+Y = X + [y,
2 2 2
Ox+y = O0x T 0y,
IX+Y =X + Yy
> Tato vlastnost se bohuzel pro momenty vysSich ¥adi pokazi,
pokratovat lze s tzv. kumulanty (viz teorie momentovych

vytvoFujicich a charakteristickych funkci v teorii
pravd&podobnosti).

» Pokud s&itdme n stejnych nezavislych kopii téze veli¢iny X,
oznacme vysledek nx X. Dostdvame:

HnxX = NUX,
2 _ 2
Onxx = NOx,

YnxX = NYX-



Vztahy mezi momenty a kvantily

» Pro normélni (Gaussovo) rozdé&leni je zndmo, Ze kvantily jsou
tvaru p + ko pro vhodné k (k <0 pro p<1/2ak >0 pro
p>1/2, u splyvd s medianem).

» Pro opakovany proces mame o2, = noy, a tedy
Tmex = \/Nnox. To je ono slibované vysvétleni parabolického
vyvoje kvantili.

» Experimentdlnim pozorovanim jsme také zjistili, Ze rozdil
stfedni hodnoty a medidanu se s n neméni. Rozdil souvisi se
Sikmosti, coz je v souladu s rovnosti

TYnxX _ MYX X

> T 5
Opxx  M0x  Ox




Pseudomomenty

g s
| —% d

Qs Qz ™M Qs/4

» Zavedeme si ndhrady za momenty m, s, g podle vzorci:

m— Qu/a + Q34 . Q374 — Qu/a g Qs+ Q34

2 ) 5 ) 5 - 01/2'

» Tvafme se, Ze se chovaji jako u, o, v/0?, tj. poloZme

2 2

_ _ o2 2 _ 8xSx T 8ysy

Mx+y = Mx + My, Sx+y = \/Sx + 5y, gx+y——52+52 .
X T Sy

» Pro iterovany proces zfejmé dostaneme

2
Mpyex = NMy, Snex = /NS, neX = 8X-



Komentare k pseudomomentiim |

» PYevod kvantil(i na pseudomomenty je linearni, inverzni
pfevod je dan vzorci:

Ql/4:m_57 Q3/4:m+57 Q1/2:m+g

» QOdvodili jsme zjednoduseny ,,fuzzy" kalkulus pro s¢itani
nahodnych veli¢in.

» PY¥ipomindme predpoklady ,rozumnosti“ uvaZovanych veligin.

» Pro né experimenty ukdzaly pfekvapivé vyborné vysledky
(rozdil v jednotkdch procent vzhledem k o).

> Neprekvapivé horsi jsou vysledky na extrémné odlisnych
rozdélenich, nap¥. alternativnich, tvar U. Problémy jsou i na
okrajich kampani.

» U opakovanych procesii rozdéleni velmi rychle tihne k
normalnimu (centrdlni limitni v&ta). Kdybychom zanedbali

Sikmost, asi by se nic hrozného nestalo a v praxi se to bézné
déla.



Komentare k pseudomomentiim ||

» Metodu Ize zobecnit a misto medidnu ¥esit obecny kvantil Qp
(tfeba pro pozadovanou spolehlivost), myslenka je potad
podobna.

» PY¥ipomindme, Ze s, g se kromé& principidlni nepfesnosti od
puvodnich momentd lidi i ndsobkem.

» Pro odhad m (ndhrazka za st¥edni hodnotu p) se v popisné
statistice nékdy pouZiva presnéjsi odhad

e Qu/a +2Q1)2 + Q34
— 2 ,

Zatim jsme nevyuZili. Nep¥esnosti se transformacemi tam a
zpét &astetné vykompenzuji.

» Transformuji se 3 kvantily na 3 pseudomomenty a zpét. Co je
vhodnym protéjskem pro pétibodovou charakteristiku?



Strategie vypoctu stavu zdsobniku v ¢ase t

1. Signdly modelujeme trojici kvartild.

2. Pro &as t preklopime osy, tj. zjistime hodnoty kvartil( na
hmotové ose.

3. Kvartily transformujeme na pseudomomenty.
4. Setteme pseudomomenty.

5. Pseudomomenty transformujeme na kvartily a odhadneme
z nich kvantil = spolehlivost zdsobniku pro &as t.



Linedrni validace zasobniku |

v

Jak bylo d¥ive nazna&eno, signaly perfektnich opakovanych
procesl lze shora i zdola aproximovat linedrni funkci.

v

Aproximace mizZe byt i vicedroviiovd (heijunka).

v

Z takto aproximovanych signal odhadujeme i signdl na
zasobniku.

v

P¥itom je tfeba:

» Rozdélit studovany Casovy intervaly na useky tak, aby na vSech
podintervalech byly v8echny signaly linedrni, tj. hledame
spole¢né zjemnéni se v8emi zlomovymi body (udalostmi).

» Horni odhad poéitat jako soulet hornich aproximaci.

» Dolni odhad pocitat jako soulet dolnich aproximaci.



Linedrni validace zasobniku I

v

Daéle sledujeme zasoby ve zlomovych bodech. Mohou nastat
tyto situace:

» Dolni odhad p¥etete horni mez — zdsobnik jisté pretéka.

» Horni odhad pt¥etee horni mez, ale doIni odhad ne — nevime
nic, musime zp¥esnit odhad dal3i iteraci.

» Horni odhad nepfetele horni mez — zasobnik jisté nepretéka.

v

Dudlné& ¥eSime situaci na dolni mezi.

v

Na sousednim bodu déleni miZe nastat:
> stejnd situace, pak se stejn& chovaji i viechny body uvnit¥
intervalu,
> jind situace, pak dochazi k protnuti nékterého nebo obou
odhad( s pfimkou mezni zasoby.

v

P¥ipadné priisetiky ur&i nové déleni a daldi (p¥resn&jsi) iteraci
provadime jen na podintervalech, kde nezndme odpovéd.



Linedrni validace — komentare

>

s

Cim je vyroba pravideln&jsi, tim vic aproximace $et¥ vypotetni
¢as.

Iterace algoritmu (hlavni cyklus) by mé&la byt navrzena tak,
aby pt¥idavala (d¥ive p¥eskakované) udalosti, a to jen ty
nezbytné.

Vysledkem algoritmu je roz¢lenéni studovaného intervalu na
tseky, kde je zasobnik funkéni (v mezich) a kde selhdva
(mimo meze).

V realité selhani zasobniku miZe znamenat blokovani nebo
hladovéni navazujicich procesi.

Priseiky se pocitaji snadno, protoZe veskeré objekty jsou
spojnice udalosti, tedy tsecky.

PYeteteni a podteleni zasobniku je vhodné validovat
samostatné, v soubé&zné validaci by bylo tfeba diskutovat velké
mnozstvi rliznych situaci a vytvaret zbytecné jemné déleni
intervalu.



Validace zasobniku s nahodilosti

>

v

P¥ipomeiime, Ze u nahodnych procesli dochazi k ,,rozmazani*
signdlu. Neni jasné, jak ptesné vyroba prob&hne.
Prostor v8ech moznych prib&hl popisujeme pomoci k¥ivek
kvantild, coZ jsou hranice pomalejSich a rychlejsich priibéhi
pro danou pravdépodobnost.
Kvantil stéle ,,vypadd jako signdl®, tj. (v diskrétni vyrobg) jde
o lomenou ¢&aru definovanou udalnostmi.
Aproximaci kvantilu pro opakovany proces je parabola (aZ na
median, kde je to pfimka). V daldim se zam&¥ime i na tlohu,
jak parabolu linedrné aproximovat.
Rozsiteny validaéni algoritmus tedy zohlediiuje:
» Misto jednoho (determinovaného) priib&hu bereme v potaz
nékolik vyzna&nych kvantili — zatim nam sta&i kvartily.
» Pro kazdy kvantil uvaZzujeme horni i dolni odhad.
» Linedrni aproximace parabol vyzaduje dal3i zjemnéni &lenéni
intervalu na udélosti. (Kombinaci tohoto ¢lenéni s iteracemi
algoritmu jsme zatim ne¥esili — p&kné téma pro BP.)



Simulace opakovaného nahodného procesu

hmota

cas

15 b&hl, vybirame 4., 8. a 12. v poradi.



Co vyjde? |

» Pro kazdy bod dé&leni intervalu pfevadime odhady kvantild na
odhady pseudomomentii, setteme je pro viechny signdly
zasobniku a vysledek miZeme zpétné prevést na kvantily.

» Pro kvartily pak bychom mohli obdrZet odpovéd typu:
»Zasobnik v &ase t nepodtékd s pravdépodobnosti vétsi nez
50%, ale men3i nez 75%."

» ,PFesnou" spolehlivost si mizeme vymodelovat podle
vzdalenosti meze od kvantildl, nap¥. pomoci lichobéZnikového
rozdélenf:

p 1 | |




Co vyjde? |l

» Lichobéznikové rozdéleni dobfe vypada, ale trochu h{¥ se s
nim potitd, protoze distribu&ni funkce (integral) je
kvadratickd, potfebujeme znat celou pé&tibodovou
charakteristiku a leva a prava polovina se nemusi potkat .

» Neékdo by proto mohl dat pfednost obdélnikovému rozdéleni.
To m3 linedrni distribuéni funkci a sta&i nam znat jen okolnf{
kvantily:

e A |

1




/ména dotazu

> Jinou moZnosti je uZ od zadatku poéitat s jinou mnoZinou
kvantild, napf. Q1/4, Q3/4, Qp, kde p je poZadovana
spolehlivost.

» Misto dopliiovaci otazky ,Jakd je spolehlivost v &ase t7*“
Ye$ime otdzku zjistovaci ,Je spolehlivost v &ase t aspofi p?*“

» Ob& otazky maji své opodstatnéni, zjistovaci forma ma

jednodussi vypocet.



Odmocninova rovnice |

» 7 d¥ivéjsich Gvah jsme dostali, Ze p¥i vyrob& n kusl v
opakovaném procesu predpokldddame vSechny kvantily
procesniho ¢asu ve tvaru:

t = nm+ a\/ns + bg,

kde a, b jsou vhodné konstanty pro danou pravdépodobnost a
zvoleny zplsob modelovdni rozdé&leni.

» Vyména os odpovidd obrdceni otdzky ,,Kolik vyrobkl bude
hotovo v &ase t7", tj. ¥eSime rovnici v n pro parametr t.

» Po (pravach dostavame:
as\/n=t — nm — bg,
(as)?n = m?n® + (t — bg)? — 2m(t — bg)n,
m?n® — ((as)? + 2m(t — bg))n+ (t — bg)? = 0.



Odmocninova rovnice |l

» Substituci

2 _
a B:t bg

A= —
m?’ m

rovnici zjednodusime na tvar
n* —(A+2B)n+B%*=0.
» Diskriminant je

D= (A+2B)?—4B%=A? + 4AB = A(A+ 4B).



Odmocninova rovnice Il

» Dostavame kofeny

(A+2B)+ \/A(A + 4B)

no = .
2

» Zajimd nds jeden z kofend, druhy neddva smysl. Vybé&r kofene
uréuje konstanta a, tj. zda ¥e¥ime konvexni/konkavni
parabolickou funkci (tj. kvantil pro p < 1/2 resp. p > 1/2).

> Vsimneme si, Ze A+ 2B je aritmeticky priimér &isel A a
A + 4B, zatimco VD = \/A(A + 4B). je jejich geometricky
priumeér.

» PY¥ipomefime, Ze mezi priméry plati nerovnost GP < AP a
podle Eukleidovy véty o vysce je na§ GP roven vysce
pravouhlého trojihelniku, v némZ pata vysky déli pfeponu
pravé na Useky délek A a A+ 4B.



Eukleidova véta o vysce a AG nerovnost

A(x,y)




Linearni aproximace paraboly

» Kvili kombinaci poZzadavki na horni/dolni odhad a
konvexnost/konkavnost potfebujeme umét parabolu
aproximovat zvenku i zevnitf.

» Z mnoha moZnosti ddme pfednost Fedeni, kde

» zpfesn&ni aproximace se provede zjemn&nim dé&leni — chceme
jen pfidat nové udalosti a nezahazovat vypolty pro staré,

» koeficienty aproximac&nich p¥imek budou raciondlni — tim se
odboura &ast problémi s pocitatovym zaokrouhlovanim u
redIného typu.

» Vné&jsi aproximace je ndro¢né&jsi — po nalezeni dotykovych
bodi musime jesté poditat tecny a jejich prisediky.



Vnitfni a vnéjsi aproximace

hmota




Racionalni aproximace

» Druhy poZadavek je konkrétné&ji poloZen takto: misto vypoctu
odmocninou

o (A+2B) £ \/A(A+ 4B)
N 2

hleddme p¥iblizné YeSeni ve tvaru
n= kiA+ kB,

kde ki, k> jsou raciondlni.

» K tomu je zfejmé& dostatedné a nutné, abychom nasli hustou
podmnoZinu bodl na Thaletov& kruznici, v niz bude pomér
vysky (GP) k pfepon& (2AP) racionalni.



Pythagorejské trojice

> Pythagorejskou trojici rozumime trojici pfirozenych &isel
(a, b, c) spliiujicich Pythagorovu vétu:

a?+ b? =2
> Pythagorejské trojice lze trividlné mnoZit vyndsobenim
ptirozenym ¢&islem.
» Nesoud&Iné trojice se nazyvaji primitivni, tj. nejsou vysledkem
netrividIniho nasobeni jiné PT. Je zndmo, Ze i primitivnich
trojic je nekone¢né mnoho.

» Pokud prvocislo p déli dvé strany, musi dé&lit i stranu tfeti.
Nesoudélnost v PT tedy stadi testovat na libovolnych dvou
stranach.

» Eukleides dokdzal, Ze pro x,y € N, x > y je trojice
(2 =2 2x7,x° + y?)

pythagorejska a vsechny PT vzniknou timto zplsobem.



Posloupnosti pythagorejskych trojic
» V Eukleidové& klasifikaci miZeme volit specidlni x, y a tvofit

posloupnosti PT, napt.
» Pythagorova posloupnost, x = y + 1:

(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), (9,40,41),
» Platénova posloupnost, y = 1:
(3,4,5), (8,6,10), (15,8,17), (24,10,26),

» Pythagorovu posloupnost Ize aZ na nasobek zadat volbou
y=1/2.

> Zaméfime se na posloupnosti s konstantnim y a jesté
konkrétn&ji na posloupnosti s y = 2k. Lze ukézat, ¥e zvySenim
k —1— k ,pilime" p¥edchozi iteraci y = 2K~1, tj. pro
stavajici PT zdvojnasobime index v posloupnosti a nové PT
vkladame na liché pozice.

> V kazdé posloupnosti se zmensuje thel pfi jednom z vrcholl
(a u druhého zvétsuje). Jedna se tak o pohyb po oblouku
Thaletovy kruZznice (a potazmo po parabole v piivodni dloze).



Topologie pythagorejskych trojic

> Lze klasifikovat dvojice (x, y), které generuji primitivni PT.

» Nds primitivita moc nezajima, potfebujeme hlavné néjak
generovat vzajemné nepodobné PT.

» Distribuce reprezentaci PT na kruZnici, v Gaussové celo&iselné
roving, atp. ndpadné p¥ipominaji konstrukci mnoZiny
raciondlnich &isel a jeji vloZeni do R. Kraceni zlomki odpovidd
redukci PT na primitivni. V rdmci teorie PT jsou znamy riizné
zajimavé reprezentace a transformace.

» Pro nas je podstatné, Ze pravouhly vrchol skute¢né vykresluje
pro PT na Thaletové kruZnici hustou podmnoZinu, jak jsme
potfebovali. Jinymi slovy, kaZzdy pravothly trojihelnik je
v uritém smyslu limitou pythagorejskych.

» Husta je i mno¥ina ziskana speciadlnimi volbami y = 2%, kN.
(To je analogie faktu, e zlomky tvaru z/(2%) tvo¥i hustou
podmnoZinu v R.)



Komentafe k validaci |

» Kombinaci odhadi kvantili a linedrnich aproximaci paraboly
bychom méli ziskat algoritmus pro validaci zdsobniku v
pravdépodobnostnim prostfedi. Strategie vypo&tu zaloZena na
pridavani udalosti v neobjasnénych intervalech ziistdva stejna.
(Problém ¢ekd na dokon&eni.)

» Ve srovnani se simulaci Monte Carlo ma linedrni validace
vyhody:

> Poskytuje stale stejné vysledky a neprojevuje se efekt
statistické chyby generovanych dat.

» Pro rozsahlejsi kampang a/nebo v&tsi rozptyl otekavame
rychlejsi vypolet.

A nevyhody:

» Nevidime skuteény projev kolizi na celkové zpomaleni toku —
nepo&itame LT.

» Pro mensi davky/rozptyl miZe byt rychlejsi zkusit MC.

» Téma k zamysleni/praci: kde je ta hranice?



Komentafe k validaci Il

» PY¥ipomefime, Ze validace zasobnik{ linedrnimi aproximacemi
se vyplaci pro vyrobu se ,stfedni pravidelnosti“. Vysoce
pravidelna vyroba (linky, nepFetrzity provoz) nezna kolize,
kusova vyroba nezna opakované procesy.

> V kusové vyrobé& se nahodilost ¢asto vyskytuje. Sou&et veligin
na hmotové ose se popsanou metodou ur&ité nevyplati (a
navic je neptesny), rozumné je pouZit diskrétni konvoluci.

» Stejnd pozndmka se mize tykat i situaci, kde rozptyl a/nebo
velikost kampané je mensi a hmotové rozdéleni tak ma maly
nosic.

» V praxi se asto Fesi obracend uloha , zjistit minimaln{
kapacitu zdsobniku / potate&ni zdsoby". V nasem pojeti
odpovida stanoveni mezi tak, aby se simulovany signal
(s pozadovanou spolehlivosti) mezi n& vesel.



Defekt

Validaci zdsobniky jsme schopni mé&fit i miru selhani —
velikost plochy v ¢ase a hmot&. Opét se miZeme spokojit i

s prostym odhadem aproximacemi.

P¥itazenim vahy pf¥islusnému selhdni (kolize) definujeme
defekt.

Defekt tedy &iseln& vyjad¥uje miru problému, tj. jak moc ndm
kolize vadi.

Defekty jsou sice nezddouci, ale mohou byt nevyhnutelné a
stanou se predmétem uvah typu ,néco za néco".

Je tedy vhodné rozmyslet si co nejsirsi vdhové ohodnocenf
zasobnik.

Souhrnny defekt je soulet viech defektd. Je mozné ho
povaZovat za tcelovou funkci pro optimalizaci planu.



[lustrace defektu
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Priklady defektu

» Zakladni" p¥iklad — podteleni nebo preteceni zasobniku s
materidlem. Nelze vyrabé&t kvili hladovéni nebo blokovani
procesu.

» NevyuZitd kapacita zafizeni — pokutujeme stav vyckavani
(idle), tj. vytvofime pro stroj zasobnik, v n&mz je stav 0 horni
mezi a stav 1 je uZ vniman jako , pfeteleni™.

» Kolize procesili na zafizeni — stejny zasobnik jako vyse, ale
kolizi z néj odebirdme stroj ,dvakrat”. Ve vysledku je tak
v zdsobniku ,—1 pFipravenych stroji". Stav pokutujeme jako
nezadouci podteceni dolni meze 0.

> Nespravny reZim stroje — pro proces mizeme vytvoFit
virtudlni zasobnik, kam si proces ,odplivuje”, abychom
nemuseli ménit zplsob vypoltu defektu.

» NedodrZeni terminu expedice — kolize posledniho vyrobniho
procesu a procesu expedice na zasobniku se zakazkou.

» Bonifikace rychlé vyroby — stanovime si nesplnitelny,vnitfni
deadline” a ¥eSime stejné jako pFedchozi.



Obecnéjsi zplsoby definice defektu

» V pravdépodobnostnim prostfedim mizeme defekt rozélenit
podle kvantili a pFirozené tak navic vazit pravdépodobnostni
mirou, coZ vyjadfuje primérny p¥ispévek jednoho nidhodného
b&hu k defektu.

» Pokutovani za defekt miize byt progresivni — tj. malé
prekroleni vadi malo, v&tsi prekroleni je prasvih. Princip
vypoctu je podobny jako u predchoziho.

> PYi agregaci nemusi byt ,celkovd nelibost” prostym souctem
pfispivajicich defektli. Lze vytvoFit pomocny zasobnik pro
sdruZeny stav a stanovit pro né&j vahu. P¥iklad: Uloha o vlku,
koze a zeli. Cty¥i konstelace jsou pijatelné, ¢ty¥i nejsou.
Defekt neni mozné vyjad¥it prostym souétem ,po zvifatech".

» Pokud si pfedstavime tok rozloZeny na jednotlivé vyrobky,
odpovidajici zdsobniky, pravdépodobnostni b&hy, atd.,
zjistime, Ze stdle YeSime tentyZ obecny problém.



Souhrnny defekt planu

» Podle ptedchoziho ziskdme souhrnny defekt jako souéet viech
diltich defektl (vazené plochy), tj. predpoklddanych ztrat.

» Pro v8echny myslitelné kolize je t¥eba stavit vdhu, coz mize
byt nesnadné a pracné.

» Za predpokladu stejného zisku za vyhotoveni smluvené
zakazky je tak souhrnny defekt rozdilovym kriteriem pro vybér
lepsiho planu.

plan 1

plan 2

plan 3




Optimalizace |

» Cilem optimalizace je minimalizace ucelové funkce pfi
dodrZeni omezeni.

» Omezeni jsou pevnd, jejich prekro¢enim bychom se dostali
mimo prostor pFipustnych Feseni.

> Nestésti optimalizace: Globalni optimum obvykle nenf
»sjednocenim* lokdlnich optim. Nicméné& v nékterych
pFipadech Ize p¥edpokladat uréitou nezavislost komponent a
tlohu rozdélit.

» Optimaliza¢ni metody obvykle postupuji prostorem
pFipustnych YeSeni a snizuji Géelovou funkci.

» Spoustu prace miZe u¥etfit vhodna volba po&ateéniho planu.



Optimalizace Il

£ X s

» Usp&nost metody lze vyjadfit poctem cykld — &im méné, tim
|épe.
> UZite¢na je schopnost védét ,.kam jit“ — volba pivota

v simplexovém algoritmu linedrniho programovani, metoda
nejvétsiho spadu, atd.
» Pokud mnoZina pFipustnych ¥e$eni neni rozumné
parametrizovatelnd, volba slibného smé&ru nemusi byt mozna.
» Optimalizace pak probihd metodou pokus/omyl, je zdlouhava
a nabizi se ukonéeni v suboptimalnim ¥eSeni.



Simulované Zihani

>

Podstatou simulovaného Zihani je ,,ochota® provadét velké (a
riskantni) zmény spi§ na zalatku optimalizace. Postupné se
tato ochota zmen3uje — chlazeni.

Zménou v planu rozumime nap¥. pfesun tkolu v ¢ase
(vodorovny posun v Ganttovi), vyménu tkoni ve frontg,
velkou zmé&nou miZe byt obdoba pro sloZeny proces (napt.
vyména celého stfede¢niho rozvrhu za dtern).

Ochotou ke zm&né& rozumime pravd&podobnost, algoritmus je
ndhodny.

Pokud je nalezené ¥eSeni lepsi neZ predchozi, urdité jej
bereme. Pokud je horsi, pokradujeme v prizkumu s aktualni
pravdépodobnosti.

Po Case se pravdépodobnost snizi natolik, Ze uz se zadna
zména témér jisté€ nestane — zamrznuti.

Velké skoky jsou uzite¢né jako moznost opustit oblast prostoru
FeSeni sméFujici k ,,méné optimalnimu” lokdlnimu minimu.



Metrizace prostoru plani

> Pro potteby simulovaného Zihani je vhodné zavést metriku na
prostoru plani méfici jejich odlignost.

» Nabizi se mé¥it vzdalenosti odpovidajicich udalosti v
Casoprostorohmoté, tedy velikost souhrnné deformace ménici
jeden plan na druhy.

» Problém miiZe byt zajimavy v kategoridlnimu vyjadfeni —
plany jsou funktory, udalosti jsou propojeny morfismy
pFirozené transformace.

» Neni dodélano, prostor pro vyzkum.

» U simulovaného Zihdni mohou pomoci ,,zjevné korekéni tahy",
nap¥. posunuti procesl ve fronté, aby k sobé pFiléhali podle
procesnich &asl. (P¥i vys3i sloZitosti sité ale mohou néco
rozbit jinde.)



Shrnuti feSené problematiky

» Validace — hledani kolizi v toku, odpovédi typu ano/ne,
ptipadné pravdépodobnost.

» Evaluace — kolize jsou méFeny a je jim pfisouzena vaha,
vysledek nazyvdme defekt. Souéet viech defektd dava
hodnoceni toku.

» Optimalizace — zmé&nou planu se snaZime sniZovat celkovy
defekt a najit (sub)optimalni ¥eseni.



Jazyk toku

» Pokusime se pFepsat tok do kddu.

» Kéd je soutasné datovym zaznamem i jistym , programem* —
Ize podle n&j naplanovat a spustit vyrobu, nebo aspon jeji
simulaci.

» Kéd miiZze byt pfedmétem dalSiho zpracovani — rozvinuti,
zobecnéni, optimalizace, atd. Princip funkciondlniho
programovani.

» Potfebujeme popsat procesy i zasobniky. Pfipomeiime, Ze tok
|ze konstruovat jako diagram D : D — K, kde K je kategorie
zdrojli spojenych procesy.

» Skladani |ze dobfe vystihnout znackovacim jazykem, pro
rychlé vyhledavani jsou vhodné relaéni databaze.

» Pro vodorovné/svislé oddé&lovate polozek pouZijeme csv
notaci, tj. ¢arky/stfedniky.



Principy pfepisu

» Programujeme ,objektové”, tj. udélame si zdkladni kostru,
pak rozepisujeme detaily.

» Rozmysleme si, kdy procesy probihaji nebo zdroje se
spotfebovavaji v daném poradi a kdy je pofadi zaménitelné.

» KaZdy proces ,nahlizi* na zdroje urcitym typem a drovni
agregace. Vznikd u n&j sloZeny zdsobnik (vysvétlime na
ptikladech).

» Opakované procesy vyjadfime cyklem (s po¢tem opakovani
pFislusnému velikosti kampang).



Oznaceni pro kompozice

» {a,b,c},nx{a} — typ (multi)mnoZina, slozky jsou nezdvislé,
zaménitelné, proveditelné paralelng, je asociativni i
komutativni:

{aa b} = {ba 3}7 {{aa b},C} = {aa{bv C}}

» (a,b,c),n=(a) — typ uspofadana n-tice/seznam, pevné
Fazeni sloZek, sériové provedeni v daném poradi, jen
asociativni:

((37 b), C) = (a7 (b7 C))

» [a, b, c], n* [a] — podobné jako kulatd zdvorka, ale neni ani
asociativni, sloZky jsou zpracovdny nerozbalené, zavorka
chrani svilj obsah prfed ,rozpusténim* do nad¥azeného vyrazu.



P¥iklad s virtudlnim supermarketem |
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P¥iklad s virtudlnim supermarketem ||
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P¥iklad s nezavislymi procesy (R. Koutensky)

» UvaZujeme dvojici procesil, kde na celek (nap¥. auto [J) je
tfeba pfimontovat dva doplitky (nap¥. volant () a zrcatko A).
» Procesy mohou byt provedeny:

1. zcela nezévisle (klidn& i soub&zng),
2. v libovolném potadi (ale jeden po druhém).
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Naivni FeSeni 1. verze
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Chovani sloZzeného procesu nemdme pod kontrolou, nic
nespoditame.



Dvoustérbinové fedeni 1. verze

L +O

O
s

+A

oL e




Dvoucestné Ffedeni 2. verze
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Nepodaf¥ilo se sloudit stejné procesy. SloZitost schématu rychle
roste s pottem procesi.




Schrodingerovsko—kockovité feseni 2. verze
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Databaze procesii

vstup proces | vystup
(A;3%[B]) p C

C q | (D;E)

(A;3x[B]) | (p,q) | (D;E)

» Jazyk zatim v ndznaku, zfejmé bude jeSt& nutné rozlisit

horizontalni a vertikdlni skladani.

» P¥epazkovy" proces ve schématech je obousmérny a jen

prekladaci (analogie s polnimi &asticemi).

» Zavorky odpovidaji standardnim databazovém operacim

sjednoceni a spojeni.

> Ve sméfuje k relaénimu popisu toku. Kategorie Rel je dagger
kompaktni stejné jako kone¢né vektorové prostory.

» Propojeni s jazykem kvantovych protokold vypada velmi

nadéjné.




