1. termin zkousky — MIN301 — podzim 2022 — 9. 1. 2023

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Mé&jme funkci FF = R* - R
F(x,y,2) =42% — 2> +2+y* — 22
a dale zkusme definovat funkci z = f(x,y) vztahem F(z,y,z) =0, kde f : R* — R.

a) Popiste mnozinu bodu [z, y, 2|, na jejichz okoli je funkce f(x,y) skutetné definovana.

b) Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,vy).

2. (5 bodu) Urcete Tayloruv polynom funkce f : R® — R v bodé [1, 1, 1] druhého stupné, kde

fla,y,z) =In(x(y + 2)).

3. (5 bodu) V R? uvazujme mnozinu
M={(z,y,2) | 2> +3* <4, 2> 4, 2<0, z<2* +1*—1}.

a) Nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou zz.

b) Uréete objem mnoziny M.

4. (5 bodu)

e N 1 : 2
a) Pro z > 0 najdéte vSechna feSeni diferencidlni rovnice 3" — 4 = 0.

b) Uréete feseni této rovnice spliujici po¢atecni podminku y(1) = 2 a maximalni interval,
na kterém je toto feseni definovano.

c¢) Urcete feseni této rovnice splnujici poc¢étecni podminku y(1) = 0 a maximadlni interval,
na kterém je toto feseni definovano.



ReSeni a bodovani:

1. — [1.5b] Body, kde funkce f(z,y) neni definovand, jsou charakterizované vztahem F, = —2z — 2 = 0.
Tedy z = —1, ale rovnice F(x,y, —1) = 422 + y? + 3 = 0 nem4 feseni. Tedy f(x,y) je definovdna ve

v8ech bodech [z,y, 2] splaujicich F(z,y,z) = 0.
— [3.5b] Derivaci vztahu F(z,y, z) = 0, kde z(x,y) chdpeme jako funkci dvou proménnych, dostaneme

4z
z+1

Zg = a zy = z”?

Staciondrni body tedy spliuji z = y = 0 a F(0,0,2) = —22 =22+ 2 =0, tj. z = —1 &+ /3. Tedy
existuji dva stacionarni body: [0,0, —1 & v/3].

Dalsimi derivacemi dostaneme

_ _4 _ _ 1
Zoo = o310 2oy =00 Zyy = A7

Tedy v bodech [0,0, — 4+ /3] a [0,0, —1 — /3] jsou matice druhych parcialnich derivaci postupné

4 9 _4 0
T, e iD= ¢ L)
V3 V3

7 (in)definitnosti téchto matic plyne, ze v bodé [0,0, —14+/3] je lokaln{ minimum a v bodé [0, 0, —1 —
\/3] lok4lni maximum.

2. [5 bodu] Prvnf parcidlni derivace jsou
fz(xvyvz)ziv fy(xvyaz):fz(x,yvz): yiza [1b]

, %, %), [0.5b]. Nenulové druhé parcidlni derivace jsou

Tedy vektor parcidlnich derivaci v bodé [1,1,1] je (1

fmz(mh’ywz) = _?12 a fyy(x,y,z) = fzz(xvyaz) = fyz(xa:%Z) = _ﬁu

[1b]. Tedy matice druhych parcidlnich derivaci v bodeé [1,1, 1] je

-1 0 0
df1,1,1)=( 0 -1/4 —1/4],
0 —1/4 —1/4

[0.5b]. Pozadovany Tayloruv polynom je tvaru

rz—1 1 —1 0 0 z—1
To(z,y,2) = f(1,1,1)+ (1 5 3)|y—1 +§(a:—1 y—1 z—=1) 0 =1/4 -1/4| |y—-1]|=
z—1 0 —1/4 —1/4) \z—1

—24 (@ - D4 - DA - D4 - 12—y -1’ — L1 - Ay - 1)(z— D], [2b.

3. a) [1.5b] Prunik mnoziny M s rovinou xz je ¢tverec s vrcholy [—2,0], [2,0], [-2,—4] a [2, —4], ze které
na hornf strané ,,odifzne“ &ast parabola z = 22 — 1 mezi body [—1,0] a [1,0].
b) [3.5b] M je rotaéni plocha, kde osa z je osa rotace. PouZijeme valcové souradnice (r, o), pfitom bud
0<r<1, —-4<z<r’—1, a€cl0,27]

nebo
1<r<2, —-4<2z<0, acl0,2x].
Objem mnoziny M je tedy
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4. a) [2.5b] Diferencidlni rovnici 3’ — % = 0 fesime separaci proménnych. Nejprve si ale uvédomime, Ze
jedno Feseni je y = 0. Body za to ddme az v ¢). Déle integrac{

Yy _
i)
dostaneme 1
—-=—4¢ c€R
y T
Odtud jiz spocteme, ze
(2) = —
4 cx+1
b) [1.5b] Pocateéni podminka y(1) = 2 znamend
1 p—
c+1 7
tedy ¢ = —%. Maximéln{ interval, na kterém je toto Feseni definovdno pro = > 0, je (0, 2).

¢) [1b] Pocateéni podminka y(1) = 0 znamen4, ze y = 0. Takové FeSeni je definovéno na (0, c0).



