2. termin zkousky — MIN301 — podzim 2023 — 4. 1. 2024

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
Py —yr+ 20+ 2y +22—-2=0.

a) Rozhodnéte, na okoli kterych bodu tvaru (a, —a,b) € R? zaddvd tento vztah funkci
2= f(z,y).
b) Urcete lokélni extrémy funkce f.
Pozndmka: v éasti (b) nend nutné presné urcit definiéni obor funkce f, ale je treba ovérit,

Ze nalezené lokalni extrémy do defini¢niho oboru patri.

2. (5 bodu) Urcete Taylortuv polynom 2. stupné funkce
flo,y) =a® =By + 3y’
v bodeé [1,1].

3. (5 bodu)

a) Popiste vSechna teseni diferencidlni rovnice y” + 3y’ — 4y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferencidni rovnice y” + 3y’ — 4y = 8(x — 1)%

c) Urcete feseni rovnice 3’ +3y' —4y = 8(z—1)? splitujici pocatecni podminky y(0) = —12

4
a y'(0) =0.

4. (5 bodu) V R? uvazujme mnozinu M; = {(z,y) | y < 2* 4+ 1} a déle trojihelnik M,
s vrcholy [—1,0], [1,0] a [1,2]. Polozme M := M; N M.

a) Nacrtnéte mnozinu M a popiste jeji hranici véetné ,vrcholu® (kde se protinaji hraniéni
kiivky).



Reseni a bodovani:
1. Oznacme zadany vztah jako
oy, 2) =2 +y* + 22 —azz—yz+ 224+ 2y +22—2=0.
a) [1.5b] Vztah ¢(z,y, z) = 0 zaddva funkci z = f(z,y) préve, kdyz

QD(SC,y,Z):O a @Z(xayaz):227x7y+27é0

Druhé podminka v bodech (a,—a,b) znamend b # —1. Dosazenim do prvn{ podminky dostaneme
o(a,—a,b) = 2a>+b*>+2b—2 =0, tj. b= —1 £ /3 — 2a2. Spoleéné s podminkou b # —1 to znamend

a € (—\/g, ,/%). Jedna se tedy o body

(a,—a7:|: 3—2(12)7 ae(—\/g,\/g).

b) [3.5b] Nulové parcidlni derivace

_ _2—2wx-2 __ _ _Z=2y—y
Rz = 2z—x—y+2 0 a R = 2z—x—y+2 0

spolecné s podminkou ¢ (z,y, z) = 0 uréuji staciondrni body
[-3+V6,-3+V6,—-4+2V6] a [-3—6,—-3—V6,—4—2V06].

Lehce se ovéii, ze v téchto bodech ¢, (z,y,2z) # 0, tj. oba body skuteéné pati{ do definiéniho oboru
funkce f. Druhé parcidlni derivace jsou

(25—2)(2z—z—y+2)—(2—22—2) (22, —1) :

Zow = (2z—2—y+2)?

_ (=2)(2z—r—y+2)—(2—-2y—-2)(22y—1)
Frw = (2z—z—y+2)? )
_ zy(2z—x—y+2)—(2—22—-2)(2z,—1)

Ry = (2z—z—y+2)2 :

Matice druhych parcialnich derivaci ve stacionarnich bodech tedy jsou

1

d2f(3+\/6,3+\/6>_<_6/6 _Ol> a d2f(—3 — 6, 3\/6)_<%5 ?)
V6 V6

V bodé [~3+4+/6, —3+1/6] je tedy lokalni maximum a v bodé [~3—+/6, —3 — /6] je lokaln{ minimum.

2. [5 bodi] Pozadovany Taylortv polynom je obecné tvaru

T(z,y) = f(1, 1)+ fo(1, D (@=1)+f, (1, 1) (y=1)+5 o (1, 1) (2=1)+2 fay (1, 1) (2= 1) (y=1)+ fy (1, 1) (y—1)°].
Dosazenim do prvnich a druhych parcidlnich derivaci dostaneme vysledek

T(z,y) =143y —1)+ 3[6(z —1)* —6(z — 1)(y — 1) + 6(y — 1)?].

3. a) [1.5b] Diferencidln{ rovnice y” +3y’ —4y = 0 m4 charakteristicky polynom A\ +3\—4 = (A+4)(A—1),
ktery méa koteny —4 a 1. Tedy feSeni jsou tvaru Cre=4% + Cye®, C1,Cs € R.

b) [2.5b] Rovnice je y” + 3y’ — 4y = 8(x — 1)? m4 pravou stranu 4(x + 1)? = 822 — 162 + 8, coz je
polynom stupné dva — partikuldrni feseni y,(x) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné dva.
(Ptesnéji, prava strana je tvaru 8(z2 —2x+1)-e%%, kde 0 neni kotenem charakteristického polynomu.)
Tedy y,(z) = ax? + bx + ¢, tj. Yp(®) = 2ax + b a y, (z) = 2a, coz po dosazeni do rovnice ddva

2a + 3(2ax 4 b) — 4(azx? + bx + ¢) = —4az?® + (6a — 4b)x + (2a + 3b — 4c) = 822 — 162 + 8.

Porovnanim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —4a = 8, 6a—4b = —16, 2a+3b—4c =
8, kterd ma feSenfa = -2, b=1,c= —% Tedy hledané partikuldrn{ fesent je y,(z) = —222 +x — %
a obecné fesenti je,

y(m) = C'16_49: + Che™ — 222 +x— %, C1,Cy € R.



c) [1b] Pouzitim po¢dtecnich podminek pro y(z) = C1e™*® + Cae® — 2% + x — I dostaneme
y0)=C1+Co—2=-1 a ¢(0)=-4Ci+Cy+1=0.
Tato soustava rovnic mé fesenf C; = 0 a Cy = —1, tedy hledané fesen{ je y(v) = —e® — 222 + 2 — %.
a) [1.5b] Trojihelnik je pravotihly rovnoramenny s preponou na pifmece y =  + 1. Prunik této pfimky

s parabolou y = 2% + 1 je tvofen body [0,1] a [1,2]; tedy M vznikd z M, ostranénim ,oblouku®
paraboly mezi body [0,1] a [1,2]. Vrcholy mnoziny M jsou [—1,0], [0,1], [1,2] a [L1,0].

b) [3.5b] Mnozinu M je vhodné rozdélit na M’ pro —1 < z < 0 (to je trojihelnik) a M" pro 0 < z < 1.
Plati
M:-1<2<0,0<y<z+1 a M":0<z<1, 0<y<az?+1.

Obsah S mnoziny M je

0 pz+l 1 pz?4l
Sz// dxdy:// dxdy—i—// dxdy:/ / dydx—i—// dydxz%—i-%:?.
M M/ M -1Jo o Jo

Déle
0 pztl 1 pz?4l
Sx:// ;vdxdy:/ / xdydx—i—/ / 9cdyd:r:—%—|—%:1—727
M -1Jo 0o Jo
0 pz+l 1 px?41
Sy:// ydxdy:/ / ydyda:+/ / ydyde = } + 12 = 1.
M -1Jo o Jo

Tedy soutadnice tézisté [xg, yo] jsou

-



