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UVOoD

Tento ucebni text je sbirkou fesenych i nefesenych prikladi, které
maji slouzit pro potiebu cviceni k pfedmétu M 1125 Zaklady matemati-
ky. Usporadani prikladi je provedeno tak, ze odpovida ¢lenéni probirané
latky v ucebnim textu k prednasce pro tento pfedmét. Z néj je rovnéz
prevzata i veskerd symbolika a nazvoslovi.

Ucebni text obsahuje vice nez 600 prikladt a cviceni. Jsou zastoupeny
jak ukazkové vytesené piiklady, tak i (a to z pfevazné ¢asti) ilohy urcené
k samostatnému procvicovani. Obtiznost téchto tloh je na zakladé
dlouholetych zkuSenosti autora zvolena tak, aby odpovidala trovni
a moznostem bézného posluchace prvniho roc¢niku studia ucitelstvi
matematiky. Je zafazeno i dostatecné mnozstvi jednodussich piikladi,
jejichz vyfeseni by mélo pfinést jisté uspokojeni i slabsim studentim a
presahujicich ramec zminéného kurzu je mozno odkazat na literaturu
uvedenou na konci textu.

Autor textu si je védom toho, Ze i ptes veskerou péci, kterou jeho
pripravé vénoval, se v ném asi obc¢as objevi chyba nebo preklep. Bude
proto vdécen za upozornéni na jakékoliv nedostatky v textu a uvita
vSechny naméty k jeho zlepseni.

Ve cviceni ze Zakladd matematiky se nejprve opakuje a rozsituje
stredoskolska latka z matematiky. Pti tom se pfedpoklada znalost pouze
téch nejzékladnéjsich stiedoskolskych matematickych pojmi, vztaht a
vzorci. Na nasledujici strané jsou piehledné uvedeny nékteré z nich.
Tyto vztahy a vzorce (a samoziejmé i nékteré dalsi) je tfeba nejenom
bezpeéné znit nazpamét, ale také je nutné je umét i aktivné pouzivat,
a to jak ”zleva doprava”, tak i ”zprava doleva”.
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(a+b)? = a® + 2ab + b* (a —b)? = a® — 2ab + b2
(a+0b)3 =a®+3a%b+3ab> +b>  (a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b3
(a+b)" =a"+ (})a" o+ (5)a" 202+ ... + (") ab" "t +b"
(a—b)" = a™ — (711) a® b4+ ...+ (—1)”71(717_’1) ab™ 1t + (=1)"b"
a?—v*=(a—0b)-(a+b) a® — b= (a—10)-(a®> +ab+b?)

a — p" = (a—b) . (anfl +an72b+ _._+abn72 +bn71)

n\y _ n(n=1)-..-(n—k+1) _ n!
(x) = 2 = - (n—Fk)!
Soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (a1, as,as, ... )

sp = 5 - (a1+an)

sin(—a) = —sina cos (—a) = cos
sina = cos (5 — ) cosa = sin(g — a)
sin 2c¢ = 2 sin o cos o cos 2a = cos? a — sin?
sina +cos?a =1
sin(a + ) = sina cos 3 + cosasin 3
sin(a — ) = sina cos 3 — cosasin 3
cos(a + ) = cosacos f — sin asin 8
cos(a — ) = cosacos 8 + sin asin 8
a 0 s s s s T S
6 1 3 2 2
] 1 V2 V3
sin « 0 5 5 5 1 0 -1
. V3 V2 1
COS & 1 5 5 b) 0 —1 0
V3 neni neni
tga 0 3 1 V3 def. 0 def.

ZAKLADNI POUZITE SYMBOLY A OZNACENI

pfirozend ¢isla, tzn. {1,2,3,4,...}

cela cisla

mnozina vSech celoc¢iselnych nasobku ¢isla k,
kde k je pevné celé ¢islo

racionélni ¢isla

kladna racionalni ¢isla

realna cisla

kladna realné cisla

komplexni ¢isla

mnozina vSech zbytkovych tfid podle modulu m
uzavieny redlny interval, tzn. {x € R|a <z < b}

otevieny realny interval, tzn. {zr € R|a <z < b}

nebo téz usporadana dvojice prvku
systém vSech podmnozin mnoziny A
systém vsech zobrazeni A — B
neostra mnozinovéa inkluze

ostra mnozinova inkluze

VsSechny ostatni pouzité symboly a oznaceni jsou pfevzaty z ucebniho
textu pro predmét M1125 Zaklady matematiky nebo jsou pfimo vysveét-
leny u pfislusnych prikladd.
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I. RESENE PRIKLADY

Tato cast textu obsahuje celkem 15 vyfeSenych prikladt vztahujicich
se k probirané problematice. Priklady zachovavaji poradi v jakém jsou
jednotlivé celky fazeny za sebou v uéebnim textu, avsak nejsou formalné
rozdéleny do kapitol a paragrafi. Kazdy ctenar jisté i bez napovédy
pozna, kam ma ktery priklad zaradit.

Priklady jsou vybirdny s tmyslem ukézat zdkladni obraty a pocetni
postupy pouzivané pii feSeni konkrétnich tloh a cvieni vztahujicich
se k dané problematice. Vzhledem k omezenému rozsahu textu neni
samoziejmé mozné zafadit vSechny typy tloh, které jsou v dalsich
kapitolach procvicovany.

U nékterych vytreSenych prikladi je formou poznamky uvedeno shrnuti
¢i zobecnéni daného problému, resp. upozornéni na dtlezité momenty,
které by si pii feseni daného typu problémut mél kazdy uvédomit.

PRIKLAD 1. Dokaite, ze pro kazdé realné ¢islo a > 0 a pro kazdé celé
¢islo n > 2 plati nerovnost:

14+a)™ > 14+ na.

ReSeni: dikaz provedeme matematickou indukci vzhledem k n. Necht
tedy je a € R A a>0. Pak:

a) dokdzeme uvedené tvrzeni pro nejmensi mozné n (tj. pro éislo 2).
Pron = 2je: (1+a)> =1+ 2a+ a®> > 1+ 2a, protoze podle
predpokladu je a®> > 0. Vidime tedy, ze pro n = 2 dokazované
tvrzeni plati.

B) predpoklddame, ze dokazované tvrzeni plati pro 2,... ,n—1 (n > 3)
a budeme dokazovat jeho platnost pro n.

Podle uvedeného predpokladu plati: (1 +a)"! > 1+ (n—1)a.
Déle je a > 0 a tedy 1+ a > 0 a po vynasobeni obou stran posledni
nerovnosti ¢islem 1+ a tak dostaneme:

(1+a)">0+n—-1a) - (1+a)=1+na+(n—1)a%.
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Ale (n—1)-a®> >0 (pro¢?),atedy: 1 +na+ (n—1)a®> > 1+na,
tzn. dohromady: (1+a)™ > 1+ n-a, coz jsme méli dokazat.

Poznamka: ptedchozi pfiklad je ukazkou diikazu matematickou indukci.
Aby pouziti matematické indukce pf¥i dikazu néjakého tvrzeni viibec
pfichdzelo v uvahu, musi mit toto tvrzeni urity, specificky tvar (za
jistych pfedpokladt plati vyrok V(n), pro kazdé celé ¢islo n > ng ). Na
druhé strané vsak, mé-li dokazované tvrzeni uvedeny tvar, neznamena
to, ze se pri jeho dikazu matematickd indukce pouzit musi.

PRIKLAD 2. Necht I je neprazdna indexova mnozina, nechf A; (pro
i € I) a B jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:

B-J4=(\(B-4).

el i€l

ReSeni: jedna se o rovnost mnozin, kterou dokazeme tak, ze postupné
dokazeme dvé mnozinové inkluze, a to:

a) « C ” .

necht z € B— |J A;. Pak je x € B a zdrovetiz ¢ |J A;. Tedy, z € B a
i€l i€l

zaroven « ¢ A; pro kazdé i € I, coz vSak znamend, 7e © € B — A; pro

kazdé i € I. Dostavame tak, ze z € [ (B — 4;).

iel
b) “277:
ze€ (B-4;) = x€B-A;,prokazdéic] = xe€BAzx¢A,,
iel
prokazdéie] = xzeB Az¢ JA = zeB- 4.
i€l i€l

Poznamka: uvedené feSeni ukazuje typicky ditkaz mnozinové rovnosti.
Pii jeho zéapisu obvykle misto slovnich komentaii (viz a)) pouZivame
spojek (viz b)).

Mame-li v dokazovani mnozinovych rovnosti dostate¢nou praxi, miazeme
casto postupovat tak, Ze uvedenou rovnost dokazujeme “najednou”,
pomoci fetézce ekvivalentnich vyroki, jak je ukdzédno v nasledujicim
prikladu. Pritom je vSak tfeba v kazdém kroku peclivé “hlidat”, ze
skutecné plati obé implikace, tj. jak “=7 taki “<=".
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Poznamenejme jesté, Ze pii rdznych mnozinovych tvahach je casto
potieba vyjadiit skutecnost, ze dany prvek nelezi v prianiku, resp.
sjednoceni, resp. rozdilu dvou mnozin. Ziejmé plati:

r¢AUB <— x¢A AN z¢B
r¢ ANB <= x¢A V x¢B
r¢A—-B <= x¢A V x€B

Vsimnéte si, jak se tyto obraty pouziji pfi feSeni nasledujiciho ptikladu.

PRIKLAD 3. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:
A+(B+C)=(A+B)=+C
kde symbol =+ znaci symetrickou diferenci mnozin, tj.

X+Y=(X-Y)Uu(Y -X).

Reseni:

reEA+-(B+(C) —

ze[A-—(B-C)U(C-B)]U |[(B-C)U(C-B)) —A]
[teA N (¢ B—-C Naxé¢C—-B)] V

[eB-C VzxzeC—-—B) N ¢ A] —

[te AN (z¢BVzeC)AN(x¢gCVareB)]V
[((xeBAxz¢C)V (zeCAx¢B) ANzx¢gA] —
(xeANx¢BANz¢C)V (t€eANzeCAxEB)V
(xeBANxz¢CANxgA) V (reCAhax¢BANr¢A) —
[xeANz¢BANx¢gC)V (k¢ ANxeBANz¢C)]V
[(t¢ANz¢BANzeC)V (keANxeBANze()] —
[((zeANxd¢B)V (x¢ANzeEB) NaxgC]V

[teC AN ((z¢AVrzeB) AN(z¢BVaecA)] —
[eA—B VvV zeB—-A) N z¢(C| V

[teC N (x¢A—B ANz ¢B-A4A)] <~
re[(A-B)U(B—A4)) = C] U [C - (A-B)U(B-4))] =
xe(A+B)+C.
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Poznamka: pro zdkladni mnozinové operace, tj. U, N, —, =, x plati
Cetnd pocetni pravidla (pfedchozi piiklad je ukdzkou jednoho z nich).
Zname-li tato pravidla, pak je muzeme mnohdy téz pouzit k dikazu
rovnosti dvou mnozin. Neni tedy diikaz pomoci mnozinovych inkluzi
jedinou moznou metodou, jak dokézat rovnost dvou mnozin.

Napftiklad, vime-li, Ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati (viz Véta 2.1.,
kapitoly I z pfednasky):

ANB=BNA , AUB=BUA
ANn(BNC)=(ANnB)NnC , AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) , AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

pak mizeme pomoci téchto “pocetnich pravidel” lehce spocitat nasledu-
jici priklad.

PRIKLAD 4. Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny; dokazte, Ze plati:

(AUB) N (AUC) N (BUC) = (ANB) U (ANC) U (BNC).

ReSeni: uzitim vztahti uvedenych v predchozi poznamce dostavame :
(AUB)N (AuC)Nn (BUC) = (AU (BNn(C))n (BUC) =

(AN(BUC)) U ((BNC)N(BUC)) =(ANB)U(ANC)U(BNC)

¢imz je uvedeny vztah dokdzan. Poznamenejme snad jesté, ze v posled-
nim kroku jsme kromé jiz zminénych vztaht téz pouzili zfejmou rovnost :
(BNC)Nn (BUuC)=BnC.

PRIKLAD 5. Necht g; je relace mezi mnozinami A, B pro kazdé i € I
(kde I je dand neprazdnd indexovd mnozina) a necht o je relace mezi
mnozinami B a C. Dokazte, Ze plati:

O'OUQZ' :U(O’OQZ').

i€l i€l

ReSeni: na levé i pravé strané dokazované rovnosti jsou relace mezi
mnozinami A a C', tzn. jisté podmnoziny kartézského soucinu A x C'.
Dokazovana rovnost je tedy rovnosti mezi dvéma mnozinami a budeme
ji dokazovat tak, ze ovéfime platnost obou mnozinovych inkluzi:
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“C7: (z,y) € oo o = (podle definice sloZené relace) existuje
icl
b € B takové, ze (z,b) € U oi N (b,y) € 0. Potom (podle definice
icl
mnozinového sjednoceni) existuje index k € I tak, ze (x,b) € gk, tzn.

(x,y) € 0ok, neboli (z,y) € U (600;).
i€l

“D7: (z,y) € U (60p9;) = (podle definice mnoZinového sjednoceni)
i€l
existuje index k € I tak, ze (x,y) € 009y, = (podle definice

sloZzené relace) existuje prvek b € B takovy, ze (x,b) € or A

(by)co = (r,b)e Uoi N (byy) €0 = (v,y) €000
1€l el

PRIKLAD 6. Naleznéte viechny paté odmocniny z komplexniho ¢isla

2i - (v/3—14)'0
(1413V3)8 - (=1 +1)°

ReSeni. Hledané feseni oznacime z. Spoéitame zvlast jeho absolutni
hodnotu a zvlast jeho argument (s vyuzitim pocetnich pravidel, ktera
plati pro poc¢itani s komplexnimi &isly).

1. vypocet absolutni hodnoty z:

I B 1 I S| S AT T
FEENCI S L 28 (V2)°

2. vypocet argumentu z :
argz = 1 (arg(2i)+10 arg(v/3—i)—8 arg(1+iv/3)—6 arg(—14i)+k-27) =

1 (=m 11 ™ 3 7 2

Hledanymi patymi odmocninami z ¢isla ¢ je pak nésledujicich pét
komplexnich éisel (misto argumentu %w muzeme pouzit jakoukoliv
hodnotu lisici se od tohoto argumentu o libovolny celociselny nasobek
27, tedy napiiklad hodnotu Im — 27 = % z intervalu (0,2m)):

zp = cos(E+k-2m) +isin(Z+k-2m) pro k=0,1,2,3,4.
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Poznamka: pro feSeni celé fady tloh o velkych celych ¢islech je mozno
s vyhodou pouzit pocitani s kongruencemi. Pfitom vyuzivame pocetni
pravidla, ktera pro kongruence plati. Mzeme tedy zejména:

— Cislo na jedné strané kongruence nahradit libovolnym ¢islem s nim
kongruentnim podle daného modulu (obvykle nejmensim kladnym
nebo takovym, které ma nejmensi absolutni hodnotu)

— obé strany kongruence vynésobit stejnym cislem
— obé strany kongruence umocnit na stejné prirozené c¢islo

— dvé kongruence se stejnym modulem navzajem secitat, resp. odecitat,
resp. nasobit .

PRIKLAD 7. Naleznéte zbytek po déleni &isla 7777 ¢islem 13.

ReSeni: hleddme &islo od 0 do 12, které je kongruentni s &slem 7777
podle modulu 13.

Je 72 = 49, pficemz 49 je podle modulu 13 kongruentni s ¢islem —3.
Mtutzeme tedy psat
72 = -3 (mod 13).

Umocnime —1li obé strany této kongruence na tfeti, dostaneme
76 = —27 (mod 13).
Cislo —27 je véak podle modulu 13 kongruentni s —1. Dostavame tak
76 = —1 (mod 13).
Nyni umocnime obé strany posledni kongruence na 129 a dostaneme
77 = —1 (mod 13). (%)

Je vidét, Ze ted jesté potfebujeme vyjad¥it éislo 72 pomoci kongruence
modulo 13. Ve vyse uvedené kongruenci 72 = —3 (mod 13) vynéasobime
obé strany ¢islem 7 a dostaneme, ze 73 = —21 (mod 13), coz lze piepsat
do tvaru

73 =5 (mod 13). ()
Po vynéasobeni levych a pravych stran kongruenci (x) a (+*) dostavame,
7e 7777 = —5 (mod 13), odkud jiz bezprostfedné plyne, Ze je
7777 =8 (mod 13).

7 T

Tedy hledanym zbytkem po déleni cisla Cislem 13 je ¢islo 8.
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PRIKLAD 8. Dokazte, ze predpis f tvaru:
flx)=49z+1 , prokazdé z € (0,2)

definuje zobrazeni intervalu (0,2) do intervalu (1,100) a rozhodnéte,
zda toto zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni.

ReSeni:
a) abychom dokazali, ze pfedpis f definuje zobrazeni (0,2) — (1,100),
musime ukdzat, ze pro libovolné z € (0,2) plati, ze f(z) € (1,100).
Necht tedy = je realné ¢islo: 0 < z < 2. Pak po vynédsobeni ¢islem 49
a pricteni 1 dostavame:

49-04+1<49-2+1<49-2+1 <100,

neboli: 1 < f(z) < 100.

b) budeme dokazovat, Ze zobrazeni f je injektivni.

Necht z,y € (0,2) takové, ze f(z)= f(y). Potom 49z + 1 =49y + 1,
odkud plyne, ze x =y. Tim jsme dokézali, ze zobrazeni f je injektivni.
¢) z Gvahy provedené v a) je vidét, ze pro 0 < z < 2 dostédvame:
1 < f(z) <99, a tedy napf. realné ¢islo 99 € (1,100), pfi¢emz toto
¢islo 99 nemd pri zobrazeni f zadny vzor. Tedy vidime, Ze dané zobra-
zeni f neni surjektivni.

PRIKLAD 9. Zobrazeni f : 2N — N je definované takto: pro kazdé
Ae2Nje
£(A) = { 1 je-li mnozina A kone¢na
ap+1 kde ag je nejmensi ¢islo z A, je-li A nekonecna .
Rozhodnéte, zda zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni.
ResSeni:
a) zobrazeni f neni injektivni, nebot naptiklad pro prvky A = {1,2},
B ={1,2,3} z mnoziny 2N plati: A+# B a f(A) = f(B).
b) zobrazeni f je surjektivni, nebot pro libovolné ¢islo u € N plati:
- je-li uw = 1, pak jeho vzorem pfi zobrazeni f je napf. mnozina {1,2}
- je-li w # 1, pak jeho vzorem pfi zobrazeni f je napf. mnozina A tvaru

A={u-1l,u,ut+l,u+2,...}.
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PRIKLAD 10. Nechf na mnoziné M je danarelace o, ktera je reflexivni
a tranzitivni.
Dokazte, Ze pak relace 0N o~ ! je relaci ekvivalence na mnoziné M .

ReSeni: musime dokéazat, ze relace pN o~ ! je:

a) reflexivni:

necht x € M je libovolny prvek. Ale relace ¢ je podle predpokladu
reflexivni, tzn. plati zox, odkud déale podle definice inverzni relace
dostavame, Zze xo~ 'xr. Dohromady je tak: z (0N o~ !)z a tedy relace
oNo~ ! je reflexivni.

b) symetricka:

necht x (0N o 1)y. Pak zoy A zo 'y, odkud podle definice inverzni
relace dostdvame: yo~ 'z A yox. Tedy: y(oNo ')z arelace oMo~ *
je symetricka.

¢) tranzitivni:

necht z (oMo Yy A y(oNo ') z. Pakxzoy A z0 'y A yoz A yo 'z
Pfepsanim a uzitim definice inverzni relace dostavame: zoy A yoz,
resp. zpy A ypx, odkud podle pfedpokladu o tranzitivité relace g je:
roz A zow, neboli roz A zp 'z. Dohromady pak: x(oNo 1)z a
relace 0N o~ ! je tedy tranzitivni.

PRIKLAD 11. Na mnoziné C vsech komplexnich ¢isel je definovana
relace o takto: pro a+bi,c+di € C je

(a+bi)o(c+di) <= (a<ec) V (a=c AN b<d).
Dokazte, ze ¢ je relaci linearniho uspotfadani na C.

ReSeni: dokazujeme, 7e relace p je:
a) reflexivni:
necht (a + bi) € C libovolné. Pak podle definice relace o je zfejmé
(a+bi)o(a+bi).
b) antisymetrick4:
necht (a+bi) o (c+di) A (c+ di) o (a + bi) . Pak podle definice relace p
musi byt a =c Ab < d A d<b,odkud dostdvame, ze (a+bi) = (c+di).
¢) tranzitivni:
necht (a + bi) o (c+di) A (c+di)o(e+ fi). Pak:

((la<e) V(a=c ANb<d) A ((c<e) V (c=e AN d<f))

odkud rozborem vsech moznosti vychazi, ze (a+ bi) o (e + fi).
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d) tplna:

necht (a + bi), (c + di) € C libovolné. Pak je ziejmé bud a < ¢ nebo
c < a nebo a = c, resp. kromé toho je b <d nebo d <b. Rozborem
v8ech moznosti vychézi, ze (a+ bi) o (c+ di) nebo (c+ di) o (a+ bi).

Dohromady tak dostavame, Zze p je relaci linedrniho usporadani na
mnoziné vSech komplexnich ¢isel C.

Poznamka: v ptredchozim piikladu se ndm podafilo mnozinu C vsech
komplexnich ¢isel linedrné uspotradat. Jeji hasseovsky diagram si muize-
me schematicky predstavit tak, Ze vezmeme ty piimky v roviné, které
jsou rovnobézné se souradnou osou y a vSechny tyto piimky postupné
smérem odleva doprava “poskladame” nad sebe.

Je ale dilezité si uvédomit, Ze toto linedrni usporadani mnoziny C
nemd vSechny vlastnosti, na které jsme zvykli u obvyklého uspofadani
¢isel podle velikosti na mnozinach N, Z, Q nebo R. Napiiklad znamé
vlastnost:

a<b N 0<e¢ =— a-c<b-c

pro vyse definované usporddéni ¢ na C neplati (uvedte protipfiklad).

PRIKLAD 12. Necht A je libovolné pevna mnozina. Dokazte, Ze potom
(24,+) je komutativni grupa.

ReSeni: pfipomeifime, Ze symbol + oznacuje symetrickou diferenci,
definovanou vztahem

X=Y=(X-Y)u(Y -X) pro X,Y €24,
Pro libovolné A je mnozina 24 neprazdna a dale je zfejmé, Ze syme-
tricka diference <+ je operaci na mnoziné 24, pfi¢emsz tato operace je
komutativni. Tedy (24,+) je komutativni grupoid.
Podle Piikladu 3 je operace + téz asociativni a dostavame tak, ze
(24, =) je komutativni pologrupa.
Daéle ukazeme, Ze pologrupa (24, +) mé neutralni prvek (). Nechf tedy
X € 24 libovolné; potom plati: X +0= (X -0) U (0 — X)= X .
Nakonec ukazeme, ze ke kazdému prvku X € 24 existuje prvek inverzni,
jimz je v tomto pfipadé opét prvek X . Podle definice + vsSak plati:
X+ X=X-X)uX-X)=10.

Dohromady jsme tedy dokazali, ze (24,=) je komutativni grupa.

I. Resené ptiklady 13

PRIKLAD 13. Necht (G, -) je pologrupa. Dokazte, ze nasledujici vyroky
jsou ekvivalentni:

(i) (G,) je grupa
(i) existuje prvek e € G tak, ze pro kazdé a € G plati e-a=a A
ke kazdému prvku a € G existuje = € G tak, ze z-a=e€.

ReSeni:
“(i) = (ii)” : tato implikace zfejmé plati, nebot za prvek e vezmeme
jednicku grupy (G, ) a za prvek x vezmeme prvek a~!.

“(ii) = (1)”: necht a € G je libovolny prvek. Pak podle (ii) existuje
prvek x € G a existuje prvek y € G tak, ze plati:

r-a=e a Yy-r=e.

Nyni nejprve dokdzeme, ze prvek e je neutrdlnim prvkem pologrupy
(G,-). Ale podle (ii) je: e-a =a a déle plati:

are=e-(a-e)=(y-a)-(a-e) =y (z-a)-e=y-(e-e) =y-e=
=y-(x-a)=(y-z)-a=ec-a=a.

Nakonec dokaZzeme, Ze prvek z je inverznim prvkem k prvku a. Ale
podle (ii) je: z-a =e a déle plati:

a-xz=e-(a-z)=Hy-z) (a-x)=y-(x-a)-z=y-(e-x)=y-z=e€.
Dokézali jsme tak, ze (G,-) je grupa, tzn. plati (i).

Poznamka: piedchozi ptiklad je velmi uziteény pro praktické vypoc-
ty, nebof ndm ukazuje, ze pri zjistovani toho, zda je dand pologrupa
grupou, staci (bez ohledu na komutativnost ¢i nekomutativnost operace)
ovérovat pouze “polovinu” definice neutralniho prvku a pro kazdy prvek
odpovidajici “polovinu” definice inverzniho prvku k nému. Jinak feceno:
k tomu, abychom dokazali, Zze dand pologrupa je grupou staci dokéazat,
ze tato pologrupa ma ”levou jednicku” a kazdy jeji prvek ma ”levou
inverzi” .

D4 se ocekavat, ze k predchozimu tvrzeni bude platit tvrzeni analogic-
ké, v némz se pouzije ”druha polovina” definice neutralniho prvku a pro
kazdy prvek "druhd polovina” definice inverzniho prvku k nému, tzn.
bude platit, ze dana pologrupa je grupou pravé tehdy, kdyz v ni existuje
”prava jednicka” a ke kazdému jejimu prvku existuje ”prava inverze” .
Dokazte si sami, ze tomu tak skutecné je.
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PRIKLAD 14. Na mnoziné G = {a, b, c,d} je ddna operace - tabulkou:

‘ a b ¢ d
a a ¢ b d
b c b ¢ a
c b ¢ b a
d a b b d

Naleznéte vsechny podgrupoidy, resp. vSechny podpologrupy, resp.
v8echny podgrupy zadaného grupoidu (G, ).

ReSeni:

1. nalezeni vSech podgrupoidii grupoidu (G, ).
Uvazujeme postupné vSechny neprazdné podmnoziny mnoziny G
(kterych je celkem 15) a vySetfujeme, zda jsou uzavieny vzhledem
k operaci -. Po jednoduchém vypoctu pomoci tabulky operace uve-
dené v zadani dostdvame celkem 6 podgrupoida (H;, ), 1 < i < 6,
grupoidu (G, -), pfi¢emz

Hl = {a}u H2 = {b}u H3 = {(l,d},
H4 = {b,C}, H5 = {a,b, C}, H6 =G.

2. nalezeni v8ech podpologrup grupoidu (G, ).

Ovérujeme, zda v nalezenych podgrupoidech plati asociativni zakon.

Vyjde, ze:

- v (Hy,"), (Ha,-), (Hs,-) a (Hg,-) asociativni zdkon plati (u
prvych dvou podgrupoidi je to zfejmé a u zbyvajicich dvou se
asociativni zékon lehce ové¥{ pomoci tabulky operace).

— v (Hs,-) a (Hg,-) asociativni zdkon neplati, nebot napt .

a-(a-b)="b, ale (a-a)-b=c.

Dostévame tak celkem 4 podpologrupy grupoidu (G, ), a to:
(Hlv ) ) (HQa ) ’ (H37 ) ) (H47 ) :

3. nalezeni v8ech podgrup grupoidu (G,-).
Vysetfujeme, které z podpologrup jsou podgrupami. Ziejmé (Hs,-)
podgrupou neni (neexistuje v ni neutrdlni prvek), kdezto ostatni
podgrupami jsou, coz je opét vidét z tabulky operace. Dostavame
tak celkem 3 podgrupy grupoidu (G,-), a to:

(Hla ) ) (H27 ) ) (H4a )

I. Resené ptiklady 15

PRIKLAD 15. Necht A je libovolna neprazdna mnozina. UvaZme mno-
zinu 24 s operacemi symetrické diference + a mnozinového priniku N.
Potom:

a) dokazte, ze (24,+,N) je komutativni okruh

b) rozhodnéte, pro jaké A je tento okruh oborem integrity .

ResSeni:

a) pro mnozinu 24 s operacemi < a N ovéiime definici komutativniho

okruhu:

1. plati, ze (24, +) je komutativni grupa (viz P¥iklad 12); pfipomeii-
me, Ze roli nuly zde hraje prdzdn4 mnozina (.

2. plati, ze (24,N) je komutativni pologrupa (plyne ihned ze znamych
vlastnosti mnozinového pruniku). Dale je zfejmé, Ze jednickou této
pologrupy je mnozina A.

3. dokdZeme, Ze plati distributivni zdkony (vzhledem ke komutativité
operace N sta¢i ovéfovat platnost pouze jednoho z nich). P¥i dikazu
vyuzijeme fakt (viz cvifeni [1.2.B2]a), resp. [1.2.B1]f)), Ze pro
libovolné mnoziny K, L, M plati:

KN(LUM)=(KNL)U(KNM)
Kn(L-M)=(KNnL)—(KNM)

Nechf tedy X,Y,Z € 24; pak plati:
XNY=+=2)=Xn{(Y¥-2)u(Zz-Y)) =
=XNnY-2)uUuXnZ-Y)) =
=(XNY)—(XNn2) U (XNnZ)—-(XnY)) =
=(XNY)+=(Xn2Z).

Dohromady jsme tak ukézali, ze (24,+,N) je komutativni okruh.

b) podle pfedpokladu je A je neprazdnd mnoZzina, tzn. uzitim jiz doka-

zané Casti a) dostavame, ze (24, +,N) je netrividlni komutativni okruh.

Bude tedy oborem integrity pravé kdyz neobsahuje délitele nuly. Ale

— je-li mnozina A jednoprvkové, pak pro X,Y € 24 a XNY = () musi
byt X =0 nebo Y =0 atedy (24,+,N) je oborem integrity

— je-li mnozina A alespoti dvouprvkovéa, pak v ni jisté existuji dva rtzné
prvky x,y, piicemz pak ziejmé {z}, {y} € 24 jsou délitelé nuly
v okruhu (24, +,N) a tedy (24, +,N) neni oborem integrity.

Dohromady tak dostavame, ze okruh (24,+,N) je oborem integrity
pravé tehdy kdyz mnozina A je jednoprvkova.
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II. CVICENI

Druhé ¢ast ucebniho textu obsahuje nefesené tulohy a ptiklady k procvi-
¢ovani a samostatnému studiu. Rozdéleni priklada do kapitol a paragra-
ft odpovida ¢lenéni latky provedenému v ucebnim textu k prednasce ze
Zakladd matematiky. V ramci jednotlivych paragrafi jsou pak priklady
fazeny tak, aby toto fazeni pokud mozno odpovidalo zpisobu, jakym
jsou studované pojmy postupné budovany. Piiklady jsou vybrany tak,
7e procvicuji predevdim pojmy a fakta uvadéna na piednasce. Ulohy,
Priklady jsou v jednotlivych paragrafech obvykle rozdéleny na dveé ¢ésti,
a to na:

— priklady ”testového charakteru”

(oznadené kromé cisla jesté pismenem A), coz jsou kratké tlohy,
které by mél ¢tenat vzdy prakticky okamzité umét vyftesit a které
hlavné procvicuji spravné a uplné pochopeni zakladnich pojmu a
tvrzeni. Tyto tlohy jsou pocetné i casové nenarocné a kazdy by je mél
projit a vytesit uplné vSechny. Zkratka ”U.p.” zde znamend ” Udejte
priklad” .

Ve vysledcich k této ¢4sti jsou uvddény pouze negativni odpovédi (tzn.
je konstatovano, ze hledany priklad neexistuje a nékdy je i uveden
diwvod proé¢ tomu tak je). Neni-li u téchto piikladi ve vysledcich
odpovéd uvedena, znamend to, ze piiklad pozadovany v zadani lze
sestrojit.

— priklady ”algoritmického charakteru”
(oznacdené kromsé ¢isla jesté pismenem B ), coz jsou béZné standardni
tlohy, v nichZ je nutné vzdy néco spocitat, pfipadné néco dokézat.
Dikazové ulohy, které jsou zde uvedeny, procvicuji latku probiranou
na prednasce ze Zakladt matematiky. Ke vsem témto prikladim jsou
(tam, kde to dava smysl) v posledni kapitole vzdy uvedeny vysledky a
u zna¢né ¢asti z nich (zejména u dikazovych tloh) téz struény névod

N

hned za zadanim prikladu.

II. Cviceni 17

Vysledky cvieni a navody k jejich FeSeni

jsou uvedeny ve tfeti casti tohoto textu. Mély by slouzit pouze ke
kontrole zejména numerickych vypocti, resp. jako navod v situaci, kdy
byly opravdu vycerpany vSechny pokusy o samostatné reseni daného
problému. Jsou-li ve vysledcich ¢i navodech uvedeny odkazy na tvrzeni
a véty, pak se vidy jedné o tvrzeni a véty z ucebniho textu k prednasce
ze Zakladi matematiky.

Literatura

uvedend na konci textu obsahuje jednak sbirky piikladi, které dopliuji
a rozsituji latku procvicovanou v tomto textu a déle pak zavérecné prace
studenti matematiky Prirodovédecké fakulty MU, které se zabyvaji
stejnou nebo pfibuznou problematikou. Kromé jednoho titulu (sbirka
prikladt [1], coz jsou skripta, kterd byla pouZivdna pro cviceni ze
Zakladd matematiky do roku 2012), jsou vSechny ostatni uvedené texty
volné dostupné na webu (stav v srpnu 2013).

Zvlastni pozornost si zaslouzi predevsim bakalérskéd prace [4] s ndzvem
Zaklady matematiky, sbirka prikladi, ve které jsou vyteSeny a okomen-
tovany témét viechny A —¢kové piiklady z tohoto textu. Cislovani pii-
kladd v ni sice z¢asti neodpovida ¢islovani prikladi pouzitému v tomto
textu (bakalaiska prace byla vypracovana pro potieby sbirky [1]), ale
podle nazvu kapitol a formulace zadani jednotlivych prikladd je mozné
kazdy priklad z tohoto textu, ktery je v ni uveden, bez problému dohle-
dat.
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KAPITOLA 1:
OPAKOVANI A DOPLNENI STREDOSKOLSKE LATKY

§1: ZAKLADNI LOGICKE POJMY

[1.1.A1]. U.p. vyroki A, B tak, aby disjunkce AV B byl pravdivy vyrok
a konjunkce A A B byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A2]. U.p. vyroki A, B tak, aby disjunkce AV B byl pravdivy vyrok
a konjunkce - A A =B byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A3]. U.p. vyrokd A, B tak, aby implikace A = B byl pravdivy
vyrok a implikace B = A byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A4]. U.p. vyrokia A, B tak, aby implikace A = B byl pravdivy
vyrok a implikace =B = —A byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A5]. U.p. vyrokt A, B tak, aby obé implikace A = B a B = A
byly pravdivymi vyroky.

[1.1.A6]. U.p. vyrokt A, B tak, aby obé implikace A = Ba B = A
byly nepravdivymi vyroky.

[1.1.A7]. U.p. vyroki A, B tak, aby implikace A = B byl nepravdivy
vyrok a ekvivalence A < B byl pravdivy vyrok.

[1.1.A8]. U.p. vyrokové funkce, jejiz definiéni obor je roven oboru
pravdivosti.

[1.1.A9]. U.p. vyrokové funkce, jejimz oborem pravdivosti je prazdné
mnozina.

[1.1.A10]. Udejte podminku, ktera

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna
¢) je nutné a dostateénd

pro to, aby implikace A = B byla nepravdivym vyrokem.

& L) L)
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[1.1.B1]. Rozhodnéte, kterd z uvedenych sdéleni jsou vyroky. U vyroku
pak urcete jeho pravdivostni hodnotu:

a) ”Kolik je hodin?”
b) ”Cislo 21° + 1 je prvoéislo.”
c) "Cislo x je sudé ¢islo.”

"’

d) ”Odboceni vpravo je zakdzano
[1.1.B2]. Necht symboly A, B, C znadi tyto vyroky:

A: 7Cislo 210 + 1 je délitelné tfemi”

B: "Cislo 219 + 1 je délitelné péti”

C': 7Cislo 2'9 4 1 je délitelné sedmi”.

Potom pomoci symbola A, B, C a logickych spojek zapiste nasledujici
vyroky :

a) ”Je-li 219 + 1 délitelné 3, pak neni délitelné 7.”

b) "Neni-li 210 + 1 délitelné 3 a je délitelné 5, pak je délitelné 7.”

c) "Neni-li 20 + 1 délitelné 5, pak neni délitelné 3 nebo 7.”

d) 7219 4+ 1 je délitelné 5 pravé kdyZ neni délitelné 3 ani 7.”

[1.1.B3]. Rozhodnéte o pravdivosti vyrokt A, B,C z pfedchoziho
ptikladu a dale o pravdivosti slozenych vyrokd z a), b), c¢), d) pfed-
choziho prikladu.

[1.1.B4]. Dokazte, ze vyroky ~(A = B) a (A A =B) jsou ekvivalentni.
[1.1.B5]. Logicka spojka |, definovand tabulkou pravdivostnich hodnot :

p(4) p(B) | p(A]B)

O = =
O = O =
— == O

0

se nazyva Shefferiv symbol.
Da se dokazat, ze pouze pomoci Shefferova symbolu lze vyjadrit kazdou
z logickych spojek =, A, V, =, & .

Rozhodnéte, kterd z vysSe uvedenych logickych spojek je vyjadiena
vztahem:

a) A| (A]B)
b) (A B) | (A]B).
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[1.1.B6]. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrokt a implikaci
v nich obsaZenou nahradte jeji obménou.

a) Jestlize je trojihelnik rovnostranny, pak je rovnoramenny
b) Jestlize dvé pfimky nejsou rovnobézné, pak jsou navzdjem kolmé.
[1.1.B7]. Vyrok, jehoz pravdivostni hodnota je vzdy 1, nezavisle na

tom, jaké jsou pravdivostni hodnoty vyrok®, z nichz je utvoren, se
nazyva tautologie.

Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou tautologie :

a) 7 (AA(-4))

b) A= (B = (AAB))

c) (A= B)< (AA(—B))

d) As (AAN(AV B)).

[1.1.B8]. Uréete obor pravdivosti nasledujici vyrokové formy, jejimz
defini¢nim oborem je mnozina R vSech redlnych ¢isel :

a) 2z — 1] < |3 — z|

b)z—6 > x-(x—3)

c) x> —5r+6 >3—x

d) (z+2)-(x—2) > 2x-5

[1.1.B9]. Utvoite negaci (bez pouZziti obratu ”neni pravda, Zze...”)
vyroku:

a) ”"Napsal to Petr nebo Pavel.”

b) ”Dnes bude prset a zitra nebude svitit slunce.”

c) " Jestlize se budu uéit, pak zkousku z matematiky udélam.”

d) ”Budu-li mit volno, pak ptijdu do kina nebo do divadla.”
[1.1.B10]. Utvoite negaci (bez pouziti obratu "neni pravda, ze ...”)
vyroku:

a) ”Zadna kulicka lezici na tomto stole neni modra.”

b) ” Alesporii jedno celé ¢islo je sudé a zadné celé ¢islo neni liché.”

c¢) "Pro vSechna kladnd redlnd ¢isla r, s plati, ze r <r-s.”

d) ”Existuji celd ¢éisla tq, ..., t,, z nichz alespoii jedno je rtizné od nuly,
tak, ze t1+---+1t, =0.
e) "Pro libovolnd pfirozena ¢isla aq, .. ., an, kde n > 5 a alespoii jedno

z téchto cisel je vétsi nez 5 plati: a3y +---+a, > 10.”
f) ”? Existuji komplexni ¢isla z1, 29, 23, kterd jsou vSechna ryze imagindrni
tak, ze jejich soucin z; - 29 - z3 je Cislo realné.”

81: Zakladni logické pojmy 21

[1.1.B11]. Nésledujici tvrzeni dokazte jednak matematickou indukei a
jednak bez pouziti matematické indukce:
n-(n+1)
2
b) pro kazdé piirozené é&islo n plati: 1 +3+5+---+ (2n — 1) = n?

a) pro kazdé pfirozené ¢islo n plati: 1 4+24---+n =

[1.1.B12]. Matematickou indukeci dokazte, zZe

a)prokazdé n € Nplati: 6-(12+2%+---+n?) =n-(n+1) - (2n+1)
b) pro kazdé n € N plati : 2"~! < n!

c) pro kazdé celé ¢islon > 3 plati : 2" >2n 41

d) pro kazdé celé ¢islo n > 4 plati : 3" > n3

e) pro kazdé celé ¢islo n > 5 plati : 2" > n?

[1.1.B13]. Necht n znadi libovolné pfirozené ¢islo. Uvazme tvrzeni:

Pak ukazte, ze

a) uvedené tvrzeni neplati pro Zadné ptirozené n

b) uvedené tvrzeni lze ”dokézat” matematickou indukci, vynechdme-li
v ni 1. krok (tzn. vidime, Ze 1. krok nelze pfi diikazu matematickou
indukeci vypustit).

[1.1.B14]. Posloupnost ptirozenych &isel aj,as,as,... je definovana
rekurentné takto:

a1 =3, ay=2>5; Ay = 30p_1 — 20p_29 pro n > 3.
Matematickou indukci dokazte, ze pro Vn € N plati: a, =2™ + 1.

[1.1.B15]. Posloupnost pfirozenych éisel uq,us,us,... je definovana
rekurentné takto:

up =1, wus=1; Up+2 = Un+1 + Unp pro n>1

(tato posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost a jeji Cleny se
nazyvaji Fibonacciho &isla).

Dokazte, ze plati:

Unts = Un—1 * Us + Up - Ust1 pro Vn > 2 celé, Vs e N.

Névod: dtkaz vedte matematickou indukci vzhledem k s.
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§2: ZAKLADNI MNOZINOVE POJMY

[1.2.A1]. U.p. koneéné mnoziny M, jejimiz prvky jsou nekoneéné
mnoziny.

[1.2.A2]. U.p. nekoneéné mnoziny M, jejimiz prvky jsou konecné
mnoziny.

[1.2.A3]. U.p. mnozin A, B tak, aby mnozina A x 28 méla 18 prvki.
[1.2.A4]. U.p. mnozZin A, B, C takovych,ze ANBC ANC a BZC.
[1.2.A5]. U.p. nekoneéné mnoziny A a koneéné mnoziny B tak, ze je
A—B=10.

[1.2.A6]. U.p. dvou rtznych mnozin A, B tak,7e A— BC B—A.
[1.2.A7]. U.p. mnoZiny A, kterd mé pravé 3 podmnoziny.

[1.2.A8]. U.p. mnozin A, B tak, aby mnozina A x B méla pravé 32
podmnozin.

[1.2.A9]. Necht A = {0,1,2}. Pfectéte nahlas nésledujici vyroky a
rozhodnéte, které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé:

a)0eA b){0}eAd 0CA df0}CA efed £cCA
g){0ted m{0}cAa i{2te{2,{2}} {2} C{2,{2}}.

[1.2.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby mnoziny A, B byly ruzné.

L L L
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[1.2.B1]. Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

a) A-B=(AUB)—B=A—-(ANB)

b) ANB=A—-(A-B)

c) AUB=(A-B)U(B—A)U(ANB)
d)A-(BNC)=(A-B)U(A4-0C)

e) A—(B-C)=(A-B)U(ANCQO)

Y AnB-C)=(ANnB)—(ANC)=(ANnB)-C

[1.2.B2]. Necht I je neprazdnd indexovd mnozina a necht A, B; jsou

mnoziny, pro kazdé ¢ € I. Dokazte, ze plati:

el el

b) AU N B;=(AUB))
el el

o) A-NBi=UA-B)
el el
el 1€l

[1.2.B3]. Necht A4,, B, (n € N) jsou mnoziny, spliiujici podminky:

(%) A, 2DAnv1 , Bn2Bpi pro kazdé n e N
Potom:
a) dokazte, ze: (| (A, UB,)= (] A, U () By

n=1 n=1 n=1

b) ukazte, Ze pfedchozi rovnost neplati, vynechdme-li pfedpoklad (x).

[1.2.B4]. Necht I zna¢i mnozinu vSech prvoéisel. Pro kazdé prvocislo
p € I ozna¢me

A, ={k-p|prokazdé k€ N} = {p, 2p, 3p, 4p, ... }.
Dokazte, ze pak plati:
a) U 4 =N-—{1}
pel
b) N Ap=10
pel

¢) je-li J # 0 libovolna koneénd mnozina prvoéisel, pak (| A, # 0.
peJ
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[1.2.B5]. Dokazte, ze pro intervaly na realné ose plati:

(1-3,2+3)=(1,2)

n=1

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Pak mnozZina
(A—B)U (B—-A)

se nazyva symetrickd diference mnozin A, B a oznacuje se A + B.
Vidime tedy, Ze A + B je mnozina vSech takovych prvki, které patii
pravé do jedné z mnozin A, B (nakreslete si obrézek !).
[1.2.B6]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:
a) A-B=(AUB)—-(ANB)
b)A+B=B+A
c) AUB=A+(B+(ANB))
d)A—-B=A+(ANB)
e) AN(B=+=C)=(ANB)=(ANnC).
[1.2.B7]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:
a)A+B=0) < A=B
b)A+C=B+C = A=B.
[1.2.B8]. Necht A je koneénd, n-prvkovad mnozina (n > 0). Dokaite,
7e mnozina 24 ma pravé 2" prvki.
[1.2.B9]. Necht A = {a,b,c,d}; naleznéte vSechny prvky X mnoZiny
24, pro které plati:
a) XnN{a,b,d} ={a,d}
b) X U{a,b,d} = {a,d}.
[1.2.B10]. Necht A, B jsou mnoziny. Dokazte, Ze:
a) 2A ) 2B — 2AOB
b) 2A U 2B C 2AUB

c) obecné neplati rovnost 24 U 28 = 24V5,
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[1.2.B11]. Necht A = {1,2,3}, B ={3,7}, C = R. Popiste mnoziny:
A x B, resp. B x A, resp. B x B, resp. B x 28, resp. B x C..
[1.2.B12]. Necht A, B,C, D jsou mnoziny. Dokazte, Ze:

a) ACCANBCD = AxBCCxD

b)) ACB =— AxCCBxC

c) obecné neplati implikace: ACB = AxC C BxC(C
[1.2.B13]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, ze plati:

a) Ax (BUC)=(AxB)U(Ax()

b) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)

) Ax(B-C)=(AxB)—(AxC(C)

[1.2.B14]. Necht A, B,C, D jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:

a) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(B x D)

b) (ANB)x (CND)=(AxC)N(BxD)=(AxD)Nn(BxC(C)

c) AxB)—(CxD)=((A-C)xB)U(Ax (B—-D))

[1.2.B15]. Necht A, B, C jsou mnoziny. DokaZte, ze obecné neplati:
a)A-(B-C)=(A-B)-C

b) AU(BxC)=(AUB)x (AUQ)

c) AN(BxC)=(ANB)x (ANC)



26 II. CviCeni — Kap. 1: Opakovani a doplnéni stfedoskolské latky

§3: ZAKLADNI CISELNE OBORY

[1.3.B1]. Dan4 racionélni ¢isla vyjadiete v zdkladnim tvaru:
180 108 180 264
a)

252 R TY A YV “do
[1.3.B2]. Dokazte, ze pro a,b,c € Q plati:

a)a+b/2=0 < a=0Ab=0
b)a+by2=0 <= a=0 A b=0

c)a+b\/§+cx/§:0 <~ a=0Ab=0Ac=0
d)a—l—b\e/i—l—cﬂ:() < a=0Ab=0A c=0.

Néavod: vyuzijte toho, ze \/5, \/g, \3/5, N2 nejsou raciondlni ¢isla.

[1.3.B3]. Ukazte, Zze ani jedno tvrzeni z pfedchoziho cviceni neplati,
jestlize misto a,b,c € Q predpokladame, ze a,b,c € R.

[1.3.B4]. Vypocitejte a vysledek napiste v algebraickém tvaru:

) 1+i  /5+3i
1—i 1+2i

b) 1+2i\? 1-2i\?
1—2i 1+2i) °

[1.3.B5]. Popiste a zndzornéte nacrtkem mnozinu v8ech komplexnich
¢isel z, pro ktera plati:

a) |z+2-3i|< 3

b) z=—iz

c) |z—i|l=]2z+2]
4

d) z = -.

) 7= -

[1.3.B6]. V oboru komplexnich ¢isel feste rovnici:
a) |z]|—-z2=1+4+2i
b) 22 =2+7%.
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[1.3.B7]. V zavislosti na parametru p € R popiste mnozinu vSech kom-

plexnich ¢isel z, splnujicich rovnici
z—1

z+1

:p.

[1.3.B8]. Napiste v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo z, je-li:
a) z=1i-— V3

b) 2z =2-2V3i

c) z= —sina + i-cosa

cosa + i-sin

d = .
) 2 2cosB + 2i-sinf

[1.3.B9]. Uzitim Moivreovy véty spo¢téte komplexni ¢islo z a vysledek
napiste v algebraickém tvaru. Pii tom:

(i-\/§—1>23
B i\ T

T .. m\©6
b) z = (1 + cos = + z-smg)
[1.3.B10]. Naleznéte vSechna pfirozend ¢isla n, pro kterd plati:
(I+9)™ = (1—9)".
Navod: vyjadrete levou i pravou stranu v goniometrickém tvaru.

[1.3.B11]. Uzitim Moivreovy véty a binomické véty odvodte vzorce
pro:

a) sin2a, cos2a
b) sin3«, cos3a.
(vyjadiené jako funkce sina a cosa) .

[1.3.B12]. V oboru komplexnich &isel naleznéte vSechny n—té odmoc-
niny z komplexniho ¢isla ¢ a vysledky vyjadiete v algebraickém tvaru.
P1i tom:

a) n=6; c=-1

&

1
b :4' = — — '._'
) n e 2—0—1 )
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[1.3.B13]. V oboru komplexnich ¢isel feste binomickou rovnici a v8ech-
na jeji feSeni napiste v algebraickém tvaru.

a) 22 +5 =0

b) z* 464 = 0.

[1.3.B14]. V oboru komplexnich ¢isel naleznéte vSechny n—té odmoc-
niny z komplexniho ¢isla ¢ a vysledky vyjadiete v goniometrickém tvaru.
P1i tom:

a) n=5; c =

(VB—i)-i

(~1+i)°- (3 +i%)

(1—3)%- (1+iv3)

—(sina + icosa )?

(2+iV12)* - (1+4)?
iv3—1

(vV3+i)% - (cosa+isina)®
2 (—1+1)* (cosa—isina)?’

d) n=3; c =

[1.3.B15]. Napiste v algebraickém tvaru a nakreslete vSechny n—té
odmocniny z jedné, pro:

a) n=3 b) n=4 c) n=6 d) n=38.

§4: Zakladni vlastnosti celych cisel 29

§4: ZAKLADNI VLASTNOSTI CELYCH CISEL

[1.4.A1]. U.p. celych ¢isel a,b,c tak, Ze a | b-c,aleatbAaftc.
[1.4.A2]. U.p. celych &isel z,y tak, ze 71 (21x — 56y).

[1.4.A3]. U.p. dvou ruznych celych ¢isel a,b tak, Ze a |b A b|a.
[1.4.A4]. U.p. celého éisla a, které po déleni 8 dava zbytek —2.

[1.4.A5]. U.p. celych ¢isel a,b, k nimZ neexistuje nejvétsi spoleény
délitel.

[1.4.A6]. U.p. dvou riznych celych éisel a,b jejichz nejvétsim spolec-
nym délitelem je ¢islo —6.
[1.4.A7]. U.p. celych &isel a, b tak, Ze a = b (mod 9) A b # a (mod 9).

[1.4.A8]. Uvedte, kolik existuje zapornych ¢isel, ktera jsou kongruentni
s Cislem 6 podle modulu 7.

[1.4.A9]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby cela ¢isla a, b byla kongruentni podle modulu 6.

[1.4.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby celd ¢isla a, b nebyla nesoudélna.

& L) &
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[1.4.B1]. Naleznéte podil g a zbytek r po déleni ¢isla a éislem b, je-li:
a)a=0, b="7T
b)a=-5 b=7

e)a=n?+1, b=n+1, kde n>2 je celé &slo

fla=n3—-1, b=n+1, kde n je piirozené &islo.

[1.4.B2]. Necht a je libovolné celé ¢éislo. Dokazte, ze

a) a? dava po déleni 4 zbytek 0 nebo 1

b) a* déva po déleni 8 zbytek 0 nebo 1.

[1.4.B3]. Dokazte, ze zbytek po déleni druhé mocniny libovolného

celého cisla a ¢islem 12 mtze nabyvat pouze ¢ty hodnot a urcete tyto
hodnoty.

Néavod: nejprve vyjadiete déleni ¢isla a Cislem 6.
[1.4.B4]. Rozhodnéte, zda a = b (mod 16), je-li:

a) a=75,b=139

b) a=—75,b =139

¢)a=0,b=139

d)a=0,0=0

[1.4.B5]. Naleznéte

a) zbytek po déleni &isla (50 4 740) ¢islem 13

b) zbytek po déleni ¢isla (250 + 3°0 4-459) ¢islem 17.
[1.4.B6]. Naleznéte posledni dvé cifry ¢isla

a) 7° ’
b) 1414

[1.4.B7]. Dokazte, 7e pro libovolné ptirozené ¢islo n maji &isla n® a n
(vyjadiend v dekadickém zédpisu) stejné posledni cifry.
Névod: vyjadrete ¢islo n dekadicky, tj.
n:ak-10k+~-~+a1~10+ao, kde 0 <a; <9
a ukazte, ze n® = ag (mod 10).
[1.4.B8]. Necht pro celé éislo p > 2 plati: (p—1)! = —1 (mod p).

Dokazte, ze potom p je prvodislo.
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[1.4.B9]. Necht a,b,c € Z. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni plati,
¢i neplati a svoje rozhodnuti zdivodnéte:

a)alcAblec = a-b|c?

b)aleVb|lc = a-b|c?

c)a-blc? = alcAblc

d)a-b|c? = alcVb]|c.

[1.4.B10]. Necht a,b € Z. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni plati, ¢i
neplati a svoje rozhodnuti zdivodnéte:

a) a, b jsou nesoudélnd = a+b, a — b jsou nesoudélnd

b) a+b, a—b jsou nesoudélnd = a, b jsou nesoudélna.

[1.4.B11]. Od libovolného trojciferného pfirozeného ¢isla odeGteme

posledni ¢islici, dvojnasobek predposledni ¢islice a ¢tyrnésobek prvni
¢islice. Dokazte, ze takto vzniklé ¢islo je délitelné osmi.

[1.4.B12]. Dokazte jednak matematickou indukci a jednak bez pouZziti
matematické indukce, Ze pro kazdé n € N plati:

a) ¢islo 10"—1 je délitelné 9

3

b) ¢islo n’—n je délitelné 6.

[1.4.B13]. Naleznéte vSechna pfirozena ¢isla n, pro kterd je ¢islo 10" +8
délitelné cislem 72.

Néavod: vypocet provedte zvlast pron = 1,2 a zvlast pron > 3.
[1.4.B14]. Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé n € N plati:
a) 133]117+2 4 122n+1

b) 72" 41

[1.4.B15]. Dokazte, ze pro libovolné n € N existuje n po sobé jdoucich
ptirozenych éisel, ktera jsou slozenymi ¢isly (tzn. v posloupnosti prvoéi-
sel jsou libovolné velké ”mezery”).

Névod: jako prvni ¢islo vezméte ¢islo (n+ 1)+ 2 .
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§5: ZOBRAZENI

[1.5.A1]. U.p. zobrazeni f : Z — N, které

a) je injektivn{ a neni surjektivni b) je surjektivni a neni injektivni.
[1.5.A2]. U.p. injektivniho zobrazeni f : A x A — 24 | je-li:

a) A={a,b} b) A ={a,b,c}.

[1.5.A3]. U.p. injektivniho zobrazeni

a) f:Z — 2N b) f: N — NN,

[1.5.A4]. U.p. surjektivniho zobrazeni

a) f[:NxN-—Z b) f:2N — N.

[1.5.A5]. Uvedte, co v8echno lze Fici o po¢tu prvki koneéné k-prvkové
mnoziny A, vite-li, Ze

a) existuje injektivni zobrazeni 24 — A x A

b) neexistuje zadné surjektivni zobrazeni A x A — A4.

[1.5.A6]. U.p. mnoziny B, jeji vlastni podmnoziny A (t.j. A C B) a
bijektivniho zobrazeni f : A — B.

[1.5.A7]. U.p. dvouzobrazeni f : NxN — NxN, g: NxN — NxN
takovych, ze fog=#go f .

[1.5.A8]. Nechf je A = {a,b} ; u.p. zobrazeni f:24 — A4 tak, Ze
k tomuto zobrazeni neexistuje inverzni zobrazeni.

[1.5.A9]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby zobrazeni f : A — B nebylo surjektivni.

[1.5.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby zobrazeni f : A — B bylo bijektivni.

& L) &
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[1.5.B1]. Rozhodnéte, zda zadany predpis f uréuje zobrazeni mnoziny
A do mnoziny B, je-li:
a)A=Z,B=N, f(z)=|z| proVzeZ

b)A=Z,B=Q, f(x)=2$27_3 pro Yz € Z
32 —2
1 pro2|z
¢c)A=Z,B=7Z, f(r)=< -1 pro3|zx

0 pro2fz A 3tz
[1.5.B2]. Nakreslete vSechna zobrazeni A — B a uvedte, kterd z nich
jsou injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni. Pritom
a) A={a,b,c}, B={x,y}
b) 'A: {a/7b} ? B = {x7y7z}'
[1.5.B3]. Zadejte (vy¢tem prvkil) mnozinu A® a mnozinu B4, je-li:
a) A={a}, B ={x,y,z}
b) A= B ={z,y}.
[1.5.B4]. Necht A je n-prvkovd mnoZina, B je s-prvkovd mnoZina
(n,s € N). Dokazte, Ze pocet vSech zobrazeni A — B je roven s".

Néavod: dtkaz vedte matematickou indukci vzhledem k n.

[1.5.B5]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f : N — N je injektivni,
resp. surjektivni, je-li pro kazdé = € N:

a) f(xz) =5bx—3
b) f(z) =22 +1

. 6 proz <6
°) f(x)_{x—6 pro z > 6

_J -1 proaxsudé
d) f(x)_{:v—i—l pro x liché

[1.5.B6]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjek-
tivni, je-li:

a) [ :R—{0} = RY, f(z) =2?

b) f: Rt — R*, f(z) = 2?

c) f:Q-{0} - QF, f(z) =27

d) f:R—R, f(r)=22+Tr+12
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r+2
= rox # —3
orz—a. fw-{70 P07
1 prozr = —3
5 pro x sudé
£ f N—=Z, flx)=1,° .
5% pro z liché

[1.5.B7]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjek-
tivni, je-li:

a) [ NXxN->N, f((z,y)=x+y
b) f:N->NxN, f(z)=2z22c+1)
c) [:NxN=2N, f((z,9)) = {=,y}

(%,1) proz=0(mod3)
d) f:Z—-7Zx{1,2,3}, fl@)=< (%3+,2) proz =1(mod3)
(,3)  pro z =2 (mod3)

(%,z) proy sudé, pfirozené

1

e) f:ZxN —-Zx17Z, T, =
) f f((z,y)) {(zj) pro y liché, pFirozené

£) f N LN, f(A) = { agp %{de’ ap je nejmensi &islo z A, je-li A# 0
1 jeliA=10

[1.5.B8]. Necht A je n-prvkovd mnoZina, B je s-prvkovd mnoZina
(n,s € N). Urcete pocet vSech :

a) bijektivnich zobrazeni A — B

b) injektivnich zobrazeni A — B.

[1.5.B9]. Necht f: A — B je zobrazeni. Dokazte, Ze plati:
a) f je injektivni <= existuje zobrazeni g : B — A tak, Ze go f =ida
b) f je surjektivni <= existuje zobrazeni h : B — A tak, ze foh = idp.

Néavod: pfi dikazu ” = ” v a), resp. v b) hledané zobrazeni ¢, resp.
h primo zkonstruujte.

[1.5.B10]. Necht f : A — A je dané neidentické zobrazeni. Dokazte,
Ze pak existuje zobrazeni g: A — A takové,ze fog=#gof.

Névod: z predpokladu plyne, Ze v mnoziné A existuji dva rizné prvky
a,b takové, Ze f(a) = b. Této skutetnosti pak vyuzijte pfi konstrukci
zobrazeni g .
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[1.5.B11]. Dokazte, 7e zobrazeni f : A — B je bijektivni. Pfi tom:
a)A:NXNvB:Na f((xvy))zzxil(zy_l)

b)A=(a.b),B=(cd), fl@)=cti—"(r—a)
-a
c) A=(a,b), B=RT, f(ac)zi_a
-z
d) A= (a,b) , B=R;resp. p je pevné redlné ¢islo takové, ze a < p < b
r—p
proa<z<p
_Jz—a
fla)=q 170
prop<z<b
b—=z

kde (a,b), (c,d) znadi oteviené intervaly na realné ose.

Névod: v a) vyuZzijte vétu o rozkladu ¢isla na souéin prvocisel.

[1.5.B12]. Jsou déana bijektivni zobrazeni f,g: Q — Q takto :
f(z)=3z—-4, g(z) =2z + 3 pro Ve € Q.

Naleznéte predpis zadavajici zobrazeni:

fogigofs(fog)ts(gof) s f gty ftog™ty golof Tl

[1.5.B13]. Necht A, B, C jsou mnoziny a necht ¢ : A — B je bijektivni

zobrazeni. Dokazte, Zze bijektivnim zobrazenim je pak také zobrazeni:

a) F': A° — BY, definované : F(f) = o f proV f € A¢

b) G:C4 — OB, definované: G(g) =gop~! proVg e CA.

[1.5.B14]. Necht f : Z — Z je zobrazeni, splitujici podminku :
(fof)lx)=—x, pro kazdé z € Z.

Dokazte, ze pak plati :

a) f je bijektivni zobrazeni

b) f(z) =0 < z=0.

[1.5.B15]. Necht A, B jsou koneéné mnoziny pfirozenych ¢éisel; necht

f: A — B je injektivni zobrazeni s vlastnosti: < f(x) pro Vz € A,

g : B — A je injektivni zobrazeni s vlastnosti: y < g(y) pro Vy € B.

Dokazte, 7e pak plati: A=B a f=ida=g.

Névod: oznacte h = g o f, ukazte, ze h je bijekce splnujici podminku
x < h(zx) pro kazdé x € A a déle (sporem) ukazte, Ze h = id4 .
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§6: RELACE

[1.6.A1]. Necht M = {x,y,z}. Uvedte, kolik lze definovat rtznjych
relaci

a) mezi mnozinami M a 2M b) mezi mnozinami M a ()

¢) na mnoziné M d) na mnoziné M x M.

[1.6.A2]. U.p. neprazdné relace ¢ mezi mnozinami N a Z a neprazdné
relace o mezi mnozinami Z a Q tak, zZe slozena relace o o ¢ je prazdnou
relaci.

[1.6.A3]. U.p. relaci g, na mnoziné M = {a,b} tak, Ze p,o nejsou
univerzalnimi relacemi na M , ale o o g je univerzalni relaci na M.

[1.6.A4]. U.p. mnoziny M a relace p na M, ktera je souc¢asné symetric-
k4 a antisymetricka.

[1.6.A5]. U.p. mnoziny M a relace o na M, kterd neni symetrickd a
neni antisymetricka.

[1.6.A6]. U.p. relace o na mnoziné Z , rtizné od relace rovnosti tak, ze
relace g je reflexivni a neni uplna.

[1.6.A7]. U.p. relace o na mnoziné N tak, Ze relace p je Uiplnd a neni
reflexivni.

[1.6.A8]. U.p. neprizdné relace ¢ na mnoziné N tak, Ze relace g je
tranzitivni a neni reflexivni.

[1.6.A9]. U.p. mnoziny A tak, aby relace inkluze C na mnoziné 24
byla tplnou relaci.

[1.6.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby relace o na mnoziné M byla tplnou relaci.
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[1.6.B1]. Uvedte piiklad dvou rfiznych relaci ¢ a ¢ mezi mnoZinami
A={a,b,c} aB=1{1,2,3,4}.

Potom popiste (mnozinové, graficky a tabulkou) relace: o~
resp. oMo, resp. pUo.

1 1

, resp. o,

[1.6.B2]. Provedte mnozinovy zépis relace ¢ na mnoziné N, ktera je
slovné popsana takto:

a) ¢islo 3 je v relaci p se vSemi pfirozenymi ¢isly a déle vSechna suda
prirozena ¢isla vétsi nez 50 jsou v relaci g se vSemi lichymi pfirozenymi
Cisly

b) ¢islo 3 je v relaci g s ¢isly 3 a 7 a déle, v8echna ¢isla vétsi jak 7 jsou
v relaci o se vSemi pFirozenymi ¢isly, ktera jsou délitelna 3 a 7

¢) kazdé pfirozené ¢islo je v relaci g se vSemi pfirozenymi ¢isly kromé
sebe sama

d) v relaci g jsou navzdjem vSechna prvodisla a dale jsou v relaci o
navzajem ta slozena cisla, kterd jsou nesoudélna.

[1.6.B3]. Necht g je relace mezi mnozinami Z a N, definovand:
o={(z, 322 +1) | proVz € Z} ,

resp. o je relace mezi mnozinami N a Z, definované:

o={(a,b)|b=—-a V b=a? -3 ,proa,b e N} .
Pak popiste relaci cop arelaci poo.
[1.6.B4]. Necht ¢ je relace mezi mnozinami A a B; nechf o; je relace

mezi mnozinami B a C pro kazdé i € I (kde I je dand neprézdné
indexovd mnozina). Dokazte, Ze:

a) (Jai)oo= Ul(sice)

el el
b) (N oi)oo< N(oioo)
el el

c) ve vztahu b) obecné neplati rovnost.

[1.6.B5]. Necht g; (pro kazdé i € I) je relace mezi mnozinami A a B.
Dokazte, ze pak plati:

a) (Ue) ' =Uo™

el el

b) (Ne) ' =Net

i€l i€l
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[1.6.B6]. Necht M = {a,b}. Vypiste:

a) v8echny relace na mnoziné M

b) vSechny tranzitivni relace na M

c) vSechny relace na M, které nejsou tranzitivni.

d) v8echny relace na M, které nejsou antisymetrické

[1.6.B7]. Necht M je n-prvkova, neprdzdnd mnozina. Urdete, kolik
celkem existuje

a) reflexivnich relaci na M

b
c
d

(§]

~—

symetrickych relaci na M

~

antisymetrickych relaci na M

~—

uplnych relaci na M

~

relaci na M, které jsou soucasneé reflexivni a symetrické

f) relaci na M, které jsou soucasné reflexivni a antisymetrické.
[1.6.B8]. Je déna relace o na mnoziné N. Rozhodnéte, zda relace p
je reflexivni, symetrickd, antisymetricka, tranzitivni, aplné, je-li pro
z,y € N:

a) xpy <= x -y je liché ¢islo

b) xzpy <= x,y jsou nesoudélnd ¢isla

c)xoy <= y=z V y=2x V y=3z

[1.6.B9]. Je déna relace ¢ na mnoziné Z. Rozhodnéte, zda relace p
je reflexivni, symetricka, antisymetricka, tranzitivni, aplné, je-li pro
x,y €Z:

a) Toy = 12 =y

b) zoy <= 3| (v + 2y)

) zoy = || <yl

[1.6.B10]. Je déna relace ¢ na mnoziné 24, kde A je neprazdna, ko-
necnad mnozina. Rozhodnéte, zda o je reflexivni relace, resp. symetricka

relace, resp. antisymetricka relace, resp. tranzitivni relace, resp. uplna
relace, je-li pro X,Y € 24:

a) XY < XUY =4
b) XoY <= XNY #10)
c) XpY < X =0 nebo Y =4

Névod: uvédomte si, ze v nékterych pripadech muize vysetfovana vlast-
nost zaviset na po¢tu prvki mnoziny A.

§6: Relace 39

[1.6.B11]. Na mnoziné M = {a,b,c} udejte (tabulkou) ptiklad relaci
01, 02, 03, 04 tak, aby kazda z téchto relaci méla vzdy pravé jenom jednu
z vlastnosti: reflexivni, symetrickd, antisymetricka, iplna.

[1.6.B12]. Dokazte, ze prunik libovolného poctu

a) reflexivnich relaci na M je opét reflexivni relaci na M

b) symetrickych relaci na M je opét symetrickou relaci na M

¢) relaci na M, z nichz alesporni jedna je antisymetrickd, je antisymet-
rickou relaci na M

d

tranzitivnich relaci na M je opét tranzitivni relaci na M

@

)
a llfly, ch relaci na M nemusi by,t aplnou relaci na M.
P P

[1.6.B13]. Dokaite, Ze sjednoceni libovolného poctu

a) relaci na M, z nichz alespoii jedna je reflexivni, je reflexivni relaci na
mnoziné M

b) symetrickych relaci na M je opét symetrickou relaci na M

c¢) antisymetrickych relaci na M nemusi byt antisymetrickou relaci na
mnoziné M

d) tranzitivnich relaci na M nemusi byt tranzitivni relaci na M

e) relaci na M, z nichz alespoii jedna je Gplnd, je tiplnou relaci na M.

[1.6.B14]. Necht p, o jsou relace na M. Dokazte, Ze:

a) jsou-li g, o reflexivni, pak relace o o g je reflexivni

b) jsou-li p, o symetrické, pak relace o o p nemusi byt symetrickd

¢) jsou-li g, o antisymetrické, pak relace oo o nemusi byt antisymetrickd
d) jsou-li g, o tranzitivni, pak relace o o ¢ nemusi byt tranzitivni

e) jsou-li g, o Gplné, pak relace o o g je Gplné.

[1.6.B15]. Necht g, o jsou symetrické relace na M. DokaZte, ze pak:

o o p je symetrickd relace <= cop=poo.
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§7: USPORADANE MNOZINY

[1.7.A1]. Nakreslete hasseovsky diagram ¢ty¥prvkové uspofddané mno-
ziny, kterd ma dva maximalni prvky a nema nejmensi prvek.

[1.7.A2]. Nakreslete hasseovsky diagram ¢tyfprvkové uspofadané mno-
ziny, v niz kazdy prvek je soucasné maximalnim prvkem i minimalnim
prvkem.

[1.7.A3]. Nakreslete hasseovsky diagram koneéné usporddané mnoziny,
ktera mé t¥i minimalni prvky a zadny maximalni prvek.

[1.7.A4]. Nakreslete hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, ),

kterd mé jeden maximéalni prvek a nema nejvétsi prvek.

[1.7.A5]. Nakreslete hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, o),
kterda obsahuje pravé dva nesrovnatelné prvky a nemd pritom zadny
maximalni prvek ani miniméalni prvek.

[1.7.A6]. Nakreslete hasseovsky diagram sedmiprvkové usporddané
mnoziny (M, o), kterd neni linedrné usporddand a
a) je svazem b) neni svazem.

[1.7.A7]. U.p. uspofddané mnoziny (M, p), kterd ma jeden nejmensi
prvek a tfi miniméalni prvky.

[1.7.A8]. U.p. nekoneéné uspofadané mnoziny (M, o), kterd neobsahuje
zadné rizné srovnatelné prvky.

[1.7.A9]. U.p. mnoziny A tak, aby uspofddana mnozina (24, C) byla
lineadrné usporadana.

[1.7.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby uspofddand mnozina (M p) byla svazem.
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[1.7.B1]. Na mnoziné M = {a,b,c,d} je ddna relace p. Dokazte, Ze o je
relaci usporadani a nakreslete hasseovsky diagram uspofadané mnoziny
(M, 0), je-li:

a) Q = {(a” a)7 (b’ b)7 (C’ C)7 (d7 d)7 (b’ a)7 (b’ C)7 (b’ d)}

b) 0= {(av CL), (bv b)a (Cv C)a (da d)a (da a)v (b, C)}

[1.7.B2]. Uspoiadand mnozina (M, o), kde M = {a,b,c,d} je zaddna
hasseovskym diagramem. Popiste (vyétem prvki) relaci uspofadani g,
je-li:

b
d od o a
d
a) a b) °©a c) /’\do d)
(o) @] a
b c b c c b
C

[1.7.B3]. Je ddna mnozina M. Rozhodnéte kolik relaci usporadani lze
na mnoziné M definovat a nakreslete odpovidajici hasseovské diagramy
takto vzniklych usporadanych mnozin, je-li:

a) M = {a,b}

b) M ={a,b,c}.

[1.7.B4]. Nakreslete hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (24, C),
je-li:

a) A=10 b) A ={a} c) A={a,b} d) A={a,b,c}.
[1.7.B5]. Na mnoziné M = {1,2,3,4,5,6} je definovana relace ¢ takto:
roy <= dpfirozené ¢islo n tak,ze x=n-y.

Dokazte, ze o je relaci usporddani a sestrojte hasseovsky diagram

uspofddané mnoziny (M, o).

[1.7.B6]. Rozhodnéte, zda (N, g) je usporddand mnozina, resp. linedrné
usporadand mnozina, resp. svaz, resp. uplny svaz.

Pokud je (N, o) uspofddand mnozina, pak schematicky nakreslete jeji

hasseovsky diagram.
Relace g je definovana pro z,y € N takto:

a)xpy < y=4 V y==x
b) zpy < = #y (mod 5)
c) zpy <= pocet cifer ¢isla x je mensi nebo roven poétu cifer ¢éisla y
d) 2oy <= (x=y)V(zjeliché A yjesudé)V (z+y jesudé A x <vy).
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[1.7.B7]. Rozhodnéte, zda (Z, o) je uspofddand mnozina, resp. linedrné
usporadand mnozina, resp. svaz, resp. uplny svaz.

Pokud je (Z, 9) uspofddand mnozina, pak schematicky nakreslete jeji
hasseovsky diagram.

Relace g je definovana pro z,y € Z takto:

a) xpy <= <y

b) zoy <= y<=z

c)roy <= z|y (tj. Iz€Z:y=2-x)

d) zpy <= (x=y) V (z,y jsousuda ¢isla A z < y).

[1.7.B8]. Necht M = {f1, f2,f3,---, fs, o}, kde pro 1 < i < 9 je
fi : R — R zobrazeni, definované pro Vz € R takto:

fi(@) = x| -4, fa(x) = |z =3, fs(z) =l -2,
fa(x) = —la[ +4, fs(x) = —|z| + 3, fo(z) = —lz| + 2,
Iz I):_|I|7 f8($)2|$+2|, f9($)22.

Na mnoziné M je definovana relace o takto :

fiof; < prokazdéz € (—2,2) plati: f;(x) < f;(x).
Dokazte, Ze g je relace usporadani na M a nakreslete hasseovsky diagram
uspofadané mnoziny (M, o).
[1.7.B9]. Na mnoziné redlnych éisel R je definovana relace o takto: pro
z,y € R je

zoy <= dce R, c>1 tak,ze c-x=y.

Dokazte, ze o je relace uspofddani na R a nacrtnéte schematicky
hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (R, ).
[1.7.B10]. Necht g, o jsou relace usporddéani na mnoziné M. Dokazte,
Ze potom:
a) relace o~! je uspotadani na M
b) relace o N o je uspofadani na M
¢) relace o U o obecné neni uspofadani na M
d) relace o o g obecné neni usporddani na M.
[1.7.B11]. Vypiste vSechny minimélni prvky, resp. maximalni prvky,

resp. nejmensi prvky, resp. nejvétsi prvky vsech uspoifadanych mnozin
ze cviceni

a) [1.7.B2] b) [1.7.B6] ¢) [1.7.B7] d) [1.7.B8].
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[1.7.B12]. Necht o je relace uspofadddni na koneéné mnozing M.
Dokazte, ze pak v (M, p) existuje alespoii jeden minimélni a alespoii
jeden maximalni prvek.

[1.7.B13]. Necht o je relace usporaddéni na kone¢né mnoziné M a necht
v uspofadané mnoziné (M, p) existuje jediny minimalni prvek u .
Potom:

a) dokazte, ze u je nejmenSim prvkem v (M, o)

b) rozhodnéte, zda stejné tvrzeni plati i v pfipads, Ze mnozina M je
nekonecna.

[1.7.B14]. Necht A je koneénd, neprézdnd mnozina pfirozenych c¢isel.
Na mnoziné M = 24 — {()} definujeme relaci o takto: pro X,Y € M je
XoY pravé kdyz

3 injektivni zobrazeni f: X — Y takové, ze x < f(z) pro Vz € X .
Potom:
a) dokazte, Ze p je relace usporadani na M
b) nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (M, g) pro pii-

pad, ze A ={1,2,3}

¢) dokazte, ze pro X, Y € M plati: X CY = XpY
d) ukazte, ze pfedchozi implikaci nelze obrétit.
Névod: pii dikazu a) vyuzijte cviceni [1.4.B16].

[1.7.B15]. Necht (A, o), (B, o) jsou uspofddané mnoziny a AN B = ().
Na mnoziné A U B definujeme relaci 7 takto: pro xz,y € AU B je

xry <= (z,y € A A zoy) V (z,y € B A zoy) V (x€ A,y € B).
Potom:

a) dokaZte, Ze 7 je relace uspofadani na AU B

b) dokazte, ze 7 je linedrni uspofdddni <= o i o jsou linearni
usporadani

c) nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (AU B, 7),
je-li (A, o) uspofadand mnozina ze cviceni [1.7.B4] c), resp. (B, o) je
uspofadand mnozina ze cviceni [1.7.B2]¢)

d) nakreslete schematicky hasseovsky diagram uspofddané mnoziny
(AU B,7), je-li A mnozina vSech sudych pfirozenych ¢isel, B
je mnozina vSech lichych pfirozenych ¢isel a ¢ i o jsou obvykla
usporadani cisel podle velikosti.
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§8: EKVIVALENCE A ROZKLADY

[1.8.A1]. U.p. relace ¢ na mnozing Z, kterd je soucasné ekvivalenci i
uspofddanim. Déle uvedte, kolik takovych relaci existuje.

[1.8.A2]. U.p. relace o na mnoziné N, kterd je reflexivni a tranzitivni,
ale neni ekvivalenci ani uspoiradanim.

[1.8.A3]. U.p. relace ekvivalence g na mnoziné R tak, aby rozklad R /g
(tj. rozklad na R, pfislusny ekvivalenci ¢ ) mél pravé 3 tiidy rozkladu.

[1.8.A4]. U.p. rozkladu na R, ktery ma kone¢né mnoho t¥id, pfiéemz
kazda trida obsahuje koneéné mnoho prvki.

[1.8.A5]. U.p.rozkladu na N, ktery ma nekoneéné mnoho t¥id, pfi¢emz
kazda trida obsahuje nekone¢né mnoho prvk.

[1.8.A6]. U.p. zobrazeni f : R — Z tak, aby rozklad ptislusny zobra-
zeni f mél nekone¢né mnoho tiid rozkladu.

[1.8.A7]. U.p. zobrazeni f : R — Zj tak, aby rozklad pfislusny zobra-
zeni f meél
a) 2 ti¥idy rozkladu b) 4 t¥idy rozkladu.

[1.8.A8]. Uvedte vSechny hodnoty modulu m pro které ¢isla —7 a 7
patii do stejné zbytkové tridy podle tohoto modulu m.

[1.8.A9]. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby relace ¢ na mnoziné M byla ekvivalenci.

[1.8.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby systém mnozin M = {A, B}, kde A, B C N, byl rozkladem
na N.

§8: Ekvivalence a rozklady 45

[1.8.B1]. Na mnoziné M = {a,b,c,d} je definovana relace p. Roz-
hodnéte, zda g je relaci ekvivalence na mnoziné M a pokud tomu tak
je, pak sestrojte rozklad M/p (tj. rozklad na mnoziné M piislusny
ekvivalenci g ). Pfitom:

a) Q = {(a/7 a)7 (b7 b)7 (07 C)7 (d7 d)7 (a/7 C)7 (07 a)7 (d7 C)’ (07 d)}

b) 0 ={(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d, d), (a,b), (b, a), (a, d), (d; a), (b,d), (d, D) }.
[1.8.B2]. Urcete, kolik riznych rozklada lze utvofit na mnoziné M a
vsechny tyto rozklady vypiste. Pritom:

a) M ={a,b}

b) M ={a,b,c}

c) M ={a,b,c,d}.

[1.8.B3]. Na mnoziné M = {u,v,x,y,z} je ddn rozklad R. Sestrojte

tabulku relace ~g (tj. relace ekvivalence na mnoZiné M, piislusné
rozkladu R ). Pfitom:

a) R = {{u}, {z}, {z},{v,9}}
b) R = {{u,y}, {U,.’L‘,Z}}.

[1.8.B4]. Na mnoziné M = {1,2,3,...,18,19,20} definujeme relaci o
takto:
r oy <= Cisla z,y maji stejny soucet cifer.

Pak dokazte, Ze ¢ je relaci ekvivalence na M a sestrojte rozklad M/p
(tj. rozklad na M , p¥isludny ekvivalenci g) .

[1.8.B5]. Na mnoziné M je definovana relace p. Rozhodnéte, zda o je
relaci ekvivalence na M, je-li

a) M=7Z ; o={(z,y) €ZXZ|y=xneboy=uz+1}

b) M=R ; o={(z,y) eRxR|z—-yeZ}

c) M=2N; o={(A B) € 2N x 2N | (A — B) je koneéna mnozina}
d) M=2N; p={(A,B) €2N x 2N | (A + B) je koneéna mnozina}
[1.8.B6]. Na mnoziné Z je definovéna relace o. DokaZte, Ze o je relaci

ekvivalence na Z a popiSte rozklad Z/p (tj. rozklad na Z, p¥islusny
ekvivalenci ¢ ). Pfitom pro x,y € Z je:

a)zoy < JkeZ:y=ax+4k
b) oy <= 2% =y (mod 7)

c) xoy = 22 +2x=9y>+2y
d) zoy <= 2| (a® —y?).
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[1.8.B7]. Na mnoziné R x R je definovéna relace p. Dokazte, Ze p
je ekvivalenci na R x R a nadrtnéte, jak vypadéd rozklad R x R/p
(zde R x R chépeme jako mnozinu vSech bodt v roving). Pfitom pro
(z,9), (u,v) € R x R je:

a) (z,y)o(u,v) < z—u=0
b) (z,y) e
c) (z,9)e
d) (z,y)e

[1.8.B8]. Je zadan systém M jistych podmnozin mnoziny R. Rozhod-
néte, zda M je rozklad na R a pokud tomu tak je, pak definujte relaci
~m (tj. relaci ekvivalence na R, piislusnou rozkladu M ). Pfitom:

u,v) = y—v=2x—u)

3 )
u,v) <= (z—u)(z+u)=(v-y)(v+y)
) = 22+ t+ax+y=ui+vi+u+to.

~ o~ o~ o~

u,v

3

a) M ={(a,a+1)|acZ}
b) M ={(a,a+2)|acZ}

¢) M = {{0}, (=00,0),(0,00)}

d) M ={R}.

[1.8.B9]. Dokazte, ze

a) inverzni relace k ekvivalenci na M je opét ekvivalenci na M

b) prinik libovolného poétu ekvivalenci na M je opét ekvivalenci na M

¢) sjednoceni dvou ekvivalenci na M nemusi byt ekvivalenci na M

d) slozeni dvou ekvivalenci na M nemusi byt ekvivalenci na M.

[1.8.B10]. Na mnoziné M je déna relace g, kterd je je reflexivni a

tranzitivni. Definujeme na M relaci 7 takto: pro x,y € M polozime
TTY < TPy N yox.

Dokazte, ze relace T je relaci ekvivalence na mnoziné M .

[1.8.B11]. Necht g, o jsou relace ekvivalence na mnozing M .
Dokazte, ze pak relace p U ¢ je ekvivalenci na M pravé kdyz pro kazdé
X eM/p akazdé Y € M/o plati:

XCY nebo YCX nebo XNY =40.

[1.8.B12]. Necht g, o jsou ekvivalence na mnoziné M. DokazZte, Ze pak
relace g o o je ekvivalenci na M pravé kdyz poo =00y
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[1.8.B13]. Necht p,o jsou relace ekvivalence na M, resp. necht R,S
jsou rozklady na M. Dokazte, ze plati:

a)pF#o = M/o #M/o
b) RS = ~g # ~s.
Navod: obé tvrzeni dokazujte nepiimo.
[1.8.B14]. Je déno zobrazeni f : A — B. Popiste rozklad M na
mnoziné A, pfisluSny zobrazeni f, je-li:
a) A={a,b,cd e}, B={zy,z},
fla)=z, fb)=y, fl)=z, fld)==2, fle)=y
b) A=R,B=12Z, f(z)=][z], proVzeR
c) A=R,B=17Z, f(z)=|[z]|, proVx eR
—1  je-li X konecnd, neprazdna
d) A=2N B=7Z, f(X)= 0 jeliX=0
1 je-li X nekonecna
pfitom symbol [2] v b), ¢) znadi celou ¢ast éisla x, tj. nejvétsi celé &islo,
které neprevysuje Cislo x.
[1.8.B15]. Necht R je rozklad na mnoziné M. Definujme zobrazeni
f: M — R, tak, ze kazdému prvku x € M pfifadime tu t¥idu rozkladu
R, v niz prvek z lezi, tj.
flz)=X, kde X e R AN zeX .
Pak:

a) dokazte, Ze f je surjektivni zobrazeni
b) udejte nutnou a dostateénou podminku pro to, aby f bylo injektivni
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KAPITOLA 2:
ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§1: ALGEBRAICKE STRUKTURY S JEDNOU OPERACI

[2.1.A1]. Uvedte, kolika rliznymi zpisoby je mozno definovat operaci
na mnoziné G = {x,y, z}.

[2.1.A2]. U.p. grupoidu (G, -) tak, Ze tento grupoid mé jedni¢kou, ale
neni pologrupou.

[2.1.A3]. U.p. grupoidu (G, -) ve kterém neplati zdkony o déleni.
[2.1.A4]. U.p. koneéné pologrupy, kterd nemd neutralni prvek.
[

2.1.A5]. U.p. nekoneéné pologrupy, ve které neplati zakony zdkony o
kraceni.

[2.1.A6]. U.p. pologrupy s jedni¢kou, v niz k nékterému prvku existuji
dva prvky inverzni.

[2.1.A7]. U.p. dvou riznych grup tak, Ze kazdd z téchto grup ma 10
prvki.

[2.1.A8]. U.p. dvou nekomutativnich grup tak, Ze jedna je koneénd a
druhd je nekonecna.

[2.1.A9]. U.p. pologrupy, ve které plati zdkony o déleni a neplati zdkony
o kraceni.

[2.1.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna
¢) je nutnéa a dostate¢na

pro to, aby pologrupa (G, -) byla grupou.

L L L
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[2.1.B1]. Je déna mnozina G a piedpis o. Rozhodnéte, zda tento
predpis definuje operaci na . Pritom:

a) G={-1,0,1}; zoy=z+y
b) G={-1,0,1}; woy==z-y
T+y

¢) G je mnozina v8ech sudych celych éisel ; zoy = 5

Y jelix =3
) G=Z; zoy=< xz+1 jeliy=3
3 jeiz#3 N y+#3
[2.1.B2]. Na mnoziné G = {a,b,c,d} je ddna operace o tabulkou.

Rozhodnéte, zda grupoid (G, o) je komutativni, resp. asociativni, resp.
zda ma neutralni prvek. Pritom:

o ‘ a b ¢ d o ‘ a b ¢ d
a a b ¢ d a b a b b
a) b a b ¢ d b) b a b ¢ d
c a b ¢ d c b ¢ b b
d a b ¢ d d b d b b

[2.1.B3]. Je dan grupoid (G,o) . Rozhodnéte zda tento grupoid je
komutativni, resp. asociativni, resp. zda méa neutralni prvek. Pfitom:

a)G=Z, zoy=|x|

¢)G=R, zoy=(z+y)(1+ay)
0 jeliXNY =40
N jeli XNY #0

[2.1.B4]. Necht (G, ") je grupoid; necht a,b,¢,d € G. Potom:

a) vypiste véechny mozné soudiny prvki a, b, ¢, d v tomto potadi (tj. pfi
vSech moznych uzavorkovanich)

b) je-li (G,-) navic pologrupa, pak pouze s vyuzitim asociativniho
zékona dokazte, Ze v8echny mozné soudiny prvki a,b,c,d (v tomto
poradi) se nazdjem rovnaji.

d) G=2N | XoY:{

[2.1.B5]. Je dan grupoid (NN, o) , tj. mnozina vSech zobrazeni N — N
s operaci skladani zobrazeni. Dokazte, ze (N, o) je pologrupa s jednié-
kou, ktera neni grupou.
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[2.1.B6]. Dokazte, ze dany grupoid (G,o) méa neutralni prvek. Déle
pak naleznéte ke kazdému prvku z G vSechny prvky inverzni (pokud
existuji). Pfitom:
a)G=Z; zoy=z+y+z-y

y jeliz=3
b)G=Z; zoy=< z jeliy=3

3 jeliz#3 N y#3
[2.1.B7]. Dokazte, Ze dané pologrupa (G, o) ma neutraln{ prvek. Déle

pak naleznéte kazdy prvek z G, k némuz existuje prvek inverzni a tento
inverzni prvek urcete. Ptitom:

a)G=Z; zoy=x+y—ay
b)G=Q; zoy=z+y—ay
c) G =Zg ; o je nasobeni zbytkovych t¥id podle modulu 6
d) G =7Z7; o je ndsobeni zbytkovych tf¥id podle modulu 7.

[2.1.B8]. Rozhodnéte, zda v daném grupoidu:

a‘) (Z27 +) b) (Z167 ) C) (N7 +) d) (2N7 ﬂ)
plati zdkony o déleni, resp. plati zdkony o kraceni.

[2.1.B9]. Necht grupoid (G,o) , kde G je konetnd mnozina, je zaddn
tabulkou. Popiste, jak se z této tabulky pozna, ze

a) operace o je komutativni

b) (G, o) mé neutralni prvek

¢) v (G, o) plati zékony o déleni

d) v (G, o) plati zdkony o kraceni.

[2.1.B10]. Urcete, kolika zptsoby se d& doplnit tabulka operace o na
mnoziné G = {z,y, z} tvaru

o T Yy =z
x z Yy
Y Y
z
tak, aby (G, o)
a) byl grupoid b) byl komutativni grupoid
¢) byl grupoid s jednic¢kou d) byla komutativni pologrupa
e) byla pologrupa s jednickou f) byla grupa.
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[2.1.B11]. Je dén komutativni grupoid (G, o). Rozhodnéte, zda (G, o)
je komutativni grupou.
Pritom:
a) G = Q% ; o jenasobeni &sel
b) G=Q—{0}; zoy=|x-y|
c) G={zeR|z#0 A |z|] <1}; o jenasobeni ¢isel
d) G={a+V3-b-i|abeQ A (a2+b%) # 0} ; o je nésobeni
komplexnich ¢isel,
[2.1.B12]. Na mnoziné Zs X Zs definujeme operaci + takto:
(Oi, Oj) + (OT, Cs) = (Ol + C, Cj + Cs)
kde + na pravé strané znaci s¢itani zbytkovych t¥id podle modulu 2.
Pak:
a) napiste tabulku vysSe definované operace +
b) dokazte, ze (Z2 X Z2,+) je komutativni grupa.
[2.1.B13]. Je dédna pologrupa (G, o). Rozhodnéte, zda (G, o) je grupa,
resp. komutativni grupa, je-li:
a) G = ROV (tj. mnozina vsech zobrazeni (0,1) — R); o je séitani
realnych funkci, tj.
pro f,g € Gje: (fog)(x)=f(x)+g(x) ,proVze(0,1)

b) G = RO (tj. mnozina viech zobrazeni (0,1) — R); o je nasobeni
realnych funkci, tj.
pro f,g € Gje: (fog)(x)=f(z)-g(x) ,proVaze(01)

¢) G = RE(tj. mnozina vSech zobrazeni R — R); o je skladani
zobrazeni

d) G={f|f:R — R je bijektivni zobrazeni}; o je skldd4ni zobrazeni.
[2.1.B14]. Je dén grupoid (G, o). Dokazte, ze (G, o) je nekomutativni
grupa. Pfitom:
a) G=Z; zoy=x+(-1)%-y
b) G=R—-{0}) xR; (z,9)0(u,v) = (zu, zv+y)
¢c) G=RxRxR; (z,y,2)0(a,b,c)=(x+a,y+b, z+c+ab).
[2.1.B15]. Necht (G,0) je grupa; necht p € G je pevny prvek. Na
mnoziné G definujeme operaci * takto:

Tky=zTOpOY pro Vz,y € G.
Rozhodnéte, zda (G, *) je grupa.
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§2: PODSTRUKTURY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR
S JEDNOU OPERACI

[2.2.A1]. U.p. dvou disjunktnich podgrupoidt v grupoidu:

a) (N, ) b) (N, + ).

[2.2.A2]. U.p. nekomutativniho podgrupoidu v grupoidu (Z2, -).
[2.2.A3]. U.p. grupoidu (G, -) s jedni¢kou e a jeho podgrupoidu (H, ),

ktery

a) nem4 jednicku b) ma jednic¢ku, riznou od e.
[2.2.A4]. U.p. grupy (G,-) a jejich dvou riznych podgrup (Hi,-),
(Ha,-) takovych, ze (H; U Ha,-)

a) neni podgrupou v (G, -) b) je podgrupou v (G, ).

[2.2.A5]. U.p. 17-ti prvkové podgrupy v grupé (C — {0},-) .
[2.2.A6]. Urlete vSechny podgrupy grupy celych ¢isel (Z,+), které
obsahuji ¢islo 63.

[2.2.A7]. Popiste (vy¢tem prvka) v8echny netrividlni podgrupy:

a) v grupé (Zi2,+) b) v grupé (Zy3,+).

[2.2.A8]. U.p. netrividlni podgrupy v grupé (Zie, +), ktera

a) neobsahuje prvek Csg b) neobsahuje prvek Cs.

[2.2.A9]. U.p. pfirozeného ¢isla m tak, aby grupa (Z,,,+) méla pravé
a) 4 podgrupy b) 5 podgrup

¢) k podgrup, kde k je libovolné pevné pfirozené ¢islo.

[2.2.A10]. Necht (G,-) je grupa a necht H je neprazdna podmnoZzina
mnoziny G. U.p. podminky, ktera

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna
¢) je nutné a dostateénd

pro to, aby (H,-) byla podgrupou grupy (G, -).

* L L
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[2.2.B1]. Je dén grupoid (N, +) a podmnozina H C N. Rozhodnéte,
zda (H,+) je podgrupoidem grupoidu (N, +), je-li
a) H=N-1{1,2,4,5}
b) H =N - {1,2,5,6}
c¢) H je libovolna neprazdna kone¢nd podmnozina v N.
[2.2.B2]. Je déana grupa (C — {0},-) a déale neprdzdnd podmnoZzina
H C C—{0}. Rozhodnéte, zda (H, -) je podgrupoidem, resp. podgrupou
grupy (C — {0}, ), je-li:
a) H={z€C | |z| >1}
b) H={a+b-i€C | b>0}
c) H={z€ C—{0} | z je redlné ¢islo nebo z je ryze imaginarni ¢islo}
d)H={a+b-vV5-i | a,becQ A (a®+b?) #0}.
[2.2.B3]. Na mnoziné G = {a,b, ¢, d} je ddna operace - tabulkou

b

o

Qo o
SENS OIS B ES
0 o0
SRRSO
Q@2 2 Q|

V grupoidu (G,-) pak naleznéte vSechny podgrupoidy, resp. vSechny
podpologrupy, resp. vSechny podgrupy.

[2.2.B4]. Necht (G,-) je grupoid. Dokazte, Zze prunik libovolného
systému podgrupoidi grupoidu (G, ) je bud prazdnd mnoZina nebo
podgrupoid v (G, -).
[2.2.B5]. Dokazte, Ze
a) v grupoidu (N, +) neexistuji zddné dva disjunktni podgrupoidy
b) v grupoidu (N,-) existuje nekoneéné mnoho po dvou disjunktnich

podgrupoidd.
[2.2.B6]. Necht (G,-) je komutativni pologrupa s jednickou e. Necht
déle je

H={zeG|z-z=z}.

Dokazte, ze pak (H,-) je podpologrupou pologrupy (G, -).
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[2.2.B7]. Je déna grupa (Q,+) a neprdzdnd podmnozina H C Q.
Rozhodnéte, zda (H,+) je podgrupou grupy (Q, +), je-li:

a) H:{% laeZ; kZOcelééislo}
b) H = {%|a,b€stou nesoudélnd A agb}
c) p je pevné prvodcislo ; H = {% | a,b € Z jsou nesoudélnd A p)[b}

d) H= {% | (a,b) =1 A bneni délitelné étvercem zadného prvoéisla}

[2.2.B8]. Je ddna mnozina G = R—{0} x R s operaci o definovanou
(x,y) o (u,v) = (zu, 2v+y), pro V (z,y), (u,v) € R—{0} xR
Pak (G, o) je nekomutativni grupa (viz cviceni [2.1.B24]Db)).

Rozhodnéte, zda (H, o) je podgrupa, resp. komutativni podgrupa grupy
(G, 0), je-li:
a‘) H = {(170)7 (_170)}
b) H = {(1,b) | b € R libovolné }

c) H —{0}xQ

d) H=R—-{0} xQ.

[2.2. BQ] Necht (G, -) je grupa. Potom :

a) dokazte, Ze prunik libovolného neprazdného systému podgrup grupy

(G,-) je opét podgrupou grupy (G, -)
b) ukaZte, Ze sjednoceni dvou podgrup grupy (G, -) obecné neni podgru-
pou grupy (G, ).
[2.2.B10]. Necht (G,-) je grupa. Oznaéme :
H={aeG|a-z=xz-a proVzeG}.

Dokazte, ze pak :
a) (H,-) je podgrupou grupy (G, )
b) H=G <= grupa (G, ) je komutativni.

[2.2.B11]. Necht (G,-) je komutativni grupa. Oznacme :

H={a€G|a-a=¢e}

Dokazte, ze :
a) (H,-) je podgrupou grupy (G, )

b) predpoklad komutativnosti grupy (G, -) nelze vypustit, tj. je-li (G, )
nekomutativni grupa, pak (H,-) nemusi byt podgrupou v (G, ).
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[2.2.B12]. Necht (G,-) je komutativni grupa. Oznacme :
H ={a€ G| existuje n € N tak, ze a” = e}
(tj. H je mnozina téch prvki z G, jejichz nékterd pfirozend mocnina je
rovna jednicce grupy (G, -)).
Dokazte, ze :
a) (H,-) je podgrupou grupy (G, -)
b) predpoklad komutativnosti grupy (G, -) nelze vypustit, tj. je-li (G, -)
nekomutativni grupa, pak (H,-) nemusi byt podgrupou v (G, ).
[2.2.B13]. V mnoziné zbytkovych tfid Z,, uvazujme podmnozinu
Hk—{Czk |Z—O,1,..., % —1}
pro kazdé prirozené k, které déli modul m. Dokazte, Ze :

(H,+) je podgrupou v (Z,,,+) <= Ik € Ntak,zek |m AN H = Hy.

[2.2.B14]. V dané grupé zbytkovych t¥id (Z,,,+) vypisté vSechny
podgrupy a nakreslete hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (H, C),
kde H znaé¢i mnozinu v8ech podgrup grupy (Z,,,+). Pfitom:

a)m=3 b) m =38 c)m=12 d) m =21.

[2.2.B15]. Pro zadany modul m dokazte pomoci tabulky operace
nésobeni zbytkovych t¥id podle modulu m, ze (Z,, — {Co}, ) je grupa.

Dale pak vypiste vSechny podgrupy této grupy a nakreslete hasseovsky
diagram uspofddané mnoziny (P,C), kde P zna¢i mnozinu vSech

podgrup dané grupy (Z,, — {Co},-). Pfitom:
a)m=>5
b) m="1.
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§3: HOMOMORFIZMY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR
S JEDNOU OPERACI

[2.3.A1]. U.p. zobrazeni ¢ : N — Q, které

a) je homomorfizmem grupoidu (N, + ) do grupoidu (Q, -)

b) neni homomorfizmem grupoidu (N, +) do grupoidu (Q, -).
[2.3.A2]. Jsou dany grupy (Z,+) a (3-Z, +). U.p. dvou riznych
zobrazeni ¢, ¥ : Z — 3-7Z, ktera jsou grupovymi homomorfizmy.
[2.3.A3]. Je ddna gupa (Z, +). U.p. zobrazeni ¢ : Z — Z, které

a) je bijektivni, ale neni homomorfizmem

b) je vnofenim, ale nen{ izomorfizmem.

[2.3.A4]. Rozhodnéte (a zdivodnéte), zda nésledujici grupoidy jsou
izomorfni:
a‘) (N7+) a (Nv) b) (Z67+) a (Zﬁv')'

[2.3.A5]. Rozhodnéte (a zduvodnéte), zda nasledujici grupy jsou izo-
morfni:

a‘) (Z7+) a (R7+) b) (Z7+) a (4'Z7+)
[2.3.A6]. U.p. dvou rtznych t¥iprvkovych grup, které jsou izomorfni.

[2.3.A7]. Je ddna grupa (Z, +). U.p. homomorfizmu ¢ : Z — Z
tak, Zze obraz Imyp = N.

[2.3.A8]. Jsou dany grupy (Z, +) a (Z2,+). U.p. homomorfizmu
w: Z — 7 tak, ze jadro Ker ¢ je rovno mnoziné vSech sudych celych
Cisel.

[2.3.A9]. Je ddna grupa (Z, +). U.p. homomorfizmu ¢ : Z — Z tak,
ze jadro Kerp = {-1,0,1}.

[2.3.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutna

pro to, aby zobrazeni ¢ grupy (G,-) do grupy (H ,o) bylo homomor-
fizmem.
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[2.3.B1]. Nechtf A je neprazdna mnoZina a necht ¢ : 24 — 24 je
zobrazeni grupoidu (24, N) do grupoidu(24, U). Rozhodnéte, zda ¢
je homomorfizmus, je—1i pro kazdé X € 24:

a) ¢(X) =4

b) ¢(X) =X

) p(X) = A-X

[2.3.B2]. Jsoudany pologrupy (N x N x N, +, ), kde operace + je defi-
novéna jako s¢itani po slozkich a (IN,-). Rozhodnéte, zda zobrazeni

@ : N XN xN — N je homomorfizmus, resp. vnoreni, resp. izomorfiz-
mus, je—li:

a) ¢((a,b,c)) = 22.3b.5¢

b) ¢((a,b,c)) = 2-3°F.5¢

c) ¢((a,b,c)) = 29-3%12¢

[2.3.B3]. Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z je homomorfizmus,
resp. vnoreni, resp. izomorfizmus grupy (Z, + ), je—li pro kazdé x € Z:
a) ¢(z) =3

b) ¢(x) =x+3

c) ¢x) =2
[2.3.B4]. Je déna grupa (Q—{0},-). Rozhodnéte, zda zobrazeni
¢ : Q—{0} — Q—{0} je homomorfizmus, resp. vnofeni, resp. izo-

morfizmus, poloZime—1i pro P Q—{0}:
q

Py _ 4
a) @(5) ~
b ¢() =

P, PP+
c) 90(5)— P g

[2.3.B5]. Jsou dany grupy (Z, +), (Z2,+), (Z3,+). Rozhodnéte,
zda zobrazeni ¢ je homomorfizmus, je—1i

a) 9:Z —Zsy, pla)=Cy, kder je zbytek po déleni | a| ¢islem 2
b) p:Z —Z3, p(a) =C,, kder je zbytek po déleni |a| ¢islem 3.
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[2.3.B6]. Jsou dény grupy (Z,+), (C — {0},-) a je definovdno
zobrazeni ¢ : Z — C — {0}, takto:

wla) =1i°, pro kazdé a € Z.
Dokazte, ze zobrazeni ¢ je homomorfizmus a naleznéte jeho jadro Ker ¢

a obraz Imgp.

[2.3.B7]. Jsou dény grupy (C,+) a (R,+). Rozhodnéte, zda
zobrazeni ¢ : C — R je homomorfizmus a v pfipadé, Ze tomu tak
je, pak naleznéte jeho jadro Ker ¢ a obraz Im ¢ . Pfitom zobrazeni ¢ je
definovano pro kazdé a + bi € C takto:

a) pla+bi)=a+bd
b) pla+bi)=a.
[2.3.B8]. Jsou dany grupy (R, +), (R ,-) a je definovano zobrazeni
¢:R— R", takto:
o(x) =e”, pro kazdé x € R..
Potom:

a) dokazte, Ze ¢ je homomorfizmus
b) rozhodnéte, zda ¢ je vnofeni, resp. izomorfizmus
¢) naleznéte jadro Ker ¢ a obraz Im .

[2.3.B9]. Zobrazeni p : C — {0} — R™ je definovéno takto:
o(z) = | 2|, pro kazdé z € C — {0}.
DokaZte, Ze ¢ je homomorfizmus grupy (C — {0}, -) do grupy (R*, -)

a naleznéte jeho jadro Ker ¢ a obraz Im .

[2.3.B10]. Necht p € N je pevné pfirozené ¢islo. Definujeme zobrazeni
p: 24 — Z,, takto: pro kazdé a € Z je
p(a) = C, kde r je zbytek po déleni éisla p-a Eislem m.

Pak
1. dokazte, Ze ¢ je homomorfizmus grupy (Z, + ) do grupy (Z,, , +)
2. naleznéte jadro Kerp pro nasledujici hodnoty m a p:

a)ym=6,p=5

bym=6, p=4

c)m=6, p=3
d) pro obecné hodnoty m a p.

§3: Homomorfizmy algebraickych struktur s jednou operaci 59

[2.3.B11]. Jsou dany grupy zbytkovych t¥id (Zi2, +), (Z4, +) a je
definovano zobrazeni ¢ : Z1o — Z4, takto: pro kazdé C; € Zis je

0 (C;) = Cy, kde r je zbytek po déleni ¢isla ¢ ¢islem 4.

Dokazte, ze zobrazeni ¢ je homomorfizmus a naleznéte jeho jadro Ker ¢
a obraz Im .

[2.3.B12]. Dokazte, ze grupy (R, +) a (R, ) jsou izomorfni, ale
grupy (Q,+) a (QT, ) nejsou izomorfni.

[2.3.B13]. Dokazte, ze dané dvé grupy nejsou izomorfni

a‘) (Z67+)a(S370)7

kde S3 zna¢i mnozinu vSech permutaci na 3 —prvkové mnoziné a o znaci
skladéni permutaci (tj. skladdni zobrazeni)

b) (ZyxZo,®) a (ZoxXZoxZy,d),

kde @ znadi s¢itani po slozkach podle pfislusného modulu.

[2.3.B14]. Necht (G, -) je komutativni grupa a necht ¢ : G — G je

zobrazeni definované:
¢(a) =a*, prokazdéacG.

Potom:

a) dokazte, ze ¢ je homomorfizmus

b) uvedte piiklad grupy (G, -) pro kterou je zobrazeni ¢ izomorfizmus
b) uvedte pfiklad grupy (G, -) pro kterou zobrazeni ¢ neni izomorfiz-
mus.

[2.3.B15]. Necht (G, -) je grupa a necht ¢ : G — G je zobrazeni

definované:

¢o(a)=a"', prokazdéacG.

Dokazte, ze ¢ je homomorfizmus <= grupa (G, -) je komutativni.
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§,4: ALGEBRAICKE STRUKTURY SE DVEMA OPERACEMI

2.4.A1]. U.p. okruhu, ve kterém neplati omezené zékony o kraceni.

2.4.A2]. U.p. netrividlniho okruhu, ktery neni oborem integrity.

2.4.A4]. U.p. nenulového prvku v okruhu (Z;7,+, ), k némuZ neexis-
uje prvek inverzni (vzhledem k operaci -).

[

[

[2.4.A3]. U.p. kone¢ného oboru integrity, ktery neni télesem.
[

t

[2.4.A5]. U.p. t&lesa, které neni ¢iselnym télesem.

[2.4.A6]. U.p. éiselného télesa, které neobsahuje ¢islo 13.
[2.4.A7]. U.p. ¢iselného télesa, které neobsahuje &islo /13 .

[2.4.A8]. U.p. ¢iselného télesa, rtzného od (C,+,-), které obsahuje
¢islo (1 4+ 1).

[2.4.A9]. U.p. ¢iselného télesa (T, +,-) tak, ze plati: Q C T C R.
[2.4.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna, ale neni dostatetnd  b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby okruh (R, +,-) byl oborem integrity.

L L L
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[2.4.B1]. Rozhodnéte, zda mnozina M s operacemi obycejného séiténi
Cisel a obyc¢ejného nasobeni ¢isel je okruhem, je-li:

a) M ={gr|a€Z,k>0celé}

b) M ={a+bv/5|a,bc Q}

¢) M= {a+b55 |abeZ}

d) M = {a+bE058 |0 b e Z}.

[2.4.B2]. Rozhodnéte, zda (M, @, o) je okruh, resp. obor integrity, resp.

téleso. Pritom mnozina M a operace @, o jsou zadany takto:

a) M=Z; ax®dy=xz+y+3, xzoy=-3

by M=Z; zx0y=z+y—1, zoy=xz-y—1

o) M=Z; zoy=z+y—-1, zoy=zx+y—=x-y

) M=Q; zdy=z+y, zoy=y

e) M=Q; zoy=z+y+l, zoy=zt+yt+az-y

Yy M=Q; zdy=z+y—-1, zoy=z+y+z-y.

[2.4.B3]. Uvazme podmnozinu G mnoziny vSech komplexnich ¢isel :
G={a+b-i|abeZ}

(mnozina G se nazyvd mnoZina Gaussovych celych cisel), s operacemi

obycejného scitani komplexnich ¢isel a obyc¢ejného nasobeni komplexnich

¢isel. Dokazte, Ze

a) (G, +,-) je obor integrity, ktery neni t&lesem

b) v (G, +,-) existuji inverzni prvky (vzhledem k operaci-) pravé jenom
k ¢islim 1, —1, 14, —i.

Néavod: pii diikazu b) pfejdéte k absolutnim hodnotdm z komplexnich

¢isel a vyuzijte pravidel pro pocitani s nimi.

[2.4.B4]. Na mnoziné Q x Q, resp. na mnoziné R x R definujeme ope-
race + a - takto :
(@, 9) + (u,0) = (x+u, y+v)
(z,y) - (u,v) = (zu+2yv , zv+yu).
Dokazte, ze pak :
a) (QxQ,+,-) je téleso

b) (R xR,+,-) je komutativni okruh, ktery mé délitele nuly (tzn. neni
télesem).
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[2.4.B5]. Necht R[x] znadi mnozinu vSech polynomi (tj. mnohoélent)
neurcité z, s redlnymi koeficienty. DokaZte, Ze mnozina R[z] s operacemi
obvycejného scitani polynomid a obycejného nasobeni polynomi je
oborem integrity, ktery neni télesem.

[2.4.B6]. Necht (T, +, ) je libovolné, pevné téleso. Necht
M ={f:Z—T| f(z) # 0 pouze pro kone¢né mnoho z € Z}.

Dale, pro f,g € M definujeme f@g:Z — T, resp. fog:Z — T takto:
pro Vz € Z polozime

(f @ 9)(2) = f(2) + 9(2)
(feg)z)= > fla)-g(b)
atb=z
Dokazte, ze pak (M, ®,0) je oborem integrity.
[2.4.B7]. Necht (R, +,) je netrividlni okruh. Oznadme:
J ={x € R| k prvku z existuje prvek inverzni (vzhledem k -)} .
Dokazte, Ze potom :
a) mnozina J neobsahuje zadné délitele nuly okruhu (R, +, )
b) (J,-) je grupa (tj. je to podgrupa multiplikativni pologrupy (R, ") ).
[2.4.B8]. Necht M oznacuje mnozinu vSech nekoneénych posloupnosti

realnych ¢isel. Na mnoziné M definujeme operaci & jako ”scitani po
slozkach” a operaci o jako ”néasobeni po slozkach”, tj.,:

(al,ag,...)@(bl,bg,...) = (CL1+b1 ) a2+b2 ,)
(al,ag,...)o(bl,bg,...): (CLl 'b1 y CLQ'bQ ,)

Potom:

a) dokazte, ze (M, ®, o) je komutativni okruh s jedni¢kou
b) ukazte, ze v (M, ®, o) existuji délitelé nuly a popiste je.

[2.4.B9]. Dokazte, ze v okruhu zbytkovych t¥id (Z,,,+,-) jsou nésle-
dujici vyroky ekvivalentni:

1. k prvku C; € Z,, existuje prvek inverzni

2. C;# Cy A C; neni délitelem nuly v (Z,,, +, -)

3. dcisla ¢,m jsou nesoud€lna.

[2.4.B10]. V okruhu zbytkovych tf¥id (Z.,,+,-) naleznéte vSechny
prvky, k nimZ existuje prvek inverzni (vzhledem k - ). Pfitom:
a)m=9 b) m = 10 c)m=11 d) m=12.
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[2.4.B11]. Dokazte, ze v kazdém okruhu zbytkovych t¥id (Z,,,+,-),
kde m > 3, plati:
a) k prvku C,,_; existuje vzdy prvek inverzni, a sice sam prvek C,,_1

b) je-li m liché ¢islo, pak k prvku C5 existuje inverzni prvek, kterym je
prostiedni ¢len posloupnosti  Cy,Cs,...,Ch_1,Ch

c) jestlize m je tvaru: m = 3k + 2, pak k prvku Cs existuje prvek
inverzni, a sice prvek Cm+1
3

[2.4.B12]. Necht m > 2; dokazte, ze pak v okruhu (Z,,, +, -) pro kazdé
Ci # Cyplati: C?2=0C2 _, .

[2.4.B13]. Dokazte, ze jedinymi ¢iselnymi télesy obsahujicimi v8echna
redlnd Cisla jsou pouze télesa (R, +,) a (C,+, ).

[2.4.B14]. Rozhodnéte, zda (T, +, ) je ¢iselné téleso, jestlize + , resp. -
znaci obycejné sc¢itani, resp. nasobeni ¢isel a je-li:

a) T={a+bJ/7|a,becQ}
b) T={a+b/T]|a,becZ}
¢) T:{%wez, k:ZOcelé}

d) T={a+b/2+cV/3]|a,bceQ}
e) T={a+by4|a,becQ}
f) T={a+by2+cV4]|a,b,ceQ}.

[2.4.B15]. Rozhodnéte, zda (T, +, ) je ¢iselné téleso, jestlize + , resp. -
znaci obycejné sc¢itani, resp. nasobeni ¢isel a je-li:

a) T={a+"bi|a,becZ}

b) T={a+bi|abeQ}

c) T={a+bilacR,beQ}
d) T={b-i|beQ}

e) T={z€C| |z|=1}

f) T ={a+bV5i|a,becQ}.
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III. VYSLEDKY A NAVODY K RESENI

KAPITOLA 1:
OPAKOVANI A DOPLNENI STREDOSKOLSKE LATKY

§1: ZAKLADNI LOGICKE POJMY

[1.1.A2]. Neexistuje. [1.1.A4]. Neexistuje. [1.1.A6]. Neexistuje.
[1.1.A7]. Neexistuje.

» L) L)

[1.1.B1]. a) neni vyrok, b) je vyrok, nepravdivy, c¢) neni vyrok,
d) neni vyrok.

[1.1.B2]. a) A = —C, b) (-AANB) = C,

c)mB = (nAV -0C), d)B < (mAA-0C).

[1.1.B3]. A je nepravdivy vyrok, B je pravdivy vyrok, C je nepravdivy
vyrok (zjisti se vypoétem s vyuzitim kongruenci podle modulu 3, resp.
modulu 5, resp. modulu 7).

Déle: a) je pravdivy vyrok, b) je nepravdivy vyrok, c) je pravdivy
vyrok, d) je pravdivy vyrok.

[1.1.B4]. Néavod: sestrojte tabulky pravdivostnich hodnot pro oba
vyroky .

[1.1.B5]. a) implikace, b) konjunkce.

[1.1.B6]. a) pravdivy vyrok, jeho obména: ”Jestlize trojihelnik neni
rovnoramenny, pak neni rovnostranny”

b) nepravdivy vyrok, jeho obména: ”Jestlize dvé pfimky nejsou navza-
jem kolmé, pak jsou rovnobézné” .

[1.1.B7]. Navod: dikazy vedte tak, ze vzdy sestrojite tabulku pravdi-
vostnich hodnot.

[1.1.B8]. Obor pravdivosti dané vyrokové formy je:

a) (-2,4) b0 ¢ (-o0,1) U (3,00) d)R.
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[1.1.B9]. a) ”"Nenapsal to ani Petr ani Pavel” |

b) ”Dunes nebude prset nebo zitra bude svitit slunce” ,

¢) "Budu se u¢it a zkousku z matematiky neudélam” |

d) ”Budu mit volno a neptjdu ani do kina ani do divadla”.

[1.1.B10]. a) ”Existuje kulicka lezici na tomto stole, kterd je modra” ,

b) ”Z4adné celé &islo neni sudé nebo alesponi jedno celé ¢islo je liché” |

¢) "Existuji kladnd redlna éisla r, s tak, ze r > r-s” |

d) ”Pro vSechna celd éisla ¢q,...,t, , z nichZ alespoii jedno je rtizné od
nuly, plati, ze t;1 +---+1¢, #07

e) "Existuji pfirozend éisla aq,...,a, , kde n > 5 a alesponl jedno

z téchto Cisel je vétsi nez 5, tak, ze a; +---+a, <107,
f) ”Pro vSechna ryze imaginérni ¢isla 21 , 2o, 23 plati, Ze soucin z1-22-23
neni ¢islo realné”.

[1.1.B14]. Névod: uvédomte si, ze v 1.kroku matematické indukce je
nutné dokdzat dany vztah pron =1 a n =2 (pro¢?).

[1.1.B15]. Navod: pouZijte vztah, plynouci z definice:
Un+s = Up4(s—1) + Un+(s—2) (kde 52 3) .
V 1. kroku matematické indukce se pak tvrzeni ovéiuje pro s = 1,2.

§2: ZAKLADNI MNOZINOVE POJMY

[1.2.A5]. Neexistuje. [1.2.A7]. Neexistuje. [1.2.A9]. a), d), {), i), j)
jsou pravdivé, resp. b), ¢), e), g), h) jsou nepravdivé.

L L L

[1.2.B3]. Navod: a) ditkaz ”C” vedte nepfimo, tzn. dokazujte implikaci

v ¢ aAnu F’jBn — ¢ N (4.UB,).

n=1
[1.2.B4]. Navod: ¢&ast b) dokazujte sporem, tzn. pfedpokladejte, ze
z € () 4. Uvedomte si pfitom, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho.
peJ
P1i dikazu c) sestrojte ¢islo, kteréleziv () A, ,kde J={p1, ..., p&}
peJ
je koneéna mnozina prvocisel.

[1.2.B8]. Navod: vyuZijte toho, Ze pro 0 < i < n existuje v mnoziné A

praveé (7;) i-prvkovych podmnozin. Pouzijte binomickou vétu.
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[1.2.B9]. a) X = {a,d}, X ={a,c,d}, b) neexistuje .
[1.2.B11]. AxB ={(1,3),(1,7),(2,3),(2,7),(3,3),(3, 7},
BxA={(3,1),(3,2),(3,3),(7,1),(7,2),(7,3)},
BxB={(3,3),(3,7),(7,3),(7,7)},

Bx28 ={(3.0), (3.{3}), 3{7}), (3,B), (7.0), (7.{3}). (7{T}). (7.B)},

BxC ={(3,z) |z € R}U{(7,z) | x € R}, coz lze také zapsat ve tvaru
BxC={(3,z),(7,z) |z € R}.

§3: ZAKLADNI CISELNE OBORY

5 3 4 3
[1.3.B4]. a) 6+5\/5 + 8_52\/51' b) —% i

[1.3.B5]. a) vnitfek kruhu o stifedu S = [—2, 3] a poloméru r =3
b) pfimka o rovnici y =z

;o o o o e . 3
c) osa usecky A=[-2,0] B=[0, 1], tj. piimka y = -2z — 3

d) kruznice o stfedu S =[0, 0] a poloméru r = 2.
[1.3.B6]. a) z = 3—21' b) z=0 nebo z=2.

[1.3.B7]. Pro p = 0: prazdnd mnozina;

pro p = 1: imaginérni osa, tj. pfimka o rovnici z = 0;

pro p > 0 A p # 1: kruZnice o stiedu S = {% , O} a poloméru
7’:’131;2 .

[1.3.B8]. Absolutni hodnota a argument komplexniho ¢isla z jsou:

a) |z| =2, argz =2n b) 2| =4, argz =57
c) |z|=1, argz=a+ 5 d) |2| =14, argz=a+ 4.
[1.3.B9]. a) —3 - (1 +iV3) b) —27.

[1.3.B10]. VSechna n tvaru: n =4k, pro libovolné k > 0 celé.
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[1.3.B11]. a) sin2a = 2sina - cosa, cos2a = cos o — sin® a
3 —3sin’a - cosa.
Navod: komplexni &slo (cosa + isina)?, resp. (cosa + isina)? se
rozepise jednak podle Moivreovy véty a jednak podle binomické véty.
Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti obou vyjadfeni pak dostane-
me pozadované vzorce.

[1.3.B12]. a) + i , i(‘/_ %), i(ﬁ_%)

+
b)£(F+4), +(3-F

[1.3.B13]. a) —¥/5, LB (1+iv3), L (1-iV3)
b) 4 (242i), +(2—2i).

b) sin3a = 3sina - cos>a —sin® a, cos3a = cos

[1.3.B14]. Oznacime-li n-tou odmocninu ze zadaného komplexniho ¢isla
¢ symbolem z, pak je:

a) [z| =2, argz = {£ + k-gw kde £k =0,1,2,3,4
b) |z| = \/_, argz = 4 + a+k , kde £=0,1,2,3,4,5,6,7
c) |z| = 2\/_ argz = 367r + k%, kde k=0,1,2,3,4,5

d) |z2| =2, argz = ga—l—k-gw, kde k=0,1,2.
13515) ) 1 SR S N

b) 1 —i

c) £ :tlf, —%:I:273

d) + iz,§ii§,_§ iz

a nakreslenl prislusnych obrazkd.

§4: ZAKLADNI VLASTNOSTI CELYCH CISEL

[1.4.A2]. Neexistuje. [1.4.A4]. Neexistuje. [1.4.A7]. Neexistuje.

L) L) L)
[1.4.B1]. a) ¢=0, r=0, b)g=-1, r=2, ¢)g=—4, 3,
d)g= -5, r=8, e)g=n—1, r=2, f) g=n?-n, 1.

[1.4.B2]. Navod: pfi diikazu b) pouzijte vysledku ziskaného v a) .
[1.4.B3]. Zbytek miize nabyvat pouze hodnot: 0,1,4,9.
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[1.4.B4]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d) ano.

[1.4.B5]. a) 10 (nebof vypoctem dostaneme, ze: 540 = 1(mod13),
resp. 7%° =9 (mod 13))

b) 12 (nebof vypocétem postupné dostaneme, ze: 259 = 4 (mod17),
resp. 3°° =9 (mod 17), resp. 4°° = —1 (mod 17)).

[1.4.B6]. a) 07 (nebot vypoctem dostaneme, Ze: 799 = 7 (mod 100) ,)

b) 36 (nebot vypoétem dostaneme, ze: 14'* =36 (mod 100),)

[1.4.B8]. Navod: dikaz vedte sporem, tzn. pfedpokladejte , ze:
(p—1D!'=—-1(modp) A p je slozené ¢islo

tji. p=ab,kdel <a,b<p. Vyjde, ze a|1, coz je spor.

[1.4.B9]. a) plati b) neplati ¢) neplati d) neplati.

[1.3.B10]. a) neplati b) plati.

[1.4.B12]. Névod: pii diikazech bez pouziti matematické indukce:

a) pouzijte vzorec pro a™ — b"

b) uvédomte si, ze n® —n = n-(n+1)-(n—1) je soucinem ti{ po sobé
jdoucich celych cisel .

[1.4.B13]. Kazdé n > 3.
Névod: pro n > 3 upravujte:

10" + 8 =8- (1073125 + 1) = 8- ( (1073 — 1)-125 + 126)

a vyuzijte toho, ze 9126, resp. ze 9| (10”3 — 1), coz vyplyva z pied-
choziho cvieni [1.4.B12]a).

[1.4.B14]. Névod: a) v diikazu vyuzijte toho, Ze lze psat:
1227+ = 144.1227 1 = (11 + 133)-1227 7L,
b) v ditkazu vyuzijte toho, Ze pro n > 4 lze psat:
M4 1=2" 4 8-T=8 (203 4+1)—T.

V 1.kroku matematické indukce ovérujeme tvrzeni pron =1,2,3.
§5: ZOBRAZENT
[1.5.A2]. b) neexistuje. [1.5.A5]. a) k =2,3,4, b)k > 3. Névod
k a): vyuzijte vysledku piikladu [1.1.B12]e), tj. je-li A n—prvkova

mnozina, kde n > 5, potom plati, ze 2™ > n?.

& L) L)
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[1.5.B1]. Zadany predpis f

a) neurcuje zobrazeni b) urcuje zobrazeni ¢) neurcuje zobrazeni.

[1.5.B2]. Po nakresleni obrazka dostanete:
a) celkem 8 zobrazeni, z toho 6 surjektivnich, zddné injektivni, zadné
bijektivni,
b) celkem 9 zobrazeni, z toho 6 injektivnich, Zadné surjektivni, Zddné
bijektivni.
[1.5.B3]. a) AB = {f}, pficemz zobrazeni f je definovano:
fla)=a. fw)=a, f(:)=a;

BA ={f,g,h}, kde zobrazeni f, resp. g ,resp. h jsou definovana:

fla) ==, resp. g(a) =y, resp. h(a) =z
b) AP ={f,g,h,k}, piicemz tato zobrazeni jsou definovana:
f@) ==z, fly)=x gx) =y, g9(y) =y
h(z) =z, h(y)=y k(z) =y, k(y) ==
BA = AB.

[1.5.B5]. Zadané zobrazeni f:
a) je injektivni, neni surjektivni, b) je injektivni, neni surjektivni,
c¢) neni injektivni, je surjektivni,  d) je injektivni, je surjektivni.

[1.5.B6]. Zadané zobrazeni f:

a) nen{ injektivni, je surjektivni, b) je injektivni, je surjektivni,

¢) neni injektivni, neni surjektivni, d) neni injektivni, neni surjektivni,
e) je injektivni, neni surjektivni,  f) neni injektivni, je surjektivni.

[1.5.B7]. Zadané zobrazeni f:

a) nen{ injektivni, neni surjektivni, b) je injektivni, neni surjektivni,
¢) neni injektivni, neni surjektivni, d) je injektivni, je surjektivni,
e) je injektivni, je surjektivni, f) neni injektivni, je surjektivni.

[1.5.B8]. a) pro s # n zadné bijektivni zobrazeni, resp. pro s = n
celkem n! bijektivnich zobrazeni,
s!

(s —n)!

b) pro s < n zadné injektivni zobrazeni, resp. pro s > n celkem
injektivnich zobrazeni.

[1.5.B9]. Navod: a) pfi dtikazu” = ” zkonstruujeme hledané zobraze-
ni g: B — A napf. takto: jestlize prvek b € B mé pfi zobrazeni f vzor
(uvédomte si, ze musi byt jediny), pak tento vzor oznac¢ime symbolem b* .
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Dale, necht ag znadi libovolny pevny prvek z A. Zobrazeni g : B — A
pak definujeme:

) b* mé-li prvek b pri zobrazeni f vzor
R = aop nemé-li prvek b pri zobrazeni f vzor
Pfi dikazu ” = ” v b) postupujeme obdobné, tzn. pro kazdé b € B

oznacime symbolem b* jeden (pevny) vzor prvku b pii zobrazeni f . Pak
zobrazeni h: B — A definujeme:

h(b) =b*, prokaidé be B.

[1.5.B12]. (fog)(z) =6z +1, (90 (@) =6z -3,
(fog) @)= (97 o f @) =gl@—=1), [7H(z)=3(z+4),
(gof) Ha)=(ftog ' )(z)=5Bz+19), g (z) = §Bz —5).

[1.5.B14]. Navod: pfi b) ukazte, Ze z podminky zadéni plyne:
[ (=) = f(f(=f(=)))

a pouzijte dvakrat injektivnost zobrazeni f .
Pii ¢) dokazujte nejprve ”<=" (s vyuzitim b)), a pak =" (s vyuzi-
tim jiz dokdzanych vlastnosti, ze: f(0) =0 a f je injektivni).

§6: RELACE
[1.6.A1]. a) 224 Db) 1, c¢)2°, d) 2% . [1.6.A7]. Neexistuje.

L) & &

[1.6.B2]. a) relaci ¢ zapiSeme napf. takto:
o={(z,y) | (x =3 A y € N libovolné) VvV (z > 50, sudé A y liché)}.
Pii b), ¢), d) postupujeme podobné.
[1.6.B3]. Relace cop a poo jsou tvaru:

coo={(z,y) |y=—-322-1 V y=921+622-2, proVz €Z},

ooo ={(a,b) |b=3a*+1 V b=3a"-18a°+28, proVa € N}.
[1.6.B6]. a) celkem 16 relaci, b) celkem 13 relaci,
c) 3 relace: {(a,b),(b,a)}, {(a,b),(b,a),(a,a)} , {(a,b), (b,a),(b,b)}.

d) vSechny relace z c) a navic relace {(a,b), (b,a), (a,a), (b,b)}.

III. Vysledky a navody k feseni 71

[1.6.B7]. Danych relaci je celkem:

n(n+1) n(n—1)
a) 2n(n=1) by2~ 2 c)2"- 3" 2
n(n—1) n(n—1) n(n—1)
d)37 2 | e)27 2 | f) 37 2

[1.6.B8]. Relace g je:

a) symetricka, tranzitivni

b) symetrickd

c) reflexivni, antisymetricka
[1.6.B9]. Relace g je:

a) antisymetricka

b) reflexivni, symetrickd, tranzitivni
c) antisymetrickd, tranzitivni

[1.6.B10]. Relace ¢ je:

a) symetrickd,

b) symetrickd, resp. je-li A jednoprvkova, pak je téz antisymetrickd a
tranzitivni,

¢) antisymetrickd, tranzitivni, resp. je-li A jednoprvkové, pak je téz
reflexivni a Uplné,

[1.6.B11]. Relace p4 neexistuje.

§7: USPORADANE MNOZINY
1.7.A3]. Neexistuje. [1.7.AT7]. Neexistuje.
[ ] je. [ ] j

* L L

[1.7.B1]. Hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, o) je tvaru:

0 ]/ o]
b d b

[1.7.B2]. Relace p je zadéna takto:

a) 0= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(b,a), (b, d),(c,a), (c,d),(a,d)},

b) 0 ={(a,a),(b,b),(c.c),(d,d)},

¢) o= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (b,d), (c,d)},

d) o= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (c,a), (c,d), (c,b), (a,d), (a,b), (d, )} .
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[1.7.B3]. Na dané mnoziné M lze definovat:

a) 3 relace uspofadéni, hasseovské diagramy jsou tvaru:

;oo Ib I“
a
a b " b

b) 19 relaci uspotrddéni, hasseovské diagramy jsou tvaru:

b a c a c b
Ioc Ioc Iob Iob Ioa Ioa
a b a c b ¢

/a\ | /\bo\/b
bCa,(j(lb(l b C
c b c a b a

O O O
b C a C a b a b e
a a b b c c

Poznédmka: uvédomte si, Ze se ve vSech pripadech jedna o rtizné relace
uspofadani na mnoziné M , a tedy o rtizné usporadané mnoziny, i kdyz
nékteré z uvedenych hasseovskych diagramt vypadaji na prvni pohled
"stejne” .

[1.7.B4]. Hasseovsky diagram uspoiddané mnoziny (24,C) je tvaru
(dopliite si v jednotlivych diagramech sami popis prvki mnoziny 24):
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[1.7.B5]. Hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, o) je tvaru:

1
2 5 3
[1.7.B6]. Pro mnozinu s relaci (N, g) plati:
a) je uspofddand mnoZina, neni linedrné uspofddand mnoZina, neni
svaz,
b) neni uspofddand mnozina,

¢) neni uspofddand mnozina,
d) je linedrné uspofaddand mnozina, je svaz, neni Uplny svaz.

Hasseovské diagramy u uspofadanych mnozin je mozno schematicky
znazornit takto:

4 6
4
2
a) \D d)
%
1 2 3 5 6 g
1

[1.7.B7]. Pro mnozinu s relaci (Z, ) plati:

a) neni uspofddand mnozina,

b) je linedrné uspofadand mnozina, je svaz, neni Gplny svaz,

¢) neni uspofddand mnozina,,

d) je uspofddand mnoZina, neni linedrné uspofddand mnoZina, neni
svaz.

Hasseovské diagramy u uspofadanych mnozin je mozno schematicky
znazornit takto:
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2 4
-1 2 o O O O
b) 0 d) 9 3-1 1 3

[1.7.B9]. Hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (R, o) je mozno
schematicky nacrtnout takto:

-3 3
-2 2 o0
-1 1

[1.7.B11]. a) pro uspofddané mnoziny ze cviceni [1.7.B2] plati:
[1.7.B2]a): nejmensi prvek nemd, minimélnimi prvky jsou b,c,
nejvétsim a zaroven jedinym maximalnim prvkem je d,

[1.7.B2]b): nejmensi ani nejvétsi prvek nemd, minimélnimi a zaro-
ven maximalnimi prvky jsou a, b, ¢, d,
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[1.7.B2]c¢): nejvétsi ani nejmensi prvek nemd, minimalnimi prvky
jsou a, b, ¢, maximalnimi prvky jsou a,d,

[1.7.B2]d): nejmensim a zaroveii jedingm minimalnim prvkem je ¢,
nejvétsim a zaroven jedingm maximalnim prvkem je b;

b) pro uspofddané mnoziny ze cviceni [1.7.B6] plati:
[1.7.B6]a): nemd nejmensi prvek, minimalnimi prvky jsou vSechna
prirozend ¢isla rizna od 4, nejvétsim a jedingm maximalnim prvkem
je cislo 4,
[1.7.B6]d): nema nejvétsi ani maximalni prvek ; nejmensim a zaro-
ven jedinym minimalnim prvkem je ¢islo 1;

¢) pro uspofddané mnoziny ze cviceni [1.7.B7] plati:
[1.7.B7]b): nemi minimédlni, maximalni, nejmensi ani nejvétsi
prvek,

[1.7.B7]d): nem& nejmensi ani nejvétsi prvek, minimalnimi prvky
jsou vSechna licha cela ¢isla a maximalnimi prvky jsou rovnéz vSechna
licha cela ¢cisla.

d) uspofddand mnozina ze cviceni [1.7.B8] nemd nejvétsi prvek, maxi-
malnimi prvky jsou f; a fs, nejmensim a zaroven jedinym minimal-
nim prvkem je fi .

[1.7.B12]. Navod: dtkazy vedte sporem.
[1.7.B13]. b) neplati.
[1.7.B14]. b) hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, p) je tvaru:

{1,2,3}

{2,3}

{1,3}
{1,2} {3}

{2}

{1}

[1.7.B15]. Hasseovské diagramy uspofadanych mnozin z c¢) a d) jsou
tvaru: (pfi c) si sami doplitte popis jednotlivych prvki)
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§8: EKVIVALENCE A ROZKLADY

[1.8.A1]. Jedind relace, a to relace rovnosti. [1.8.A4]. Neexistuje.
[1.8.A7]. b) neexistuje. [1.8.A8]. Pro m =1,2,7,14.

& L) L)

[1.8.B1]. Relace ¢ na mnoziné M :

a) neni ekvivalenci

b) je ekvivalenci, pficemz rozklad M/o = {{a,b,d},{c}}.
[1.8.B2]. Na mnoziné M lze utvorit celkem :

a) 2 rozklady

b) 5 rozkladi

c) 15 rozkladu.

[1.8.B3]. Tabulka relace ~x je tvaru:

u voT Yy =z u voTr Yy Z
v |1 0 0 0 0 v |1 0 0 1 0
v [0 1 0 1 0 v |0 1 1 0 1

a) =z |0 01 00 b) =z [0 1 1 0 1
y |01 010 y |1 00 1 0
z |0 0 0 0 1 z 0 1 1 0 1

[1.8.B4]. b) Rozklad M/p (tj. rozklad na mnoziné M , pfislusny ekvi-
valenci o) je tvaru:

{{1,10},{2,11,20}, {3,12},{4,13},{5,14},...,{8,17},{9,18}, {19} }.
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[1.8.B5]. Dan4 relace o:
a) neni ekvivalenci, b) je ekvivalenci

¢) neni ekvivalenci, d) je ekvivalenci.

[1.8.B6]. Rozklad Z/p (tj. rozklad na mnoziné Z, ptislusny ekviva-
lenci ¢) je tvaru:

a) Z/o =74, tj. mnoZina zbytkovych t¥id podle modulu 4,
b) Z/o={Cy, C1UCs, C2UCs5, C3UCy}, kde C; € Zr,
¢) Z)o={{-14k, —1—k} | k>0 celé},
)

d) Z/o = {S,L} , kde S, resp. L zna¢i mnozinu vSech sudych, resp.
vsech lichych celych cisel.

[1.8.B7]. Rozklad R xR /p lze nakreslit takto:

a) vSechny pfimky rovnobézné s osou y,

b) navzdjem rovnobé&zné piimky tvaru y = 2z + k, provVk € R,

¢) pocatek a vSechny kruznice se stfedem v pocatku,

d) bod S[—3,—3] a vSechny kruZnice se stfedem v bodé S.

[1.8.B8]. Zadany systém podmnozin M :

a) je rozkladem na R, pfi¢emz relace ~pq je definovana:
zomy = (o] =yl
kde [z ], resp. [y] znadi celou ¢ast ¢isla x, resp. y,
b) neni rozkladem na R,

¢) je rozkladem na R, pfi¢emz relace ~ ¢ je definovéna:
Tomy = (2=y=0)V (z,y>0) V (z,y <0),
d) je rozkladem na R, pfi¢emz plati: ~p = RXxR.
[1.8.B14]. Rozklad (na mnoziné A) pfislusny zobrazeni f je tvaru:
a) M ={{a,c,d}, {b,e} },
b) M={(k,k+1) | keZ},
c) M={(-k+1, —k+2) U (k—1,k) | ke N},
d) M={{0},{X CN| X # 0 kone¢nd},{X C N | X nekonecnd} }.

[1.8.B15]. b) napf. R ={{z} |z € M},
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KAPITOLA 2:
ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§1: ALGEBRAICKE STRUKTURY S JEDNOU OPERACI

[2.1.A1]. Celkem 3° = 19.683 rliznymi zpisoby. [2.1.A6]. Neexis-
tuje. [2.1.A9]. Neexistuje.

& & &
[2.1.B1]. a) ne b) ano c) ne d) ne.

[2.1.B2]. a) neni komutativni, je asociativni, nemé neutralni prvek

b) je komutativni, neni asociativni, prvek b je neutralnim prvkem.

[2.1.B3]. a) neni komutativni, je asociativni, nema neutralni prvek,
b) je komutativni, neni asociativni, neutralnim prvkem je 0,
¢) je komutativni, neni asociativni, nema neutralni prvek,

d) je komutativni, neni asociativni, nema neutralni prvek.

[2.1.B4]. a) celkem 5 soudintt tvaru:

a-(b-(c-d)),  a((b-c)d),  (ad)-(c:d),  (a:(bc))d,  ((a-)-c)d.
[2.1.B6]. a) neutralni prvek je 0; inverznim prvkem k 0 (resp. -2) je 0
(resp. -2), k ostatnim prvkim inverzni prvky neexistuj,

b) neutralni prvek je 3; inverznim prvkem k 3 je 3, resp. k libovolnému

¢islu « # 3 jsou inverznimi prvky vSechna celd ¢isla s vyjimkou 3.

[2.1.B7]. a)e=0; resp. 071 =0, 271 =2,

a

—-1’

c) e=Cy; resp. Ot =0y, C5'=0Cs,

d) e=Cy; resp. C;'=C1, Oyt =0y, C3'=Cs, C;'=0Co,
Ct=03, Cil=0Cs.

[2.1.B8]. Zakony o déleni, resp. zdkony o kraceni:

a) plati, resp. plati, b) neplati, resp. neplati,

b) e=0; resp. pro a#1 je a= ! =
a

c) neplati, resp. plati, d) neplati, resp. neplati.
[2.1.B9]. a) tabulka operace je symetrickd podle hlavni diagonély,

b) v tabulce existuje fadek, v némz se opakuje vodorovné zahlavi a
sloupec, v némz se opakuje svislé zahlavi,
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¢) v kazdém Fadku a sloupci tabulky se vystfidaji véechny prvky,

d) totéz jako v ¢).

[2.1.B10]. a) 3° = 243 zpiisob®i, b) 9 zptisobii, «c) 9 zplsobi,

d) 1 zptsob (Néavod: v tomto pfipadé, po doplnéni tabulky plynoucim
z komutativity, vySetfujte nejprve souciny z-(z-z) a (z-x)-x.),

e) 1 zplisob, f) zadny zpisob.

[2.1.B11]. a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ano.

[2.1.B12]. a) tabulka operace + m4 tvar:

+ ‘ (Co,Co)  (Co,C1)  (C1,Co)  (Cr,Ch)

(Co, Co) (Co,Co)  (Co,C1)  (C1,Co)  (C1,Ch)
(Co,C1) | (Co,C1)  (Co,Co) (C1,C1)  (C1,Co)
(C1, Co) (C1,Co)  (C1,C1)  (Co,Co)  (Co,Ch)
(C1,Ch) (C1,C1)  (C1,Co)  (Co,C1)  (Co,Co)

[2.1.B13]. Dané pologrupa (G, o)

a) je komutativni grupou, b) neni grupou,

¢) neni grupou, d) je nekomutativni grupou.

[2.1.B15]. (G, *) je grupa.

§2: PODSTRUKTURY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR
S JEDNOU OPERACI

[2.2.A1]. b) neexistuje. [2.2.A2]. Neexistuje. [2.2.A7]. b) neexis-
tuji. [2.2.A8]. a) neexistuje.

& L) L)

[2.2.B1]. a) ano, b)ne, c)ne.
[2.2.B2]. Plati, ze (H,"):

a) je podgrupoid

b) neni podgrupoid

c) je podgrupa

d) je podgrupa.
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[2.2.B3]. V grupoidu (G,-) existuje celkem:
6 podgrupoidi, a to:
@), (a,bc},), (ad}), (behs), (ah,), (b)),
4 podpologrupy, a to: ({a,d},-), ({b,c},"), ({a},"), ({b},"),
3 podgrupy, a to: ({b,c},), ({a},-), ({b},),
[2.2.B5]. Néavod: a) v (N,+) uvazte dva libovolné podgrupoidy
(Hi,+), (H2,+) a dva pevné prvky « € Hy,y € Ha. VySetfujte pak

prvek z-y. Jednou jej vyjadrete jako soucet (y +y + --- +y) (celkem
x—krét) a podruhé jako soudet (z +x + --- + x) (celkem y—krat),

b) naptiklad pro libovolné prvocislo p oznacte
Hy = {p*|a €N}
a vySetfujte pak podgrupoidy (H,,-) pro v8echna prvocisla p.
[2.2.B7]. a) ano, b)ne, «¢)ano, d)ano.
[2.2.B8]. Plati, ze (H,o)
a) je komutativni podgrupa
b) je komutativni podgrupa
c) je nekomutativni podgrupa
d) neni podgrupa.
[2.2.B11]. Névod: pfi b) uvazujte napi. nekomutativni grupu vsech

bijektivnich zobrazeni N — N s operaci skladani zobrazeni.

[2.2.B12]. Névod: pfi b) uvazujte napi. nekomutativni grupu vsech
bijektivnich zobrazeni N — N s operaci skladani zobrazeni.

[2.2.B13]. Névod: pfi dikazu ” =" rozliste piipady H = {Cp} a
H # {Cp}. Ve druhém piipadé lze zfejmé mnozinu H zapsat ve tvaru:

HI{O@,O@,...,C&'S} , kde 0 =iy <ig < -+ <is.
Pak polozte: io = k a dokazujte, ze: k|m A H = Hy,.
Pri dikazu ” <" postupujte béznym zplisobem, tzn. vyuzijte napft.
Vétu 2.3., ¢ast 2, kapitoly II.
[2.2.B14]. a) 2 podgrupy: (Zs,+), ({Co},+),
b) 4 podgrupy:
(Zs,+), ({Co,C2,C4,Cs},+), ({Co,Cu},+), ({Co},+),
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¢) 6 podgrup:
(Z12,+), ({Co,C2,C4,C6,Cs,Cr0},+), ({Co,C3,C6,Co},+),

({00,04708},-1—), ({00706}7+)7 ({CO}=+)7
d) 4 podgrupy:
(Z21,+), ({Co,C3,C6,Cy,Cr2,C15,C18},+), ({Co,Cr7,Cra},+),

({Co}, +).

Hasseovsky diagram uspoifddané mnoziny (H,C) je tvaru (dopliite si
oznaceni jednotlivych prvka !):

a)I b)l C)@ d)@

[2.2.B15]. a) 3 podgrupy: (Zs — {Co},-), ({C1,Cu}, ), ({Cr},),
b) 4 podgrupy: (Z7_{OO}7 ')7 ({Ola 027 04}5 ')7 ({Olv Cﬁ}v ')7 ({Ol}v )
Hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (P,C) je tvaru (dopliite si
oznaceni jednotlivych prvka !):

§3: HOMOMORFIZMY ALGEBRAICKYCH STRUKTUR
S JEDNOU OPERACI

[2.3.A4]. a)ne, b)ne. [2.3.A5]. a)ne, b) ano. [2.3.A7]. Neexistuje.
[2.3.A9]. Neexistuje.

& L) L)

[2.3.B1]. a) ¢ je homomorfizmus, b) ¢ neni homomorfizmus,
¢) ¢ je homomorfizmus (viz piiklad [1.2.B1d]).
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[2.3.B2]. a) ¢ je homomorfizmus, je vnofeni, neni izomorfizmus,

b) ¢ neni homomorfizmus, c¢) ¢ je homomorfizmus, neni vnofeni.

[2.3.B3]. a) ¢ je homomorfizmus, je vnofeni, je izomorfizmus,

b) ¢ neni homomorfizmus, c¢) ¢ neni homomorfizmus.

[2.3.B4]. a) ¢ je homomorfizmus, je vnofeni, je izomorfizmus,

b) ¢ je homomorfizmus, neni vnofeni, c¢) ¢ neni homomorfizmus.
[2.3.B5]. a) ¢ je homomorfizmus, b) ¢ neni homomorfizmus.
[2.3.B6]. Kerp=4-Z={4k | k€ Z}, Imp={1,i,—-1,—i}.
[2.3.B7]. a) ¢ neni homomorfizmus,

b) ¢ je homomorfizmus, Kery = {bi |b € R}, Imp =R.
[2.3.B8]. b) ¢ je izomorfizmus c¢) Kerp = {0}, Imp = RT.

[2.3.B9]. Jadro sestava ze vSech ¢isel, kterd lezi na jednotkové kruznici,
tzn. Kerp = {z € C||z| =1} a obraz Imp = R*.

[2.3.B10]. 2. a) Ker o =6-Z,

b) Kero =3-7Z,

c)Kerp=2-7Z,

d) Ker p = %-Z, kde d je nejvétsi spolecny délitel cisel m,p.

[2.3.B11]. Kerp={Cy, Cy, Cs }, Imp=124.
[2.3.B12]. Napiiklad zobrazeni ¢ : R — R, definované: ¢(z) = e”
je izomorfizmus.

Druh4 ¢ast se dokaze sporem. Je-li ¢ : Q — Q7 izomorfizmus, pak
existuje a € Q tak, ze p(a) = 2, odkud upravou dostaneme

a a a a a 2 a
2=p(@)=p(§+5)=v(§) ¢&)=[0(5)] = vV2=0(%) €Q,
COZ je Spor.
[2.3.B13]. a) stadi si véimnout toho, Ze jedna grupa je komutativni a
druha nekomutativni

b) pfi libovolném homomorfizmu ¢ se prvky (Ca,Cp) a (Co, Co) vidy
zobrazi na (Cy, Cy, Cp), (sami podrobné rozepiste). Zobrazeni ¢ pak
neni injektivni a nemuze se tedy jednat o izomorfizmus.

[2.3.B14]. a) napriklad grupa (R",-), b) naptiklad grupa (QT,").
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§4: ALGEBRAICKE STRUKTURY SE DVEMA OPERACEMI
[2.4.A3]. Neexistuje. [2.4.A4]. Neexistuje. [2.4.A6]. Neexistuje.

& & &
[2.4.B1]. a) ano, b)ne, «c¢)ano, d)ano.
[2.4.B2]. Plati, ze (M,®,o0)
a) je okruh, b) neni okruh, c) je obor integrity,
d) neni okruh, e) je téleso, f) neni okruh.
[2.4.B4]. Navod: rozepsanim se ukaze, ze v obou pfipadech dostaneme
komutativni okruh s jednic¢kou (1,0), pfi¢emz nulou je (0,0).

Pri hledani déliteli nuly si uvédomte, ze je-li

(aab) 7é (070) A (avb) ! ('rvy) = (070)7
pak pro a,b € Q je vidy 2b% — a® # 0 (pro¢?) , kdezto pro a,b € R miiZe
byt 2b% —a? = 0. Toho pak vyuzijte pti vypoctu (z,y).
[2.4.B8]. b) déliteli nuly v okruhu (M, ®,0) jsou vSechny nenulové
prvky tohoto okruhu,
[2.4.B9]. Néavod: dokazujte nejprve implikaci ” (i) = (ii)”, potom
implikaci , ” (ii) = (iii)” a nakonec implikaci ” (iii) = (i)”
Pritom dukaz ” (ii) = (iii)” vedte sporem, resp.
pii dikazu ” (iii) = (i)” vyuzijte toho, Ze pokud jsou ¢&isla i, m ne-
soudélna, pak existuji ¢isla u,v € Z tak, ze 1-u+m-v = 1. Jeli
j=u(modm) A 0<j<m,dostanete pak, ze: C; = Ci_l.
[2.4.B10]. Inverzni prvek existuje k témto prvkim :
a)017025047055077087 b)01703ac7709
¢) ke vSem nenulovym prvkim, d) Cy,Cs, Cr, Ch1.
[2.4.B13]. Navod: vyjdéte z pfedpokladu, ze (T,+,-) je ¢iselné téleso
takové, ze R C T C C a dokazujte, ze pak T' = C. Pritom nejprve
ukazte, ze Cislo 1 € T'.
[2.4.B14]a) ano, b)ne, «c¢)ne (uvédomte si, ze zde je T C Q),

d) ne, e)ne, f) ano,

[2.4.B15]a) ne, b) ano, ¢) ne, d) ne, e) ne, f) ano.
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