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Parcialni derivace

Definice

Necht f: R? — R je funkce definovana v bodé [zg,yo]. Existuje-li limita

lim f(@,90) = f(@o,y0) _ lim f(@+h,y0) — f(x0,0)

T—xTQ T — X0 h—0 h

fekneme, ze funkce f mé v bodé [zg, yo| parcidlni derivaci podle z s
hodnotou této limity.

Tuto derivaci znac¢ime

fa(z0,90) = W = %(xo,yo) = fz(z0,90)

Analogicky definujeme a zna¢ime parcialni derivaci podle y.
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Véta

Necht funkce f, g: R? — R maji parciding derivaci podle proménné x;,
i € {1,2}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a
podil md na M parcidlni derivaci podle x; a plati

o {J(0) + 9la)] = - (2) & o),

0 0 0
= 9(a) 5= 1 (@) + f (@) 5—0(@),

9 (f(a:)) _ 9(x) - f(z) — f(2)2-g(x)
92(z) '
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Derivace vyssich radua
Necht [xo,y0] € D(fz). Existuje-li parcialni derivace funkce f;(x,y)
podle proménné x v bodé [z, yo], nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact funkce 2. Fddu podle z funkce f v bodé [z, yo] a znaime ji

2
fax(x0,y0) nebo 5£ (0, yo).
Existuje-li parcialni derivace funkce f,(z,y) podle proménné y v bodé
[0, Yo], nazyvame tuto derivaci smisenou parcidlni deriwaci 2. Fddu

funkce f v bodé [xg,yo] a znacime ji fry(zo,y0) nebo také %(:ﬁo,yo).

Analogicky definujeme derivace ?;TJ;(xO, Yo) a 88;—6@(:1:0,!7;0).

Véta (Schwarz, Clairaut)

Necht funkce f md v okoli bodu [z, yo] parcidlng derivace f., fy a smi-
Senou parcidlng derivaci fyy, kterd je v bodé [xo,yo| spojitd. Pak existuje
také smisend parcidlnt derivace fy,(xo,y0) a plati

faey(T0,90) = fya(T0,Y0)-

v
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Definice

Rekneme, 7e funkce f: R? — R ma v bodé [xg, yo] smérovou derivaci
ve sméru jednotkového vektoru @ = (uy,ug), jestlize existuje limita

h h) —
Dy f(z0,50) = lim f(wo + urh, yo +hu2 ) f(ﬂfo,yo).

Definice

Necht f: R? — R, pak gradientem funkce f rozumime vektor V f

(grad f)
Vf(l', y) = (fﬂc(l‘a y)a fy(ﬂfay)) .

Véta

Ma-li funkce f(z,y) spojité parcidlni derivace pruniho Tadu, pak md
funkce smérovou derivaci ve smeéru libovolného vektoru i = (uy,us2) a
plati

Daf(z,y) = folz,y)ur + fy(z,y)us = Vf(z,y) - u.
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Diferencial funkce

Definice

Rekneme, 7e funkce f: R2 — R definovana v okoli bodu [z0, Y0] je v
tomto bodé& diferencovatelnd, jestlize existuji realna cisla A, B takova,
ze plati

i J@ot Ry + k) — flzo,40) — (Ah + BE)
(h,k)—(0,0) Vh? + k?
Linedrni funkce Ah + Bk proménnych h, k se nazyva diferencidl funkce

v bodé [z, yo] a znaci se df(zo,yo)(h, k), piipadné df(xo, yo).
Ekvivalentné: existuji A, B € R a funkce 7: R? = R tak, Ze plati

=0.

f(xo + h,yo + k) — f(xo,90) = Ah + Bk + 7(h, k),

kde
7(h, k)

lim ————=0
(hk)—(0,0) Vh? + k?
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Véta
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo,yo|, pak je v tomto bodé spo-
jitd.

Véta
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [z, yo|, pak md v tomto bodé par-
ctdlnt derivace a plati

df(zo,y0) = fu(zo,y0)h + fy(x0,y0)k-

Véta
Md-li funkce f v bodé [xg,yo] spojité parcidlni derivace 1. Fddu, pak md
v tomto bodé také diferencidl.
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Véta

Ma-li funkce f(xz,y) v bod€ [xo,yo] totdlni diferencidl, md graf funkce v
tomto bodé tecnou rovinu o Tovnici

z = f(xo,90) + fu(T0,Y0)(® — x0) + fy(Z0,Y0)(y — vo)-

Véta

Necht P, Q) jsou spojité funkce promeénnijch x, y definované na ote-
viené jednoduse souvislé mnoziné Q C R2, které maji na této mnoziné
spojité parcidlng derivace Py, Q. Pak vjraz P(x,y)dz + Q(z,y)dy je
diferencidlem neéjaké funkce, prave kdyz plati

Py(z,y) = Qu(x,y)  pro kaZdé  [z,y] € Q.

Funkci z pfedchozi véty se 1ika kmenovd funkce funkci P a Q.
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