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Abstrakt

Tato bakalafska prace se zabyva aplikacemi diferencidlniho a integralniho poctu a ¢i-
selnych tfad. Prace ukazuje jejich riznoroda uplatnéni v praktickém Zivoté, naptiklad v
mediciné, ekonomii ¢i chemii. Kazd4 ze tfi kapitol obsahuje nejprve zdkladni teorii a na-
sledné jeji aplikace. Tento text by mél poslouZit ¢tendfi jako inspirace a motivace ke studiu
dané oblasti matematiky. Priace je koncipovana jako ucebni text a sbirka slovnich tloh pro
sttedoSkolské ucitele a studenty.

Abstract

This bachelor thesis deals with applications of differential and integral calculus and
numerical series. The work shows their various applications in practical life, such as in
medicine, economics, or chemistry. Each of the three chapters first presents the basic the-
ory and then its application. This text should serve as an inspiration and motivation for the
reader to study the given area of mathematics. The thesis is designed as a textbook and a
collection of word examples for high school teachers and students.
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Uvod

V této bakalarské praci jsou ukdzany rtiznorodé aplikace diferencidlniho a integralniho
poctu funkei jedné proménné a Ciselnych fad v oblasti mediciny, chemie, biologie, stavi-
telstvi, ekonomie a finanéni matematiky, pravdépodobnosti a dalsi. Aplikaéni dlohy jsou
koncipovéany pro stfedoSkolské ucitele matematiky, ktefi pomoci nich mohou studentim
ukdzat konkrétni vyuziti dané oblasti matematiky v praxi. Z tohoto diivodu jsou zde vy-
nechdny ulohy, ke kterym je nezbytnd znalost z oblasti diferencidlnich rovnic ¢i fyziky.
Tento text md zdroven slouZit jako dopliiujici sbirka aplikacnich tdloh pro predmét MUC
27 Seminéf z aplikaci matematické analyzy.

Prace je rozdélena do tii kapitol - Diferencidlni pocet funkci jedné proménné, Inte-
grdlni pocet funkci jedné proménné a Ciselné Fady. Kazda z téchto kapitol obsahuje nej-
prve prehled zdkladnich teoretickych poznatkl a posléze deset aplikacnich tloh na kazdé
téma. VSechny piiklady v tomto textu jsou feSené. Price obsahuje i ndzorné ¢i dopliiu-
jici obrazky, z nichz nékteré byly pievzaty od jinych autort a na konci prace jsou fadné
ozdrojovény.

VétSina zadani uvedenych dloh byla pfevzata a upravena z nefeSenych tuloh z knihy
[2], nékteré ulohy jsou puvodni.

Tato prace byla vysdzena systémem I&TEX v prostfedi Overleaf. Grafy a obrazky byly
vypracovany v programu FX Graph a FX Draw.



Kapitola 1

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné

V této kapitole se budeme zabyvat diferencidlnim poctem funkci jedné proménné. Nejdfi-

vvvvvv

skute¢ného zivota.

1.1 Vyznam a definice derivace

Definice 1.1.1. Necht’ je ddna funkce f a bod xo € D(f). Existuje-li limita

. x)— f(x

i £ = F30)
X—rX0 X —X0

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xy a znalime f’(xp). Je-li tato limita

vlastni, nazyva se &islo f'(xo) vlastni derivace funkce f v bodé x. Je-li tato limita

nevlastni, nazyva se f’(xo) nevlastni derivace funkce f v bodé xo.

Pozndmka. Nékdy se miizeme setkat i se zavedenim substituce 47 = x — x. V tomto pripadé
by byla vySe uvedend limita ve tvaru:

lim
h—0

fxo+h) — f(xo)
p :

Definice 1.1.2. Necht je ddna funkce f a bod xo € D(f). Existuje-li limita

f'(x0)" = lim M,resp.f'(xo)* = lim M,
x%xg X — X0 X=Xy X — X0

nazyvame tuto limitu derivaci zprava, resp. zleva funkce f v bodé x.




Kapitola 1. Diferencidlni pocet funkct jedné proménné 3

Pozndmka. Z geometrického hlediska je derivace funkce f v bodé€ xp smérnici teny pro-
chazejici bodem f(xp). Tedy rovnice te¢ny funkce f v libovolném bodé xo € D(f) je:

y = f'(x0)(x —x0) + f(x0) -
Véta 1.1.1. Necht je dana funkce f. Ma-li funkce f v bodé€ x¢ derivaci a zaroven:
* f'(x0) > 0, potom je funkce f v bodé& x( rostouci.
* f'(x0) <0, potom je funkce f v bodé xq klesajici.

Véta 1.1.2. Nehcht' ma funkce f vlastni derivaci na otevieném intervalu I = (a,b). Pak je
funkce f na intervalu I:

» rostouci (klesajici) pravé tehdy, kdyZz f'(x) > 0 (f’(x) < 0) pro v8echna x € I,
* nerostouci (neklesajici) pravé tehdy, kdyZz f'(x) <0 (f'(x) > 0) pro vSechna x € I.

Véta 1.1.3. Necht’ maji funkce f a g vlastni derivaci v bod¢ x.
Potom plati:

* (cf(x0)) =c(f'(x0)), c € R
* (f(xo0) £&(x0)) = f'(x0) £ &'(x0)
* (f(x0)-g(x0))" = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - & (x0)

fmwﬂzﬂmmmrﬂmym>
g(xo) 2

* jestlize g(xp) # 0, potom (

* (f(g(x0))) = f'(g(x0)) - &'(x0)
Véta 1.1.4. Pro derivace elementarnich funkci plati:

* (¢))=0,ceR

* llogy(x)] = 7. b ER,b>0,b # 1
()

* [sin(x)]" = cos(x)

¢ [cos(x)] = —sin(x)

* e =

1
sin?(x)

* [cotg(x)] = —

vSude tam, kde jsou definovany.
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Definice 1.1.3. Necht n € Ny. Potom n-tou derivaci funkce f, kterou zna¢ime £,
definujeme pomoci indukce:

fO =y O =

vSude tam, kde je definovéna.

Definice 1.1.4. Rekneme, e ma funkce f vbodé xp:

* lokdlni maximum (minimum), jestlize existuje okoli '(xg) tak, Ze pro kazdé
x € O(xo) plati f(x) <0 (f(x) =0),

o ostré lokdlni maximum (minimum), jestlize existuje okoli @ (xg) tak, Ze pro
kazdé x € O(xo) ~ {xo} plati f(x) <0 (f(x)>0).

Tyto body souhrnné nazyvame lokdlni extrémy funkce f.

Véta 1.1.5 (Fermatova véta). Necht' je bod x( lokdlnim extrémem funkce f a necht’ exis-
tuje f'(xo). Pak f’(xo) = 0.

Bod xo s vlastnosti f'(xo) = 0 se nazyva staciondrni bod funkce f.

Véta 1.1.6. Necht’ f je funkce a xo bod takovy, ze f’(xg) = 0.
Potom mé funkce f v bodé x :

o ostré lokdlni maximum, jestlize f”(xg) <0,
o ostré lokdlni minimum, jestlize f”(xp) > 0.

Véta 1.1.7. Necht f je funkce, kterd je spojitd v bod€ xp a mé vlastni derivaci v néjakém
ryzim okoli &'(xo) \ {xo}. Jestlize pro vSechna x € O(xp), x < xo, je f'(x) < 0 a pro
viechna x € O(xg), x > xo, je f'(x) > 0, pak md f v bod€ xg ostré lokdlni minimum.
(Obdobné tvrzeni plati i pro ostré lokdlni minimum).

Jestlize je xo v predchozi véte stacionarnim bodem funkce f(x), véta jednoduse fikd: Méni-
li derivace pfi prechodu pres staciondrni bod znaménko, je zde lokdlni extrém. Pokud
derivace zméni znaménko z kladného na zaporné, nachazi se v bodé x( lokdlni maximum
funkce f(x) a naopak.

Definice 1.1.5. Necht' je ddna funkce f definovand na intervalu M a bod xy € M.
Rekneme, Ze ma funkce f na intervalu M v bodé xo:

* absolutni maximum, jestlize pro vSechna x € M plati f(xo) > f(x),

* absolutni minimum, jestlize pro vSechna x € M plati f(xp) < f(x).
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Mnoho aplikacnich dloh vede k nalezeni absolutnich extrémt funkce. Z tohoto diivodu si
zde predstavime postup pro jejich nalezeni:

1. Najdeme v daném intervalu stacionarni body a body, ve kterych neexistuje prvni
derivace.

2. Vypocteme funkéni hodnoty v téchto bodech.

3. Vypocteme funk¢ni hodnotu v krajnich bodech intervalu, jestlize do daného inter-
valu patii.

4. Z takto ziskanych funk¢nich hodnot vybereme tu nejmensi a nejvétsi. To je naSe
hledané absolutni minimum a maximum funkce.
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1.2 Aplikace diferencialniho poctu funkci jedné
promeénné

Priklad 1.2.1. 21. ¢ervna 2001 nastalo v Africe uplné zatméni Slunce. Mezi 12:00 a 13:00
UTC opisoval stin Mésice na povrchu Zemé drahu, kterou lze aproximovat pomoci funkce:

f(x) =+/138,1 —5,025x +0,29022,

kde x (0 < x < 22) je vychodni zemépisna
delka/ a f(x) jizni zemé&pisnd s1,rka, pricemz —
oba udaje jsou méfeny ve stupnich (viz Ob- 2001 June 21
razek 1.1). Najdéte zemépisnou délku a Sifku -
bodu, ktery je na drize stinu Mésice nejsever-
néji.

Reseni: Nejdiive najdeme staciondrni body funkce
f(x) a poté nalezneme jeji globalni maximum na in-
tervalu [0, 22]. Plati
7o) —0,025+2-0,2902x
X)) = =
2-4/138,1—5,025x +0,2902x>

odtud

Y

5,025 =2-0,2902x

Obrazek 1.1

a staciondrni bod je
5,025

¥ 270,2902
Hodnota funkce f(x) v tomto bodg je

~8,657°.

£(8,657) = /138,1—5,025-8,657 +0,2902 - 8,6572 = /116,347 = 10,786°,
a v krajnich bodech f(0) = 11,75°, f(22) = 12,96°.

Zemépisné souradnice bodu, ktery je na draze stinu Mésice nejsevernéji, jsou 8,657° vy-
chodni délky a 10,786° jizni $itky.

Priklad 1.2.2. Pokud se cizi pfedmét dostane ¢lovéku do prudusnice, zacne kaslat. Rych-
lost kasle zavisi na velikosti ciziho predmétu. Predpokladejme, Ze clovék ma pridusnici o
poloméru 20 mm. JestliZe cizi predmét ma polomér r, pak je rychlost V, kterd je potfeba
k vykaslani ciziho télesa z pridusnice, dana rovnici:

V(r) =k(20r2 —17), 0<r<20,

kde k je kladna konstanta. Pro jak velky pfedmét je potfebnd rychlost pro jeho vykaslani
nejvyssi?

Reseni: Nejdiive spocitdme derivaci funkce V podle proménné r:
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V'(r) = k(40r —3r%).

Nyni najdeme stacionarni body funkce V (r):

V'(r) = (40r—3r%) =0,

odtud
r(40—-3r)=0
a staciondrni body jsou
40
rr=0,mn= e

Spocitame funkéni hodnotu funkce V(r) ve staciondrnich a krajnich bodech intervalu
[0;20]. Dostaneme

V(0) =0,
40 32000

V(20) = k(20° —20%) =0.
P ST .40 o . «
Z toho vyplyva, Ze pro predmét o poloméru 3 mm je potfebnd rychlost pro jeho vykas-

lani nejvyssi.

Priklad 1.2.3. Roménské okno obdélnikového tvaru je zakoncené pulkruhovym oblou-
kem. Pozadujeme, aby naSe romédnské okno mélo obvod 24 dm. Jaké rozméry by mélo mit
okno, aby jim mohlo prochézet co nejvice svétla?

Reseni: Okno bude propoustét nejvice svétla pravé

tehdy, kdyZ bude mit maximalni plochu. Nejprve si
ozna¢me polomér plilkruhu jako x. Jedna strana ob- /\
délnika bude mit tedy velikost 2x. Druhou stranu ob-

L X

délnika si ozna¢me y (viz Obrazek 1.2).
Obvod a plochu okna si miZzeme zapsat jako:

0=2y+2x+nx =24, ’
2
X
S:2xy+7 B

- .
Z prvni rovnice si vyjadiime y = 12 —x — _x. Toto Obrdzek 1.2

vyjadieni dosadime do druhé rovnice a ndsledné
z ni vytvofime funkci S s proménnou x:
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2
S(x) = 24x —2x% — %

Nyni budeme hledat maximum funkce S(x). Jak je jiz z predpisu funkce patrné, jednd se
o parabolu, kterd je oteviend ve sméru zdporné poloosy y a tedy bude mit pouze jedno
lokdlni maximum. Plati

S'(x)=24—4x—nx =0,
odtud

x(—4—m)=-24,
z ¢ehoZ plyne, Ze

24
xX= s
Tim jsme ziskali jeden ze dvou ndmi hledanych rozméru, tedy x. Zbyva pouze dopocitat
hodnotu y. Dosazenim ziskdme

24 w(#&) 24

=12— — = )
Y 4+ 2 4+

Hledané rozméry okna jsou

24 dm] 24
= — a = —
Rl s

[dm] .

To znamen4, Ze romdnské okno propousti nejvice svétla, je-li obdélnik tvoren dvéma shod-
nymi ¢tverci (viz Obrazek 1.3). Toto tvrzeni plati pro libovolny pozadovany obvod.

=
I
s

N
3
A\

X X
Obrazek 1.3
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Piiklad 1.2.4. Firma na obaly chce zaéit s vyrobou kartonovych krabic o objemu 320 dm?>
se ¢étvercovym dnem. Ndklady na vyrobu 1dm? dna jsou 0,5 K&, vika 0,3 K& a bo¢nich
stén 0, 1 K¢. Jaké rozméry musi mit krabice, aby ndklady na jeji vyrobu byly minimélni?

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim
prikladu. Ozna¢me si délku strany Ctvercové podstavy
x a vySku krabice y (viz Obrazek 1.4). Objem a obsah
krabice miiZzeme poté zapsat jako

V = x%y =320,
S :x2+x2+4xy.
. . st y
Z prvni rovnice vyjadiime
320
= 0
y xz 7x \%
Néslednym dosazenim do druhé rovnice dostaneme x|
Obrazek 1.4
1280
S=x*+x*+—.
X

Potom vytvofime ndkladovou funkci:

1280
M(x) =0,5x> +0,3x>40,1- —

a nalezneme jeji absolutni minimum pomoci derivace. Dostaneme

128
M'(x) =x+0,6x— — =0
(x) =x+0,6x 2 ;
z toho plyne, Ze
1,6 —128=0

a tedy hledany bod je

x=/80=4,31.

Zbyva jen dopocitat y. Dostaneme

L 320
YT 4312

Aby ndklady na vyrobu dané krabice byly minimdlni, musi mit krabice rozméry 4,31 dm
x4,31dm x 17,23 dm.

= 17,23 [dm)].

Priklad 1.2.5. Stavitelé chtéji vybudovat cestu mezi mésty C; a C,, kterd jsou na opacné
stran¢ feky. Reka ma po celé délce §itku r. Kvili fece musi postavit most. Mésto Cj je od
feky ve vzdalenosti a a mésto C, ve vzdélenosti b, a < b. Kam by méli most postavit, aby
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celkova vzdalenost mezi mésty byla minimdlni? Najdéte obecné feSeni pomoci konstant
a,b,p,r (viz Obrazek 1.5).

C1

p
Obrazek 1.5

Reseni: Nasim tikolem bude nalézt vzdalenost x, kterd uréuje pozici mostu. Za pomoci
Pythagorovy véty si vyjadiime celkovou vzdalenost d z mésta C| do mésta C,. Tato vzda-
lenost zavisi na x, proto

d=d(x)=Vb+x>+r+/(p—x)*+a>.

Nyni nalezneme derivaci funkce d(x) a nasledné i jeji staciondrni body.

Plati

dx)=——L 4+~ o,
) Vip—x)2+a2  Vx2+b?

a z toho nésledné dostaneme dva staciondrni body

_ bp o b
a+b’ 2T a—b

X1

ProtoZe x predstavuje vzdalenost, musi byt kladné. Zaroven plati a < b, tedy mizZeme vy-

loucit x,. Nalezneme druhou derivaci funkce d(x) a ovéfime, zda je bod x| jejim minimem.
Pro x > 0 plati

3

d”(x) :az (x2+b2)2+b2 ((p_x)2+a2)
((p—x +a2)? (32 +b2)?

[\ST[o%}

>0.
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Nalezené x; je tedy minimem funkce d(x). Pozice mostu je

x= bp
a+b’

Specidlné, je-li a = b, pak x = % (viz Obrazek 1.6).

Ci

(NYhs
Rk

Obrizek 1.6

Priklad 1.2.6. Cena jizdenky na vyhlidkovy okruh autobusem je 600 K&, pokud se jej zu-
castni 50 az 100 osob. Za kazdého dalSiho pasaZéra (nad 100) se sniZuje cena jizdenky o
3 K¢ kazdému z nich. Autobus ma celkem 200 mist. Pfi jakém poctu dcastnikii bude mit
autobusova spolecnost provozujici vyhlidkové okruhy maximdlni zisk?

Obrazek 1.7

Reseni: Oznalme si poCet G¢astnikii vyhlidkové jizdy jako x. Pak mizeme funkci celko-
vého zisku spole€nosti f vyjadfit pomoci proménné x takto:

) = 600x x € [50,100]
] [600—3- (x—100)]x x € (100,200].



Kapitola 1. Diferencidlni pocet funkct jedné proménné 12

Nasim ukolem je nyni najit globalni maximum funkce f(x). Je zfejmé, Ze pro x € [50, 100]
nastdva maximum v bodé x = 100, tedy f(100) = 60000. Extrémy funkce f(x) pro x €
(100,200] nalezneme pomoci derivace a stacionarnich boda.

Pro x € (100,200] dostaneme

f'(x) = [(900 — 3x) x]" =900 — 6x =0,
z ¢ehoZ vyplyva, Ze
x=150.

Nasli jsme jeden staciondrni bod funkce f(x). Nyni jiz zbyva ovéfit, Ze se jednd o maxi-
mum. To ovéifme pomoci druhé derivace funkce f(x). Plati

f(x)=—6.

Druhd derivace je tedy zapornd pro vSechna x z intervalu [50,200]. Z toho plyne, Ze v bodé
x = 150 se nachdzi maximum funkce f(x). Nyni jiz zbyva spocitat hodnotu funkce f(x) v
tomto bodé, a tim ziskat maximaln{ zisk letecké spole¢nosti. Dostaneme

f(150) = 67500 [KC].
Maximélni zisk 67500 K¢ bude mit autobusova spolecnost pravé tehdy, kdyz pocet
ucastnikt bude 150.

Priklad 1.2.7. Na obrdzku 1.8 je feka o Sifce a. Kolmo k fece je pfiveden kanal o Sifce b.
Jakd je maximdalni délka klady, kterou lze splavit z feky do tohoto kanélu?

X
&—>i

} Reka

b
%r_l
Kanal
Obrazek 1.8

Reseni: Oznaéme si délku klady, kterou lze splavit zatackou, jako I. Z obrazku (Obréizek
1.8) je patrné, Ze plati

l=li+b=Vx2+a’+/y>+b2.

Z podobnosti trojihelniki navic plyne, Ze



Kapitola 1. Diferencidlni pocet funkct jedné proménné 13

odtud

ab
y=—.
X

ProtoZe délka klady / zavisi na proménné x, plati

I=1(x)= V2 a2+ +br= (1—1—;) Vx24+b2.

Nejvétsi délka klady nesmi pfesdhnout minimum funkce /(x). Nalezneme tedy extrémy
funkce /(x) pomoci prvni derivace. Dostaneme

3 —ab?

V) = — 4 _,
) 22V x2 + b?

z ¢ehoZ plyne, Ze

¥ = ab?

a nasledné

x = Vab?.

Nyni musime ovéfit, Ze se jednd o minimum. Druhd derivace funkce /(x) by byla na vy-
pocet pomérné nepiijemnd. Z toho ditvodu vyuzijeme Vétu 1.1.7.

Pro kazdé x < v/ab? plati, Ze I'(x) < 0. Naopak pro kazdé x > vab? plati, 7e I'(x) > 0.
Jednd se tedy o minimum funkce /(x). Zbyva dopocitat délku klady. Dostaneme
3

(V) = (149) Va2 = (1)

3
Délka nejdel3f klady, kterou lze splavit z feky do kandlu, je (a% + b%> ?

I
[

Piiklad 1.2.8. Pokud je jisty medikament poddn pacientovi v mnoZstvi x cm?, jeho krevni
tlak B bude pfiblizné:

B(x) =0,05x>—0,3x°, 0<x<0,16.
Naleznéte maximdlni hodnotu krevniho tlaku a ddvku medikamentu, kterd ji zptusobi.
Reseni: Nalezneme prvni derivaci funkce B(x) a ndsledné jeji staciondrni body na inter-
valu x € [0;0, 16]. Dostaneme

B'(x)=0,1x—0,9x> =0,
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odtud

x(0,1 —0,9x) =0.
Dostaneme stacionarni body

1
xI:O,xzzg.

Zjistime funkéni hodnotu funkce B(x) v bodech xj, x; a v krajnich bodech intervalu
[0;0, 16]. Dostaneme

1
B(0) =0, B(§>£0,0002 a B(0,16) = 0,00005.

Maximélni hodnota krevniho tlaku po poZiti tohoto medikamentu je 0,0002. Zptisobi ho

1
davka - cm’.
ava9cm

Obrizek 1.9

Priklad 1.2.9. Telefonni spolecnost dostala zakazku. M4 privést telefonni sit' do domu,
ktery lezi 2 km od hlavni cesty. Nejblizsi telefonni dstfedna se nachdzi na hlavni cesté,
5 km od pfijezdové cesty do domu (viz Obrazek 1.10). Ndklady na poloZeni dritu podél
hlavni cesty jsou 1200 K¢ za kilometr. Naklady na poloZeni dratu mimo hlavni cestu jsou
1500 K¢ za kilometr. Jak by telefonni spolecnost méla kabely polozit, aby ndklady byly
minim4lni?

} Dam

2 km
Telefonni ustfedna

[
.

LL J
5 km

Obrazek 1.10
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Reseni: Ozna¢me si délku &asti dratu, kterd povede podél hlavni silnice, jako x. Dale si
ozna¢me druhou ¢4st dratu, kterd povede mimo hlavni silnici, jako y (viz Obrédzek 1.11).

|/5—x>|1/ X N

Obrazek 1.11

Z obréazku 1.11 je zfejmé, Ze plati

y=1/4+(5—x)2.

ProtoZe za danych x km zaplati spolec¢nost x- 1200 K¢ a za y km zaplati y- 1500 K¢, miZeme
si celkové ndklady f vyjadfit jako

f=x-1200+y- 1500 = x- 1200+ 1/ 4+ (5 — x)2- 1500.

ProtoZe celkové ndklady f zdvisi na proménné x, plati

f=f(x)=x-1200+1/4+ (5 —x)?-1500.

Vytvorili jsme tedy ndkladovou funkci f(x). Nynf jiz staci nalézt jeji globdlni minimum.
To nalezneme pomoci prvni derivace. Plati
x—35

"(x) = 1200+ 1500 - =0,
S ) Vx2 —10x+29

odtud
1500x — 7500 + 1200 - v/x2 — 10x + 29 B

Va2 —10x+29

0,
coz plati pravée tehdy, kdyz

1500x — 7500 + 1200 - /x2 — 10x +29 = 0.

VyfeSenim této rovnice dostaneme

X =

W[

Pomoci druhé derivace funkce f(x) ovéiime, Ze se jednd o globalni minimum. Plati

6000
(x2—10x+29)3

f(x) =
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Po dosazeni za x dostaneme

Jednd se tedy o globalni minimum funkce f

~—

x) a nas hledany bod je opravdu

[km].

X =

W

Priklad 1.2.10. Projektil je vystieleny horizontalné z palné zbrané. Vzddlenost s (v met-
rech), kterou projektil urazi za ¢ sekund po vystieleni, je dana rovnici

s=8—(2—1)°,

kde 0 <r < 2. Najdéte rychlost stiely v Case ¢ = 1. Naleznéte také jeji akceleraci v libo-
volném Case t.

Obrazek 1.12

Reseni: Vzdalenost s zavisi na proménné ¢, a proto
s=s(1)=8—(2—1)°.

Plati, Ze prvni derivace funkce s(¢) je rychlost projektilu v Case ¢. Dostaneme
s'(1) = 12— 121+ 312

Po dosazeni t = 1 ziskame

S(1)=3 [ﬂ}

S

Druhou derivaci funkce s(¢) ziskdme akceleraci projektilu v libovolném case ¢,
kde 0 <t < 2. Dostaneme

s"(t) =6t —12 [?2} .

Rychlost stiely v Case t = 1 je tedy 3 m/s. Akcelerace projektilu v libovolném Case #, kde
0<r<2je (6r—12) m/s>



Kapitola 2

Integralni pocet funkci jedné promeénné

V této kapitole si nejprve zavedeme neurcity integrdl a poté i urCity integral. Nakonec si
ukdZeme nékteré jejich aplikace.

2.1 Zavedeni neurcitého integralu

Definice 2.1.1. Necht' funkce f a F jsou definované na intervalu I C R. JestliZe plati
F'(x) = f(x) pro vSechna x € I,

pak fikame, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu 1.

Funkce f(x) je derivaci jeji primitivni funkce F(x). Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé c € R
plati ¢ = 0, je vZdy nutné béhem integrace k funkci F (x) pfi¢ist tzv. integracni konstantu.
Grafickou interpretaci integracni konstanty lze vidét na Obrazku 2.1.

—4 -2 2 4

4+

Obrazek 2.1: Piiklady primitivnich funkci k funkei f(x) = %

_17—



Kapitola 2. Integrdlni pocet funkci jedné proménné 18

Véta 2.1.1. Necht' F je néjaka primitivni funkce k funkci f na intervalu I C R. Pak
{F+c|ceR}
je mnoZzina vSech primitivnich funkeci k funkci f na intervalu 1.

Véta 2.1.2. Je-li funkce F primitivni funkci k funkci f na intervalu I C R, pak F je spojitd
nal.

Véta 2.1.3. Je-li funkce f spojitd na intervalu I C R, pak k ni na tomto intervalu existuje
primitivn{ funkce.

Definice 2.1.2. MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu I C R se
nazyva neurcity integrdl funkce f na I a znaci se

/ F(x) dx.

Pozndmka. Funkce f(x) z predchozi definice se nazyva integrand.

Pro vypocet neurcitého integralu existuje mnoho metod vypocti. My si zde predstavime
pouze ty zdkladni. Nejprve si vSak ukdzeme tabulku se vzorci pro integraci elementdrnich
funkci.

Véta 2.1.4. Pro integraci elementarnich funkei plati:

. /ldx:x—i-c,

xn+1
e [¥dx= -1
/x n+1+c’ n#—1,
1
. /—dx:1n|x|+c,
x
'/exdx:ex—i-c,

X
. /axdx:a——i—c, a>0,a# 1,
Ina

. /sinxdx: —cosx+c,

1
. / dx = arctanx +c,
x2+1

1 1 X —Xp
e [ ————5dx= —arct
/(x—x0)2+a2 aarcan( p >+c,

1
. — 2
/ x2+adx In|x+ V2 +a|+c,
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1
°/ —dx=tgx+c,
COS“X

1
°/ ——dx = —cotx+c,
sin“ x

£
) / £

kde c € R, vSude tam, kde jsou definovany.

dx = In f(x)] +c,

Nyni si jiz uvedeme prvni metodu pro vypocet neurcitého integrdlu - per partes. Tuto
metodu mizeme pouzit, pokud lze béhem integrace integrand zapsat ve formé soucinu
dvou funkci.

Véta 2.1.5 (Metoda per partes). Necht’ funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace na inter-
valu /. Pak plati

/u(x)v’(x)dx: u(x)v(x) —/u'(x)v(x)dx.

Dalsi metodou, kterou budeme vyuZivat, je tzv. substitucni metoda.

Véta 2.1.6 (Substitucni metoda I). Necht' funkce f ma na intervalu J primitivni funkci F,
funkce t = ¢(x) md spojitou derivaci na intervalu I a ¢(x) € J pro x € I. Pak m4 sloZena
funkce f(¢@(x))@’(x) primitivni funkci na intervalu I a plati

[ o) wax= [ ryar=Fie)+e.

kdeCeR,t = ¢@(x) adr = ¢'(x)dr.

Pozndmka. Uvedené substitucni metodé se obcas tikd primd. Nyni si uvedeme druhy tvar
substituéni metody, které se nékdy tika neprimd metoda.

Véta 2.1.7 (Substitu¢ni metoda II). Necht' f je funkce definovand na intervalu 11, ¢ je
funkce s nenulovou derivaci na intervalu I, a necht’ @(l) = I;. Ma-li funkce f(¢@)¢’
primitivni funkci F na intervalu I, je F(¢~"!) primitivni funkce k funkci f na intervalu L.
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2.2 Zavedeni urcitého integralu

V této podkapitole si pfedstavime zplisob, jak mizeme zjistit obsah plochy pod kfivkou
dané funkce. PouZijeme k tomu Riemanniiv ' pistup, ktery je zaloZen na jednoduché mys-
lence, a to Ze dokdZeme snadno vypocitat obsah obdélnika. Budeme se tedy snaZit aproxi-
movat obsah plochy pod kfivkou dané funkce pravé pomoci obdélnikii.

Definice 2.2.1. Necht’ a,b € R. Délenim intervalu [a,b] rozumime kazdou kone¢nou
mnozinu D C [a,b] navzdjem rtiznych bodid takovou, Ze a,b € D. Symbolem % ([a, b))
oznacujeme mnoZinu v§ech délent intervalu [a, b).

Déleni intervalu ndm poslouzi pro vytvoreni jedné ze stran hledanych obdélnikl. Nyni
zbyva pfijit na to, jak by tyto obdélniky mély byt vysoké.

Definice 2.2.2. Necht’ funkce f je ohrani¢ena na intervalu [a,b] a uvaZzujme délen{
D = {xo,x1,....,x,} € Z([a,]]). Oznalme:

my = inf{f(x)|x € pa—1,%]},
My = sup{f(x)|x € po—1,%)}

pro k =1,...,n. PoloZme:

mk(xk_xkfl)a

<8
IS
)

|
M=

~
I
_

i
IS
)

I
M=

My (xp — Xg—1)-

~
I
_

Cislo s(D, f) nazyvame dolni soucet a &islo S(D, f) nazyvame horni soucet funkce f
pfi déleni D.

Z obrazku 2.2 a 2.3 je zfejmé, Ze skuteCny obsah plochy pod kfivkou funkce f(x) na
intervalu [a, b] bude nékde mezi dolnim a hornim souctem.

Véta 2.2.1. Necht’ f je ohraniend funkce na intervalu [a,b] a necht’ ¢,d € R,
¢ < f(x) <d pro kazdé x € |a,b]. Pak pro libovolnd déleni Dy, D, € Z([a,b]) plati

c(b—a) <s(Diy,f) <S(Dy,f)<d(b—a).

'Benhard Riemann (1826-1866) byl némecky matematik, ktery vyrazn& piispél v oblasti matematické
analyzy, teorii ¢isel a diferencidlni geometrie.
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¥
m
m, |
m,
0
a=x, X --- : xn—lbz‘xn
Obrazek 2.2: Grafické znazornéni dolniho souctu
y
my _
/ _________________

- X, b=x,

a=x, x -

Obrazek 2.3: Grafické znazornéni horniho souctu

Definice 2.2.3. Necht’ f je ohrani¢end funkce na intervalu [a, b]. Pak klademe

b

[ 1) ax = sup{s(D.1)|D € 7((a b))},

a

b

fx)dx =inf{s(D, f)|D € Z([a,b])}.

Cislo / f(x)dx nazyvame dolnim integrdlem, Cislo / f(x)dx hornim integrdlem

funkce f pfes interval [a, D).
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Nyni se jiz kone¢né dostdvame k definici samotného Riemannova integrdlu, ktery je ptiro-
zené definovdn pomoci dolniho a horniho integrilu z pfedchozi definice.

Definice 2.2.4. Necht’ f je ohranicend funkce na intervalu [a, b]. JestliZe plati rovnost

b b
[ reae= [ rwax

fekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na intervalu [a,b]. V tomto piipadé definujeme
jeji Riemanniiv integrdl ptes interval [a,b] vztahem

Jx)

X

a b

Obrazek 2.4: Grafické zndzornéni Riemannova integrdlu funkce f(x) pfes interval [a, b]
jako obsahu plochy pod kiivkou

Zbyva zodpovédét otazku, kdy je vlastné funkce integrovatelnd. Na to ndm casteCnou

(ale pro nés dostatecnou) odpoveéd’ poskytuje ndsledujici véta.

Véta 2.2.2. Necht’ je funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Pak je na tomto intervalu inte-
grovatelnd.
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NP

Dalsi véta ndm uddva nékteré uzitecCné tipy pro vypocet urcitého integralu, pokud je dana
funkce sudé nebo licha.

Véta 2.2.3. Necht' f(x) je funkce, kterd je integrovatelnd na intervalu [—a,al, kde a € R.
Potom

* pokud je funkce f suda, plati
a a
[rwa=2 [ rwax,
“a 0
* pokud je funkce f lichd, plati
a
/ F(x)dx=0.
~a

Proc¢ tato véta plati, 1ze snadno vidét z ndsledujicich obrazka (Obrazek 2.5 a 2.6).

Obrazek 2.5: Grafické znazornéni urcitého integralu liché funkce f(x) na intervalu [—a,d]

0 X
—a a

Obrazek 2.6: Grafické znazornénf{ uritého integralu sudé funkce f(x) na intervalu [—a,d]

vvvvvv

integrdlniho poctu neboli Newton-Leibnizova formule, kterd spojuje pojem primitivni
funkce s ur¢itym integrdlem. Tim ndm ddv4 mocny néstroj, kterym lze pocitat Riemannovy
integrdly.
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Véta 2.2.4 (Newton-Leibnizova® formule). Necht f je integrovatelnd na intervalu [a,b] a
necht’ F je funkce, kterd je na [a, D] spojitd a na (a,b) primitivni k funkci f. Pak plati

b

/f(x)dx _ F(b)—F(a).

a

ProtoZe najit primitivni funkci je vZdy jednodussi neZ se pokouset najit obsah plochy pod
kfivkou pomoci déleni intervalu, budeme v tomto textu vzdy politat Riemanniiv integrdl
pravé za pomoci Véty 2.2.4.

Pozndmka. Kvili ¢astému pouZzivani této formule se zavedlo nésledujici oznaceni:

2Sir Isaac Newton (1642-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) jsou povaZovéani za navzdjem
nezévislé objevitele diferencidlniho a integralniho poctu.
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2.3 Aplikace integralniho poctu funkci jedné proménné

Priklad 2.3.1. Vinny barel je tvaru rotacniho elipsoidu s ufiznutymi konci. Pfesnéji
feceno: byl geometricky zformovan rotaci zkracené elipsy kolem horizontalni osy (viz
Obrazek 2.7). Délka hlavni poloosy nezkracené elipsy byla 4 a délka vedlejsi poloosy 2.
Vypoctéte objem vinného barelu o vysSce 6.

Piivodni rotacni elipsoid
A

-
o

y
/”” \\\\\
e N
/ N\
\ 0 /
\ J X
\\ ,/
So P
\\\ |~
| ' ,\
Barel
Obrazek 2.7

Reseni: Elipsu umistime do po&atku soufadnicového systému. Horizontélni poloosa bude
mit tedy délku 4 a vertikdlni poloosa bude mit délku 2. ProtoZe vySka barelu je 6, bude
elipsa vytycovat obrys barelu na intervalu [—3,3] (viz Obréazek 2.8).

y
2 //// \\\\
! A
N 3 0 3 E
\\\\ ////
- | -
4
6
Obrazek 2.8
Déle miZeme zapsat stfedovou rovnici elipsy:
2 2 2
X<y B X
2ta=l=bl=21-73.

Téleso, které vznikne rotaci funkce y = 24/1— i‘—i kolem osy x na intervalu [—3,3], je

barel, ktery hleddme. Rezem tohoto télesa, ktery je kolmy na osu x, je kruZnice o poloméru
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ly| =24/1— Z—i. Proto je obsah tohoto fezu v bodé x roven

2
2 X

Hledany objem tudiZ miiZeme najit pomoci urc¢itého integralu jako

; 2 39
X

Objem vinného sudu je tedy 3 7.

Priklad 2.3.2. V urcitém pamét' ovém testu byla rychlost zapamatovani si slov aproximo-
vana rovnici:

M (1) = 0,2t —0,003%,

kde M(t) je pocet slov zapamatovanych za ¢ minut. Naleznéte funkci M(z), jestlize vite,
7e M(0) = 0. Kolik slov si ¢lovék priblizné zapamatuje za 8 minut?

Reseni: Funkci M (t) nalezneme pomoci integrace M’ (). Dostaneme

M(t) = /M'(t)dt - /O,Zt 0,0032dr =0, 12— 0,001 + ¢, c € R,

a nésledné nalezneme hodnotu konstanty c:
M(0)=0=0,1-0>°-0,00-0°+¢ = ¢=0.
Hledana funkce M(¢) je ve tvaru:
M(t) = 0,162 —0,001¢3.

Zbyva jen zjistit, kolik slov si ¢lovék ptiblizné zapamatuje za 8 minut. To zjistime,
spocitame-1i M(8). Dostaneme

M(8)=6,4—0,512=5,888 = 6.

Clovék si tedy dokdZe zapamatovat p¥iblizng& 6 slov za 8 minut.

vvvvv

Rychlost krve je ddna rovnici
P 2 2
=—(R"—
4Lv( "),
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kde R je polomér cévy, r je vzdalenost krve od stiedu cévy, p, v a L jsou fyzikdlni konstanty
souvisejici s tlakem a viskozitou krve i s délkou cévy. Jestlize R je konstantni, miZzeme o
V uvazovat jako o funkci
P n2 2
V(r)=—(R"—r7).
(1) = (R~ 1)
Celkovy prutok krve Q je dan jako

R
0= /27[~V(r)-rdr.
0

Naleznéte hodnotu Q.

, L 1
Obrazek 2.9
Reseni:
R R R
Q=27E4L£A}/(R2—r2)-rdr:7r% /Rz-rdr—/r3dr =
0 0 0

Celkovy pritok krve je

Piiklad 2.3.4. Telefonni spoleCnost zjistila, Ze délku ¢ telefonniho hovoru lze vyjadfit
pravdépodobnosti s hustotou rozdéleni

ft)=2¢"%, 0<t<oo,

Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodny hovor nebude trvat déle nez 5 minut.
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Obrazek 2.10

Reseni: Pravdépodobnost miZeme vypocitat pomoci urcitého integralu

5 5
273 —10 1 1
tdt:2-/ 2dx=2- _f =2- _¢ 4 =1—-—=
O/f() Oe X |: 2 0 2 +2 elO

=0,99995 2 99,995 % .

Pravépodobnost, Ze ndhodny hovor nebude trvat vice neZ 5 minut je priblizné 99,995 % .
Piiklad 2.3.5. Perorilni 1ék je po poZiti absorbovan do krevniho ob&hu rychlosti 5004

miligraml za minutu, kde ¢ je pocet minut, které uplynuly od podini medikace. Kolik
miligrami 1€ku je celkem absorbovano do krevniho obéhu 30 minut po jeho podédni?

-

:

(e Iw
6“ |~ (
i

Obrazek 2.11
Reseni: Funkce f(t) = 5e~%%% nam ¥ik4, kolik mg 1éku je v ase ¢ do t&la absorbovéno.

Pokud chceme zjisit, kolik mg 1éku bylo celkem absorbovdno béhem prvnich 30 minut,
staC{ ndam vypocitat urCity integrdl funkce f(¢) na intervalu [0,30]. Dostaneme

30 30
—0,04¢ 30 125
/f(t)dt:/SeO’O‘”dt:S-{ ¢ } =125 — —= =87 [mg].
0
0 0

T 0,04 el2

Do krevniho obéhu je tedy béhem prvnich 30 minut od podédni 1éku absorbovéano 87 mg
medikace.
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Priklad 2.3.6. Teplotu 7' [°C] v Case ¢ hodin lze vyjadfit funkc{
T(1)=—0,3>+4r+60, 0<r<I12.
Naleznéte pramérnou teplotu na intervalu [0, 10].

Reseni: Primérnou hodnotu funkce f(x) na intervalu |a,b], kde a,b € R, a < b, 1ze spo&itat
pomoci urcitého integralu jako

b
1
P -/f(x)dx.

Abychom tedy nalezli primérnou teplotu ¢ na intervalu [0, 10], musime spocitat primérmou
hodnotu funkce 7' (7) na tomto intervalu. Dostaneme

10 10
1 1 2 1 3 2 10
. —— . [ = 4 — . [-0.1 o) —
o[ Twar=1 0/ 0,37 +41+60dr = - [~0,16 + 2+ 601]

0

= —10+20+6="70[°C].

Primérna teplota na intervalu [0, 10] je 70°C.

Priklad 2.3.7. Firma ocekéva zisk
f — 6060,02t

tisice dolari za r mésict. Predpokladd, Ze jestliZze postavi novou a vétsi tovarnu, zvysi se
jeji zisk na

g= 8060,04t
tisice dolarti za ¢+ mésicti. Naleznéte extra zisk béhem prvnich dvou let, ktery by firma

ziskala, kdyby postavila novou tovérnu. JestliZe tato tovdrna bude stit milidn dolart, vrati
se firmé béhem prvnich dvou let vlozend investice zpét?

Obrazek 2.12
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ReSeni: Zisky f a g zavisi na proménné ¢, a proto plati
f =) = 60",

g=g(t)= 80004 |

Nasim tkolem je zjistit rozdil ziskd f(¢) a g(r) na intervalu [0,24]. To miZeme udélat
pomoci urcitého integralu

24 24 24 FYRE. 2002724
/g(f)—f(t)dt:/80e0’04’dt—/60e0’02’dt:80{ 0204 ]0 —60{0,02}0 =
0 0 0
80,9671 80,4871
—=80- 504 —60- 502 =3223,4 — 1848,2 = 1375, 2 [tisice dolart] .

Extra zisk béhem prvnich dvou let, ktery by firma ziskala postavenim nové tovarny, je
1,3752 miliéna dolard. B€hem prvnich dvou let se firmé investované penize vrati.

Priklad 2.3.8. Epidemie chripky zasahla vysokoskolskou komunitu. V case r = 0 bylo
zaznamendno pét piipadd ndkazy. Rychlost ristu epidemie (pocet novych pripada za den)
je dana funkci

r(t) = 18¢%%,

kde ¢ je pocet dnli od propuknuti ndkazy. Kolik lidi se nakazilo za prvnich 20 dnt?
Regeni: Protoze funce r(t) udava rychlost riistu epidemie, jeji integraci ziskdime novou

funkci R(t), kterd bude uddvat celkovy pocet lidi, ktef{ se od zacatku epidemie nakazili.
Plati

R(t) = / 186205 g — 360e"% 4 ¢, c € R,

Vime, Ze v Case t = 0 bylo nakazeno pét lidi. Musi tedy platit

R(0) =5,
neboli
360" +c =5,
z ¢ehoZ plyne, Ze ¢ = —355. Nyni vime, Ze hledana funkce je tvaru

R(r) = 360e"% — 355,
R(20) = 360e — 355 = 624.

Za prvnich 20 dni se nakazilo 624 1idi.
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Priklad 2.3.9. 86 % tidic¢u v USA pouziva v automobilu bezpecnostni pasy, zatimco zby-
lych 14 % tidich stale riskuje vazné zranéni. Funkce

fx) =43¢ 01

predstavuje odhad poctu umrti (v tisicich) za rok v ptipadé, Ze nebyly pouZity bezpe¢nostni
pasy a funkce
gx)=3 le Olx

je predpovéd’ poctu umrti (v tisicich) za rok v pfipadé, Ze bezpecnostni pasy pouZity byly.
Proménnd x reprezentuje pocet let od roku 2010. Kolik lidi bude podle odhadt béhem let
2010 az 2030 zachrdnéno bezpecnostnimi pasy?

Reseni: Ze zadani vyplyva, Ze plocha mezi kiivkami funkei f(x) a g(x) pfedstavuje pocet
lidi zachranénych bezpecnostnimi pasy (viz Obrazek 2.13).

Y
60+

401

g(x) =3 le'o'lx f(x) = 43€—0,1x

201

-10 10 20 30

20+

Obrézek 2.13: Plocha mezi kiivkami funkci f(x) a g(x) na intervalu [0,20)]

Z toho plyne, Ze staci spocitat integral

20 20 20
/f(x) — g(x)dx = /43e071x _31e Ol gy — 12 /eo’lxdx _
0 0 0

—0.1x720
’ 12
—12.|-¢ = 120——0ﬁ103,76 [tisic lidi].
0,1 |, e?
Podle odhadt bude mezi lety 2010 az 2030 zachranéno diky bezpecnostnim pasim zhruba
103 760 lidi.

Priklad 2.3.10. Mlad4 Zena ve Spojenych statech americkych pfibird na vdze primérnou
rychlosti

f=6,5(x—10)"2
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kilogramil za rok a mlady muZ ve Spojenych statech americkych pfibird na vize praimér-
nou rychlosti
1
8= S,S(X— 10)77 )

kde x je jejich vék v letech (11 < x < 20). Kolik kilogrami praimérné ptibere mlada Zena
a mlady muZz v USA ve véku od 11 do 19 let?

Reseni: Protoze primérna rychlost ndrtistu vahy je zavisla na hodnoté x, plati
f=f(x)=6,5(x-10)"2,
g=8(x) =8,5(x—10) 2,

kde 11 < x < 19. Funkce f(x) a g(x) popisuji primérnou rychlost pfibirdni na vaze, a
proto hodnota urcitého integralu této funkce na intervalu [a,b], kde a,b € R,a > 11,5 <20
predstavuje celkovy pribytek hmotnosti na tomto intervalu (viz Obrdzek 2.14 a 2.15).

Bf—

1
S(®)=6,5(x—10) 2

1
2(X)=8,5(x-10) ?

v 7 |
Obrazek 2.15: Obsah plochy pod kfivkou funkce g(x) na intervalu [11, 19]

ProtoZe funkce f(x) a g(x) jsou svymi nasobky, bude pro nds vyhodné nejprve spocitat
19

/c-(x— 10)~% dx,

11
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kde ¢ € R je konstanta, a ndsledné za tuto konstantu pouze dosadit pozadované hodnoty.
Tento integrdl vyresSime metodou substituce:

ur=x-10
2udu = dx.

Po prepocitani dolni a horni meze dostaneme

3
1
c/—-2udu=c/2du=c[2u]? = 4. c[kilogramu].
u
1 1

Pro ¢ = 6,5 dostaneme 26 kilogrami. Pro ¢ = 8,5 dostaneme 34 kilogramii.

Mlada Zena v USA pribere mezi 11. a 19. rokem Zivota primérné 26 kilogramti a mlady
muz v USA pribere mezi 11. a 19. rokem Zivota primérné 34 kilogramd.



Kapitola 3
Ciselné rady

V této kapitole se zaméfime na zavedeni pojmu nekonecné fady a nasledné na jeji prak-
tické aplikace. Abychom nekonecné fady mohli zavést, potfebujeme nejprve znéat pojem
posloupnost.

3.1 Posloupnosti

Definice 3.1.1. Posloupnost je funkce definovand na mnoziné M C N. Posloupnost
oznacujeme {a,} nebo {a,}_,, n-ty prvek oznaCujeme nejcastéji ay.

Posloupnost je tedy funkce, kterd ma za sviij defini¢ni obor podmnozZinu pfirozenych Cisel.
Oborem hodnot pak mtize byt libovolnd mnoZina.

Nyni si pfedstavime dva druhy posloupnosti, se kterymi se miiZeme bézné setkat na stfedni
Skole. Jedna se o posloupnost aritmetickou a geometrickou.

Definice 3.1.2. Posloupnost {a,};,_, se nazyva aritmetickd posloupnost pravé tehdy,
kdyzZ existuje d € R takové, Ze pro kazdé n € N plati

api1 =ap+d. ey

Cislo d se potom nazyvé diference této posloupnosti.

Aritmetickd posloupnost je tedy takova posloupnost, ve které maji libovolné dva po sobé
jdouci ¢leny mezi sebou stdly rozdil. Uvedeny rekurentni vzorec (1) miZe byt pro velka
n dosti zdlouhavy. Proto v nésledujici vété zavedeme vzorec pro n-ty Clen aritmetické
posloupnosti.

Véta 3.1.1. Necht' {a,}, ;| je aritmetickd posloupnost s diferenci d. Potom pro kazdé
n € N plati
ap=a+(n—1)-d.

34
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Definice 3.1.3. Posloupnost {a, }, | se nazyva geometrickd posloupnost prave tehdy,
kdyzZ existuje g € R takové, Ze pro kazdé n € N plati

Cislo g se potom nazyva kvocient této posloupnosti.

Geometrickd posloupnost je tedy takova posloupnost, ve které maji libovolné dva po sobé
jdouci ¢leny mezi sebou stily pomér. ProtoZe rekurentni vzorec (2) by byl pro velkd n
velmi zdlouhavy, zavedeme v nésledujici vété vzorec pro n-ty €len geometrické posloup-
nosti.

Véta 3.1.2. Necht’ {a,};_, je geometrickd posloupnost s kvocientem g. Potom pro kazdé
n € N plati

Definice 3.1.4. Rekneme, 7e posloupnost {a,} ma limitu L, jestlize ke kazdému € > 0
existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati |a, — L| < €.

Limita posloupnosti tedy predstavuje Cislo, ke kterému se dané posloupnost pro zvétSujici
se n neustdle pribliZuje.

Definice 3.1.5. Rekneme, Ze posloupnost {a,} m4 limitu oo, jestliZe ke kazdému m €
R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, > m.

Pozndmka. V tomto ptipad€ se dand posloupnost nazyva divergentni. V opacném piipadé

z M7

(limita posloupnosti je redlné Cislo, nikoliv o) se posloupnost nazyva konvergentni.
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3.2 Nekonecné Ciselné rady

Definice 3.2.1. Necht’ {a,} " _, je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol

(o)

Zan nebo aj+ar+az+---+a,+---

n=1
nazyvame nekonecnou ciselnou fadou. Posloupnost {s,}>_, kde
sp=ay, Ss2=ayta - Sp=aytayt-otag, oo,

nazyvame posloupnost cdstecnych soucti této fady. Existuje-li vlastni limita lim s,
n—yoo

fekneme, Ze rada Z an konverguje a ma soucet s. Neexistuje-li vlastni limita lim s,

n—oo
n=1
(o]

fekneme, Ze fada Z a, diverguje.
n=1

Pozndmka. V ptipadé, kdy fada diverguje, rozliSujeme tfi pripady:

e Je-li lim s, = oo, fikdme, Ze fada urCité diverguje k oo;

n—oo
e Je-li lim s, = —oo, fikdme, Ze fada urcité diverguje k —oo;
n—oo

* Jestlize lim s, neexistuje, fikdme, Ze fada osciluje.
n—soo

Nekonecnd ¢iselnd fada je tedy soucet vSech ¢lenti nekonecné posloupnosti.

Definice 3.2.2. Necht’ {a,}>_, je geometrickd posloupnost s kvocientem g € R. Pak

se Z an nazyva nekonecnd geometrickd rada s kvocientem q.
n=1

Nyni si odvodime vzorec pro jeji soucet. Méjme nekone¢nou geometrickou fadu
ataqg+---+aq" '+ Zaq 1 kdea#0,g+#0,

s kvocientem g € R. Nyni musime rozlisit tfi pfipady.

1. Necht g = 1. Pak s, = na a plati, zZe hm Sp = lgn na = +oo . Rada v tomto piipadé
n—o0

diverguje.
2. Necht g = —1. Pak m4 fada tvar a+ (—a) +---+ (—=1)""la+---. Z toho vyplyv4,

Ze Castecny soucet fady je

0 pro sudé n,
Sn = .
a pro liché n.
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Z toho dlivodu ovsem lim s, neexistuje, z cehoZ plyne, Ze naSe ptivodni fada osci-
n—oo

luje.

3. Necht’ |g| # 1. Potom

sn=a+aq+---+aq""",

z ¢ehoZ plyne, Ze
qsn=aq+aq*+---+aq".
Nyni odecteme druhou rovnici od prvni a ziskame
Sn—qspn = a—aq",

z ¢ehoz dostaneme

Nyni uvazujme tfi pripady
a
. T . _ )
pro|q| < 1je ’}gloloq 0, proto je ’}glolosn -
o 1 i n —_— o0 1 i = [o o)
proq>1Jenlgloloq ,protOJe’}glolosn o0

* pro g < —1 plati, Ze lim ¢" neexistuje, a proto ani lim s, neexistuje.
n—soo n—soo

Timto postupem jsme odvodili a dokdzali ndsledujici vétu.

Véta 3.2.1. Necht’ N
Z a qnfl
n=1
je nekonecnd geometrickd fada s kvocientem g € R. Potom plati:
* pro |g| > 1 je fada divergentn;

* pro |g| < 1 je fada konvergentni a jeji soucet je

Véta 3.2.2. Necht’ Z a, a Z by, jsou konvergentni fady a necht’ Z a,=ua Z b,=v,

n=1 n=1 n=1 n=1
kde u,v € R. Pak je konvergentni i fada Z (ay + b,) a zérovet plati Z (an+by) =u+v.
n=1 n=1

Véta 3.2.3. JestliZe fada Z a, konverguje, pak pro libovolné k € R konverguje téZ fada

n=1

Y k-anaplati ) k-a, =k Y an. Naopak konverguje-lifada )_ k-a,, kde k € R, k #0,
n=1 =

(o)
konverguje i fada Z an.
n=1
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3.3 Aplikace Ciselnych rad

Priklad 3.3.1. Mi¢ se nachdzi ve vySce 6 m. Pokud jej pustime, dostane se pfi kazdém
odrazu do vysky, kterd Cini dvé tfetiny vysky, ze které padal (viz Obrazek 3.1). Kolik méii
celkova drdha, kterou mi¢ od upusténi do zastaveni urazil?

.
®

Obrazek 3.1

Reseni: Pfi upusténi mice nejprve mi¢ urazi 6 m. Po jeho odrazeni zp€t nahoru urazi mic
6- % m. Stejnou drahu mi¢ urazi, kdyZ bude opét padat doli. Odtud’ se mi¢ znovu odrazi

e 2 7z o . Vv v W
nahoru a urazi 6 - (%) m. Timto zpiisobem bychom mohli pokracovat do nekonecna. Pfi
seCteni vSech téchto drah ziskdme

6+2-6-=4+2-6-(= = 6+12- =
- 3+ (3) - - ’;(3)

Jednd se o nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g = % Mizeme tedy tadu secist.
Dostaneme

1
— =
n—roo 3

| (2 @y
s=lims,=6+12lim-| = -—=—— ] =6+12-2=30[m].
n—soco 3

Celkova drdha, kterou mi¢ od upusténi do zastaveni urazi, je 30 m.

Priklad 3.3.2. Délka prvniho kyvu kyvadla je 50 cm. Kazdy nasledujici kyv dosahuje
ti1 Ctvrté délky toho predchoziho. Pokud opomeneme vSechny ostatni sily, které by na
kyvadlo mohly ptisobit, jakd by byla vysledna celkova drdha, kterou by kyvadlo za Cas
svého pohybu urazilo?
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50 cm

Obrazek 3.2

Reseni: Délka prvniho kyvu je 50 cm. Délka druhého tedy bude % -50 cm. Nasledujici kyv

bude mit délku (%)2 -50 cm. Stejnym zplisobem bychom mohli pokracovat dile. Pokud
vSechny tyto délky secteme, dostaneme

50+ —-50 “)1.50+..-=V'50.-(= .

Jednd se o nekone¢nou geometrickou fadu s kvocientem g = %. Radu tedy miiZeme secist.
Dostaneme

1-@@)"
s=lims, = 1im50-—43 =50-4=200[cm].
n—yoo n—yoo I_Z

Celkova vysledna draha, kterou by kyvadlo za ¢as svého pohybu urazilo, by byla 200 cm.

Priklad 3.3.3. Montgolfiéra, neboli horkovzdusny baldon, se béhem své prvni minuty letu
vznese do vysky 25 m. Kazdou dal$i minutu bal6n stoupne o 80 % predchoziho zvyseni.
Jak4 je maximdlni vySka, které balén dosdhne?

Obréizek 3.3
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Reseni: Béhem prvni minuty se balén vznese do vysky 25 m. Béhem druhé minuty balén
vystoupd o 0,8 - 25 m, nasledujici minutu o (0,8)?-25 m. Timto zptisobem bychom mohli
pokracovat do nekonecna. Pokud vSechny tyto drdhy secteme, dostaneme nekonecnou Ci-
selnou fadu

25+0,8-25+(0,8)*-25+ 225 (0,8)"

ProtoZe se jedna o nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g = 0,8, miZeme tuto
fadu secist. Dostaneme
) ) 1-0,8"
s= lim s, = lim 25- ——— = 125 [m].

ne " pe T 1-0,8

Maximdlni vyska, které balon dosdhne, je 125 metri.

Priklad 3.3.4. Na obrdazku (Obrazek 3.4) je vyobrazen utvar, ktery je sloZzen z nékolika
rovnostrannych trojihelnikd. Strana nejvétsiho trojihelnika na obrdzku je 1 cm. Vrcholy
mensiho trojihelnika, ktery je vepsdn do pivodniho, leZi ve stfedech jeho stran. Vrcholy
nejmensiho trojuihelnika jsou ve stfedech stran prostiedniho. Pokud bychom tento proces
opakovali do nekonecna, jaky by byl soucet obvodi v§ech vzniklych trojihelnika?

1 cm

Obrazek 3.4

Reseni: Protoze se jednd o rovnostranny trojihelnik, budou viechny vzniklé trojihelniky
také rovnostranné. Navic jsou strany vSech vnitfnich trojihelniki tvofeny stfednimi pfic-
kami predchoziho vétsiho trojihelnika. Bude tedy vzdy platit, Ze délka strany trojihelnika
bude polovicni oproti pfedchozimu vétsimu trojihelniku. Obvod nejvétsiho trojihelnika
bude 3 -1 cm. Obvod trojihelnika, ktery je do né€j vepsan, bude 3 - % cm. Timto zpiisobem
bychom mohli pokracovat do nekonecna. Pokud vSechny tyto obvody secteme, dostaneme

nekonecnou fadu
1 2 n—1
3-1+3-—+3- 3. .
gt (y) e (3)
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Jednd se tedy o nekone¢nou geometrickou fadu s kvocientem g = % Tuto fadu miZeme
seist. Dostaneme

1—(4)" 1
o= tim sy = tim3- =2 3. L g,
n—oo n—oo 1_§ 5

Pokud bychom dany proces opakovali do nekonecna, soucet obvodil vsech vzniklych troj-
thelnika by byl 6 cm.

Priklad 3.3.5. Predstavme si obrazec, ktery je tvofen z nekonecné mnoha obdélnikd.
Délky jejich vodorovnych stran se postupné zmenSuji v poméru 4:1. Naopak délky jejich
svislych stran se postupné zvétsuji v poméru 1:2. Obsah piivodniho obdélnika je 48 cm?.
Jaky bude obsah vysledného obrazce?

Reseni: Oznaéme si délku vodorovné strany ptivodniho obdélnika a a délku jeho svislé
strany b.

di

” )
a
Obrazek 3.5
Ze zadani vime, Ze plati
a-b=48[cm?].

Pro nésledujici obdéInik obdrzime rozméry § a 2b. Pro dalsi obdéInik ziskdme rozméry
1g @4 b. Timto zpisobem bychom mohli pokratovat do nekone¢na. Pokud bychom cht€li
seCist obsahy vSech takto vzniklych obdélniki, dostali bychom

(o)

a- b+Z 2b+— 4p--

ProtoZe ze zadéni vime, Ze a - b = 48 [cm?], miZzeme dosadit a dostaneme

> a.bh O 48 =
- — 48
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Jednd se tedy o nekone¢nou geometrickou fadu s kvocientem g = %, a proto ji miZeme
seist. Dostaneme

1-(3)"
s=lim s, = 1im48-—21:96[cm2].
n—o0 n—o0 1—

[\

Obsah vysledného obrazce bude 96 cm?.

Priklad 3.3.6. Méjme Ctverec o strané délky 2 cm. Do tohoto Ctverce vepiSeme mensi
Ctverec tak, Ze jeho strany jsou tvofeny spojnicemi stfedl stran pivodniho Ctverce. Timto
zpuisobem budeme pokracovat (viz Obrazek 3.6). Vypoctéte soucet obvodi a soucet ob-
saht vSech takto vzniklych ¢tvercti, pokud jich bude nekonecné mnoho.

2 cm

2 cm
Obrazek 3.6

Reseni: Ozna¢me stranu pavodniho tverce jako a. Spocitejme nejdiive soucet obvodi o
vsech téchto Ctvercl. Pro prvni (nejvétsi) Ctverec ziskdme obvod lehce: 01 =4-a =8 cm.
Pro druhy Ctverec nejdiive musime spocitat délku jeho strany. Tu ozna¢me jako b. Snadno
ji ziskdme z Pythagorovy véty. Dostaneme

ORIER

b=+"2.

Obvod druhého &tverce tedy bude 0y = 4-b = 4 -1/2 [cm]. Pro obvod dalitho &tverce
ziskdme obdobnym zpisobem 03 = 4 [cm]|. Pokud tento proces budeme opakovat doneko-
necna a vysledné obvody secteme, ziskdme nekonecnou fadu

z ¢ehoZ po dosazeni plyne, Ze

- \/5 n—3
0:01+02+03+---=4-2+4-\/§+4-1+---=24-<7> .
n=1
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Jednd se o nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g = 72, proto ji miZeme secist.
Dostaneme

_(2)'
s:limsnzlimS-l (22 __8 :8-(2+\f2) [cm].
2

n—soo n—yoo 1 —

Soucet obvodu vsech takto vzniklych ¢tverci je 8 - (2 + \/5) cm.

Nyni jiz zbyva dopocitat souCet vSech obsahti S takto vzniklych ¢tverci. Pro prvni ctverec
dostaneme obsah S; = @ = 4 ecm?. Pro druhy Ctverec ziskdme obsah S = b? =2 em?.
Timto zptisobem bychom mohli pokra¢ovat do nekone¢na. Po secteni vSech obsaht dosta-

neme
1

2n73 :

S=S1+8+83+ - =4+24+1+---= )
n=1

Jde o nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g = % a mizeme ji tedy secist. Dosta-

neme N
1—(L

S = lim s, = lim 4- —(21)

n—yoo n—»oo 1— 3

4
:I:S[cmz].
2

Soucet obsahli viech takto vzniklych &tverci je 8 cm?.

Piiklad 3.3.7. 26. dubna 1986 doglo v Cernobylské jaderné elektrarné k zdvazné havérii
nejvyssiho stupné. Nyni je pfilehld oblast kvili vysoké radiaci neobyvatelnd. Jednim z
hlavnich radioaktivnich prvka, nachazejicich se v jaderné elektrarné, je cesium-137. Tento
radioizotop méd polocas rozpadu 30 let. Pozorovanim bylo zjisténo, Ze hmotnostni ibytek
radioaktivni latky za urcity Cas je imérny hmotnosti, kterd byla ddna na zacatku. Najdcte
vzorec pro jeho hmotnost jako funkci Casu.

Obrazek 3.7

Reseni: Oznaéme m(t) hmotnost cesia po ¢ letech. Potom pro tGbytek hmotnosti plati:

m(t+1)—m(t) = —k-m(t),
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kde k je kladn4 konstanta a t € Ny. Odtud po tpravé dostaneme
m(t+1)=m(t)-(1—k).

Prot =0,1,2...n— 1 dostaneme

Po tpravé dostaneme

m(n) =m(0)- (1 —k)".
Z toho plyne, Ze pro libovolné r € Ny plati

m(t) = m(0)- (1 — k. 1)
Ze zadani vime, Ze plati
m(30) = m(0)- (1 — k) = %m(O),

odtud

coz je vyjadreni, které jsme hledali.

Obcas se béhem vyuky stane, Ze néktery ze zdki ma problém pochopit tvrzeni, Ze 0,99 =
= 1. Z tohoto dlivodu vyfesime ndsledujici priklad.
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Priklad 3.3.8. Dokazte, 7e 0,99 = 1.
ReSeni: Je ziejmé, Ze plati
0,99 =0,9+0,09+0,009 +- -,

coz muzeme upravit ndsledujicim zpiisobem:

9 9 9 9 9 9 o
0,9+0,09+0,0094 - = —+ — = —
2+ U0, U0+ 10 * 100 1000 1000 10! 102 102 103 ; 10"

Jednd se o nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g = %, proto ji mizeme secist.

Dostaneme N
9 1— (-5 9 1
s = hmsn— lim — 0 #ﬁ)):m-jzl.
o100 1—(15) 10
Tim je dané tvrzeni dokazédno. |

Priklad 3.3.9. Pan Novik si na zacatku kazdého trokovaciho obdobi uklada na svij ucet
castku a K¢ pii turokové sazbé i, i > 0. Kolik K¢ si pan Novék uspoii na konci n-tého
urokovaciho obdobi? Kolik K¢ si pan Novék uspofi za 10 let, pokud si na zacatku kazdého
roku uklada na svij ucet 30 000 K¢ pfi rocni trokové sazbé 3 %?

Reseni: Pan Novék si na zadatku prvniho tirokovactho obdobi uloZi na sviij icet a K&.
Na konci prvniho tdrokovaciho obdobi bude mit Castku a - (1 + ). Na zacdtku druhého
urokovaciho obdobi si na sviij ucet opét vlozi ¢astku a K&. ProtoZe prvni uloZend ¢astka
se panu Novdakovi troc¢i i béhem druhého obdobi, bude mit na konci druhého trokovaciho
obdobi na tétu celkem a - (1+i)? +a- (14 i) K&. Touto dvahou dile dostaneme nésledujici
tabulku.

Potadi uloZené Pocet trokovacich obdobi, Celkova hodnota dané ¢astky
castky po které se bude dana ¢astka tiro¢it | na konci posledniho trokovaciho obdobi
1 n a-(1+iq)
) n—1 a-(1+iy" !
i n-2 a-(1+iy2

n 1 a-(1+i)!

Tabulka 3.1
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Pokud secteme hodnoty vSech uloZenych ¢4stek na konci posledniho trokovaciho obdobi,
dostaneme

a-(1+)"+a-(1+)" "+ a-(1+i) = Zn:a-(l—i-i)k.
k=1

Jednd se o geometrickou fadu s kvocientem g = (1 +1i). Zbyva vypocitat jeji soucet s,.
Dostaneme

1
sp=a-(14+1i)- g

Pan Novék si na konci n-tého trokovactho obdobi naspoii a- (1 +1) - % K¢.

Pokud si pan Novdk kazdy rok ukldda na svij ucet 30000 K¢ po dobu 10 let pfi roéni

urokové sazbé 3 %, naspoii si celkem
(14i)"—

, 1 (140,03)10—1
a-(1+l)-f—30000(1+0,03)- 0.03

= 354 233,87 [K¢].

Priklad 3.3.10. Banka nabizi spofeni s rocni drokovou sazbou 5 %, kterd se po deseti
letech sniZi pouze na 3 %. Urok se pfipisuje na téet ke konci kazdého roku. Pan Vesely
si na zacdtku prvniho roku uloZil na svij spofici ucet ¢astku 500000 K¢. Jaka je nejvyssi
moznd Castka, kterou si pan Vesely miiZze na zacatku kazdého dalsiho roku z Gctu vybrat
tak, aby mél jistotu, Ze mu penize nikdy nedojdou?

Reseni: Oznaéme
PV =500 000 [K¢],
i1=5%=0,05,
ir=3%=0,03,
x = maximdlni vySe vybéru.
Pan Vesely si na zacatku druhého roku vybere z Gctu Castku x [K¢|. ProtozZe se ale dand

¢astka béhem prvniho roku zurocila drokem i1, byla jeji hodnota na zacatku prvniho roku

pouze
X

I+
Na zacétku tietiho roku si pan Vesely z uétu vybere opét tu samou &astku x[K¢]. Tato
castka se ale béhem predchozich dvou let drocila drokem iy. Jeji hodnota byla na zacatku
prvniho roku pouze

KJ).

X

Oznaceni PV (present value) se ve finanéni matematice obvykle pouZiva pro soucasnou/pivodni hod-
notu kapitilu.
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z2 v 2

Timto zplisobem bychom mohli pokracovat pro prvnich 10 let, béhem nichz se dané ¢astky
budou urocit. Po secteni vSech téchto ¢4stek dostaneme

X X X 10 X

1+i1+(1+i1)2+”'+(1+i1)10:n;(wil)"' W

Ziskali jsme geometrickou fadu s kvocientem g; = lel = %. Posledni ¢astku z pred-

chozi fady vybere pan Vesely na zacatku jedenactého roku. Tento rok se zméni urokova
sazba z i na ip. Na zacatku dvandctého roku si pan Vesely vybere z Gctu opét Castku x [K¢].
Tato Céstka se ovSem béhem prvnich 10 let drocila drokem i;. BEéhem jedenactého roku se
urocila drokem #,. Na zac¢atku prvniho roku byla jeji hodnota tedy

(14+i)0-(1+ip) "

Na zacdtku tfinactého roku si pan Vesely vybral znovu ¢astku x [K¢]. Béhem pfedchozich
dvandcti let se ovSem tato Céstka drocila, a proto byla jeji hodnota na zacatku spofeni

pouze
X

(14+i)10- (1+ip)2"
ProtoZe se urok jiz ddle nezméni, mohli bychom timto zpisobem pokracovat donekonecna.
Po secteni vSech Castek od zacatku jedenactého roku dostaneme

X n X P i X 2)
(l—i-il)lo-(l—i-iz) (1+i1)10-(1+i2)2 nzl(l—i-il)lo-(l—i-iz)n'
Ziskali jsme nekonecnou geometrickou fadu s kvocientem g, = 1+1i2 = ﬁ

Plati |g2| < 1, proto miZeme tuto fadu seCist.

Sectenim tad (1) a (2) musime dostat pivodni ¢astku, kterd byla na zacatku vloZena na
ucet. Proto

10 X > X
R A M (AL R AT )

n=1 n=1

Soucet fady (1) si oznacme u. Soucet fady (2) si ozna¢me v. Po Gpravé dostaneme

1 | 10
1—gi° —(m>
Sk | . 2L =7,7217-x,

U= = .
I+i 1—q1 1,05  1-;1

T+ (140) 1—-q2

v = lim s, = lim

X l-q) X 1
n—yoo n—oo \ (14i1)10-(1+ip) 1—¢q

. X
~1,0519-1,03 1 L

= 20,4638 - x.
03
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Dosazenim do (3) dostaneme
7,7217 - x +20,4638 - x = 500 000

odtud
x=17739,62[K¢].

Nejvyssi moznd ¢éstka, kterou si pan Vesely miiZe vybrat na zacdtku kazdého dalsiho roku
z Uctu tak, aby mél jistotu, Ze mu penize nikdy nedojdou, je 17 739,62 K¢.



Zaver

Cilem moji bakaléiské prace bylo ukdzat aplikace matematické analyzy v praktickém Zi-
voté. Jednotlivé tdlohy jsou vhodné pro stfedoskolské studenty, poptipadé studenty prvni-
ho roéniku vysoké Skoly. Text miiZe byt vyuZit jako sbirka prikladi pro predmét MUC
27 Semindr z aplikaci matematické analyzy i stfedoSkolskymi uciteli pro rozsifeni uciva a
demonstraci jeho konkrétniho vyuZziti.

Béhem préice jsem si rozsifil znalosti o vyuZiti matematiky v redlném Zivoté a o praci
s odbornymi anglickymi matematickymi texty. Ddle jsem se naucil 1épe pracovat se systé-
mem IATEX, se kterym jsem predtim nemél Zadné zkuSenosti.
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