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6.5. ReSeni diofantickych rovnic metodou rozkladu. Tato
metoda spociva v upravé dané rovnice do tvaru

Ay Ay A, = B, (37)
kde Ay,..., A, jsou vyrazy obsahujici nezndmé, které pro celoc¢iselné
hodnoty neznamych nabyvaji celo¢iselnych hodnot, a B je ¢islo (pripad-
né vyraz), jehoz rozklad na prvocisla zndme. Pak totiz existuje pouze

konecné mnoho rozkladu ¢isla B na n celo¢iselnych ¢initelu aq, .. ., a,.
Vysetiime-li pak pro kazdy z téchto rozkladu soustavu rovnic

Alzaly A2:a27 ey An:ana
ziskame vsechna feseni rovnice (37)). Ukazme si to na piikladech.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici y® — 2% = 91.

RESEN{. Rozlozme levou stranu rovnice:
(y — 2)(y* + zy + 2°) = 91.
Protoze
2 2 A
Yy oy +at = (y+§) —|—Zx >0,
musi byt také y — 2 > 0. Cislo 91 muzeme rozlozit na soucin dvou
prirozenych ¢isel ¢tyimi zpusoby: 91 =1-91=7-13=13-7=91-1.
Budeme proto oddélené fesit ¢tyti systémy rovnic:
(1) y—z =1, y*+xy+2* = 91. Dosazenim y = x + 1 z prvni do
druhé rovnice dostaneme x? + x — 30 = 0, odkud x = 5 nebo
x = —6. Prislusné hodnoty druhé nezndamé jsou pak y = 6,
y = —9.
2)y—x =7 y*+axy+2*=13. Pak 2* + Tz + 12 = 0, tedy
r=—-3ay=4neboxr=—-4ay=3.
(3) y—x =13, y> +axy+2*> = 7. Nyni 22 + 132 + 54 = 0. Tato
rovnice vSak nema feseni v oboru realnych ¢isel, a proto ani
v oboru ¢isel celych.
(4) y—x =91, y*+xy+2* = 1. V tomto ptipadé x?+912+2760 =
0. Ani tato rovnice nema teseni v oboru realnych cisel.

Dana rovnice ma tedy ctyfti feSeni:

(z:y) € {(5:6),(=6;=5),(=3;4),(=4;3)}.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z* + 227y — 2™ — ¢? = 7.
RESEN{. Upravme nejprve levou stranu rovnice:
$4+2x7y—x14—y2:x4—(x7—y)2: ($2—1‘7+y)(l‘2—|—$7—y)

a uvazme, ze ¢islo 7 muzeme rozlozit ¢tyimi zpusoby na sou¢in dvou
celych ¢isel: 7=1-7=7-1=(-1)-(=7) = (=7)- (—1). Budeme proto
fesit Ctyti soustavy rovnic.
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(1) 22 —2"+y =1, 2>+ 2" —y = 7. Settenim obou rovnic
dostaneme 22 = 4, odkud z = 2 a y = 125, nebo v = —2 a
y = —131.

(2) 22 —2"+y=7 2’+2"—y=1 Nyniaz?=4, atedy z =2,
y = 131 nebo z = -2, y = —125.

(3) * —a"+y=—1, 2?+2"—y=—T7. Settenim x
je spor.

(4) 22 —2"+y=-7, 2*+2" —y=—1. Opét spor 2 = —4.

2= 4, coz

Rovnice ma tedy ¢tyfti feseni:

(z;9) € {(—2;—131), (=2; —125), (2; 125), (2: 131)}.

]
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
111
oy p

kde p je libovolné prvocislo.
RESENI. Vynasobenim é&fslem zyp a dalsf dpravou dostaneme
xy —pr —py = 0.

Uprava do tvaru |D vyzaduje nyni umély obrat: ptficteme k obéma
stranam rovnice p?, aby bylo mozno jeji levou stranu zapsat jako souéin:

(x —p)(y —p) =p*
Protoze p je prvoéislo, lze p? rozlozit na souéin dvou celych éfsel jen
témito Sesti zpusoby: p? = 1-p> =p-p=p*>-1 = (=1) - (=p?) =
(=p) - (=p) = (=p?) - (=1). Budeme proto Fesit Sest systému rovnic:

(

(Daz—p=1ly—p=p*atedyz=p+1,y=p*+p;

(2) z—p=p,y—p=p, atedy v=2p, y=2p;
B)r—p=p’y—p=1, atedyx—p +p,y=p+1;

4 z—p=-lLy—p=—p*atedyr=p—1,y=p—p;
(5) z—p= p y—p=—p,atedy x =y =0, coz nevyhovuje;

6) 2 —p=-p’y—p=-latedyz=p—p’ y=p—1L
Dané rovnice mé tedy pét feseni, popsanych v piipadech (1)-(4) a (6).
U

6.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabyva otazkou
hledani vsech pravouhlych trojuhelniku s celoc¢iselnymi délkami stran.

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici

$2+y2222.

RESEN{. Oznaéme t = (x,y, 2), 11 = 2,91 =%, z1 = 7. Pak plati

tQ:C% + tof = thf,
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odkud po vydéleni éislem 2 # 0 vychdzi
iy =24 (38)

anavic (z1,y, 21) = 1. Ukdzeme nyni, ze ¢isla z1, y1, 21 jsou dokonce po
dvou nesoudélna: kdyby néjaké prvocislo p délilo dvé z ¢isel xq, 1, 21,
vyslo by z  (38), ze déli i tieti, coz vzhledem k (z1,y1,21) = 1 nenf
mozné. 7 &isel zq, y1 je tedy nejvyse jedno sudé. Piipustme, Ze jsou
obé licha. Pak z kongruence
Z=a22+y}=1+1 (mod8)

plyne, Ze 22 je sudé &islo, které nenf délitelné 4, coz nenf mozné. Je tedy
z Cisel x1, y; pravé jedno sudé. Protoze v rovnici vystupuji z; a
y1 symetricky, muzeme pro urcitost predpokladat, ze sudé je z; = 2r,
r € N. Z (38) pak plyne

2_ .2 _ 2
% =2 -y

a tedy

P2 — 21ty 21—
2 2
Oznatme u = L(z + 1), v = (1 — ). Pak 2y = u+ v, y3 =
2 2
u — v. Protoze jsou y;, 21 nesoudélna cisla, jsou i u, v nesoudélnd cisla.

7 rovnice

r?=u-v

pak plyne, Ze existuji nesoudélnd piirozend ¢isla a,b tak, ze u = a?,
v = b?, navic vzhledem k u > v plati a > b. Celkem tedy dostavame

r = txy = 2tr = 2tab,
y =ty =tu—v) =ta® - %),
z =1tz = t(u + U) = t(a2 + b2)7

coz skutecné pro libovolné ¢t € N a libovolna nesoudélna a, b € N takova,
ze a > b, vyhovuje dané rovnici. Zbyla feseni bychom dostali zaménou
x a y (v prubéhu feseni jsme predpokladali, ze pravé x; je sudé):

r=t(a®—b*), y=2ab, z=1t(a®+0b?),
kde opét t,a,b € N jsou libovolnd takové, ze a > b, (a,b) = 1. O

6.6. Resitelnost diofantickych rovnic. V predchozi ¢dasti jsme
videéli, ze Teseni vétsiny diofantickych rovnic neni snadné, a ackoli jsme
se naucili nékolik metod, v mnoha konkrétnich pripadech se nam ne-
podaii diofantickou rovnici vyfesit ani jednou z nich. Pfesto se nam
v téchto pripadech muze podafit néco o feSeni zjistit. Napriklad nalézt
nekonec¢nou mnozinu feSeni a tim dokézat, ze mnozina vSech feSeni, i
kdyz ji celou neumime popsat, je nekonec¢nd. Nebo naopak ukazat, ze
mnozina vsech feseni je prazdnd (a tim vlastné danou rovnici vyftesit),
popfipadé konecna.
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6.6.1. Neexistence reseni. Pti dukazu, ze néjaka diofanticka rovnice
nema zadné feSeni, je casto mozné s uspéchem vyuzit kongruenci. Ma-li
totiz Feseni diofantickd rovnice L = P (kde L, P jsou vyrazy obsahujici
neznamé, nabyvajici celo¢iselnych hodnot pro libovolné celo¢iselné hod-
noty neznamych), musi mit feseni i kongruence L = P (mod m) pro
libovolné m € N, protoze feSenim této kongruence je napiiklad zminéné
feSeni rovnice. Odtud plyne, ze nalezneme-li néjaké ptirozené ¢islo m
tak, ze kongruence L = P (mod m) nemd FeSeni, nemuze mit feSeni
ani puvodni diofanticka rovnice L = P. Je nutno si vSak uvédomit,
Ze obraceni predchozi iivahy obecné neplati: ma-li kongruence L = P
(mod m) pro kazdé prirozené ¢islo m feSeni, neznamend to jesté, ze
mé teSeni téz diofantickd rovnice L = P (ukézeme to v Piikladu na

str. [84)).
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
r]+ w5+ -+t = 15999.
RESEN{. Ukazeme, ze kongruence
o]+ xy+ -+t =15999  (mod 16)

nema feseni, odkud vyplyne, ze feSeni nema ani dana diofantickd rov-
nice. Je-li totiz celé ¢&islo n sudé, je n = 2k pro k € Z a tedy n* =
16k* = 0 (mod 16). Jestlize je celé ¢islo n liché, plati n* — 1 = (n —
1)(n+1)(n?>+1) =0 (mod 16), nebot ¢islan — 1, n+ 1 an?+ 1 jsou
sudd a jedno z ¢isel n — 1, n + 1 musi byt dokonce délitelné ctyimi.
Znamena to tedy, Ze podle modulu 16 je n* kongruentni s 0 pro sud4
n a s 1 pro licha ¢isla n. Je-li proto mezi ¢isly xy1, 2, ..., 214 pravé r
lichych, je
v+ o3+ +2t, =r (mod 16).

Plati 15999 = 16000 — 1 = 15 (mod 16) a protoze 0 < r < 14, nemiuze
mit kongruence

vl +ay+---+2}, =15 (mod 16)
feseni, a nema ho tedy ani dana rovnice. U
PRIKLAD. V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic

2+ 27 = 22,
20% +y? = v’

RESENI. Snadno ovéifme, 7e z © = y = 0 plyne také z = v = 0,
coz je TeSeni dané soustavy. Ukdzeme, Ze dalsi feSeni soustava nemaé.
Predpokladejme, ze x,y, z, u je Teseni a ze x # 0 nebo y # 0, a oznacme
d = (z,y) > 0 nejvétsi spolecny délitel ¢isel x,y. Z prvni rovnice plyne

d | z, ze druhé d | u. Oznacime-li 2y = £, y1 = 4, 21 = 5, uy =
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4 dostdvéme, ze (r1,141) = 1, a po zkrdceni obou rovnic cislem d?
dostaneme

2 2 2
]+ 2y1 = 21,

217 + yi = uj.
Odtud plyne sectenim 322 + 3y? = 22 + u? a tedy 3 | 22 + u2. Podle
Tvrzeni B.1] plati 3 | z1, 3 | us a tedy 9 | 27 + u?. Pak ale 9 | 3(2% +y3),

a tedy 3 | 27 +y7. Opét podle Tvrzem’platl’ 3| 1, 3| y1, coz je spor
s (x1,y1) = 1. Soustava m4 tedy jediné feseni x =y =z=u=0. O

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
U420+ 3+ xl =92

RESENI. Pimym vypoctem se piesvédéime, ze pro & < 5 vyhovuji
rovnici pouze x =y = 1 a x = y = 3. UkéZeme, zZe pro x > 5 rovnice
feseni nema. Protoze pro libovolné n > 5 je n! délitelné péti, plati

H+214+3 4+ 42!l =114+21431+41=33=3 (mod 5).

Ovsem druha mocnina pfirozeného ¢isla je podle modulu 5 kongruentni
s 0 nebo 1 nebo 4. Kongruence 1!+2!+---+x! = * (mod 5) prox > 5
tedy nema teSeni, a proto nema pro x > 5 feSeni ani dand rovnice. [

PRIKLAD. V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici
22—y =7
RESENI. Ukdzeme, Ze dand rovnice nemé feseni. Predpoklddejme
naopak, ze pro vhodné z,y € Z plati 22 — 3> = 7. Kdyby y bylo sudé,
platilo by 22 = 7 (mod 8), coz neni mozné. Je tedy y liché, y = 2k + 1
pro k € Z. Pak plati

PHl=9y"+2° = (y+2)(y* -2y +4) = (39)
= (y+2)((y — 1)* +3) = (2k + 3)(4k* + 3). (40)

Cislo 4k* + 3 musi byt délitelné néjakym prvocislem p = 3 (mod 4).
V opa¢ném piipadé vzhledem k tomu, Ze 4k? + 3 je liché, by totiz
v rozkladu éisla 4k% + 3 na prvoéisla vystupovala pouze prvoéisla kon-
gruentni s 1 podle modulu 4 a tedy by i jejich souéin 4k? + 3 musel byt
kongruentni s 1 podle modulu 4, coz jisté neni. Je tedy 4k%+ 3 délitelné
prvocislem p = 3 (mod 4), a tedy plati

22+1=0 (mod p).
Podle Tvrzeni odtud plyne z =1 =0 (mod p), a to je spor. O

Nyni uvedeme slibovany priklad toho, ze diofanticka rovnice nemusi
byt fesitelnd ani v piipadé, ze je kongruence L = P (mod m) Fesitelnd
pro libovolny modul m € N.



84

PRIKLAD. Dokazte, Ze kongruence
62 +52+1=0 (mod m)
ma TeSeni pro kazdé prirozené ¢islo m, a pritom diofantickd rovnice
62° + 5z +1=0
feSeni nema.
RESENI. Plati 622 + 52 + 1 = (32 + 1)(22 + 1), a tedy rovnice
622+ 5x+1 = 0 nem4 celoéiselné feseni. Necht m je libovolné piirozené

¢islo a plati m = 2" - k, kde n € Ny a k je liché ¢islo. Protoze (3,2") =
(2,k) = 1, maji obé kongruence soustavy

3z =—-1 (mod 2")
2 =—1 (mod k)

podle Véty 21| feseni, a protoze (2", k) = 1, mé podle Véty [23| fesenf i
cela soustava. Pro libovolné x vyhovujici této soustavé je pak 3x + 1
délitelné ¢fslem 2™ a 2x + 1 ¢islem k a proto soucin (3z + 1)(2x + 1) je
délitelny cislem 2" - k = m. Je tedy = feSenim kongruence

62> +52+1=0 (mod m).
U

6.6.2. Zmensovdani ad absurdum. Je to metoda dukazu neexistence
reSeni diofantické rovnice. Pii dukazu touto metodou libovolné resent
dané diofantické rovnice charakterizujeme néjakym prirozenym c¢islem
(naptiklad nejvétsim spoleénym délitelem hodnot nékterych nezndmych
nebo druhou mocninou hodnoty nékteré neznamé a podobné) a ukazeme,
ze existuje-li feseni charakterizované prirozenym c¢islem d, musi existo-
vat jiné feSeni, charakterizované ptirozenym cislem d' < d. Pak totiz
zadné takové Teseni existovat nemuze, o cemz se snadno muzeme presvédcit
sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to Teseni, které je ze
vSech TeSeni charakterizovano co nejmensim prirozenym cislem d; pak
by ovSem muselo existovat i jiné feSeni, charakterizované prirozenym
¢islem d' < d, coz vsak by byl spor s volbou d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% + 23 + 423 — 6zyz = 0.

RESENI. Rovnici jisté vyhovuje 2 = y = z = 0. Ukézeme, Ze jiné
fesenf rovnice nem4. Oznacme d = x?+y>+2? a predpoklddejme, Ze pro
néjaké reseni x,y, z dané rovnice plati d > 0. Z puvodni rovnice plyne,
7e 73 je sudé &fslo, a proto je o = 2z, pro vhodné x; € Z. Dosazenim
do rovnice dostaneme

827 4 2y + 42° — 12z3,y2 = 0,
po vydéleni dvéma

423 + 1y + 22° — 6r1y2 = 0,
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a proto i 4% je sudé éislo, tedy y = 2y; pro vhodné 3, € Z. Dosazenim
a vydélenim dvéma dostaneme

2x:1)) + 4y:f + 23— 6x1y12 = 0,

odkud plyne, Ze z* je také sudé &fslo, a proto z = 2z, pro vhodné
z1 € Z. Dosazenim a vydélenim dvéma dostaneme

xi’ + ny + 42{’ — 6x1y121 = 0,

a tedy x1,y1, 21 je feSeni puvodni diofantické rovnice, pricemz plati
2 2 2
2 2 2 T ) z d
Bty =+ = <d
1T U 1 1 4 4 1

Podle metody popsané v 6.4 dana diofantickd rovnice nemd teseni
s vlastnosti d > 0, a tedy x = y = 2 = 0 je jejim jedinym feSenim. [J

PRIKLAD. V oboru piirozenych &fsel feste rovnici 22 + y? = 47,

RESEN{. Uzijeme metodu pro d = z. Ptedpokladejme nejprve,
ze x,y, 2 je feSenim dané rovnice. Pak jisté plati z # 1, protoze je-li
x =y =1, plati 22 + 9% = 2 < 4, a je-li alespoii jedno z éisel x,y
vétsi nez jedna, je 22 + 9% > 4. Je tedy 2 > 1 a plati 22 + 2 = 4* =0
(mod 8). Protoze druha mocnina lichého ¢isla je kongruentni s 1 podle
modulu 8 a druhd mocnina sudého ¢isla je kongruentni s 0 nebo 4 podle
modulu 8, plyne z této kongruence, ze x i y jsou sudd, a tedy = = 2z,
y = 2y; pro vhodna x1,y; € N. Pak ovsem

72 2
Byi= =4
a tedy, oznacime-li z; = z—1 € N, ¢isla x1, y1, z; spliuji danou rovnici,
pricemz z; < z. Proto dand rovnice nem4 feseni.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z* + y* 4+ 2* = 9u*.

RESEN{. Je-li u = 0, musi byt rovnéz z = y = z = 0, coz je feseni
dané rovnice. Ukazeme, Ze jiné feSeni rovnice nemé. Piredpokladejme,
ze celd cisla x,y, z,u vyhovuji dané rovnici, pricemz u # 0, a ozna¢me
d = u*. Kdyby ¢&islo u nebylo délitelné péti, bylo by u* = 1 (mod 5)
podle Fermatovy véty, a tedy by platilo

' +yt+2'=4 (mod 5),

coz véak neni mozné, nebot podle Fermatovy véty kazdé z éisel a4, y*, z*

muze byt podle modulu 5 kongruentni pouze s 0 nebo 1. Je tedy u
délitelné péti, u = buy pro vhodné u; € Z, a plati

4yt +22=0 (mod5),

odkud plyne, Ze cisla x,y, z jsou délitelné péti, tj. x = dxq, y = dyy,
z = bz pro vhodna x1,y1, 21 € Z. Dosazenim do rovnice a vydélenim
5% dostaneme

71+ i+ 2 = 9y,
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a tedy x1,y1,r1,u; vyhovuji dané rovnici. Pritom plati

g
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% 4 4> + 22 = 2zyz2.

RESENI. Rovnice jisté spliuje z = y = z = 0. Ukdzeme, ze dalsf
feSeni tato rovnice nemé. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni: zadna
rovnice

2+ + 2 = 2y, (41)
kde z,y,2 € Z a v € N nema jiné feSeni nez x =y = 2 =0, u € N
libovolné. Predpokladejme, Ze x,y, z € Z, u € N vyhovuji rovnici
azed=1z>+1y*+ 2% > 0. Protoze u > 1, je 2“zyz sudé ¢islo, a proto i
22+ 9% + 22 je sudé ¢islo. To ale znamend, ze pravé jedno z éisel z, v, z,
nebo vSechna tfi jsou suda. V prvnim piipadé je vsak

P+ +22=1+1+0=2 (mod 4),

kdezto
2"zyz =0 (mod 4),

nebot u > 1 a jedno z &isel z, 1, z je sudé. Nastane tedy druhy piipad
acislax; = 5, y1 = §, 21 = 5 jsou celd. Polozme u; = u+1a dosad'me
do :

4o 4 dy? 4 422 = 271 20 - 2y - 22,
po vydéleni ¢tyimi

ety + 2l =2 myia,

a tedy x1,y1, 21, u1 vyhovuji rovnici . Pritom plati 0 < 22 +yi+27 =
il < d, nebot d > 0. Podle tedy rovnice muze mit jen feSeni
s vlastnosti d = 0, coz jsou vyse uvedena feSeni r =y =2 =0, u € N
libovolné. Specialné, zadana rovnice ma jediné feSeni x = y = 2z =

0. U

6.6.3. Pocetnost mnoziny reseni. V mnoha ptripadech, kdy neumime
najit vSechna feseni diofantické rovnice, se naim muze alespon podarit
rozhodnout, zda feSeni je konec¢né ¢i nekoneéné mnoho. Koneénost je
napiiklad zarucena zjisténim, ze hodnoty neznamych jsou v absolutni
hodnoté mensi nez néjaké c¢islo. Pokud toto ¢islo nalezneme a je ,ro-
zumné“ malé, muzeme pak najit vSechna feSseni metodou popsanou
v

To, ze dand diofanticka rovnice ma reseni nekoneéné mnoho, muzeme
dokazat naptiklad tak, Ze nalezneme pro kazdou neznamou néjaky
vyraz s parametrem, a to takovy, ze po dosazeni do rovnice dostaneme
rovnost, pfitom pro nekonecné mnoho hodnot parametru dostaneme
navzajem ruzné hodnoty neznamych (jde tedy o jakousi zkousku ne-
kone¢né mnoha fesenf). Nebo muzeme nalézt jedno feSeni rovnice a
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udat predpis, jak z libovolného feseni spocitat jiné. Mame-li zaruceno,
ze pri dalsi a dalsi aplikaci tohoto predpisu dostavame stale nova reseni
(napiiklad jsou-li ziskdvand reseni stale vétsi a vétsi), opét tim dokazeme,
Ze mnozina feSeni je nekonec¢na. Je zfejmé, Ze pii obou postupech mo-
hou existovat jesté dalsi nenalezena teSeni.

PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice

-1+ (z+1)°=y*+1

mé nekoneéné mnoho feseni.

RESEN{. Rovnici snadno upravime do tvar

y?— 222 =1.

Zkusme najit néjaké feseni. Po chvili pokust asi kazdy objevi, Ze volba
y = 3, x = 2 vyhovuje dané rovnici. Pfedstavme si nyni, Zze mame
k dispozici libovolné feseni =,y € Z a pokusme se ziskat dalsi. Plati

tedy

(y + V2z) (y — V21) = 1.
Dosazenim nalezenych hodnot y = 3 a x = 2 ziskdme rovnost (3 +
22 ) (3 —2v/2 ) = 1, vynasobenim dostaneme

((y+v22)(3+2v2)] - [(y — vV22)(3-2v2)] = 1.

Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Plati
(y+ \/§$)(3+ 2\/5) = 3y + 3V2x + 2v2y + 4z = (4 + 3y) + (3z + 2y)V2,
(y — \/ﬁx)(?) — 2\/5) = 3y — 3V2z — 22y + 4z = (42 + 3y) — (3z + 2y)V/2.
Polozme v = 4z + 3y, v = 3z + 2y. Plati tedy

(u + \/511) (u — \/511) =1,
odkud

u? — 2% =1,
a tedy u,v € Z je dalsi feseni dané rovnice. Polozime-li 1 = 2, y; = 3
a
Tny1 = 3T, + 2yn; Yn+1 = 4z, + Syn

pro libovolné n € N, dostavame pro kazdé n € N feSeni x,,1, dané

rovnice. A protoze plati 0 < 77 < 9 < ..., 0 < Yy < Yo < ...,
dostavame pro ruzné indexy n ruzna teSeni x,,¥,. Dand rovnice ma
tedy nekonec¢né mnoho teseni. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze rovnice
k+a2+y* ==z

ma pro libovolné celé ¢islo k nekoneéné mnoho feseni v oboru pfirozenych
cisel.

2

5Jde o specialni piipad tzv. Pellovy rovnice
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RESEN{. Upravou a rozkladem 22 — y? dostaneme
k+a® = (2 —y)(z+y)
Neni nutné hledat vsechna feSeni, proto muzeme predpokladat, ze
2—Y= 17
z4y=k+ >
Libovolné feseni této soustavy bude také feseni dané rovnice (neplati
to vSak obracené, zkuste sami pro néjaké pevné zvolené k nalézt priklad
prirozenych cisel z, y, z vyhovujicich dané rovnici, avsak nevyhovujicich
uvedené soustavé rovnic). Resime-li soustavu vzhledem k nezndmym
2,1y, dostavame

=1 +k+1),
y =3 +k—1)
Zvolime-li x = |k| + 1+ 2t, kde t € N, je = pfirozené ¢islo. Plati
?+k=k+14+2t+k=1 (mod 2)
atedy z = 2((|k[+142t)*+k+1) > 0,y = 3 ((|k|+1+2t)2+k—1) > 0
jsou také prirozena ¢isla. Protoze pro ruzna t dostavame ruzna x a tedy
ruznd feSeni, ma rovnice nekoneé¢né mnoho feseni. Il
PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice
52% — 8xy + 5y° — 4k* =0
ma pro libovolné prirozené ¢islo k£ pouze koneéné mnoho feseni.
RESEN{. Danou rovnici upravime do tvaru (22 — y)? + (2y — x)? =
4k?, odkud plyne (2x —y)* < (2k)? a (2y — x)? < (2k)?, a tedy —2k <
20 —y < 2k a =2k < 2y — x < 2k. Sec¢tenim prvni a dvojnasobku
druhé nerovnosti a vydélenim tfemi dostaneme —2k < y < 2k a zcela
analogicky —2k < x < 2k. Protoze x i y mohou pro pevné k nabyvat

pouze koneéné mnoha hodnot, mé dana rovnice pouze koneé¢né mnoho
feseni. O
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