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VETA 26. Bud p prvocislo, f(x) € Zlx]. Md-li kongruence f(x) =0
(mod p) vice nez st(f) resent, pak jsou viechny koeficienty polynomu f
ndsobkem p.

DUKAZ. V jazyce algebry jde vlastné o pocet kofenti nenulového
polynomu nad (kone¢nym) télesem Z,, kterych je nejvyse st(f). O

DUSLEDEK. (Jing dikaz Wilsonovy véty) Pro kazdé prvocislo p
plati

(p—1!=-1 (mod p).

DUKAZ. Pro p = 2 je tvrzeni zfejmé, déle uvazujme jen lich4
prvocisla p. Resenim kongruence

(r— 1)@ =2 (r—(p—1)— (@ =1)=0 (mod p)

je podle Malé Fermatovy véty libovolné a € Z, které neni nasobkem
p, tj. kongruence ma p — 1 feSeni. Ptitom je ale jeji stupen mensi nez
p—1, proto jsou podle predchozi véty vsechny koeficienty polynomu na
levé strané kongruence nasobkem p, specidlné absolutni ¢len, kterym je
(p— 1!+ 1. Tim je Wilsonova véta dokdzéna. g

4.5. Binomické kongruence a primitivni kofeny. V této ¢asti
se zamétime na feSeni specialnich typu polynomidlnich kongruenci vyssiho
stupné, tzv. binomickych kongruenci. Jde o analogii binomickych rov-
nic, kdy polynomem f(x) je dvojclen z™ — a. Snadno se ukaze, ze se
muzeme omezit na pripad, kdy je a nesoudélné s modulem kongruence
— v opa¢ném piipadé totiz vzdy muzeme pomoci ekvivalentnich uprav
kongruenci na tento pfipad prevést nebo rozhodnout, ze kongruence
neni fesitelna.

PRIKLAD. Reste kongruenci

r* =18 (mod 63).

RESENI. Protoze je (18,63) = 9, musi platit 9 | 22, tj. 3 | =
Polozime-li x = 3z, z1 € Z, dostdavame ekvivalentni kongruenci z{ =
(mod 7), ktera jiz spliuje omezeni na nesoudélnost modulu a pravé
strany kongruence. Podle Véty 26| vime, Ze ma nejvyse 2 feSeni a snadno
se vidi, ze jimi jsou x; = £3 (mod 7), tj. z; = £3,£10, +17, £24, +31,
438, £45, +52, 59 (mod 63). Resenimi ptivodni kongruence jsou tedy
x=3-x1 (mod 63), tj. z = £9,+12, 430 (mod 63).

PRIKLAD. Reste kongruenci
r*=3 (mod 18).

RESENI. Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | . Uzijeme-li, podobné
jako vyse, substituci x = 3 - x1, dostavame kongruenci
2728 =3 (mod 18),

kterd zfejmé nemd FeSeni, protoze (27,18) 1 3.
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DEFINICE. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Cislo a nazveme n-tjm
mocninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

" =a (mod m)

fesitelna. V opac¢ném ptipadé nazveme a n-tym mocninnym nezbytkem
modulo m.

Pro n = 2,3, 4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a bikvad-
raticky zbytek, resp. nezbytek modulo m.

V tomto odstavci ukazeme, jakym zpusobem feSit binomické kon-
gruence modulo m, pokud modulo m existuji tzv. primitivni kofeny.

DEFINICE. Necht m € N. Celé ¢islo a € Z, (a,m) = 1 nazveme
primitivnim korenem modulo m, pokud je jeho fad modulo m roven

p(m).

LEMMA. Je-li g primitivni koren modulo m, pak pro kaZdé cislo
a € Z, (a,m) =1 ezistuje jediné x, € Z, 0 < x, < p(m) s vlastnosti
g** = a (mod m).

Funkce a — x, se nazyva diskrétni logaritmus, prip. index cisla x
(vzhledem k danému m a zafizovanému primitionimu koreni g) a je
bijekci mezi mnoZinami
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{reZ;0<x<p(m)}.

DUKAZ. Staci ukdzat tvrzeni o bijekci a protoZe obé mnoziny maji
stejny pocet prvku, stac¢i dokazat injektivitu uvedeného zobrazeni. Pred-
poklddejme, ze pro z,y € Z,0 < z,y < @(m) je ¢* = ¢¥ (mod m).
Podle Véty [1§ pak z =y (mod ¢(m)), tj. z = y. d

Pozdéji ukazeme, ze primitivni kofeny existuji ,,dostatecné casto*
na to, aby nasledujici véta tesila vSechny potiebné pripady.

VETA 27. Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitioni
koreny. Ddle necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence

" =a (mod m)

je Tesitelnd (tj. a je n-ty mocninny zbytek modulo m), pravé kdyz
a?™/d =1 (mod m),

kde d = (n,p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence tesitelnd, md prdave d resend.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo m. Pak podle piedchoziho
Lemmatu existuje pro libovolné x nesoudélné s m jediné y € 7Z; 0 <
y < @(m) tak, ze x = ¢g¥ (mod m), podobné pro dané a existuje je-
diné b € Z; 0 < b < p(m) tak, ze a = ¢° (mod m). ReSend binomicks
kongruence je tedy po této substituci ekvivalentni s kongruenci

(¢")"=g" (mod m)
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a s vyuzitim Véty [I§ i s linedrn{ kongruenci

n-y=b (mod p(m)).
Tato kongruence je fesitelna, pravé kdyz d = (n,eo(m)) | b (a je-
li fesitelnd, pak ma d feSeni). Zbyva dokazat, ze d | b, pravé kdyz
a?m/d =1 (mod m).
Kongruence 1 = a#(™/4 = gb¢(m)/d plati prave kdyz ¢(m) |
a to plati prave kdyz d | b.

bp(m)
d

O.

DUSLEDEK. Za predpokladii predchozi véty, je-li navic (n,p(m)) =
1, md kongruence ™ = a (mod m) vidy TeSeni, a to jediné. Jingmi
slovy, umocrniovani na n-tou (kde n je nesoudélné s p(m)) je bijekce na
mnoziné Z,, invertibilnich zbytkovijch trid modulo m.

DUKAZ. Ziejmy. O

Nésledujici véty nam davaji obecnou informaci o poctu reseni kon-
gruenci podle modulu, kterym je mocnina prvocisla. Jde o specialni
piipady Henselova lemmatu pro pripad binomickych kongruenci.

VETA 28. Bud p prvoéislo, a € Z,n € N,p{ a, ptn. Je-li kon-
gruence " = a (mod p) Teditelnd, je rTesitelnd i kongruence ™ = a
(mod p®) pro libovolné prirozené ¢islo o a md stejny pocet Teseni jako
kongruence modulo p.

DUKAZ. Plyne z Henselova lemmatu pro kongruenci f(z) = 0 (mod p),
kde f(z) = 2™ — a. Pak totiz f'(z) = n - 2" a pokud b € Z spliiuje
f(b) =0 (mod p), pak jisté p t b, a proto p1 f'(b).

]

VETA 29. Bud' n € N, a € Z, 21 a. Oznac¢me ddle | € Ny nejuétsi
takové, ze 2! | n. Je-li kongruence " = a (mod 2%*1) fesitelnd, je
resitelnd i kongruence " = a (mod 2%) pro libovolné a € N, a > 2[+1
a md stejny pocet tesent jako kongruence modulo 2%+

DUKAZ. Prozatim neuveden. O

PozNAMKA. Uvéazime-li v piedchozi vété piirozené cislo n = 2
(mod 4), pak je [ = 1. Pro liché a je kongruence z" = a (mod 8)
fesitelnd pravé kdyz je a = 1 (mod 8) (a m4 4 feSeni). Diky prechozi
vété vime, ze pro a = 1 (mod 8) mé FeSeni libovolnd kongruence tvaru
" =a (mod 2%) pro a > 3 a mé 4 feSeni.

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali fesitelnosti binomickych
kongruenci podle moduli, pro které existuje primitivni koten. Ve zbytku
této ¢asti se budeme zabyvat tim, pro kterd ¢isla primitivni koreny exis-
tuji. Postupné dokazeme nasledujici vétu:

VETA 30. Bud m € N, m > 1. Primitivni koreny modulo m existugi
pravé tehdy, kdyz m splnuje nékterou z ndsledujicich podminek:
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e m =2 nebom =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojndasobek mocniny lichého prvocisla.

PozNAMKA. Pokud pro pfirozené ¢islo existuji primitivni kofeny,
tak jich mezi ¢isly 1,2, ..., m existuje pravé p(¢(m)). Je-li totiz g pri-
mitivn{ koten a a € {1,2,...,¢(m)} libovolné, pak ¢g* je podle Véty
radu (aié@))’ coz je rovno (m) pravé tehdy, je-li (a,p(m)) = 1.

Takovych a je v mnoziné {1,2,... ¢(m)} pravé p(¢p(m)).

Dukaz Véty provedeme v nékolika krocich. Snadno je vidét, ze pri-
mitivni kofen modulo 2 je 1 a modulo 4 je 3. Dale ukazeme, ze pri-
mitivni kofeny existuji modulo libovolné liché prvocislo (pro ty, kdo si
pamatuji zaklady algebry, tak vlastné jinym zpusobem dokazeme, ze
grupa (Z),-) invertibilnich zbytkovych tiid modulo prvociselné m je
cyklicka.

TVRZENT 4.1. Necht p je liché prvocislo. Pak existuji primitioni
koreny modulo p.

DUKAZ. Oznacéme 71,79, ...,7,1 Tady ¢isel 1,2,...,p — 1 modulo
p. Bud 6 = [r1,72,...,7_1] nejmensi spoleény nésobek téchto radu.
Ukéazeme, ze mezi Cisly 1,2, ..., p—1 existuje ¢islotadu d aze 6 = p—1.

Necht § = ¢ - ¢;* je rozklad § na prvocisla. Pro libovolné s €
{1,...k} existuje c € {1,...,p — 1} tak, ze ¢ | r. (jinak by existoval
mensi spolecny nasobek ¢isel ry,rg, ..., 7,1 nez je 0), tj. ex. b € Z tak,
7e r. = b-q%. ProtoZe ¢ ma idd r., ma ¢islo g, := ¢® podle Véty (19| fad
qs°.

Provedenim pfedchozi ivahy pro libovolné s € {1,...k} dostaneme

J1,-- ., gk a muzeme polozit g := ¢y --- gx. Podle Lemmatu za Vétou

dostdvame, Ze fadd ¢ je roven soucinu rddu ¢isel gq,. .., gi, tj. cislu
a1 Ak

ql DY qk =

Nyni dokazeme, ze 6 = p — 1. Protoze tady cisel 1,2,...,p — 1 déli
§, dostavame pro libovolné z € {1,2,...,p—1} vztah 2° =1 (mod p).
Kongruence stupné 6 modulo p ma podle Véty 26| nejvyse § feSeni (a
podle predchoziho mé p — 1 feSeni), proto nutné § > p — 1. Pfitom
d | p—1 (jakozto tad éisla g), proto zejména § < p — 1, a celkem
0=p—1 O

Nyni ukazeme, ze primitivni kofeny existuji dokonce modulo moc-
niny lichych prvocisel. K tomuto budeme pottebovat dvé pomocnd tvr-
zeni.

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7 plati

(1+ap)” " =1+ap™" (mod ph).



