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Predmluva

Diferencidni geometrie studuje vlastnosti geometrickych objektli metodami
diferenciadlniho poctu. Klasickymi objekty diferenciadlni geometrie jsou kfivky
a plochy v trojrozméném euklidovském prostoru. Tém je také vénovano toto
skriptum.

Geometrické problémy vyrazné prispély jiz k samotnému vzniku diferencial-
niho poctu. Vime, Ze derivaci funkce jedné proménné Ize interpretovat bud fyzi-
kalné jako okamzitou rychlost pohybu po pfimce nebo geometricky jako smérnici
tecny kFivky, ktera je grafem uvazované funkce. Ke vzniku diferencialniho poctu
doslo koncem 17. stoleti v pracich G. W. Leibnize al. Newtona, vznik samostatné
diferencialni geometrie v 18. stoleti je pak spojovan pfedevdim sejmény L. Euler
a G. Monge. K velkému rozvoji diferencialni geometrie dodlo v 19. stoleti a za-
slouzili se 0 ng zefména C. F. Gauss a B. Riemann. Od prelomu 19. a 20. stoleti
zaCala vyvoj diferencialni geometrie vyznamné ovlivhovat Einsteinova obecna
teorie relativity. | v dnedni dobé dochéazi k hlubokému vzgemnému ovliviiovani
moderni diferencidni geometrie a soutasné teoreticke fyziky.

Toto skriptum je uréeno predevsim studujicim odborné matematiky a ucitelské
deskriptivni geometrie naPrirodovédecké fakulté MU v Brné. Skriptum sestavaze
dvou ¢asti: |. Prednasky (autor |. Kol&F), 1. Cviceni (autorka L. PospiSilova). Pro-
biranalatkaje klasicka, zplisob jejiho vykladu ovsem vychazi ze soucasného stavu
diferencidni geometrie. V prvni ¢asti zeiména konstrukce rliznych oskulatnich
objektll systematicky opirame o obecny pojem styku kfivek a ploch.

Prvni Cast skripta sestava ze 14ti kapitol, které jsou rozdéleny do ¢islovanych
odstavcll neboli bodll. Uvnitt téze kapitoly odkazujeme jen na Cislo odstavce
nebo rovnice, pfi odkazu na jinou kapitolu pfidavame i jgji €ido. Tedy napr.
6.3 znamena tfeti bod Sesté kapitoly, zatimco 6.(3) znamena rovnici (3) v Sesté
kapitole. V seznamu literatury uvadime jen ty publikace, o nichz se domnivame,
Ze mohou byt Ctenéffi nejuzitetngsi.

Druha tast skripta obsahuje feSené priklady v pfimé navaznosti na prednasky.
Kapitoly, na které je druha Cast rozdélena, neodpovidaji rozvrzeni kapitol v prvni
¢adti skripta vzhledem k rliznorodé obsahlosti jednotlivych témat pro prednasku a
cviCeni. Presto zlistava zachovana stejna posl oupnost vykladu jako v prednaskach.
V kazdé kapitole jsou ofidované priklady, které jsou kromé samotného zadani
doplnény vzorovym feSenim.



Autori dékuji Prof. RNDr. Josefu JanySkovi, DSc. zacenné pfipominky k textu,
Mgr. Janu Vondrovi zapeclivé precteni rukopisu acenné pripominky k nému apani
Iloné Luke3ové za kvalitni pocitatové zpracovani narotného textu.
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1 Pohyb akrivka

Budeme se zabyvat kfivkami v euklidovské roviné a trojrozmérném prostoru.
Zatneme ae s n-rozmérnym euklidovskym prostorem E,,, i kdyz fakticky potfe-
bujeme pouze pfipady n = 2, 3.

1.1. Necht I C R je otevieny interval. Jeho body |ze interpretovat jako hodnoty
Casu t. Zobrazeni f: I — E, mizeme chapat jako pohyb, jehoZ trajektorie
v “rozumném” pripadé je kfivka.

Pro pouziti diferencidiniho poctu potfebujeme predevsim diferencovatelnost
zobrazeni f. Pfipominame, Ze Ciselna funkce ¢: I — R se nazyva tfidy C",
jestlize ma v intervalu I spojité derivace az do fadu r véetné. Jestlize v E,
zvolime kartézskou soufadnou soustavu, pak f(t) = (fi(t),..., fa(t)) je n-tice
¢iselnych funkci a mtizeme Fici, Ze zobrazeni f je tfidy C", pravé kdyz véechny
funkce f1, ..., f, jsoutfidy C.

Je v&ak tfeba ukazat, ze tento pojem nezavisi na volbé soufadné soustavy. To
je sice pravda, ale pfimé ovérovani pomoci prechodu od jedné soufadné soustavy
k druhé je klopotné. Mnohem jednodussi je sledovat nezavislost pouze na volbé
pocétku soufadnic. Volba pocétku identifikuje E,, s jeho zamé&enim Z(E,,), coz
je n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor.

1.2. Budeme se tedy nejprve zabyvat n-rozmérnym euklidovskym vektorovym
prostorem V. Zna€ime ||u|| velikost vektoru v a(u, v) skalarni soucin dvou vektordi
u, V.

Definice. Zobrazeni v: I — V se nazyvavektorova funkce naintervalu I.
1.3. Pojem limity vektorové funkce se zavadi anal ogicky k pripadu ¢iselné funkce.

Definice. Vektorova funkce v mav bodé tg € I limitu vy, jestlize ke kazdemu
e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna ¢ splfujici |t — to| < 6, t # to, plati
[o(t) — vol| <e.
Piseme vy = tlin;l v(t).
—tlo
Je-li tlin? v(t) = v(ty), pak Fikéme, Ze vektorova funkce je spojita v bodeé .
—tlo

1.4 Definice. Jestlize existuje

t) —v(t
L) (i)
t—to t —to t—to t — 1o

(v(t) = v(to)),

nazyvame ji derivace vektorové funkce v(t) v bodé t.



Tuto derivaci znatime 2412) nebo o/ (t).

Derivace vySSiho fadu se definuji obvyklou iteraci.
15. Necht ey, ..., e, jengakabazeve V. Prokazdét € I mame
v(t) =vi(t)er + - +vp(t)ey, .
Ciselné funkce v;(t), i = 1,...,n nazyvame slozky vektorove funkce v(t).

Nasledujici v&ta ma snadny diikaz, ktery vsak patfi do analyzy. Proto jg
neuvadime.

Véta. Vektorova funkce je spojita, prave kdyz vsechny jei dozky jsou spojité.
Vektorova funkce v(t) méa derivaci v bodeé ty, pravé kdyz ji maji vdechny jgji
slozky. Pak plati

do(to) _ (dvl(to) dvn(to)>
dt a7 dt )

Podobna tvrzeni plati i pro limitu a derivace vySSiho Fadu.
1.6. Uvedeme jeden pomocny vysledek, ktery budeme déle potfebovat.

Necht v(t), w(t) jsou dvé vektorové funkce tfidy C* na I. Jgjich skalarni
sougin (v(t), w(t)) je&iseinafunkee tiidy C* nal. Také skalarni souginy (%, w)
a (v, 42 jsou Eiselné funkce na I.

Véta. Plati

dt
Dukaz. V soufadnicich mame

(v(t), w(t)) = vi(t)wi(t) + - + va(t)wn(t).

Pfi derivovani pouzijeme pravidla pro derivovani soutttl a soucinu. Tedy

d(’U, w) — @ + @ + + dﬂ + %
at dat TV at T e
To je soufadny tvar naseho tvrzeni. O

1.7. Uvazujme prostor E,, ajeho zamé&eni V. Zvolme pocatek P € E,. Pak
_—

zobrazeni f: I — E,, urcuje vektorovou funkci fo’: I -V, P_f(t) = Pf(t),
ktera se nazyva privodi¢ zobrazeni f.

Definice. Zobrazeni f: I — E,, nazyvame pohyb v prostoru E,,. Rikame, Ze f
—
je pohyb tfidy C", jestlize P f je vektorova funkce tfidy C".
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Vedle slova pohyb se nékdy ekvivalentné uzivanazev dr aha. Termin “pohyb”
je nazorngjsi, termin “draha’ mavice technicky charakter.

Vektor d(;zf ) nezavisi navolbé pocéatku. Opravdu, projiny bod @ € E,, mame
57 oA — — . . dl—"’_f B d@
Pf=PQ+ Qf, kde PQ jekonstantni vektor, takze =~ = “%-.

1.8 Definice. Vektor 221 — . & nazgyame vektor rychlosti pohybu f.

Znatimejg téz f'.

V druhém fadu klademe f” = (f')’; zde jiz derivujeme vektorovou funkci f”,
asteiné tak i v kazdem vy&im Fadu.

Je-li f(t) = (f1(t), ..., fa(t)) souradné vyjéadieni pohybu f, plati

dhf(t) (dkfl(t) d’“fn(t))
ik~ \dtk T Gk )

1.9 Definice. Pohyb f: I — E,, tfidy C'' nazveme regulérni, jestlize #T@ %0
pro kazdé ¢ € I. Bod 0 parametru ¢y, v némz % = o, hazyvame singuléarni

bod pohybu f.

Zde o znati nulovy vektor prostoru V = Z(E,,).

Uvedeme dva priklady.

(i) V pripadé konstantniho pohybu f(¢) = Q@ € E,, pro kazdé ¢t € I plati
dfd—(tt) = 0. Pro kazdou hodnotu Casu t € I mame tedy singularni bod.

(i) V Ey uvazuime pohyb 2 = 2,y = t3,t € (—00,00). ¥
Ten probiha po tzv. semikubické parabole 12 — 2> = 0. Mame
ft) = (3,83, f'(t) = (2t,3t?), takze f'(0) = o. Singularni x
bod f(0) jetzv. bod vratu neboli hrot, viz obrazek.
1.10. Uvazujme jiny otevieny interval .J, v némz proménnou budeme znait T,
abijektivni zobrazeni ¢: J — I (tedy Ciselnou funkci) tfidy C" takové, ze Z—f #£0
pro vsechnar € J.

Lemma. Je-li f: I — E, regularni pohyb tfidy C", pak f o ¢: J — E,, jetaké
regularni pohyb tfidy C”.

Dikaz. Plati 22l — df do e 92 je skalar aob’ dal¥ velitiny jsou vektory.
Opravdu, soufadné vyjadieni f o ¢ je fi(e(7)), ..., fn(e(T)). P derivovani
podle 7 derivujeme v kazdé dozce sozenou funkci se stejnou vnitfni slozkou
o(7), takze 1U002) (%j—f, o ﬁ—g‘é—f) = 4 92 Protoze kazde & je nenulovy

vektor akazdé ‘fl—f je nenulovy skalér, je kazdé % nenulovy vektor. O



1.11 Definice. Pohyb f: I — E,, nazyvame jednoduchy, jestlize f je injektivni
zobrazeni, tedy p‘fl ti,to €1, 75 to plat'l f(tl) 75 f(tg).

Z geometrického hlediska je f pohyb bez samoprotnuiti.

1.12 Definice. Mnozinu C' C E,, nazvemejednoduchakfivkatridy C”, jestlize
existuje takovy jednoduchy regularni pohyb f: I — E, tfidy C", Zze plati C' =
f().

Zobrazeni f: I — E,, nazyvameparametrickévyjadrenijednoduchékrivky
C'. Zobrazeni ¢ z bodu 10 nazyvame repar ametrizace kfivky C'.

je dal& parametrické vyjadreni jednoduché kfivky C' tFidy
C". Pravidlo f(p(7)) = g(7) uréuje zobrazeni ¢: J — I
t = (1), viz obrazek.

1.13. Necht J jedal§i interval sproménnou rag: J — E, _—C
/N
P ——
%

Véta. ¢ jefunkeetfidy C" aplati %2 + 0 provgechnar € J.

Ditkaz. P¥i soufadnem vyjadieni £(t) = (fi(t),..., fa(®)), 9(r) = (9u(7), ...,
gn(7)) jefunkce ¢ urtenavztahy

1 fi(t) = gi(7), i=1,...,n.

Uvazujme libovolny bod 7y € J apiSmety = ¢(9) € I. Protoze % # 0, €
aspon jedna ze slozek tohoto vektoru nenulovg; oznatmeji k. Vztah fi(t) = gr(7)
pidme ve tvaru

2 fr(t) — gr(7) = 0.

Levastrana je funkce dvou proménnych ¢ a7, kterajetfidy C™ nasou€inu I x J.
Plati df’“d—(fo) # 0, takze na (2) muizeme pouZzit vétu o implicitni funkci. Tafika, ze
v jistém okoli bodu ¢, je ¢ ur€eno jako funkce tfidy C” proménné 7. Bod po bodu
dostéavame, zet = () jefunkce tfidy C". Ta podle geometrické situace spliiuje
vechny rovnice (1), tedy g(7) = f(¢(7)). Derivovanim dostavame rovnost
vektorll 92 = 4 42 \de 92 je skalar. Kdyby bylo %20) — 0 v ngakem bodg,
pak % = o, detojev rozporu s predpokladem. O

Odvodili jsme tedy, ze kazda dvé parametricka vyjadreni jednoduché kfivky
tfidy C" selisi o reparametrizaci ve smyslu bodti 10 a 12.

1.14. V nadedujici definici zavadime globani pojem kFivky.
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Definice. Podmnozinu C' C E,, nazvemekfivkatridy C", jestlize pro kazdy bod
p € C existuje takové jeho okoli U, Zze C N U je jednoducha kfivka tfidy C".

Parametrizace prinikli nazyvame lokalni parametrizace kfivky C.

1.15. Umluva. Dale budeme predpokladat, Ze tfida r uvazované kfivky nebo
funkce je dostatetné vysoka pro nami provadéné Gvahy a zpravidla se o ni nebu-
deme zminovat.

1.16. Uvedeme né&kolik prikladll v roving .

0@

Yy=2x z? + y2 =r

a) Parabola je globalné jednoducha kfivka. b) Kruznice je kfivka, ale ne jednodu-
cha. ¢) Tento “Ctyflistek” je kFivka ve smyslu nasi (tj. diferencialné geometrické)
definice. d) Dvé soustfedné kruznice miizeme chapat jako jednu kfivku (souvis-
lost sev definici 14 nepredpoklada). Casto byvatotiz uzitetné fici, Ze hranice jimi
vytvoreného mezikruzi je jedna kfivka.

Na druhé strang, cela semikubicka parabola z bodu 9, Descartliv list, viz €),
nebo lemniskata, viz f), ngjsou kfivkami v naSem pojeti.

P L
0 M f \4\/

.133 +y3 _ 3awy =0 (1'2 +y2)2 — a2(x2 _y2)

1.17 Definice. Dveé parametrizace f(t) a g(7) jednoduché kfivky C' nazyvame
souhlasng, je-li Z—f > 0, kde ¢ je funkce z bodu 10.

Dvé souhlasné parametrizace urcuji tutéz orientaci jednoduché kfivky C. Vy-
brat orientaci C' znamena tedy urcit na ni “smér pohybu”. To je mozné provést
dvojim zplisobem.

1.18 Definice. Necht f: I — E,, je ngakalokalni parametrizace kfivky C' v E,,.
Primku ur€enou bodem f (¢o), to € I, avektorem f’(to) nazyvame tecnou kFivky
C' v bodeé f(tg).

11



Tato definice nezavisi na zvolené parametrizaci, protoze podle bodu 10 dvé
rlizné parametrizace uréuji kolinearni tetné vektory. Parametrické vyjadieni tetny
v bodé f(ty) tedy je

f(to) +vf'(to), wveR.

1.19 Definice. Odchylkou dvou kfivek C' a C' ve spoleéném bodé p rozumime
odchylku jegjich teten v tomto bodé.

1.20 Definice. Rekneme, Ze dvé kiivky C a C tfidy C" maji ve spoleéném bodé
p styk Fa&du k, k < r, jestlize existuji takové jejich lokani parametrizace f(¢),
f(t) naspoletném intervalu I, f(to) = f(to) = p, Ze plati

d'f(to) _ d'f(to)

(©)] e provéechnai=1,...,k.

Nazorné feCeno, v uvazovanych parametrizacich obé kfivky v daném bodé
“splyvai az do fadu k.

1.21 Poznamka. Snadno seovéri, ze“miti styk k-tého fadu” jerelace ekvivalence.

1.22 Vé&ta. Dvékfivky C aC maji ve spoleéném bodg p styk prvniho fadu, pravé
kdyz jejich teny v bodé p splyvaji.

Dlkaz. Magji-li C' aC styk prvniho Fadu v bodg p, existuji takové jejich paramet-
rizace f(t) a f(t), f(to) = f(to) = p, ze plati L) — df(to . Tedy jejich teény
splyvaji. Obraceng, uvazujme C s libovolnou parametnzam f(f) f(to) = f(to).
Jestlize obé tetny splyvajl plati 4 (t‘)) — f o) ' £ 0, Provedme naC repara-
metrizaci t = to + 7(t — to). V nove parametrizaci f(to + £(t — to)) kfivky C
plati df(t‘)) = M -4t _ 4o 1 70 serovna 2e) podie definice k. Tedy C

dt_ dt dt
acC ma;l styk prvniho fadu. O

1.23 Dlisledek. Tecnakfivky jejedina pfimka, ktera s ni ma styk prvniho fadu.

1.24 Definice. Bod p € C nazyvame inflexni bod kFivky C, jestlize teCnav ném
mastyk 2. fadu s kfivkou C.

1.25 Véta. Necht [ je néjaka lok&lni parametrizace kfivky C. Bod p = f(to) je
inflexni, pravé kdyz vektor £2() je kolineami s vektorem o).

Dlkaz. Oznamev = dfc(li"). Libovolny pohyb potetnéjetvaru g(t) = p+ h(t)v,

kde I je Eiseina funkce. Mame alto) — dhllo),, dallo) _ Lhito), coy jspu
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kolinearni vektory. Maji-li C ajeji tetnastyk 2. Fadu, plati totéz pro L{{0) a £1{t0).

Obraceng, necht dzc{g‘)) — ko) yvazujme parametrizaci tegny

o(t) = -+ [(t —t0) + 2 (1 o).

Pak dolfo) — o) — dllo) Lalto) _ g, — £I0) Tedy kfivkaC masesvou tetnou

styk 2. Fadu. O

1.26 Definice. Parametr s parametrického vyjadieni f: I — E,, kfivky C nazy-
vame oblouk, jestlize H L|| =1 provSechnas € I.

Oblouk tedy predstavuje “rovnomérny ve smyslu velikosti rychlosti” pohyb
po kFivce.

Necht' f(t) je n§jaka parametrizace kfivky C'. Hledame takovou reparametri-
zaci s = s(t), proinverzni zobrazeni piSemet = t(s), Ze s bude oblouk. Podminka
zni

=l =50 5]
Tedy |%| = ||%]|. Plidame-li jeité podminku souhlasnosti parametrii s a t,

dostavame
2
-y (&) (%)

To miizeme prepsat jako

4 ds=\/(f{)2+---+(f5)2dt.

Oblouk pak dostaneme integraci. Nakazdé jednoduché kfivce jetedy oblouk uréen
az na aditivni konstantu a orientaci.

Vzorec (4) ukazuje, ze nami definovany oblouk souhlasi s pojmem délka
kfivky, ktery se zavadi v integralnim poCtu. Fyzikané to souhlasi se zfgfmou
skutecnosti, Zze pokud se po kfivce pohybujeme s jednotkovou rychlosti, pak
délka kFivky, kterou urazime za ngaky Casovy interval, je rovna velikosti tohoto
Casového intervalu.

1.27 Vé&ta. Je-li kfivka parametrizovana obloukem f(s), pak bod f(sg) jeinflexni,
praveé kdyz @ f (50)

= 0.
Dikaz. To, Ze g—ﬁ je jednotkovy vektor, vyjadiime ve tvaru skalarniho soucinu

(o) -

13



Derivaci podie véty 6 dostavame 2(4, ££) = 0. To znamena, ze vektor d%s(@

jekolmy najednotkovy vektor £} inflexnim bode musi byt tyto vektory také
kolinearni podie véty 25. Odtud plyne £2(50) — o, 0

1.28 Véta. Jednoducha kfivka C', jgjiz kazdy bod je inflexni, je ¢asti primky.

Dlkaz. Pfi parametrizaci f(s) kfivky C obloukem, kazdy bod je inflexni, pravé
kdyz ‘ng = o. Integraci dostavame % = a, kde a je konstantni vektor. DalSi
integrace dava f = as + b, kde b je dal8 konstantni vektor. To je parametrické
vyjadreni primky. O
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2 Rovinnékrivky

2.1. V roviné E, zafixujeme kartézskou soufadnou soustavu (z, y). Parametrické
vyjadieni krfivky matvar f(t) = (fi(t), f2(t)), L # o. Zejména graf funkce
y = f(z), z € (a,b) tfidy C" je kfivka tfidy C". Jeho parametrické vyjadreni je
g(t) = (t, f(t)),t € (a,b), pricemz % = (1, %) # 0.V tomto pFipade hovoFime
o explicitnim vyjadfeni rovinné krivky.

2.2. Pfipominame, Ze o funkci dvou proménnych f: U — R definované na
oteviené mnozing U C R? fikame, ze je tfidy C”, mali na U spojité parciani
derivace az do fadu r veetné.

Véta. Necht U C R? je oteviena mnozinaa F': U — R je funkce tfidy C”
takova, ze mnozina C' o rovnici F(x,y) = 0 je neprézdna aplati 0F (xo,yo) : =
(2los0) OFG0w0)) 4  pro kazdeé (o, yo) € C'. Pak C jekfivka tfidy .

T

Dlkaz. Necht F'(zg,y0) = 0 atfeba %&y‘)) # 0. Pak podle véty o implicitni
funkci Ize mnozinu C' lokané vyjéadrit vetvaruy = f(x), kde f(z) je funkce tfidy
C". Tojelokani explicitni vyjadreni kfivky C'. Je-li % # 0, mlizeme, opét
podle véty o implicitni funkci, C' lokané vyjadfit ve tvaru x = g(y). O

Definice. Bod (g, o), prongz plati F(zo, yo) = 0, 256Gl — o, 2EL0s0) — g
nazyvame singularni bod mnoziny F(x,y) = 0.

2.3. Priklady. (i) Uvazujme mnozinu 2% + v = a, a € R; tedy F(x,y) =
2?2 +y% —a. Proa < 0 jemnozina F(z,y) = 0 prézdna. Pro a = 0 mnozinu
F(z,y) = 0 tvori pouze pocéatek (0,0). V ném se anuluji obé derivace %—i =
2z, %—Z = 2y. Tento bod, samozigimé, neni kfivka. Pro a > 0 mame kruznici se
stfedem v pocatku a polomérem +/a. Vektor OF = (2z,2y) je ve vSech jgich
bodech nenulovy.

(ii) Uvazujme Descartlv list F(z,y) = 2® 4+ 4® — 3axy = 0. Mame OF =
(322 — 3ay, 3y? — 3ax). Proa = 0 je (0,0) jediny singularni bod. Pro a # 0
snadno nalezneme, Ze rovnice OF = (0 madveé dvojice feSeni (0,0) a(a, a). Bod
(a, a) nakfivece nelezi, takze (0, 0) jejediny singuléarni bod.

(iii) Pro semikubickou parabolu F'(z,y) = y? —2® = 0 mame oF = (—3z2, 2y).
Tedy pocatek jejediny singularni bod.

2.4 Véta. Tetnakekfivee F'(z,y) = 0 v bodé (x¢, yo) marovnici

OF (z0,y0) OF (z0,%0)

1) e By

—x0) + (y—yo0)=0.
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Dikaz. Necht (f1(t), f2(t)) jenéaké parametricke vyjadreni této kfivky, (f1(to),
f2(to)) = (o, yo). Derivovanim vztahu F( f1(t), f2(t)) = 0 adosazenim ¢ = ¢,
dostavame
OF (z0,y0) df1(to) i OF (z0,y0) dfa(to)
oz dt oy dt

Vektor F (xg, yo) jetedy kolmy k teCnému vektoru %. Rovnice (1) vyjadfuje
primku jdouci bodem (¢, yo) akolmou navektor OF (xg, o), tedy tetnu. O

=0.

Podminka O F (zg, y0) # o pfi zadani kfivky rovnici tedy zarucuje existenci
tetny podobn jako podminka ) £ o pfi parametrickem vyjadreni kivky.
V singularnim bodé nemusi jedina teCna existovat.

Primku jdouci bodem kFivky a kolmou k teCné nazyvame normala. Vektor
OF (x0,y0) jetedy smérovy vektor normaly.

2.5. Podle 1.20, dvé rovinné kiivky C' a C' magji ve spoletném bodé p styk
k-tého Fadu, jestlize existuji takové jejich lokalni parametrizace (f1(t), fa(t))
a(fi(t), f2(t)) naspoletném intervalu I, Ze plati

d'fi(to)  d'fi(te) d'fa(te) d'falte) .
@ a0 a - aw 0 T bk
kde ¢ je parametr spoletného bodu p. Pfima diskuse toho, zda takovéato spoletna
parametrizace existuje nebo neexistuje, je obecné dosti slozita zalezitost. Velmi
jednoduchou proceduru véak miizeme pouZit v tom pripadg, kdy C je danarovnici
F(z,y) = 0.V tomto pripadé vytvofime funkci jedné proménné

©) D(t) = F(fi(t), f2(t)) -

Véta. Kfivky C = (f1(t), f2(t)) aC = F(z,y) = 0 maji ve spoletném bodé
(z0,90) = (f1(t0), f2(to)) styk Fadu k, préavé kdyz plati

d'®(tg)
dtt

Dlikaz. Necht (f1(t), f2(t)) jelokalni parametrizace kfivky C takova, Ze je spl-
néna podminka (2) pro styk. Plati tedy

5) F(f1(t), f2(t)) =0

pro v&echna t, takze vSechny derivace slozené funkce na levé strané jsou nuloveé.
Takéfunkce @ je doZena, pricemz vngSi slozkou jetatdz funkce F'(x, y) avnitfni
slozky jsou fi(t), f2(t). Podle pfedpokladu o styku jsou derivace az do fadu k
vnitinich slozek v bodé to stejné jako u f1(t) a fo(t), takze plati (4).

(4)

=0, i=1,...,k.
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Obréceng, necht plati (4). Predpokladejme 2-40:20) £ o, KFivku ' budeme
lokalné parametrizovat vetvaru (f1(t), g(t)), kde g(t) je ureno rovnici

©) F(fi().9(t)) = 0.

To je mozné udélat. Uvazujme tatiz funkci

G(t,y) = F(fi(t),)
ktera je definovana najistém okoli V' bodu (tg, yo). Plati

0G (to,yo) _ OF (z0,%0) 20
dy dy ’

takze mlizeme pouZzit vétu o implicitni funkci na rovnici G(t,y) = 0. Je tfeba
dokazat

d’ f2(to) _ d'g(to)
dtt det

© i=1,...,k.

NaV x R uvazujme funkci tfi proménnych

H(t,y,z) =G(t,y) — z.

Plati H (to,y0,0) = 0 a2 (tg;j’o’o) = aG%Z’yO) £ 0, takze podle véty o implicitni
funkci loka8lné Ize z rovnice H = 0 jednoznatné vypocitat y = K (¢, z). Protoze
G(t,g(t)) =0aG(t, f2(t)) = ®(t), plati

g(t) = K(t,0) a faoft) = K(t,®(t)).

Podobné jako v prvni €asti dikazu mame zde stejnou vngidi slozku K (t, z).
Derivace konstantni funkce ¢t — 0 afunkce ®(t) az do fadu k v bodeé ¢, splyvaii,
protoZze jsou nulové. Podle pravidla o derivovani sozené funkce z (4) plyne
. O

2.6. Zkoumejme nyni, jak nejlépe |ze aproximovat libovolnou rovinnou kfivku C
v daném bodé p pomoci kruznice.

Definice. Kruznici, kteramav bodé p € C styk 2. fadu s kfivkou C', nazyvame
oskulacéni kruznice v bodé p.

2.7 Véta. V neinflexnim bodé existuje pravé jedna oskulagni kruznice.
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Dlkaz. Oznatme (a, b) stfed ar polomér kruznice. Jgji rovnice tedy je
(8) (x—a)*+(y—b2—r*=0.

Uzitim véty 5 nalezneme podminku, aby (8) méla s kfivkou danou parametricky
(f1 (t), fo (t)) v bodé ¢, styk 2. fadu. Mame

o(t) = (fi(t) — a)® + (f(t) — ) =12,
'(t) =2(f1 —a)fi +2(f2 =) f5,
®"(t) = 2(f1)* + 2(f1 — a) i +2(f5)* + 2(f2— b) f5 .

Souradnice a, b jsou feSenim rovnic ' = 0, " = 0, které po Upravé maji tvar

afi +bfy = fifi + fafs,
af! +bf) = fufl + fofd + [+ f5.
V neinflexnim bodé jsou vektory (f1, f4) a (f{, f3) linearné nezévislé, takze

determinant soustavy (9) je nenulovy atyto rovnice urCuji jedinou dvajici (a, b).
Polomér r pak spocteme z rovnice & = 0. O

(9)

2.8 Véta. Pro polomér r oskulagni kruznice plati

12 12\3
10 o (T +17)
(o) N e

Dikaz. Vypottem (vhodné je uzit Cramerovo pravidio) z (9) dostavame

£ (2 + 15) AUE+ 15

a=f1— , b=fa+
i 5
" " " "
1 J2 1 J2
Formuler? = (f1 — a)? + (f2 — b)? pak dava (10). O

2.9. V inflexnim bodé oskulagni kruznice neexistuje. V inflexnim bodé matetna
styk 2. fadu s danou kFivkou, takze podle 1.21 by musela mit styk 2. fadu také
s oskulatni kruznici. Jednoduchy vypoCet vsak ukazuje, Ze kruznice ma se svou
teCnou styk jen 1. Fadu.

Opravdu, soufadnou soustavu miizeme zvolit tak, Ze kruznice ma

parametrické vyjadieni = = r cost, y = rsint. Jgi tetna v bodé

t =0 marovnici z — r = 0. Mametedy ®(¢) = r cost — r. Plati T
®(0) =0,9'(0) = —rsin0 =0, aded”(0) = rcos0 # 0.
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2.10 Definice. Necht r je polomér oskulatni kruznice v neinflexnim bodé p € C'.
Cido » = % nazyvame krivost kFivky C' v bodé p. V inflexnim bodé definujeme
kfivost > = 0.
Nazev vychazi z toho, ze ¢im makruznice mensi polomeér, tim je “krivgs”.
Stfed oskulatni kruznice setakénazyvastred kfivosti kfivky C' v uvazovaném
bodé.

2.11 Definice. Neinflexni bod p € C, v némz oskulatni kruznice mas C' styk
3. fadu, nazyvame vrchol krivky.

V bodé 16 ukazeme, Ze u elipsy jsou vrcholy v tomto obecném pojeti pravé
jgi klasické vrcholy.
Oskulagni kruznice ve vrcholu kfivky se téz nazyva hyperoskulacni.

2.12. Uvazujme dale jako parametr oblouk s. Podle 1.26 a dilkazu véty 1.27

je vektor e; = % jednotkovy a vektor % = ‘f?f je na ng§ kolmy. Pfitom
charakteristikou inflexniho bodu f (so) je 250 — o,

V neinflexnim bodé f(sg) ozna€ime jako ex(sg) jednotkovy vektor souhlasné

rovnobézny s deld—(jo). Tedy e1(sp) aez(so) je dvojice ortonormalnich vektord.

Véta. Plati ||%20) )| — 5.(s) a stfed oskulagni kruznice e na polopfimee
uréené bodem f(so) avektorem ez (so).

Dikaz. To sice Ize odvodit z vyrazll pro stied oskulaéni kruznice z bodu 8, ae
pro dal&i Gvahy bude uZitetné provést cely vypotet s urcitym zjednoduSenim jesté
jednou. Protoze oskulaéni kruznice sedotykatetny, jgi stfed lezi nanormale, takze
jetvaru f(so) + rea(so), kde r € R je ngaké Cislo. Rovnici kruznice o tomto
stfedu a poloméru r napiSeme ve tvaru skalarniho soucinu

(2 = f(s0) = rea(s0), z — f(s0) — rea(s0)) —r* =0,
kde z = (x,y) jelibovolny bod roviny. Pro vypocet styku tedy uzijeme funkci

®(s) = (f(s) — f(s0) — rea(so), f(s) — f(s0) — rea(so)) — 7.
Derivaci dostavame, pfi pouziti 1.6,
ST = (e1(6), £(5) — F(s0) = rea(so)).

Podminky ®(so) = 0 a92{%) — ( jsou splnény; geometricky je to diisledek toho,

Ze stied volime na norméale. Dalsim derivovanim dostavame

2 e1(s
%sz—f - (d ﬁzi L 1) — £(s0) - 7”62(80)> + (ea(s) ea(s)) -

(11)
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Anulovani v bodé sy dava

(12) T‘(deldi(sso), 62(80)) =1.

ProtoZe vektor del(s(’) jesouhlasné rovnobézny svektorem e, (s ), skalarni soucin

ve (12) jeroven vellkostl tohoto vektoru. Nage tvrzeni je pak pfimym diisledkem
definice 10. O

213 Dlidledek. Plati 92() — 5(5)ey(s).
Dikaz. V neinflexnim bodé to plyne z véty 12, v inflexnim bodé z 1.27. O
214 Véta. Plati 205 — 5 (5)ey(s).

Dlkaz. Protoze e, jejednotkovy vektor, mame (es, e2) = 1. Derivovanim dosta-
neme (e, &2) = 0. Tedy vektor 2 je kolmy k ey, takZze %2 = ce;. Protoze
vektory e; aey jsou kolmé, plati (61, e2) = 0. Derivovanim dostavame

0= (iZj 62> +-(61,%£§) =x+c.

2.15 Vé&ta. Bod f(sg) je vrcholem kiivky, pravé kdyz plati d”(s") =0.
Dikaz. Pokratujme ve vypoctu z véty 12 s uzitim diisledku 13. Mame tedy

2
S8 = () {ea(s), J(s) — Fls0) — rea(so)) +1.

DalSim derivovanim dostavame podminku styku 3. fadu

1 dS(I)(SQ) d%(SQ)

0= 55— = — " (=1) + x(s0) [( = (s0)er(s0), —rea(s0))] -

Z kolmosti vektorli e1 (sg), e2(sg) ar # 0 plyne nae tvrzeni. O

2.16 DUsledek. V libovolné parametrizaci f(t) kfivky C plati, Ze neinflexni bod
f(to) je vrcholem, pravé kdyz 2t — o,

Dlkaz. Pfechod od ¢ k s se d&je reparametrizaci t = ¢(s), to = ¢(so). Podle
pravidla pro derivovani slozené funkce mame

dx(p(s0)) _ dx(to) dip(so)
ds dt ds

. - . - do(so)
Protoze jde o reparametrizaci, je =522 # 0. O
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kfivost v nich zfejmé dosahuje maxima resp. minima.

Odtud zeména plyne, Ze vrcholy elipsy ve smydu di- /%\
ferencialni geometrie jsou jgi klasické vrcholy, protoze \-\_/

2.17 Véta. Jednoducha kfivka, jejiz kazdy bod je vrcholem, je Casti kruznice.

Diikaz. Pro stfed oskulatni kruznice mame c(s) = f(s) + Lea(s). Je-li kazdy
bod vrcholem, s¢ je konstantni a derivovanim dostavame, s uzitim bodu 13,

d 1

% =ei(s) — = wei(s) =o.
Jetotedy pevny bod arovnéz pol omér }t jekonstantni. VV sechny oskulacni kruznice
tedy splyvaji akfivka natéto kruznici lezi. O

2.18 Definice. Vzorce
d_f - d61 d€2

ds U @ P gy T
nazyvame Frenetovy rovnice rovinné kfivky C' bez inflexnich bodu. “ Pohyblivy”
repér (f(s),e1(s), e2(s)) nazgvame Frenetlv repér kiivky C.

(13)

2.19. Nyni ukazeme, jak lze vzorch (13) vyuZit k charakterizovani shodnosti
rovinych krivek.

Definice. Kfivky C, C' C E, nazyvame shodng, jestlize existuje takové shodné
zobrazeni ¢: Fy — E», Zeplati o(C) = C.

2.20 Véta. Necht C aC jsou kfivky bez inflexnich bodl, f: I — Es, f: I — Es
jsou jejich parametrizace obloukem na spolecném intervalu I a s(s), 3(s) jsou
jejich kfivosti. Pak kiivky C' a C jsou shodné, pravé kdyz » = i je tatdz funkce
nal.

Dikaz. Z jedné strany je to jasné shodné zobrazeni prevadi oblouk na oblouk
a zachovava styk, takze poloméry oskulatnich kruznic v odpovidgjicich bo-
dech musi byt stejné. Obraceng, uvazujme C' resp. C s Frenetovym repérem
(f(s)v 61(8)7 62(3)) resp. (f(8)7 €1 (3)7 62(3))' Vajle(l‘?’) pla[’l take

df _,  den_ o odea_ .

ds U ds Y s T A

s tymz . Tedy (13) a (14) je tatdz soustava diferencianich rovnic pro Sestici
Ciselnych funkci, které jsou slozkami f, e; aes. Pro sg € I je f(so), e1(so),
ea(sg) stejné jako f(so), €1(s0), €2(s0) bod a dvojice ortonormalnich vektord.

(14)
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Existuje tedy jedina shodnost ¢: Ey — E», ktera prevadi f(sq) do f(so), e1(so)
do €1(s0) @ ea(sg) do é(sg). Pak parametrizace f: I — FEs kiivky C' spolu
svektorovymi funkcemi é; (s) aex(s) aparametrizace po f: I — Es kFivky p(C)
spolu svektorovymi funkcemi o e; apo ey splAuji tutéz soustavu diferencianich
rovnic se stgjnymi pocatecnimi podminkami. Podle véty o jednoznacnosti FeSeni
soustavy diferencialnich rovnicplati f = o f, &1 = poeq, & = @oey. Z prvniho
vztahu f = p o f plyne C = ¢(C).

]
2.21 Piiklad. Podminka, Zekfivky C'i C jsou bez inflex-
nich bodl, je podstatna. Uvazujme kfivky zadané expli-
citnéy = 23 ay = |23, x € (—o0, 00). Obé jsou tridy
C? amaji stejnou kfivost jako funkci oblouku, ale shodné
nejsou.

2.22. Nadedujici tvrzeni se strutné vyjadfuje slovy, ze kfivost rovinné krivky
muzeme zadat libovolné.

Véta. Necht s2: I — R je kladna funkce. Pak lokalné existuje takova kfivka C
parametrizovana obloukem na I, Ze » je g kfivost.

O

Idea dilkazu: Resime soustavu diferencianich rovnic (13).

Poznamka. Globéané tato kfivka nemusi byt jednoducha. Napriklad, je-li »c =
konstanta, feSenim prFislusné soustavy diferenci@nich rovnic je kruznice x
rcos %,y = rsin 7, kterou pro s € (—oo, co) obihame stéle dokola.

1
r

2.23. Zavérem uvedeme jeden globalni vysledek o rovinnych kfivkach. Pfipomi-
name, Zze podmnozinu v Es nazyvame omezenou, jestlize celaleZi uvnitf ngakého
kruhu.

Definice. RovinnakfivkaC tfidy C" senazyvaoval tfidy C", je-li hranici omezené
konvexni mnoziny v E,.

Priklady: (i) (i)

2.24. Vé&ta (o Gtyfech vrcholech). Kazdy ova C tidy C? bez inflexnich bodli ma
alespon Ctyfi vrcholy.

Dlikaz. Uvazujme C' parametrizovano obloukem f(s) = (f1(s), f2(s)) nainter-
valu s € [0, a], pfiemZ pro s = a dochézi k opétovnému spojeni f(0) = f(a)
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uvazovaného ovalu. Tedy kfivost s jefakticky definovananauzavieném intervalu,
takZe dosahuje svého maxima a minima. To dava dva vrcholy ovalu C. Mlizeme
predpoklédat, Ze pro s = 0 m& s minimum a v ngakém bodé o parametru
Yy

o b € (0,a) ma > maximum. Zvolme f(0) za pocatek, bod f(b)

& 5 . . . !

" # naosex aorientaci osy y tak, ze plati f2(s) > 0 pro s € (0,b)
(plati-li to pro ngaky bod, plati to pro véechny podle konvexity).

Pak f2(s) < 0 pros € (b, a) rovnéz podle konvexity.

Pripad 52(0) = »(b), tedy s je konstantni, odpovida podle véty 17 kruznici,
kterou miizeme z dalSich Gvah vylougit.

Predpokladejme nyni, Ze f(0) a f(b) jsou jediné dva vrcholy. Pak fl—’; > 0 na
(0,0) a%2 < 0 na(b,a). Integrace per partes dana

¢ dse o a “ df2
0</0 Efzds-[%fg]o—/o %Eds.

Ale [%fg]g = 0, protoze f(0) = f(a) ax(0) = »(a).
Rozepigme vzteh %1 = scep. Mamee; = (42, 42 Protoze e, je jednotkovy
vektor kolmy k ey, plati ey = + (%2, 91 takze TIL — +5c42 Tedy
¢ df *d*fi df179
0<— [ »P2as=x [ Thgs—£[Y1]" =g
< /0 s /0 sz *° [ds}o ’

nebot df;l—go) = dfil—ff) podle periodicity parametrického vyjadfeni ovalu. A to je
spor.

Fakticky jsme ukéazali, ze existuje jesté dalSi bod, v nemz fl—;‘ meéni znaménko,
takze » v ném ma bud maximum nebo minimum. Ale maxima a minima se
vyskytuji ve dvojicich. Odtud plyne existence €tvrtého vrcholu. O
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3 Obalka soustavy rovinnych kfivek
3.1. Uvazujme jednoparametrickou soustavu rovinnych kfivek uréenych rovnici
(l) F(':L'7y7t) = 07

t € I,kde F(z,y,t) jefunkce tfidy C' definovana naoteviene mnozine U c R3.
KFivku o rovnici F(x,y,ty) = 0 zna€ime C},, ty € I, takZe o (1) hovorfime také
jako o soustave kivek (Cy).

3.2. Spoletné body kfivek C; aCy, t # s jsou urCeny dvojici rovnic
F(r,y,t)=0, F(z,y,5)=0.
Tato soustava rovnic je zigimé ekvivalentni soustavé

F(z,y,s) — F(z,y,t)

F(x,y,t) =
(2,y,t) =0, pp—

=0.

Uvazujeme-li pevnét, pak v limité pro s — t dostavame rovnice

OF (z,y,t)
ot
Definice. Body urené rovnicemi (2) nazyvame char akteristické body nakFivce

C;. Mnozinu téchto bodli pro véechnat € I nazyvame char akteristicka mnozina
soustavy (Cy).

2 F(z,y,t) =0, =0.

Z pocetniho hlediska mame dvé zakladni moznosti vyjadieni charakteristické
mnoziny. Kdyz z (2) vylou€ime parametr ¢, dostavame vyjadreni charakteristické
mnoZziny rovnici tvaru G(z,y) = 0. Jestlize z (2) spoCteme x ay jako funkce ¢,
dostavame parametrické vyjadfeni charakteristické mnoziny.

3.3. Rekneme, zedvekrivky seve spoleéném bod@dotykaji, jestlize v ném maji
styk 1. Fadu, tedy spolenou tecnu.

Definice. Kfivku D s parametrickym vyjadfenim f(t), ¢t € (a,b) C I nazyvame
obéalka soustavy (C,), jestlize D se v bodé f(to) dotyka kfivky C,, pro kazdé
tg € (CL, b)

3.4 Vé&ta. Kazdaobalka soustavy (C;) je podmnoZzinou jeji charakteristické mno-
ziny.
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Dikaz. Podminka, aby bod obalky f(t) = (f1(t), f2(t)) lezel nakfivce Cy, zni
©) F(f1(t), f2(t),t) = 0.
Podminka splyvani tetny k D atecny k Cy v bodé f(t) matvar

OF (f1(1), f2(t),t) df1(t) + OF (f1(1), f2(1),t) dfa(t)
ox dt oy dt

Derivovanim (3) dostavame

)
OF (f1(1), f2(t),1) dfl(t)+6F(f1(t),f2(t),t) df2(t)+8F(f1(t)>f2(t)>t)

(4) =0.

Oz dt Iy dt ot =0
Odectenim (4) od (5) obdrZzime
ot
Tedy kazda obalka je €asti charakteristické mnoziny. O

3.5. Proberemevemi jednoduchy pfiklad soustavy kruz-

nic se stfedy na ose x a konstatnim polomérem r. - ‘EEEZZ} -
Tedy F(z,y,t) = (x —t)®> +y> — 72 = 0. Pak
9 = —2(z —t) = 0. Dosazeni = = ¢ do prvni rovnice davay = +r. Sa

mozifgmé, obé tyto primky jsou obalkou.

3.6. Obréacené plati
Véta. Je-li kfivka f(t) FeSenim soustavy (2), pak je to obaka soustavy (Cy).

Dlkaz. Kfivka f(t) spliuje (3), takze f(t) € C,. Derivovanim dostavame (5).
Déle plati (6) a odeCtenim (6) od (5) dostavame (4). Tedy f(¢) se dotyka kfivky
Cy. O

3.7. Mame-li dvojici funkci =z = f1(t), y = fa(t), ktera je FeSenim rovnic (2),
pak k tomu, aby 3o o obalku soustavy (C}), je jeSté nutné splnéni podminky,
ze f(t) = (fi(t), f2(t)) je kfivka. Zejména musi platit 4 # o. Na obrézku
mame jednak soustavu kruznic se stfedy nakruznici o poloméru r a konstantnim
polomérem o < r, kde vn&8i avnitfni obalka jsou kruznice, jednak pfipad o = r,
kdy vnitfni obaka “degeneruje’ v bod.
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3.8. Normdly libovolné rovinné kfivky C' tvori jednoparametrickou soustavu Kfi-
vek.

Definice. Charakteristickou mnozinu soustavy normé kfivky C' nazyvame evo-
luta krivky C.

Véta. Evoluta kfivky C' bez inflexnich bodli splyva s mnozinou stfedll jejich
oskulatnich kruznic.

Dlkaz. Oznaéme z = (x,y) libovolny bod v roviné. Kfivku C' parametrizujme
obloukem a uvazujme jeji Frenetliv repér e;(s), ea(s) v bodé f(s). Rovnice
normaly v bodé f(s) tedy je

@ F(z,y,s) = (e1(s),z — f(s)) = 0.
UZitim Frenetovych vzorcll dostavame podminku

(8) %—Z = (3(s)ea(s),z — f(s)) — (ex(s),e1(s)) = 0.

Charakteristicka mnozina je feSenim rovnic (7) a(8), které budeme hledat geome-
trickym postupem. Z (7) geometricky plyne

z= f(s)+c(s)ea(s).

Dosazenim do (8) dostavame »(s)c(s) — 1 = 0, tedy c(s) = % To je stred
oskulagni kruznice. O

3.9. V predchozim vypoctu jsme nalezli parametrické vyjadreni evoluty

ea(s).

Tedy % — ¢ (s) = 25) (s) — e1(s). Pokud 5/(s) # 0, tento vektor je nenu-
yds =e (5)? 2 1(8). » , J

lovy. To znamena, ze v okoli bodu, ktery neni vrcholem, je evoluta kFivkou.

Na obrazku mame nakreslenu evolutu €lipsy. Jgi body vratu
odpovidaji vrcholtim €elipsy.
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4 Prostorovéekrivky a plochy

KFivku v prostoru | ze vedle parametrického vyjadreni zadat i jako priisetnici dvou
ploch. Kromeé toho, ke studiu prostorovych kfivek budeme uzivat také jejich styk
s nékterymi pomocnymi plochami. Podame proto nyni obecnou definici plochy
v Ejs.

4.1. K tomu potfebujeme pojem vektorové funkce dvou proménnych. Pro jedno-
duchost zapisu budeme od pocatku uvazovat trojrozmérny euklidovsky vektorovy
prostor V.

Souradnice bodu v € R? budeme znatit (uj,uz). Necht D C R? je ote-
viena mnozina. Zobrazeni w: D — V nazyvame vektorova funkce dvou pro-
ménnych. Je-li e, e, e3 n§akd baze ve V, mame w(u) = w(uy,uz) =
wl(ul,ug)el + wQ(ul,uQ)eg + wg(ul,U2)63. C’lselné funkce wyq, we, w3 Na
zyvame slozky vektorové funkce w, piseme

(1) w(u, ug) = (wi(ur,uz), wa(ur, ug), wy(ur,uz)) .

Limita a spojitost vektorove funkce w se definuji podobné jako v 1.3. Rekneme,

zew mav bodé ug = (uf,ud) limituv € V, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje

§ > 0 takove, ze z u; — uf| < 8, |lug — ul| < 6, (u1,u2) # (uf,ul) plyne

|lw(uy, uz) — vl < e. PiSeme lim w(u) = v. Spojitost w v bodé vy znamena
u—1uQ

lim w(u) = w(uyp).
U—UQ

4.2. Parciani derivace vektorové funkce w definujeme pfedpisem

duluo) . wlun,u8) — wiul, ul)
au1 u1—>u(1) Uy — U?
0 0,0
Ow(up) — lim w(ui, uz) —w(uy, uy)
duz ug—ul ug — u
cry o s - k . . . ., . ,
Parciani derivace vySSiho fadu aai(f)”j .1+ j = k, se definuji obvyklou iteraci.
uyouy

Stejné jako v 1.5 plati, ze vektorova funkce je spojita, prave kdyz jsou spojité
vé&echny jgi dozky. Analogicka tvrzeni plati i pro limitu a parciani derivace.
Zegiménapri vyjadreni (1) mame
ow (8w1 Owe Ows

hw: =5 = Bur du,’ 9y

apodobné pro parci alni derivace vySSiho fadu.
Rikame, zefunkcew: D — V jetfidy C", m&li v D spojitéparciélni derivace
az do fadu r vCetné.

ow <8w1 Ows 8w3>

). o = 9 \Ou, Ouy Duy
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4.3. Vezméme jako V' zamé&eni prostoru Es3. Zvolme pomocny pocatek P €
Es5. Pak zobrazeni f: D — FE3 urCuje privodi¢, kterym je vektorova funkce
= == P YL o

Pf: D —V,Pf(u) = Pf(u). Definujeme

) A AP
(2 81f—a—ul— Jay a2f_au2_ uy

Podobné jako v 1.7 to nezavisi navolbé potatku P.
(2) jsou vektorové funkce dvou proménnych. Iteraci zavadime

I _ P _ 1
8’&18’&1 ’ N 8’&16?@ ’ B OUQOUQ

a podobné ve vysSim fadu.

3 onf= Oiaf Onf

4.4 Definice. MnoZinu S C E5 nazyvame jednoducha plocha tfidy C™, jestlize
existuje oteviena mnozina D C R? ainjektivni zobrazeni f: D — Ej tfidy C"
takove, ze vektory 01 f a0, f jsou linearné nezavisié v kazdem bodé mnoziny D,

aplati S = f(D).
R2 : f/'®

Rikame, Ze f jeparametrické vyjadFeni plochy S a D jeoblast parametr .

Podminku, Ze vektory 0, f ads f jsou linearné nezavislé, zapisujeme ve tvaru
O1fx 0y f # o,kde x znati vektorovy soucin. Vyznamtéto podminky si vyjasnime
na parametrickém vyjadreni roviny v E5. Vezméme D = R? apidme

f=P4+wua +ub, PeEs, abeV, u,us €R.
V soufadnicich (z, y, z) na E5 mame
T =p1+uiar +uzby, y=ps+tuias+uzbe, 2z=p3+uiaz+ uzbs.
Pak 01 f = a adyf = b. Z anaytické geometrie vime, Ze f urCuje rovinu, pravé
kdyz vektory a, b jsou linearné nezavidé. Pi linearni zavidosti dostavame jen
primku, v pfipadé a = b = o dokonce jen bod P.

4.5. Mame-li funkci dvou proménnych z = f(z,y) tfidy C" na D C R?, pak j€ii
graf f(z,y) = (2,y, f(x,y)), f: D — R?jejednoducha plocha tfidy C". Mame
totiz 9y f = (1,0, 5), 02 f = (0,1, §L) atyto dva vektory jsou véude lineare
nezavidé. V tomto pripadé hovorime o explicitnim zadani plochy.
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4.6 Definice. Podmnozinu S C E3 nazyvame plochatridy C", jestlize pro kazde
p € S existuje takové jeho okoli U, ze U N S je jednoducha plochatfidy C.

Priklady.

AARRANY
\NANAANY
1]}

Iy

ANANNNN

&2

ZSSN
SN

T

1777/
Il
U]
LT
AT
I
AT Y

A

2= a2+ anuloid 2 4+yt=r
a) Rotatni paraboloid je globané jednoducha plocha. b) Sféra je plocha, de
ne jednoducha. c) Anuloid je plocha, kteravznikarotaci kruznice podle osy, ktera
leZi ve stejné roviné amas ni prazdny prinik. Fyzickym modelem je pneumatika.
d) Také rotatni valcova plocha je zajimavym globalnim pFikladem plochy.

4.7. Umluva. Daebudeme predpokladat, zetiidar uvazovanéplochy nebo funkce
je dostatetné vysoka pro nami provadéné Gvahy a zpravidia se o ni nebudeme
Zmihovat.

4.8. Kfivku na plose zadavame zpravidla v oblasti D parametrll v = u(t), tj.
uy = uy (t), ug = up(t), t € I. Naplode S = f(D) pak mamekfivku f (u(t)) =
f(ul(t)7 u2(t))'

Véta. TeCny vSech kfivek na plose S v jejim bodé p vyplni rovinu, kterou nazy-
vametecnarovina plochy S v bodé p.

Dlikaz. Necht p = f(uo). Vektor rychlosti pohybu f(u(t)), u(to) = uo stano-
vime podle pravidla pro derivovani slozené funkce

df (u1(to), ua(to))  Of(uo) dua(to) n Of (ug) dua(to)
dt  Ouy dt Ous dt

(4)

Jetotedy linearni kombinace vektorll 9y f (ug) ada f (ug). Obraceng, pro libovolny
vektor a = a, alf(’LLO) —|—a282f(u0) staci vzit pohyb u(t) = (’LL1 (t), U2 (t)) takOV),/,

ze d“ii—f(’) =a, d“fi—fo) = ay. Uvazované tetny tedy vyplni celou rovinu uréenou
bodem p avektory 0, f(ug) adaf(up). O

Tecnou rovinu plochy S v bodé p oznaCime 7,5, jgi zaméfeni 7),S nazyvame
teCny vektorovy prostor k.S v bodé p.

Predchozi véta ukazuje geometricky smysl podminky linearni nezévidosti
vektorll 0, f ads f, ktera zgjistuje existenci tecné roviny.
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4.9. V nasledujicich Gvahach zafixujme soufadnou soustavu (z, y, z), takze E3 ~
R3.

Véta. Necht U C R? jeotevienamnoZinaaF: U — R jefunkcetfidy C” takova,
ZemnoZina S orovnici F(z,y,z) = 0 je neprazdna a plati

<5F(9€07y0,20) OF (0, Y0, 20) 3F($0,yo,zo)> 2o
Ox ’ dy ’ 0z
pro kazdé (zo, yo, 20) € S. Pak S je plochatfidy C".

OF (z0,Y0,20) : =

Dlkaz. Necht F(z,yo, 20) = 0 atFebasw # 0. Podle véty oimplicitni
funkci mlizeme z rovnice F'(z,y,z) = 0 lokalné spoCitat = = f(x,vy), kde f
je rovnéz funkce tfidy C". To je lokané explicitni vyjadfeni plochy S. Je-li
w # 0 resp. M # 0, mizeme lokané spotitat y = g(z, 2)
resp. x = h(y, ). O

Bod (xo, yo, 2z0), vV NéMZ OF (xq, yo, z0) = o hazyvame singularni bod mno-
ziny F(z,y,z) = 0.

4.10. Priklady. (i) V pfipadé F(z,vy,z) = 2% + y? + 22 — a mame podobnou
situaci jakov 2.3. Proa < 0 jemnozina F'(z,y, z) = 0 prazdna. Pro a = 0 tuto
rovnici spliuje jen pocatek, ktery je singularnim bodem. Pro a > 0 mame sféru
0 stfedu v pocétku a poloméru /a. Vektor OF = (2x,2y,2z) je ve viech jgich
bodech nenulovy.

(i) Uvazujme rotatni kuzelovou plochu

F(z,y,2) =22 —2? —¢? = 0.

Bod (0,0, 0) jejeho jedingm singularnim bodem. V&m-
némesi, Zev né&m neexistuje tenarovinakuzelove plochy.

4.11 Vé&a. Rovnice tetné roviny plochy S o rovnici F'(z,y,z) = 0 v jgim bodé
(l‘o, Yo, Zo) je

)
aF(Z‘o,yo,Zo) aF(Z‘o,yo,Zo) aF(Z'o,yo,Zo)
ox oy 0z

Dikaz. Necht kfivka (f1(t), f2(t), f3(t)) leZi naS apro ¢ = t, prochéazi bodem
(20, Yo, 20). Tedy

(z—z0) + (y—wo)+ (z—29) =0.

F(fl(t)v f2(t)7 f3(t)) =0
Derivovanim této slozené funkce a dosazenim ¢ = t dostavame
(6)
OF (o, Yo, 20) df1(to) n OF (w0, Yo, 20) df2(to) n OF (o, Yo, 20) df3(to)
ox dt oy dt 0z dt

=0.
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Tedy normalovy vektor roviny (5) je kolmy k te€nému vektoru libovolné kfivky
na S, takze (5) je teCnarovina. O

4.12 Definice. Uvazujme plochu S. Pfimku V,,S jdouci bodem p € S akolmou
k teCné roviné 7,S nazyvame normala plochy S v bodeé p.

Tedy vektor OF (xg, yo, 20) j€ Smérovy vektor normay plochy F(z,y,z) =0
Vv jejim bodeé (¢, yo, z0). Podminka 0 F' # o geometricky zaruCuje existenci tetné
roviny steiné jako podminka oy f x 0o f # o pfi parametrickém vyjadreni plochy.

4.13. Budeme se zabyvat otazkou, kdy priinik dvou ploch

() F(z,y,2) =0,  G(x,y,2) =0

je kfivka.

Véta. Necht U C R3 je oteviena mnozinaa F, G: U — R jsou funkce tfidy
C" takové, Ze mnozina C' o rovnicich (7) je neprazdna a vektory 0F (xg, yo, 20)

a 0G (g, Yo, z0) jsou linearné nezavisé pro kazdé (xg,yo,29) € C. Pak C je
kfivka tfidy C™.

Dlkaz. Protoze vektory OF adG jsou linearné nezavide, v matici
G By o
i y z
(8) (a_c oc a_G>
ox oy 0z

je aspon jeden subdeterminant 2. fadu nenulovy. Je-li to subdeterminant

oF  OF
oy 0z
oG oG |
dy 0z

mlzeme podle zobecnéné véty o implicitni funkci z (7) lokalné spotitat y = f(x)
az = g(x), pfitemz f ag jsou opét funkce tfidy C”. (Tuto vétu Ize nalézt v bodé
2.6 skripta “Uvod do globalni analyzy”, které je v seznamu literatury uvedeno
jako [5].) Tedy (¢, f(¢),g(t)) je lokalné parametrické vyjadreni kfivky uréené
rovnicemi F' = 0, G = 0. Je-li jiny ze subdeterminantti 2. fadu nenulovy, miizeme
lokalné vyjadFit = a = jako funkce y nebo x ay jako funkce z. O

4.14. Zminéné uziti zobecnéné véty o implicitni funkci budeme ilustrovat na
nejjednodussim prikladu dvou lineérnich rovnic

F(aj,y,z) :a1$+a2y+a3z:0>
G(z,y,2) = biz + by + b3z =0.
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V tomto pripadé
OF OF

9y oz| |2 a3
oG oG | —
oy 0s| |b2 b3

a nenulovost tohoto determinantu zaru€uje moznost uziti Cramerova pravidla
k vypoltu y a z.

4.15. Geometricky véta 13 Fika, Ze prlinik dvou ploch S; a S, je lokalné kfivkou
v okoli takového bodu p € S1 N Sy, v némz tetné roviny 7,51 a7,S2 jsou rlizné.

Jednoduchy priklad dvou dotykajicich se sfér, jejichz prinik je jediny bod,
ukazuje, ze tato podminka je nezbytna

Zajimavym prikladem je tzv. Vivianiho kfivka, ktera je priinikem sféry aval-
cové plochy o poloviénim poloméru, ktery prochazi stfedem sféry, viz pohled
shora a). Teéné roviny obou ploch jsou rtizné s vyjimkou bodu A. Zde také prinik
obou ploch neni lokalné kfivka v naSem pojeti, viz pohled zepfedu b) a celkovy
pohled c).

0@}
@ N

7/

|

4.16. Definice styku kFivky s plochou se redukuje na styk dvou kFivek.
Definice. Rekneme, Zekfivka C aplocha S maji ve spoletném bodé p styk k-tého
Fadu, jestlize na S existuje takova kiivka C, ze C' a C maji v bodé p styk k-tého
fadu.

Snadno se nahlédne, Zze C' a S maji styk 1. fadu, pravé kdyz teCna kFivky lezi
v teCné roviné plochy.
4.17. Nasledujici jednoduché pocetni kritérium pro vysetfovani styku kfivky splo-
chou je podobné vété 2.5. Necht S je dana rovnici F(x,y,z) = 0 aC je dana
parametricky (f1(t), f2(t), f3(t)).
Véta. Necht f(t9) = (z0, yo, 20) j€ spoleny bod kfivky C aplochy S. Sestrojme
funkci ®(t) = F(f1(t), f2(t), f3(t)). Pak C a.S maji v bodé f(to) styk Fadu k,
praveé kdyz plati
d'®(ty)

9) 7

=0, i=1,...,k.
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Dlkaz. Necht f(t) je parametrizace kfivky C' naploge S takova, Ze derivace f (t)
af(t) prot =ty plyvai az do fadu k. Protoze C' leZi na S, plati

(10) F(fi(t), fa(t), f3(t)) =0,

takZe vSechny derivace levé strany podle ¢ jsou nulové. Funkce ®(¢) a (10) maji
stejnou vng 3 slozku F'(z,y, z) aderivace vnitfnich slozek az do fadu k splyvaji
podle podminky styku. Plati tedy (9).

Obraceng, necht tfebas W # 0. Podle véty o implicitni funkci,
rovnice

F(fl(t)> fa(t), z) =0

uréuje lokalné funkci z = g(t) akfivka C = (f1(t), f2(t), g(t)) leZi na S. Stati
dokéazat
d' f3(to)  d'g(to)

11 = =1,...,k.
() dtl dtl Y 1 ) )

Oznatme G(t,z) = F(fi(t), f2(t), z). To je funkce definovana na jistém okoli
V bodu (t9, z9). NaV' x R uvazujme funkci 3 proménnych

(12 H(t,z,w) =G(t,z) —w.

Podle véty o implicitni funkci lze z rovnice H(t,z,w) = 0 lokalné spotitat
z = K(t,w). Protoze G(t, g(t)) = 0aG(t, f3(t)) = ®(t), plati

g(t) = K(t,0) a f3(t) = K(t, ®(t)).

Stejné jako v diikazu véty 2.5 odtud plyne (11). O
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5 FrenetQv repér prostorovékrivky

Uvazujeme kfivku C' C FEj.

5.1 Véta. V neinflexnim bodé p € C existuje jedinarovinaw, kteramas C' styk
2. fadu. Nazyvame ji oskulacni rovina kfivky C' v bodeé p.

Dlikaz. Vezméme parametrické vyjadreni f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) kFivky C
alibovolnou rovinu ax + by + cz + d = 0. Podle 4.17 sestrojime funkci

O(t) = afi(t) +bf2(t) +cfs(t) +d.
Pro styk 2. fadu méame podminky ®(¢p) = 0 a

d®(to)  dfi(to)  ,dfa(to) | dfs(to)
R ’
d*®(tg)  d*fito) |, d*falto) | d*fs(to)

@z e Tt Tap T
Tyto podminky znamenaji, Ze normalovy vektor (a, b, ¢) hledané roviny je kolmy
k vektorim < C(li") a %t"—). Protoze tyto dva vektory jsou linearné nezavidé, je
uvazovana rovina uréena jednoznacné. O

=0.

Podobné jako u oskulatni kruznice rovinné kfivky, podminka styku 2. Fadu
oskula€ni roviny s prostorovou kfivkou znamena, ze oskulagni rovina se ze vsech
rovin nejvice priblizuje uvazované kfivce.

5.2 DGsledek. V neinflexnim bodé f(tq) je zaméfeni oskulani roviny uréeno

vektory o) g £/ 0o),

Jgji rovnici |ze tedy psat ve tvaru

r — fi(to), y— fa(to), z— f3(to)
fi(to), f3(to), f3(to) =0.
{,(tO)v fé,(tO)v él(tO)

5.3. Nyni mlizeme v neinflexnim bodé p € C definovat tyto objekty:

(i) Rovinu v bodem p kolmou k tetné nazyvame nor ma- b
lova rovina.
(ii) Prlsetnici n = v N w norméalové roviny s oskulagni v
rovinou nazyvame hlavni normala. P
(iii) Pfimku b bodem p kolmou k oskulatni roviné nazy-

vame binorméla. -
(iv) Rovinu o urCenou teCnou a binormélou nazyvame |/ v

rektifikacni rovina. f




5.4 Definice. Neinflexni bod p € C nazyvame planarni bod, jestliZze oskulatni
rovinav ném mastyk 3. fadu s kfivkou C.

5.5 Vé&a. Neinflexni bod f(¢y) je planéarni pravé kdyz vektor 4*/(to) je linearné

—5
zavisly navektorech Zlio) a%_

Dlkaz. Uvazujme funkci ®(t) z dlikazu véty 1. Pro styk 3. fadu vedle dvou tam
uvedenych podminek dostavame jesté

d*®(to) _ adgfl(to) d3 fa(to) Cd3f3(750)
dt3 dt3 dt3 dt3

) ~0.

Tedy vektor ©7¢0) |e3i v zam&eni oskulani roviny a proto je lineamé zavisty

na Lo g (0)  Opracens, plati-li uvazovana lineami zavislost, pak rovnice
(1) je disledkem rovnic z dilkazu véty 1, takze C' ma s oskulagni rovinou styk

3. fadu. O

5.6. Dée uvazujeme jako parametr oblouk s. PiSeme e;(s) =
jednotkovy vektor. V neinflexnim bodé f(s) oznafme es(s) Jednotkovy vektor

souhlasné rovnobé&zny s del( ) Tedy
dei(s)

2 s = #(s)ea(s), (s)>0.

Vektor ey(s) lezi v oskulagni roving, nebot je kolinearni s & f(s) . Podle 1.26 je
vektor ex(s) kolmy navektor e; (s). Tedy ea(s) je smérovy vektor hlavni normaly
v bodé f(s).

5.7. Predpokladeime dale, Ze prostor E3 je orientovany. Jako es(s) oznaCime
jednotkovy vektor kolmy k e1(s) aea(s) takovy, Ze baze (e1(s), ea(s), e3(s)) je
kladna. Tedy e3(s) je smérovy vektor binormaly.

Definice. Repér (f(s),e1(s), e2(s), e3(s)) nazyvame Frenetlv repér kiivky C
v neinflexnim bodé £ (s).

V dal&im zpravidla nebudeme argument s explicitné vypisovat.

5.8. ProtoZe e, je jednotkovy vektor, derivovanim vztahu (eq, e2) = 1 dostavame
(62, CfiesZ) =0. Tedy

d€2

— =ce1 +Te3.

ds
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Derivovanim vztahu (e1,e2) = 0 dostavame (%1, e5) + (e, £2) = 0, takze
» + ¢ = 0. Plati tedy

de§£S) = —x(s)e1(s) + 7(s)es(s).

3)

Derivovanim vztahu (e3,e3) = 1 dostavame, Ze vektor % je kolmy na e;.
Derivovani vztahu (e;, e3) = 0 dava

d€1 d€3 .
(Gaes) + () =0
Ale %1 = 5ce,, takZe prvni skalami soutin je nulovy. Tedy % = ke,. Derivo-

vanim vztahu (es, e3) = 0 dostavame (%2, e3) + (e2, %) = 0. Odtud plyne

ds
T+ k=0, takze
de3(s)
4
(4) s

Dokazali jsme tedy
Vétu (Frenetovy rovnice). Pro kfivku £ (s) bez inflexnich bodu plati

= —7(s)ea(s).

d
d_]; = €1,

dey
ds
©) dea
ds

des  _ _
ds = TEY .

= xeg,

= —xe +Tes,

5.9 Definice. Cislo »(sg) > 0 nazyvame kfivost a &islo 7(s) nazyvame torze
prostorové kiivky f(s) v neinflexnim bodé f ().

5.10. Frenetovy rovnice kfivky f(s) davaji

df &2 f B dsx
ﬁzel, E:%EQ, @25624_%(_%61—%7—63)-

Predpokladejme, Ze 0 patfi do definicniho oboru f(s). Tedy pro s = 0 mame
vektorovy Taylorliv rozvoj

(6)

x 82 83 »
£6) = £0) + 5 2(0) + D= es0) + 5 [ 2 e3(0) - 2(0)er 0)
) + 54(0) 7(0) e3(0)] + v(s).

kde v(s) je vektorova funkce, jeiz hodnota a prvni 3 derivace v pocatku jsou
nulové. Jinak feceno, plati
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Véta. Necht z, y, z jsou soufadnice vzhledem k Frenetovu repéru (f(0), e1(0),
e2(0), e3(0)). Pak kfivka f(s) je v okoli bodu f(0) danavyrazy

»(0)

r=s— TS3+§(3),
® y="D2 106 ),
= 2005 4 o),

kde Ciselné funkce &(s), n(s) a ¢(s) mai v pocéatku funkéni hodnotu a prvni
3 derivace nuloveé.

Vyrazy (8) predstavuji tzv. lokalni rozvoje krivky f(s) vzhledem k je-
jimu Frenetovu repéru. Probereme jgjich vyuziti ke studiu pravothlych primétl
kfivky do tfi zakladnich rovin jejiho Frenetova repéru.

5.11. Geometricky vyznam k¥ivosti rovinnékrivky jedan definici 2.10. Pro kfivku

C = f(s) v E5 plati

Véta. V neinflexnim bodé p € C jekfivost kfivky C rovna kfivosti jejiho pravo-

Uhlého primétu C,, do oskulatni roviny.

Dlkaz. Miizeme predpokladat p = f(0). Podle (8) maC,, parametrické vyjadreni
0

© r=stols), v 4B,

kde «(s) a3(s) jsou funkce, které maji v pocatku funkeni hodnotu a prvni 2 de-

rivace nulové. Kruznice

1 \2 1 \2 2

10 2 ) = (— ti. o2 2__“° . —
10 o+ %(0)) (%(0)) o Uy gy =0
masC), styk 2. fadu v pocatku. Opravdu, dosazeni (9) do Yy
(10) dava

32—32"_’}/(3):07 1

r(0)

kde ~(s) je funkce, kterda ma v pocatku funkeni hodnotu
aprvni 2 derivace nulové. x

5.12. Podobng, parametricke vyjadieni priimétu kiivky C' do normaoveéroviny je

y= %0)82 + %_dz(SO) s*+n(s), z= 7%(0)67—(0) s°+((s).

Oznaime-li tuto vektorovou funkci g(s), plati d%_(so) =o.
Pocatek jetedy v jistém smyslu bod vratu typu semikubické paraboly.
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5.13. Pro primét C do j€ji rektifikacni roviny plati

2
x:s—%T(())s3+£(s), zzwsfﬂ—C(s).
Oznatime-li h(s) tuto vektorovou funkci, plati ZT P
dh0) _ 1,0y, L0 _ (0 (). Potatek je ted
ds _(7)’W_—(>)' C je teay / T
inflexni bod.

Srovnani vech tfi primétll dava nazornou predstavu o tom, jakym zplisobem
kfivka C' prochézi svym Frenetovym repérem.

5.14. Z Frenetovych rovnic dale vyplyva, Ze planarni bod prostorové kfivky C
Ize jednoduse charakterizovat pomoci torze.

Véta. Bod f(sg) jeplanarni, pravé kdyz 7(sg) = 0.

Dikaz. Podle (6) je vektor %5@ linearni kombinaci vektorll e (sg) @ ea(sg),
pravé kdyz 7(sg) = 0. O

5.15. Kfivku C' C E3 nazyvame rovinna, jestlize leZi v n§aké rovingé o C Es.
ProtoZze C' v ¢ |eZi, je kazdy jeji bod planarni, takZe torze rovinné kfivky je nulova
Z Frenetovych rovnic vyplyvai obracené tvrzeni.

Véta. Jednoducha kfivka, jgjiz kazdy bod je planarni, je rovinna

Dikaz. Podminka 7 = 0 dava %2 = o, takZe e3 je konstantni vektor. Uvar
zujme rovinu, ktera jde bodem f(sg) a je kolma na vektor es(sg). Jgi rovnice
je (es(so),w — f(s0)) = 0, kde w = (z,y, 2) je libovolny bod prostoru Ej.
Uvazujme funkci ¢(s) = (e3(so), f(s)— f(so)). Plati ‘Cil—‘g = (es(s0), e1(s)) =0,
protoze e3(sp) = es(s). Tedy ¢ je konstantni funkce. Da8le p(sg) = 0, takze ¢ je
funkce identicky nulova. Celakfivkatedy leZi v uvazované roviné. O

5.16. Zakladni geometricky vyznam torze plyne pfimo z (5).
Véta. Plati 7| = ||%|). O

Lzetedy fici, Zetorzejerychlost otateni vektoru binormaly. Nulovému otaceni
logicky odpovidaji rovinné kFivky. Obecné Feceno, €im vétsi je absolutni hodnota
torze, tim vice se uvazovana kfivka odchyluje od rovinné kfivky.

5.17. Nalezneme vzorec pro vypocet kfivosti s pfi libovolné parametrizaci f(t)
kfivky C. Z (6) plyne » = H% X %H. Pismet = t(s). Pravidlo pro derivovani
slozené funkce dava

df _ df dt d2f_d2f(dt)2 df d*t

dt? \ds/) " dtds®

(11) 3 dids’ df a2
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Déle vime |%| = 1/||%||. Protoze vektorovy sougin dvou kolinearnich vektord
je nulovy, plati

& &f_dfd a2 f df dt df  d2fy /d
ds *ds® <dt di) . <dt2 <d8>2+ dt ds2> - <dt dt2> (zﬁ)g-
Dokéazali jsme tedy

VEtu. Plati
1% < Gl
(12) n= diZ

I

5.18. Odvodime rovné&z vzorec pro vypoCet torze T pfi libovolné parametrizaci
f(t) kfivky C'. Pfipominame, Zetfi vektory v = (uy, ua, ug),v = (v1,v2,v3),w =
(w1, ws, ws) orientovaného trojrozmérného euklidovského vektorového prostoru
urCuji vngsi soucin
uy U2 U3
[u,v,w] = vy vy 3
w1 W2 wWs

Véta. Plati

[ﬁ 2f d3_f]
e arr A
-1

(13)

Dikaz. Uvédomnéme si nejprve, Ze pro vngsi soudin plati
[u, v+ au, w + bu + cv] = [u, v, w] .

Z (6) dostavame
[df df d&f } 9

2
=¥ T|e1,€62,€3| = X T
ds’ ds?’ ds? [e1, €2, 5] ’

nebot ey, es, e3 je kladna orientovana baze. Pri dilkazu véty 17 jsme odvodili (11).
To nyni pfepiSeme ve tvaru

A dfdt dBf  Efgdne | df
(14) ds _dtds’ ds? dt2<ds> T

kdesicevime, Zze g = —2 ale to nas nezgjima. DalSim derivovanim dostavame

3 3 2
15 df_df(dt)3+ 2f df

CT T AN T Y
ds3 dt3 \ds dt? + dt’
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kde koeficienty h a k nas rovnéz nezajimaji. Mame tedy

2 [df > f d3f} _ [dtdf (dt)2d2f <dt)3d3f] _

ds’ ds?’ ds® dsdt’ \ds/) dt2’\ds/) dt3
(44 @f d‘”‘_f}
~ \ds/ Ldt’ a2’ dt3 1"
UZitim vzorce (12) pro » avztahu |4 | = 1/||% || dostavame (13). O

5.19 Priklad. Nalezneme kfivost a torzi Sroubovice. Tato kfivka vznika jako
trajektorie rovnomérného Sroubového pohybu. Jgji parametrické vyjadreni tedy je

f(t) = (acost,asint,bt), t e (—00,0), a>0.

Cisloa jepolomér rotatniho val ce, nanémz uvazovanagroubovice
leZi, €ido b se nazyva zdvih (t&€z vy3ka zavitu) Sroubovice.
Postupnym derivovanim dostavame

f' = (—asint,acost,b),
f" = (—acost,—asint,0),

" = (asint,—acost,0).
Tedy f' x f” = (absint,—abcost,a?), || f' x f"|| = ava® + b2. Déde || f'|| =
Va? + b2, Podle (12) mame s = % . Kestanoveni torze spotitame determinant

—asint acost b

[flﬂf//af///] = |—acost —asint 0] = bCLZ.
asint —acost 0
, 2
Podle (13) mame r = a2(33+b2) — a2—li)-b2'

Sroubovice matedy konstantni kfivost i torzi.

5.20. Pfipominame, ze pfiméa shodnost v orientovaném prostoru E3 je takové
shodné zobrazeni p: E5 — Ej3, které zachovava orientaci. Podobné jako v roviné
nazveme dvé kiivky C, C' C E3 shodné, jestliZe existuje takova piima shodnost
o, Ze plati p(C) = C. Stgjiné jako v roviné budeme predpokladat, ze C a C'
jsou jednoduché a ze mame danu jegjich parametrizaci obloukem na spolecném
intervalu I.

Véta. Necht kfivky C' aC jsou bez inflexnich bodll, necht f: I — Ezaf: I —
Es5 jsou jejich parametrizace obloukem na spoletném intervalu I a (s), (s)
resp. 7(s), 7(s) jsou jgjich kiivosti resp. torze. Pak kfivky C' a C jsou shodné,
pravekdyznal plati c = xar = 7.
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Dikaz. Na jedné strang, z geometricnosti konstrukce Frenetova repéru primo
plyne, Ze u dvou shodnych kfivek jsou kFivosti a torze stejnou funkci oblouku.
Obréceng, uvazujme C resp. C' s Frenetovym repérem (f(s), e1(s), ea(s), es(s))
resp. (f(s),e1(s), é(s),es3(s)). Vedle (5) plati také

(16) %:él, %:%ég, %:—%é1+Tég, %Z—T@g
stymz s ar. Tedy (5) a (16) je tataz soustava diferencialnich rovnic pro dva
nact Ciselnych funkci, které jsou slozkami f, eq, es aes. Pro sg € I je f(so),
e1(s0), €2(s0), e3(so) steinéjako f(so), €1(s0), €2(s0), e3(so) bod akladny orto-
normalni repér. Existuje tedy jedina pfima shodnost ¢: E3 — Ej3, ktera prevadi
prvni z téchto Gtvefic do druhé z nich. Pak parametrizace f: I — Es5 kiivky C
spolu s vektorovymi funkcemi é;, é; aées aparametrizace p o f: I — FEj3 kfivky
(C) spolu s vektorovymi funkcemi p o e1, @ 0 e @ o e3 SpIAUjT tutéz soustavu
diferenciénich rovnic se stejnymi pocateCnimi podminkami. Podle véty o jedno-
znatnosti FeSeni soustavy diferencialnich rovnic plati zgména f = ¢ o f. Odtud
plyne C = ¢(C). O

5.21. Stejnéjako v rovingé se dokaze i obracené tvrzeni.

Véta. Necht s, 7: I — R jsou funkce, > > 0. Pak lokalné existuje takova
kfivka C' parametrizovana obloukem na I, Ze » je j€i kfivost a7 je jgi torze.

5.22 Priklad. Ukazeme, Ze Sroubovice jsou jeding kfivky s konstantni kfivosti
atorzi. (Pfipadu nulové torze odpovida kruznice jako Sroubovice s nulovym zdvi-
hem.) Opravdu, pro Sroubovici jsme v bodé 19 spocitali

a b
Tt T T et

(17)

Nechtjedano s > 0 ar.Pakz(17) spoctemengjprve Z = g,tedya =kx,b=kt

pro ngjaké k& > 0. Dosazenim do vzorce pro s dostavame » = % tedy
k = = Z V& 20 a21 vyplyva, Ze Easti droubovice s hodnotami a = %,
b= = jsou jediné kfivky se zadanym konstantnim < a .

5.23 Poznamka. Dadim zajimavym, i kdyz prakticky méné vyznamnym, geo-
metrickym objektem ur€enym kfivkou C' = f(s) je jgji oskulani sféra. Plati,
Ze v neplanarnim bodé f(sg) existuje jedina sféra S, ktera ma s kfivkou C' styk
3. fadu. Zplisob jejiho nalezeni pouze naznatime. Ze styku 1. fadu vyplyva, ze
teCna kFivky v bodeé f(sg) je souCasné tecnou S, takze stfed oskulatni sféry musi
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leZet v normélové roviné. Necht je to bod f(so) + aea(so) + bes(sp). Rovnici
sféry S zapiSeme ve tvaru skalarniho soucinu

(w — f(sg) — aea(so) — bes(so), w — f(so) — aea(so) + b€3(80)) =a®+ b2,

kde w = (z,y, z) jelibovolny bod v E5. K vy&etfovani styku C' a S uzijeme tedy
funkci

®(s) = (f(s) — f(s0) — aea(so) — bes(so),
f(s) = f(s0) — aea(s0) — bes(so)) — a® — b7,

Vztahy ®(sg) = 0 a dq’(SO) = 0 jsou splnény podle konstrukce. Podminky

d2§s(§°) —0a? q’(s‘)) =0 davajl

1 _ # (s0) 2 (s) =
e e NP P ey R

Polomér r = v/a? + b2 oskulatni sféry tedy je

(19) r= 1 w272 4+ (d—%)z

7|7 ds

E .

Vamnémesi, zevzorce (18) a(19) ilustruji zajimavy obecny poznatek. Podle
vét 20 a 21 je kfivka C' geometricky urena svou kfivosti atorzi. Tedy také dalsi
geometrické objekty kFivkou urcené ajgi Ciselné invarianty se vyjadfuji pomoci
» at ajgich derivaci podle oblouku.
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6 Prvni zakladni forma plochy

Zaciname se systematicky zabyvat studiem ploch v Ej3.

6.1. Uvazuime plochu S s lok@nim parametrickym vyjadienim f(uq,us),
(u1,uz) € D, viz 4.4. Pfi delSich vypoctech budeme uZivat zkracené oznaceni
fi=01f, fa = 0a2f . Tedy fi(ug), f2(uo) tvori bézi tetného prostoru 7,,S plochy
S vhbodép = f(up).

Uvaiujme dvavektory A, B € TpS, A= a1f1 + asfo, B = b1 f1 + bafs.
Jgjich skalarni soucin je dan vyrazem

(1) (A, B) = (a1f1 + a2 f2, b1 f1 + baf2) .
Oznatme
() gi1 = (f1, f1), g2 =(f1,f2), g22=(f2, f2).

Tedy gi;, 7,7 = 1,2 jsou funkce na D. Pak (1) miizeme zapsat ve tvaru
©) (A, B) = g11a1b1 + g12(a1bz + azb1) + gazazbs .

Tojebilineérni formanaT,,S. Prislusnakvadraticka formaurcuje velikost vektoru
A,

Al = \/glla% + 2g12a1a2 + g2203 .
Pro odchylku ¢ vektorli A, B plati

griaiby + giz(aibs + agbi) + gaoasbs
V91103 + 2g12a1as + g22a3 \/g11b% + 2g12b1b2 + a2 b3

(4 cosp=

6.2. Na S uvaZuj me KFivku u(t) = (u1(t), uz(t)). Pro jeji teény vektor mame,
viza4), 4 = f 2 4 0 akze

[0 = o () 42t i 0m ()

Ze vzorce pro vypocet oblouku prostorové kfivky dostavame

Vétu. Délka s oblouku kFivky u(t) naploZe f(u) mezi body o parametrech 1 at,
je

t2 dul duy dus dug\ 2
5 = e —=) dt.
(5) s = /t1 \/911 2912 7 di -1-922( dt>




Diferencidl ds je tedy roven vyrazu za symbolem integralu. Jeho Ctverec
(6) (ds)® = gr1(dur)? + 2g12durdus + gao(dus)?
je kvadraticka forma urcena bilinearni formou (3).

6.3 Definice. Kvadratickou formu (6) nazyvame prvni zakladni forma plochy.
Znatimeji ®; nebo (ds)?.

Stejnym symbolem &, budeme znaCit i polarni bilinearni formu, kterajetouto
kvadratickou formou urcena.

6.4 Priklad. Uvazujme sféru S se stfedem v pocétku a polomérem r. Pro bod
p € S neleZici na ose »z oznatime ¢ jeho prlimét do roviny (z,y). Jako parametr
uy zvolime Uhel priivodice bodu ¢ s kladnou poloosou z, tedy u; € [0, 27), jako
parametr u, zvolime Ghel priivodite bodu p srovinou (z, y), takzeus € (— %, ).
Tedy z = rsinus a velikost privo-
dice bodu ¢ jer cosus. V roviné (z,y)
mame situaci odpovidgjici polarnim
souradnicim, takze x = r cos uy cos uq,
Y = 1 COS U2 SN U7 .

Celkoveé tedy dostavame
(7)  f(u1,u2) = (7 cosuj cos ug, rsinuy cos ug, rsinus) ,
ur € (0,2m), up € (— 35,5).

Sféra neni jednoducha plocha, takZe nase parametrizace nezahrnuje polokruznici,

kteraje prlinikem sféry s polorovinou = > 0 v roviné (z, z). Pfi béznych praktic-

kych (vahach se v&ak s touto drobnou neliplnosti dovedeme snadno vyrovnat.
Nalezneme prvni zakladni formu sféry. Mame

f1 = r(—sinuj cos ug, cos uj cos ug, 0),
fa = r(— cosuy sin ug, — sin uy sin ug, cos uz) .

Tedy g11 = (fl,fl) = 7”2 COS2 u2, g12 = (fl,fg) =0, g22 = 7“2. Prvni zakladni
forma sfery matvar

8 O = r?[ cos® uz(dur)? + (duz)?] .

6.5. Spocteme prvni z&kladni formu plochy dané explicitné z = f(z,vy), (z,y) €
D, viz 4.5. Jgji parametrické vyjadreni je f(z,y) = (a:,y,f(x,y)). Tedy f1 =
(1,0, fz), f2 = (0,1, f,)), kde f, resp. f, je parcidni derivace funkce f podle x
resp. y. Spoctenim skalarnich soucindi (2) dostavame

(9) Oy = (1+ f2) (do)? + 2o fy drdy + (1 + f2) (dy)?.

44



6.6 Definice. Vrstvou krivek najednoduché plo3e S nazyvame takovou jednopa-
rametrickou soustavu .Z kfivek na S, ze kazdym bodem plochy S prochazi pravé
jedna kfivka soustavy .Z.

Uvazujme nejprve vrstvu . v oblasti D roviny (uq, uz). Pfedpokladegme, Zze
teCny kFivek vrstvy nejsou rovnob&zné s osou ug. Pak pro smérnice L(uq,uz)
teCen vrstvy Zplati

d’LL2

(10) o

= L(ul, u2) .
Rikame, 7e (10) je diferencialni rovnice vrstvy .Z.

Vektorovym polem naoblasti D rozumime pravidlo, které kazdemu bodu p €
D pritazuje vektor v teCném prostoru 7, D. Mame-li na D ngaké vSude nenulové
vektorové pole (Fy (u1,uz), Fa(ur,us)) tetné k vrstvé %, nerovnobéznost tecen
S0S0U us jerovnocenna Fy (uy, uz) # 0. Pak diferenci@lni rovnice vrstvy .7 je

duy  Fy(ur,uz)

11 duy _ Fy(ur,up)
(11 duy  Fi(ug,ug)

Nalibovolné plose S vrstvu kfivek . zpravidlazadavamev oblasti parametrd.
Vektorové pole na ploSe S serovnéz definuje jako pravidlo, které kazdému bodu
p € S prifazuje vektor v tetném prostoru 7,,S.

6.7 Definice. Ortogonanimi trajektoriemi vrstvy .Z na plose S nazyvame
takovou vrstvu .#’ na S, ze kfivky vrstev . a.#” jsou kolmé v kazdém bodeé.

Véta. Jeli (Fi(uq,ug), Fa(uy,uz)) soufadné vyjadieni n&akého vektorového
pole tetného k vrstvé %, pak diferenciani rovnice jgich ortogonalnich trajektorii
je

duz _ guki + g1aFh

duy g12F1 + gaa Fo

Dlkaz. Necht (duq, dus) jeteny vektor k hledanévrstvé.#”. Podle(3), podminka
kolmosti obou vrstev zni

(12)

giiFrduy + gi2(Fidug + Faduy) + gaaFodus = 0.
Algebraickou Upravou dostaneme (12). O

Poznamka. Pokud se v ngakém bodé plochy objevi na pravé strané (12) nulovy
jmenovatel, znamena to, ze ortogonalni trajektorie timto bodem ma, uvazovano
v oblasti parametrll, te€nu rovnobéznou s osou u-. Pak je tieba uvazovat diferen-
ciani rovnici vrstvy se zaménénim w; a us.
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6.8 Priklad. Nasféfe z bodu 4 nalezneme ortogonalni trgjektorie vrstvy uy +us =
konst. Diferencovanim dostavame du; + dus = 0, takze diferencialni rovnice
uvaiovanévrstvyjej—gj = —1. Mlzemetedy vzit napf. I} = 1, I, = —1.V bodé
4jsmenaezli g1 = r% cos® ug, g12 = 0, g2o = r%. Podle(2), diferencialni rovnice
ortogonalnich tragjektorii je

— =cos” uy .
dul

Separaci proménnych v (13) aintegraci dostavame rovnici ortogonalnich trajek-
torii uvazované vrstvy ve tvaru

(13)

tgus = uy + konst.

6.9 Definice. Siti naploSe S nazyvame dveé vrstvy .7, %, jgichz kfivky svirgji
nenulovy Uhel v kazdem bodé. Sit se nazyva ortogonalni, jestlize tento Ghel je
v kazdém bodé pravy.

Jednoduchym prikladem je parametricka ¢i soufadnicova sit, ktera je tvorena
kfivkami u; = konst. aus = konst. dané parametrizace f(uq,ug) plochy S. Ne-
nulovost Uhlu sviraného obéma parametrickymi vrstvami je zarucena podminkou

Jix fa #o.

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme v mnoha konkrétnich situacich.
Véta. Parametricka sit je ortogonalni, pravé kdyz g,» = 0.
Dlkaz. Vektory f; a fo jsoutetnék parametrickym vrstvamagis = (f1, f2). O
6.10 Lemma. Plati g11g20 — 925 > 0.

Dlikaz. Znama Cauchyho nerovnost pro dva vektory a, b Fika, Ze |(a,b)| <
llall.]|6]], neboli (a, b)? < ||al?.]|b]|?, pficemZ rovnost plati pouze pro kolinearni
vektory. Vezmeme-li a = f1,b = fo, mame||al|? = g11, [|b]|* = 922, (@, b) = g12,
pricemz vektory f1 a fo nejsou kolineérni. Odtud plyne nase lemma. O

6.11. V anayze se ukazuje, Ze obsah plochy vyjadiené explicitné ve tvaru z =
f(x,y), (z,y) € D, kde f je ohranitena funkce na ohraniCené oblasti D, je dan
dvojnym integralem

(14) J[ i+ v s
D

6.12. Ozobrazeni f: D — E3Tfekneme, ZejeohraniCeng, jestlizemnozina f (D)
celalezi uvnitf ngaké koule.
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Véta. Necht plocha S je dana ohranicenym zobrazenim f(u, u2) naohranicené
oblasti D C R2. Pak jeji obsah je roven

(15) // \/ 911922 — 935 duy dusy .
D

Dikaz. Vime, Ze plochu miizeme v okoli kazdého jejiho bodu zadat explicitng,
tebas ve tvaru z = f(x,y). V prikladu 5jsmenaezli g11 = 1+ f2, g12 = fufy,
922 = 14 f7, takZe g11920 — g1 = 1+ f2 + f;. Lokélné se tedy (15) redukuje na
klasicky vyraz (14). Globané nade tvrzeni plyne z aditivnosti obsahu plochy. [

Vyraz dV : = \/g11922 — g3, duy dusy se také nazyva objemovy element plo-
chy S. Vzorec pro obseh plochy Ize tedy psat vetvaru V = [[ dV.
D

6.13 Priklad. Stanovime obsah V' tzv. vrchliku na sféfe o poloméru r uréeného
(hlem o podie obrazku. Tedy D = (0, 2m) x (% —«, Z). V pfikladu 4 jsme nalezli

g11 = 12 cos? ug, g12 = 0, gog = 72. Tedy

V= //7‘2 cos Uy duy dus

D
2 w/2
:r2/ dul/ cos usdus
0 T/2—«

w/2
T/2—

= 277? [ sin ug | = 271r2(1 — cos ) .

V pripadé oo = Z dostavame plosny obsah 2772 poloviny sféry.

6.14. Zavérem muzeme shrnout, Ze prvni zakladni forma ®;, ktera je urtena
skalarnim soucinem v kazdem tecném prostoru plochy, slouZi predevsim k vypoctu
déelky kivek naploSe, odchylek téchto kfivek a obsahu plochy. Zasadni teoreticky
vyznam formy ®; pozname pozdgi.
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7 Druha zakladni forma plochy

7.1. Uvazuimenormau N,,S plochy S v bodép. Nanorméaemamedvajednotkovée
vektory, vybér jednoho z nich predstavuje orientaci prfimky N,S.

Definice. Orientaci plochy S nazyvame vybeér orientaci jejich normal, ktery je
proveden spojitym zplisobem.

Jednoduchou plochu Ize vzdy orientovat. Mame-li dano j€ji parametrické vy-
jadreni f(uq,us), mzeme za orientaci normaly vzit smér vektorového soucinu
J1 X fa.

7.2. Priklad Mobiova listu ukazuje, ze existuji plochy, které globané nelze orien-
tovat.

Definice. Plochu S, kterou |ze orientovat, nazyvame orientovatelna. Orientova
telnou plochu spolu s vybérem jedné z jejich orientaci nazyvame orientovana.

Jednotkovy vektor arientované normaly znaime n. Chceme-li vyjadrit jeho
z&vislost na parametrech plochy, piseme n(uy,uz). V pfipadé orientace norméay
uréené parametrizaci f(u) mame

J1 X fo
1 n—=-—m——.
W I
Podminka kolmosti normaly natetnou rovinu je charakterizovana rovnicemi
(2 (n,f1)=0, (n,f2)=0.

7.3. Déle uvazujeme orientovanou plochu S.

Pro libovolny pohyb ~(t) v prostoru Ej, vektor & dt2 nazyvame jeho zrych-
lenim. Uvazujme pohyb na ploSe S s lokélni parametrizaci f(u), ktery je za
dan v oblasti parametrll D jako (uq(t), ua(t)), takze v Ej jde o pohyb ~(t) =
f(u1(t), ua(t)). Spotteme jeho zrychleni. Prvni derivovani této slozené funkce
dava znamy vyraz
ag. fl(ul(t%uz(t))d

Uy
0t E + fo (ul(t), u2(t))
PFi vypoctu druhé derivace pouzijeme zkracené oznaceni
(©) fii=0uf, fia=01af, fo=20xaf.
Mame tedy

d2 du1 duldu2 dUQ
(4) a2 fll( > 2f12dt dt f22< ) f1

Podle (2) skalarni soucin vektorli n al W zavisi jen na

dus
dt -

f2

dt2 dt2 )
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- . - 2 , ., , . PR, .
Definice. Skalani soutin (n, Cét;) nazyvame normalové zrychleni prifazené

vektoru 9 € T;,S. V pripadé || 4 ||=1 hovofime o normélové kfivosti oriento-
vané plochy S ve sméru tohoto vektoru

Znaménko normalového zrychleni tedy zavisi na orientaci plochy.

7.4. Uvazujme skalarni souciny

©) hir = (n, f11), hi2 = (n, f12),  hoa = (n, f22),

které jsou funkcemi na oblasti D. Ze (4) vyplyva, ze pravidio, které ke kazdému
vektoru (duy, dug) € T),S pfitazuje prisluSné normélové zrychleni, je kvadraticka
formanaT,S tvaru

(6) hll(du1)2 + 2h1aduy dusg + th(dU2)2 .

Definice. Kvadratickou formu (6) nazyvame druhé& z&kladni forma plochy S
aznaCimeji .

Druha z&kladni forma orientované plochy S je tedy pravidlo, které kazdému
vektoru A € T),S pfifazuje Cislo ®5(A), které jsme Ziskali takto. Na ploSe S

uvazujeme pohyb ~(t) takovy, ze A = “) gpotteme jeho zrychlen %.

Cislo @,(A) je pak rovno skalarnimu soudinu (n(y(to)), £2400), kde n(y(to))
je orientovany vektor normély v bodé ~y(t).

7.5. V teCném prostoru 7},S uvazujme smér uréeny nenulovym vektorem A. Rez
plochy .S rovinou ur€enou normalou N,,S asmérem A je kfivka, kterou nazyvame
normalovy ez plochy ve sméru A.

Zakladni geometricky vyznam formy ®, podava

Véta. Absolutni hodnota normalové kfivosti ve sméru vektoru A je rovna kfivosti
norméového fezu v tomto sméru.
Dlkaz. Uvazujme parametrizaci ~y(s) tohoto fezu obloukem, v(so) = p. Pak lje

jednotkovy vektor a % je vektor k nemu kolmy, o némz z teorie k¥ivek V|me,
Ze jeho velikost je rovna kfivosti uvazovaného norméového fezu. Vektory n(p)

a%jsou tedy kolineérni. Protozevektor n(p) jejednotkovy, absolutni hodnota
skalarniho souginu (n(p), %8"—)) jerovnavelikosti druhého vektoru. O

7.6. Pro norméaovou kfivost s ve sméru vektoru A = (duy, dus) plati

- hll(dul)2 + 2h1aduq dus + hgg(du2)2

.
0 g11(dur)? + 2g12duy dug + gaa(dug)?
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Opravdu, jednotkovy vektor v tomto sméru je m(dul, dus), pricemz | Al]? =
gll(du1)2 + 2g12duy dus + goo (du2)2. Dosazenim do (6) dostavame .

7.7 Definice. Bod f(ug) € S nazyvame planarni bod, jestlize ®4(ug) je nulova
forma, tj. plat'l hll(uo) =0, hlg(uO) =0, th(’LLQ) =0.

7.8 Definice. Plocha S se nazyva souvidla, jestlize kazdé dvajeji body 1ze spojit
dréhou, kteracelana S le7i.

7.9 Véa. Jednoducha souvisla plocha S, jgiz kazdy bod je planarni, je Casti
roviny.

Dikaz. Pidmen, = 0in, ny = don. Derivaci (2) podle u; au, dostavame

(n1, f1) +(n, fu1) =0, (n1, f2) + (n, f12) =0,

(n2, f1) +(n, fi2) =0, (n2, f2) + (n, fa2) =0.

Zde predevsim vidime, Ze v pripadé roviny, jgjiz normalovy vektor je konstantni,
je kazdy bod planarni. Dale vyuZijeme skuteCnost, Zze n je jednotkovy vektor.
Derivovanim vztahu (n,n) = 1 dostavame

(8)

9 (n,n1) =0, (n,ng)=0.

Je-li kazdy bod plochy S planarni, anuluji se podle (5) druhé cleny v (8). Pak prvni
dveé rovnice (8) aprvni rovnice (9) fikaji, ze vektor n; je kolmy ke tfem linearné
nezavisdym vektorlim n, f1, f». Je to tedy nulovy vektor. Ze zbyvajicich rovnic
(8) a(9) stejnym zplisobem plyne, Ze n, je nulovy vektor. Normalovy vektor je
tedy konstantni, n = a. Uvazujme funkci

o(ur,ug) = (av flur,ug) — f(U?>Ug)) .

Mame 22 = (a, f1) = 0, 22 (a, f2) = 0, takZe ¢ je konstantni funkce. Pfitom

Y Ous
o(u?,uy) = 0, tedy ¢(u) = 0 pro véechna u. To znamena, Ze celaplocha S |eZi
na své tecné roviné jdouci bodem f(uyg). O

7.10 Definice. Bod f(ug) € S nazyvame sféricky bod, jestlize forma @5 (uy) je
nenulovym konstantnim nasobkem formy @4 (uyg).

Sféricky bod f(ug) jetedy charakterizovan podminkami
(10) hi1(uo) = cgi1(uo) , hi2(uo) = cgr2(uo) , haz(uo) = cgaz(uo),
kde0 # c € R.

Pro normélovy vektor n(u) sféry se stfedem v poCéatku a polomérem r plati
n(u) = 1 f(u). Rovnice (8) pak ukazuji, ze kazdy bod sféry je sféricky.

o
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7.11 vé&a. Jednoducha souvida plocha S, jgiz kazdy bod je sféricky, je Casti
stéry.

Dikaz. Necht (10) plati v kazdem bodé. Tedy
(1) (n, fu) =clf1, f1), (0, fi2) = c(f1, f2), (n, fa2) = c(fo, f2)-
Z (8) a(11) plyne

(fi,n1+cft) =0, (f2,n1+cf1) =0,
(f1,7’L2+Cf2):0, (f27n2+cf2):0.

Podle (2) a(9) plati teké

(12)

(13) (n,nl + Cfl) =0, (n,ng + Cfg) =0.
Stejné jako v dilkazu véty 9 odtud plyne
(14) ni+cfi=o0, ngtcfa=o.

Derivovanim prvni rovnice podle uy adruhé podle v, dostavame

Oc Jc
(15) nig + =— fi+cfie =0, ni2+ 7 fo+cfia=o,
Ous ouq
kdenis = 522 Nulovy je tedy i rozdil
Oc Oc
a—u2 f1— 8—u1 fa=o0

Protoze vektory f; a f, jsou linearné nezavislé, musi platit 2 = 0, 2= = 0,

takze c je konstanta. Podle (14) jebod f + % n pevny. Kazdy bod plochy S maod
tohoto bodu konstantni vzdalenost -, takze S je Easti prislusné sféry. O

lc]”
7.12 Definice. Smér v te€néroviné plochy nazyvame asymptoticky smér, jestlize
normalovakfivost v ném je nulova. Tetnu v tomto sméru nazyvame asymptoticka
teCna.

Rovnice asymptotickych smérii tedy je
(16) ha1(dur)? + 2hiaduy dug + hoy(dug)? = 0.

V planarnim bodg je kazdy smér asymptoticky.
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Predpokladame-li, ze smér dus = 0 neni asymptoticky, tedy hi; # 0, polo-
Zime g = % a (16) dava kvadratickou rovnici pro asymptotické sméry

(17) h110% + 2h120 + haz = 0.

Pro jefi kofeny plati gy, = —2 V12122 | oznggme

(18) h = hll h12 == h11h22 — h% .
hi2  hos

Dva (redlné) asymptotické sméry mame tedy pfi 2 < 0, oba smeéry splyvaji pri
h = 0 aimaginarni kofeny dostavame pfi A > 0. Je-li h1; = 0 ahge # 0, (16)
dava kvadratickou rovnici pro podil j—gf amame stejnou situaci. Pokud h1; = 0
ahgo = 0, v neplanarnim bodé musi byt 115 # 0, takze asymptotické sméry jsou
du; = 0 aduy = 0.

7.13 Definice. Neplanarni bod se nazyva hyperboalicky resp. parabolicky resp.
elipticky, jestlize h < 0 resp. h = 0resp. h > 0.

Ve sférickém bodé z nerovnosti 6.10 plyne i > 0, takZe jde o speci@ni pfipad
eliptického bodu.

7.14 Definice. Kfivka C' naploSe S se nazyva asymptoticka, jestlize jgi teCna
v kazdém bodé je asymptoticka tetna.

Na ploSe s pouze hyperbolickymi body mametedy dvé vrstvy asymptotickych
kfivek. Na plo3e jen s parabolickymi body mame jednu vrstvu asymptotickych
kfivek. Na plo3e jen s eliptickymi body asymptotické kfivky neexistuii.

7.15 Véta. Prfimka v teCné rovingé 7,5 je asymptoticka teCna, pravé kdyz ma
s plochou styk 2. fadu.

Dikaz. Je-li smér asymptoticky, pak normaovy fez v tomto sméru mav bodé p
nulovou kfivost. Tedy p je inflexni bod normalového Fezu, takze tetha ma s nim
styk 2. fadu. Obracené, méa-li ngaka teCna v bodé p € S styk 2. fadu s ngakou
kfivkou ~(t) naS, v(to) = p, jde o inflexni bod této kFivky. Tedy vektor d%(t—) je
kolinearni s vektorem %, ktery je kolmy nanormalovy vektor n(p), takze

2
(19) (nr), 1))~
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7.16. Pripominame, Ze oskulatni rovina prostorové kfivky neni urCena v jegjich
inflexnich bodech.

Véta. Kfivka C' na plo%e S je asymptotickd, pravé kdyz v kazdem bodé jei
oskula€ni rovina splyva s tecnou rovinou plochy nebo neni urena.

Dlkaz. Oskulatni rovina kfivky C' = ~(t) v bodé p = ~(ty) je uréena vektory
%, %, pokud jsou linearné nezavisé. Pfitom % leZi v tecné roviné
plochy. Tedy tena rovina plochy S splyva s oskulatni rovinou kfivky C, pravé
kdyZ norméovy vektor n(s) je kolmy na %@, tj. plati (19). Jde-li o inflexni
bod, je vektor %) Kolinearni s %) a rovngz plati (19). Obraceng, jeli
@2(%) = 0, plati (19) a stejné jako v prvni &asti dilkazu nahlédneme, ze
nastava jeden z obou uvazovanych pripadd. O

7.17. Z 1.28 vime, ze pfimka nebo j€ji ¢ast je charakterizovana tim, ze kazdy j€ji
bod je inflexni. Pokud tedy |ezi na ploSe pfimka nebo jgji ¢ast, je to asymptoticka
kfivka. Tim mame napr. stanoveny asymptotické sméry a kfivky na regularnich
primkovych kvadrikach, tj. na jednodilném hyperboloidu a hyperbolickém para-
boloidu.

7.18. V hyperbolickém bodé asymptotické sméry rozdéluji sméry v tecné roviné
na dvé casti. V jedné z nich maji normalové kfivosti kladné zna-
ménko, v druhé znaménko zaporné. V kladné Casti tedy |okané lezi
normal ove fezy nad te€nou rovinou ve sméru orientované normaly,
v zgporné Casti lokané lezi normaové fezy na druhé strané tetné
roviny. Plocha tedy leZi po obou stanach své tetné roviny. Vyraznym prikladem
jeplocha z = zy. Osy x ay nani lezi, takZe to jsou asymptotické kfivky, atetna
rovina v pocéatku jez = 0. Prox > 0,y > 0 nebo x < 0, y < 0 plocha leZi nad
teCnou rovinou, proxz > 0, y < 0 nebo = < 0, y > 0 leZi plocha pod teCnou
rovinou.

V dliptickém bodé je znaménko kfivosti ve vsech smérech stejné, takze cela
plocha lokané |eZi po jedné strané tetné roviny. NejjednodusSimi priklady jsou
sféra nebo elipsoid.

Dasim péknym pFikladem je anuloid. Na “vngsi strané pneumatiky” |ezi
plocha cela po jedné strané tetné roviny, jsou tam vesmeés dliptické body. Na
celé vnitfni Casti anuloid lokalné lezi po obou stranéch kazdé tecné roviny, jsou
tam vesmeés hyperbolické body. “Horni a dolni” kruznice jsou pak tvoreny body
parabolickymi.

7.19 Poznamka. Zavérem jesté ukazeme, jak Ize planarni asférické body charak-
terizovat pomoci obecného pojmu styk ploch.
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Necht p je spolegny bod ploch S a 5. Rekneme, Ze plochy S a.S maji v bodé
p styk Fadu k, jestlize ke kazdé kfivee C' C S jdouci bodem p existuje takova
kiivka C' C S, ze kfivky C' aC maji v bodé p styk k-tého Fadu. Ve skriptu [5] se
ukazuje, ze takto vznika relace ekvivalence, a odvozuje se toto pocetni kritérium
pro styk ploch, které je podobné 2.5 a 4.7.

Jestlize plocha S je zadana parametrickym vyjadienim f(u) a plocha S je
danarovnici F(z,y, z) = 0, pak vytvofime funkci dvou proménnych

®(ur,u2) = F(f1(ur,u2), folur, uz), f3(ur, ug)) .

Plati, Ze plochy S a.S maji ve spoleéném bodé p = £ (ug) styk k-tého Fadu, pravé
kdyZ v&echny parcidni derivace funkce ® v bodé ug = (ul,u9) aZ do Fadu k
vCetné jsou nulové. Pro k = 1 takto dostavame, Ze dvé plochy maji ve spoletném
bodé styk 1. fadu, praveé kdyz v nem maji spolecnou teCnou rovinu.

Uvazujeme-li jako plochu S rovinu

ar+by+cz+d=0,
mame
D (uy,u2) = afi(ur,ug) + bfa(ur,us) + cfs(ur,uz) + d.
Podminky pro styk 1. fadu
ad f1(uo)+b01 fa(uo)+cdi f3(ug) = 0, ada f1(uo)+bda f2(uo)+cda f3(ug) =0

znamenaji, Ze vektor (a, b, ) je kolinearni s normalovym vektorem n(ug) plochy
S v bodé f(up). Podminka pro styk 2. fadu pak zni

(n(UQ), allf(’u,o)) =0 s (n(uo), 812f(u0)) =0 s (n(UQ), aggf(UQ)) =0.

Tedy bod p € S jeplanarni, pravé kdyz tenarovinaplochy S v ném mas plochou
styk 2. fadu.

Podobnym vypoctem dok&zeme, Zze bod f(ug) € S je sféricky, pravé kdyz
existuje sféra () takova, ze S a@ maji v bodeé f(ug) styk 2. fadu.



8 Hlavni kfivky

8.1. RozloZeni normélové kfivosti plochy S = f(u) v jgim neplanarnim bodé
p lze vizualizovat nasledujicim zplisobem. Na tetnu v neasymptotickém sméru
naneseme, v obou smérech, hodnotu \/L_ kde > je normaova kfivost v tomto

|
sméru. Je-li a; f1(p) + a2 f2(p) vektor odpovidajici takovému bodu, je Ctverec jeho
velikosti roven -1, tj.

m!
2 9 1
(1) g11a7 + 2g12a1a2 + g2205 = =k

Ale s je dano vyrazem 7.(7), takZe (1) je rovnocenné rovnici
(2) \hlla% + 2h12a1a9 + hggagy =1.
Definice. KFivka(2) se nazyva Dupinovaindikatrix v neplanarnim bodé plochy.

8.2. V dliptickém bodé je (2) dipsa. Uvédomime-li s, Ze rovnice jednotkové
kruznice v naSi afinni soufadné soustave v tecné roving je

911@% + 29120102 + g22a% =1

pak z 7.(10) plyne, Ze uvazovana €elipsa je kruznici pravé ve sférickych bodech
plochy.
V hyperbolickém bodé mlizeme rovnici hi1a? + 2hisaiag + haga3 = 1 pre-

vést zménou soufadné soustavy natvar
Y

72 2
) e
Tedy (2) predstavuje dvojici tzv. sdruzenych hyperbol, kteravedle (3) sestavajesté
Z hyperboly z—j — Zg—j =—1.

V parabolickém bodé predstavuje (2) rovnici dvojice rovnobéznych prfimek
v teCné roving, ktera je soumérna podlie bodu dotyku. Opravdu, v tomto pfipadé
plat'l hi1hoy = h%2. Uvaiujme pF'Ipad hi1 > 0, h1a > 0. Pak hio = :]:\/h_ll\/h_gg
Zatnéme pripadem kladného znaménka. Tedy rovnice (2) matvar

@) 1= hnai +2v/hiivheoaias + hoad = (Vhiar + h22a2)2 :

To jerovnice dvojice rovnobéznych primek

®) 1 = +/huar ++/hapas, —1=+/hi1a1+ /haas.

=1. *
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Tato dvojice je soumérna podle pocatku. Stejny vysedek dostaneme v pripadé
zaporného znaménka. Pokud je hi; < 0, hey < 0, dava podobny vypocet tyz
vysledek.

8.3. V nesférickém bodé definujeme osy Dupinovy indikatrix A

jako osy elipsy nebo jako spoletné osy dvojice sdruzenych hy- — T
perbol nebo jako osu dvojice rovnob&znych pfimek apfimkuna _?_ 7
ni kolmou jdouci potatkem. !
Definice. Sméry osDupinovy indikatrix nazyvame hlavni sméry plochy S v uva
Zovaném bodeé. KFivku na .S, kterase v kazdem svém bodé dotykéa hlavniho sméru,
nazyvame hlavni kfivka.

V planarnich a sférickych bodech nejsou hlavni sméry definovany.
Na ploe bez planarnich a sférickych bodli mame tedy sit’ hlavnich kfivek.
Tato sit je ortogonalni.

8.4. Protoze @, je kvadraticka forma, urcuje polarni bilinearni formu, kterou
budeme znatit stejnym symbolem. Pro dvavektory A = (a1, as), B = (b1, b2) €
T,S tedy plati

(6) ®y(A, B) = hi1(p)aiby + hi2(p)(a1bs + agby) + haa(p)azbs .

Podminka ®,(A, B) = 0 z&visi jen na smérech ur€enych vektory A, B. Je to
podminka poléarni sdruzenosti vzhledem k ®5(p).

Definice. Sméry v tetné roviné plochy urcené nenulovymi vektory A, B € T,,S
nazyvame sdruzeng, jsou-li polarné sdruzené vzhledem k @4 (p).

Pocetné je podminka sdruzenosti dana anulovanim vyrazu (6).
8.5 Vé&ta. Hlavni sméry plochy jsou sméry, které jsou soucasné sdruzené akolme.

Dikaz. Z analytické geometrie vime, Ze takto jsou charakterizovany osy dipsy
a hyperboly. Pfipad dvojice rovnobéznych pfimek se snadno spocita samostatné.
]

8.6. Vedle anulovani (6) tedy hlavni sméry spliuji i podminku kolmosti
(7) ®1(A, B) = gr1a1b1 + g1a(a1bz + azb1) + gazazby = 0.

Je-li (b1, b2) nenulovy smér, ktery splfuje (7) aanuluje (6), mame soustavu dvou
homogennich linearnich rovnic s nenulovym feSenim. Determinant soustavy je
tedy nulovy, tj.

8) gnai + gi2az,  gi12a1 + g2202| _
hitar + hizaz, hizar + hosas

Prejdeme-li k diferenciallim du, = a1, dus = as, dostavame
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Vétu. Diferenciani rovnice sité hlavnich kfivek je

grduy + gi2duz,  gi2duy + gaadug|

9 —
© hiiduy + hiadug, hiaduy + hoodus

Uvédomnéme si, ze (9) je v obecném pripadé kvadraticka rovnice pro podil
duz  Jejii dvéteseni 912 = F1(u1,u2), 2 — Fy(uy, uz) jsoudiferenciéini rovnice
obou vrstev hlavnich kfivek.

8.7 Definice. Norméalové kfivosti >, s v hlavnich smérech nazyvame hlavni
kFivosti plochy. Soutet H = 21 + s hlavnich kfivosti se nazyvastfedni kFivost,
soucin K = 29 Se nazyva Gaussova (Ci totalni) kFivost.

Ve sférickém bodé méa normalova kfivost ve vdech smérech stejnou hodnotu
2. Zde definujeme H = 2s¢, K = »2. V planarnim bodg jsou vdechny norméaové
kfivosti nulové. Zde klademe H = 0, K = 0.

P¥i zméné orientace plochy S norméoveé kfivosti méni znaménko. Znaménko
stfedni kfivosti H tedy zavisi naorientaci plochy, znaménko Gaussovy kfivosti K
v&ak na orientaci plochy nezavisi.

8.8. Na Dupinoveé indikatrix vidime, Zze normalova kfivost ma v hlavnich smé-
rech extrém. Toho vyuzijeme k odvozeni vzorce pro stanoveni hlavnich kfivosti.
Nasledujici prehledny vypocet se bude tykat jen “obecného” pFipadu, ale laskavy
Ctené@F s prodiskutuje sam, ze vysledek plati ve vdech pripadech. Uvazujeme-li
SMér o = zllu%, pak pro normalovou kfivost »(e) v tomto sméru podle 7. (7) plati

_ h110% + 2h120 + hoo
g110% + 29120 + g22
K ulehéeni vypoCtu to zapiSeme ve tvaru

(10) #(g110% + 29120 + g22) — (h110” + 2h120 + ha) = 0.
Derivovanim podle ¢ a dosazenim podminky pro extréem Cé—:j = 0 dostavame
(11) »#(gr1o+ g12) — (hiio+ hi2) = 0.

Nasobime-li to —p a pficteme k (10), dostavame

12) »#(g120 + g22) — (h120 + ha22) = 0.

Po zpétném dosazeni o = Z—Z; alpravé ma(11) a(12) tvar

(13) (2911 — h11) duy + (32912 — hi2) dus = 0,
(22912 — h12) duy + (32922 — ha) dug = 0.

Zde (duy, dusy) je nenulovy smér, v némz extrém nastava Tedy determinant sou-
stavy dvou linearnich rovnic (13) musi byt nulovy. Odtud plyne
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Véta. Hlavni kfivosti 1, 2 jsou kofeny kvadratické rovnice

xg11 — hi1, x2g12 — hi2
14 =0.
(14) %g12 — h12, 3gaa — hao
8.9. Jednoduchym diisledkem (14) je

Véta. Pro stfedni a Gaussovu kfivost plati

_ g11hoo — 2g12h12 + g22h11 K hithaa — h3,

(15) H — , — -
911922 — 912 911922 — 979

Dilkaz. Upravou rovnice (14) dostavame

52 (g11922 — 9ho) — #(g11haz — 2912012 + gashi1) + (hirhag — hiy) = 0.

Soubet H = 221 + 210 resp. SouGin K = 2z 25 kofenli matvar (15) podle znamé
vlastnosti kofenll kvadratické rovnice. O

Ukéazeme jesté, ze (15) plati i ve sférickém a planarnim bodé. Ve sférickém
bodépodle7. (7) mameh;; = »g;;,i = 1,2, kde s je spolecnahodnotanorméove
kFivosti ve véech smérech. Pak z (15) dostavame H = 2, K = 5.V planarnim
bodé mame h;; = 0, takze H = 0a K = 0.

8.10. Protoze g11922 — g3 > 0 @hy1hog — hi, je vyraz pouzity v definici 7.13,
Ziskali jsmei jiny pohled natuto definici.

Disledek. Elipticky resp. parabolicky resp. hyperbolicky bod je charakterizovan
podminkou K > 0 resp. K = 0resp. K < 0.

Poznamka. V planarnim bodé rovnéz plati K = 0. Proto se planarni body nékdy
také zarazuji mezi body parabolické.

8.11 Priklad. Gaussova kfivost sféry o poloméru r je %2 Opravdu, vSechny jgji
body jsou sférické a normalovy fez v kazdeém sméru je kruznice o poloméru r.
Tedy K = 5.

8.12. Nasledujici formule prehledné vyjadfuje norméovou kfivost v libovolnem
sméru pomoaci hlavnich kFivosti.

Véta (Euler (v vzorec). Necht o1 acs jsou hlavni sméry v bodé p plochy S, necht
21 @ 75 JSou prisludné hlavni kfivosti a s je smér, ktery se smérem o svira Uhel
. Pak pro norméalovou kfivost », v tomto sméru plati

(16) 35 = 31 COS> @+ 39 sin? .
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Dikaz. Necht e, es jsou jednotkové vektory ve smérech o1, 02. Na .S miizeme
uvazovat takove parametry ui, us, Z€ e1 @ ey jSOU teCné vektory k parametrické
siti, 1. e1 = (du1,0), ez = (0,duz). Pak g11(p) = g22(p) = 1, g12(p) = 0
a sdruzenost smérll o1 a o2 dava hia(p) = 0. Z obecného vzorce 7.(7) pro
» pak plyne s; = h11(p), »2 = hea(p). Jednotkovy vektor ve smé&u s ma
tvar e cos ¢ + ey sin . Dosazenim tohoto vektoru do 7.(7) dostavame s, =
521 o8 p + 329 8in? . U

8.13. Probereme jeté jednu geometrickou vlastnost, ktera pfimo charakterizuje
hlavni kfivky. Pro kfivku ~(t) na ploSe S oznafime n., jednoparametrickou sou-
stavu normalovych vektorll podél ~.

Véta. KFivka ’y( ) je hlavni kfivka plochy .S, préavé kdyz vektor d"” je kolineérni
S vektorem 2 pro viechnat.

Dlkaz. Necht S jezadanaparametrizaci f(u) a~y jev oblasti parametrli vyjadiena
jako (u1(t),us(t)). Tedy

du du
(17) = figr +
Oznatme
(18) a1 f1 + az fo

vektor kolmy k (17). Podobné mame n, (t) = n(u1(t), ua(t)), takze

dny,  duy dus

a Mo Ty

Tento vektor 1eZi v teCné roving, protoze vektory n, any jsou kolmé nan, viz
7.(9). Vektory (17) a (19) jsou kolinearni, pravé kdyz vektory (18) a (19) jsou
kolmé. S uzitim vzorcli 7.(8) dostavame

(19)

N du1 dUQ
= (flal + f2a2,n1% + nzﬁ)
duq duq dusg dus
(20) {hllal at + hia (ag o7 +a1—— 7t > + hosag—— 7 ]

Sméry (41 du2) g (ay, as) jsou tedy ortogonani asdruzeng, takze to jsou hlavni
sméry. Tedy ~(t) je hlavni kfivka. Obrécené, je-li ~(¢) hlavni kFivka, je vektor fl—'g
sdruzen skolmym vektorem takze plati druha rovnice v (20). Pak z prvni rovnice

v (20) plyne, ze vektor 4 7 jekolinearni s vektorem 2 pro vechnart. O
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8.14 Priklad. Uvazujme rotacni plochu S vznikgici rotaci rovinné kfivky C
podle osy, kteralezi v téze roviné a kfivku neprotina. Podobné jako na zemékouli,
rovnobézky na.S jsou kruznice, které vznikaji rotaci jednotlivych bodl kFivky C,
zatimco poledniky na S jsou polohy kfivky C v jednotlivych okamzicich rotace.
Ukéazeme, Ze rovnobézky a poledniky jsou hlavni kfivky narotacni plose S.

n R
. &

Uvazujme libovolny polednik plochy S, ktery ztotoZznime s kfivkou C. Tedy
normaly nq(t) rovinné kfivky C' jsou soucasné normalami plochy. VSechny vek-
tory nc(t) jsou jednotkové. Derivaci vztahu (nc(t), ne(t)) = 1 dostavame, ze
vektory d"st(t) jsou kolménanc(t) atedy kolinearni stecnym vektorem kfivky C'.
Tedy poledniky jsou hlavni kfivky podle véty 13. Rovnobézky jsou ha né kolmé,
takze jsou to rovnéz hlavni kFivky, protoze sit hlavnich kfivek je ortogonalni sit.

8.15. Jako uzitetnou ilustraci odvodime pfedchozi vysledek také potetné. Kfivku
C zadame v roviné (x, z) lokalni parametrizaci = = ¢(t), z = h(t), t € I, takze
dvourozmérny vektor (¢'(t), i’ (t)) je nenulovy pro kazdét € I. Pfitom mtizeme
predpokladat, Ze hodnoty parametru ¢ jsou kladné.

Rotaci provedeme kolem osy =z a poZzadavek, aby C' ne- ?
protinala osu rotace, zajistime predpokladem, ze C' |€Zi v po-
loroviné x > 0, tedy g(¢) > 0 pro vsechna t € I. Jako /ZB\ .
v oznatime odchylku, kterou priimét rotujiciho bodu do ro- ===
viny (z,y) svira s kladnou poloosou x. Oblast parametrii @)
D miizeme nazirat jako mezikruzi v R?, které je v polér-
nich souradnicich charakterizovano tim, Ze velikost priivodice leZi v intervalu I
apolarni Ghel jelibovolny. V tomto smyslu miizeme psat v € [0, 27).

Bod o z-ové soufadnici g(t) opisujev roviné z = h(t) kruznici z = g(t) cos v,
y = g(t) sin v. Parametrické vyjéadreni naSi rotatni plochy tedy je

f(t,v) = (g(t)cosv,g(t)sinv, h(t)), tel,vel0,2r).

Z hlediska abecné teorie hrgje ¢ resp. v roli parametru uy resp. us.
Parcialni derivovani podle ¢t av dava

f1= (g cosv,g sinv,h'), fo=g(—sinv,cosv,0).
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Koeficienty prvni z&kladni formy tedy jsou
gu=9g"+h", g2=0, gn=g".
Dale mame

1
fixfa = g(—h'cosv,—h sinv,g'), n=——=(—h'cosv,—h sinv,g).

V druhém fadu dostavame parcialni derivace
f11 = (¢" cosw, g" sinv, h"),
f12 = ¢ (—sinv, cos v, 0),
f22 = g(—cosv, —sinv,0) .
Podle 7. (5) koeficienty druhé zakladni formy jsou
gh'" —h'g" 1 g

Obecné jiz samy podminky gi2 = 0, hi2 = 0 zjednodudyji diferenciani
rovnici hlavnich kfivek (9) natvar

hi1 = hi2 =0, ho =

gi11  g22

duy dus = 0.
hir hge| & 7

Anulovani determinantu znamena hi1 = cgi1, hos = cgoo, takze se jedna o sfé-
ricky nebo planarni bod, které jsou z Gvah o hlavnich kfivkach vylougeny. Rovnice
duyduy = 0 pak charakterizuje parametrickou sit u; = konst. auy, = konst. V na
Sem pripadé rotacni plochy to jsou rovnobézky a poledniky.

8.16. PopiSeme vztah kfivosti libovolného rovinného fezu plochy S a kfivosti
normalového fezu ve stejnem sméru. Necht' o je libovolna rovina jdouci bodem
p € S rlizna od teéné roviny 7,S.

Véta (Meusnierova). Necht sz, je kfivost normalového fezu plochy S ve sméru
primky o N 7,5 a0 < o < § je odchylka, kterou normala N, S svirasrovinou .
Pak pro kfivost s, fezu plochy S rovinou o v bodé p plati

Hp = ¥ COS QL.
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Dlkaz. Necht ~(s) je parametrizace prisecné kfivky obloukem, v(0) = p. Podle

véty 7.5 plati
()|
A — .
mn 9 ds2
Z teorie rovinngch kiivek vime, 7e 20 — 1 ¢,, kde ¢, je jednotkovy vektor
V roviné p. V nasi situaci |(n, e2)| = cos a. O
8.17.

P Uvazujme neasymptoticky smér A v teCnéroving.
Oznafme c,, stfed kfivosti normélového fezu ac,
. o stfed kfivosti fezu rovinou p, viz obrazek, na
7, némz je znazornén fez rovinou kolmou na smér
c 0 A. Z Meusnierovy véty plyne cos a = ’;—Z takze
s trojuhelnik p ¢,, ¢, mapii vrcholu ¢, pravy thel.

Geometricky to znameng, ze stfedy kfivosti vsech rovin-
nych fezli plochy S ve sméru A lezi nakruznici, pronizje
Usecka pc,, primérem. Pfi daném A matedy norméalovy
fez nggmendi kfivost akfivost ostatnich rovinnych fezll se
zvétsuje zplisobem popsanym v Meusnierové vété. Jako
priklad uvadime sféru, kde tyto fezy jsou kruznice s po-
lomérem, ktery se zmen3uje uvedenym zplisobem.

8.18. Zavérem se zminime o jedné tfidé ploch, které jsou zajimaveé jak z ryze
geometrického, tak i aplikatniho hlediska.

Definice. Plocha S se nazyva minimalni, jestlize jeji stfedni kfivost H je nulova
ve vSech bodech.

Netrividlnim prikladem minimalni plochy je helikoid, kterym se budeme za-
byvat v bodech 10.7 a 10.9.

Privliastek “minimalni” ma kofeny ve variatnim pottu. Jednim z dileZitych
variatnich problémt je tloha “ natdhnout” na zadanou hrani¢ni kfivku v E3 plochu
s minimalnim plodnym obsahem. Za dosti obecnych predpokladi je feSenim této
Ulohy plocha s nulovou stfedni kFivosti.
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9 Obalky soustav ploch

V pripadé ploch miizeme uvazovat obaku jednoparametrické i dvouparametricke
soustavy. Probereme nejprve dvouparametricky pripad, ktery je jednodussi.

9.1. Uvazujme dvoupar ametrickou soustavu ploch uréenych rovnici
(l) F(Q:,y,z,u,v) :07

(u,v) € D, kde F je funkce tfidy C! definovana na oteviené mnoziné U C R5.
Plochu o rovnici F(x,y, z,ug,vo) = 0 zna€ime Sy v, (uo,v0) € D, takze o (1)
hovorime také jako o soustavé ploch (S,,,).

9.2. Spoletné body ploch Sy ., Sa,v, Sup, @ # u, b # v jsou urCeny soustavou
rovnic

F(z,y,z,u,v) =0, F(z,y,2z,a,0) =0, F(z,y,2z,u,b)=0.
Taje ekvivaentni soustavé

F(z,y,z,a,v) — F(z,y,z,u,v)

F('m7y7z7u7v):07 :07

a—u
F(z,y,z,u,b) — F(x,y,z,u,v)

b—wv =0

Uvazujeme-li pevné (u, v), pak v limité proa — v ab — v dostavamerovnice

@ Flo.yzuw) =0, OF (z,y,z,u,v) ~0. OF (z,y,z,u,v)
ou ov

Definice. Body uréené rovnicemi (2) nazyvame charakteristické body naplose

Su,- MnoZzinu téchto bodli pro véechna (u,v) € D nazyvame charakteristicka

mnozina soustavy (Sy.y)-

=0.

Stejné jako v 3.2 mame dveé zakladni poCetni moznosti vyjadieni charakteris-
tické mnoziny. Kdyz v (2) vylou€ime parametry u a v, dostavame popis charakte-
ristické mnoziny rovnici tvaru G(zx, y, z) = 0. Jestlize z (2) spoCteme z, y, z jako
funkce u av, dostavame parametrické vyjadreni charakteristické mnoziny.

9.3. Podobnéjako v 3.3 fekneme, ze dvé plochy seve spoleném bodédotykaji,
jestlize v ném maji spolecnou teCnou rovinu. (Ve smyslu poznamky 7.19 jde o styk
1. fadu.)
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Definice. Plochu E danou parametrizaci f(u,v), (u,v) € D, nazyvame obéalka
soustavy (1), jestlize £ sev bodé f (u, v) dotykaplochy S, ,, pro vsechna (u, v) €
D.

9.4 véta. Kazda obéka soustavy (.5,,,) je podmnozinou jei charakteristické
mnoziny. Obraceng, je-li f(u, v) plocha, kterasplfiuje rovnice (2), pak jeto obaka
soustavy (Su,v)'

Dlkaz. Podminka, aby bod obalky f(u,v) lezel naploge S, ., zni
(©) F(fl(u,v),f2(u,v),f3(u,v),u,v) =0.

TeCnarovinak plose S, ., v bodé f(u,v) je kolméa na vektor
(2L 28 OF
ox’ Oy’ 0z
TeCnarovinak ploSe f(u, v) je urCenavektory 0y f, d2 f. Podminka splyvani obou
tecnych rovin tedy zni
OF 0fy  OF3fy  OFOfy _
or du Oy Ou 0z du
OFOfy  OF0f,  OFOfs
oxr Ov Oy Ov 0z v
Derivovanim rovnice (3) podle u av dostavame
OF 0 F F F
OF Ofy | OF 0fs  OF 0fy  OF _
Or Ou Jy du 0z Ju  Ou
OF 0
OF 0fy  OF3fy  OFfy  OF _
Ox Ov Oy Ov 0z Ov v

> (fl(uvv)v fa(u,v), fg(U,U),u,v) )

0,
(4)
0.

0,
Q)
0.

Jestlize tetné roviny splyvaji, pak z (4) a(5) plyne 25 = 0, 2C = 0. Tedy obalka
je podmnozinou charakteristické mnoziny. Obraceng, mame-li plochu E danou
parametricky f(u,v), které splije rovnice (2), pak z (5) plyne (4). Tedy E je

obaka O

9.5. Jako ilustraci potetniho postupu probereme nejjednodussi priklad dvoupa
rametrické soustavy sfér se stfedy v roviné z = 0 a konstantnim polomérem r.
Mame tedy rovnice

F(:U,y,z,u,v) :(x_u)2+(y—’[1)2—|—z2—7‘2:0’

oF oF
E——2($_U)—07 %——2(9—’”)—
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Dosazenim z druhé a tieti rovnice do prvni dostavame 22 = 2. Samozigimg,
obalka sestava z dvojice rovin z = 4.

9.6. Uvazujme jednoparametrickou soustavu ploch uréenych rovnici
(6) F(':L'7y7z7t) :07

t € I, kde F jefunkce tfidy C? definovana na oteviené mnozine U c R*. Plochu
o rovnici F(x,y,z,ty) = 0 znatime Sy, to € I, a 0 (6) hovofime také jako
0 soustavé ploch (S;).

Spoletné body ploch S; aSs, s # t jsou ureny soustavou rovnic
F(xvyvzvt):07 F(l‘,y,Z,S)ZO,
ktera je ekvivalentni soustavé

F(z,z,y,8) — F(x,y, z,t)

(,y,2,t) =0, p— 0
V limité pro s — t dostavame
oF t
(7) F(wayazat):07 @297?;’2’):0

Definice. MnoZzinu uréenou rovnicemi (7) nazyvame char akteristikou na plose
S¢. Sjednoceni téchto mnoZin pro vSechna t € I nazyvame charakteristicka
mnozina soustavy (.S;).

Rovnici charakteristické mnoziny ziskame vyloucenim ¢ z rovnic (7).
Je-li charakteristika na S; kfivka (jsou-li tedy spinény kvalitativni podminky
definice 1.14), mluvime o char akteristické kfivce naplose S;.

9.7. Situace u jednoparametrické soustavy ploch je takova, ze po jeji obalce E se
pozaduje, aby se dotykala kazdé plochy S;, podél kFivky.

Definice. Plochu £ s parametrickym vyjadienim f(¢,7), (t,7) € D C R2,
nazyvame obalka soustavy (S;), jestlize E se dotyka kazdé plochy S;, podél
Krivky f(to, 7).

Nakfivce f(to, 7), kterou znatime C,,, je parametrem 7.
9.8 Véta. Kazda obaka soustavy (.S;) je podmnozinou jeji charakteristické mno-

Ziny.
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Dlkaz. Necht f(t,T) je parametrické vyjadreni obalky E v souladu s definici 7.
Protoze C; lezi na S;, plati

F(f1(t, 1), f2(t,7), f3(t,7),t) =0.
Derivaci podle ¢t dostavame
OFOfy  OFdfy [ OFOf OF
Ox Ot dy Ot 0z Ot ot
Anulovén’l souttu prvnich tfi &lentl znamena kolmost normaly plochy S; navektor

. ProtoZze E' a S; maji podél kfivky C; stejné tecné roviny, tato podminka je
splnena Plati tedy 2 = 0. O

\ /
+7F777
/ \

/T\

Z predchoziho dikazu vidime, Zeplati i toto obracenétvrzeni. Jestlize plocha E
s parametrickym vyjadfenim f (¢, 7) splfiuje rovnice (7), pak E je obélka soustavy
(St).-

9.9. Probereme opét jen nejjednodussi priklad

jednoparametrické soustavy sfér konstantniho <>4> 1) -
poloméru r se stfedy na ose x. Mame tedy
F(z,y,2,t) = (x — )2 + 2 + 22 —r? = 0, %f:—2x—t = 0. Dosazeni
x = t do prvni rovnice dava y? + 22 = r2. Samoziejmg, tato valcova plocha je
obakou uvazované soustavy.

9.10. Uvazujme priinik charakteristiky (7) s plochou Ss o rovnici F(z,y, 2, s) =
0, s # t. Misto ni mlizeme ekvivalentné pripojit k (7) rovnici

2
(s —1)?

Limitu levé strany pro s — ¢ spotteme tak, ze dvakrat pouzijeme I’ Hospitalovo
pravidlo. Tim dostavame

aF(Q:? y? Z? t)

[F(m, y,2,8) — F(x,y,z,t) — (s — t) 5

82F(x,y,z,t)
8 — 2 7 .
®) ot? 0
Definice. Mnozinu H o rovnicich
OF PF
9 F = —_— = —_— =
9 0, 5 0, BT 0

nazyvame hrana vratu soustavy (S;).
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911 Pognémka. Pfiklad 9 je z hlediska konstrukce hrany vratu nezajimavy. Zde
PF

mame % = 2, takze hrana vratu je prazdna mnozina.

Parametrické vyjadreni hrany vratu ziskame vypoctem z, v, z jako funkce ¢
z téchto rovnic.

Nazev hrana vratu vysvétlime v bodech 4 a 19 nasledujici kapitoly o pfimko-
vych plochach, kdyZ budeme hovofit o ploSe teGen prostorove kivky.

9.12. Dale predpokladame, Ze charakteristiky C; jsou kFivky, které jsou prlisetni-

cemi dvou ploch ' =0a %f = 0 vesmysu 4.13.

Definice. Kfivku I' s parametrickym vyjadfenim f(¢), t € I, nazyvame obalka
soustavy charakteristik (Cy), jestlize I" se v bodé f(t() dotyka kfivky C;, pro
kazdet € 1.

9.13Véta. Kazdaobakasoustavy charakteristickych kfivek (C}) je podmnoZinou
hrany vratu. Obréceng, jestlize kfivka f(t) splfiuje rovnice (9), tak je to obaka
soustavy charakteristickych kfivek.

Dlkaz. Necht f(t) je obalka. Protoze f(t) € Cy, plati
F(fl(t)’f2(t)’f3(t)’t) =0,
2RO, Bl0), S5(0),1) = 0.

Derivovanim druhé rovnice dostavame

O*F dfy  OPF dfy  O°F dfs O°F

(10) 9z0t di " oyot di ozt dt o O

Pro pevné t uvazujme plochu

aF(Q:? y? Z? t)

(12) BT

=0.

Jeji normaovy vektor je

<WF 0*F WF>
Ox0t’ Oyot’ 0z ot/ -

Tento vektor je kolmy k % podle podminky obalky, protoze % lezi v teCné roviné
plochy (11). Soucet prvnich tfi ¢lenlti v (10) se tedy anuluje a zbyva %%F = 0.
Obracené tvrzeni ziskame obracenym postupem v této (vaze. O
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9.14. Poznamenavame je&té, ze libovolna jednoparametricka soustava prostoro-
vych kfivek nemusi mit obalku. Podobné jako dfive nalezneme, Ze obalka soustavy
prostorovych kFivek

F(z,y,z,t) =0, G(z,y,2,t)=0
musi splhovat také rovnice

OF (z,y, z,t) 0G(z,y, z,t)
ot ot

To jsou 4 rovnice pro stanoveni z, y, z jako funkci ¢, coZ obecné je prilis mnoho.

=0, =0.
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10 Primkové plochy

10.1. Jednoparametrickou soustavou primek v E3 rozumime zobrazeni, které
kazdému ¢ € I prifazuje pfimku p(t), kde I je otevieny interval. Piimka p(t) se
nazyva tvorici pfimka soustavy. Tuto pfimku urCujeme pomoci jednoho bodu
g(t) € p(t) anenulového smérového vektoru h(t). Libovolny bod pfimky p(t)
pak matvar

(1) f(t,v) = g(t) + vh(t), veR.

Podobnéjako v imluvé1.15 nebo 4.7 budemedél e pfedpokl &dat, ze g(t) ah(t) jsou
funkce tfidy C", kde fad r je dostatené vysoky pro nase Gvahy. Pak f: I x R —
E5 je zobrazeni tfidy C”. Jde tedy v jistém smyslu o dvouparametricky pohyb.
Podminka z definice plochy vyzaduje vedle injektivnosti f jeté to, Ze vektory
9 = f, = ¢ +vh' a9l = f, = hjsou v kazdem bodg lineamné nezvisié.
Budeme to nejprve ilustrovat na prikladech.

10.2. Necht bod ¢(t) = a je pevny. Tuto jednoparametrickou soustavu primek
nazyvame obecny kuzel

2 f(t,v) =a+vh(t).

V tomto pfipadé f; = v b/, f, = h, fit X f, = v(h x h). Prov = 0 dost&-
vame vrchol kuzele, ktery je zigimé singularni. Pro v # 0 musi platit h’ x h # o
pro véechnat € I. Je-li to splnéno, pak pfi injektivnosti f jde o plochu. Plati-li
h x h = o v8ude, mame

Oh
(©) Frie
kde k(t) je relna funkce. Pokud misto h(t) uvazujeme reélnou funkci z(t), pak
separaci proménnych nalezneme, Ze naSe diferencialni rovnice ma obecné Feseni
z = I(t)c, kde I(t) = e/ ¥l Tuto situaci mame na kazdé slozce vektorove
funkce h(t), takze h(t) = I(t)b, kde b je konstantni vektor. V tomto pfipadé tedy
jde o dvouparametricky pohyb po pfimce, ne o plochu.

k(t) h(t)

10.3. Necht h(t) = a je pevny nenulovy vektor. Pak dostavame jednoparametric-
kou soustavu primek, ktera se nazyva obecny valec

(4) flt,v) =g(t) +va, tel, veR.

Zde fy = ¢, f, = a. Pokud je ¢'(t) x a # o provsechnat a f jeinjektivni,
jde o plochu. Je-li te€ny vektor ¢ (t) v n&akem bodé kolinearni s vektorem a, jde
o singularni pripad.

69



10.4. Uvazujme kfivku C' = ¢(t) zadanou parametricky a v kazdém bodeé ¢(t)
sestrojme jgi teCnu. Tato jednoparametricka soustava primek se nazyva plocha
teCen krivky C'. Jgji parametrické vyjadreni matvar

(5) f(t,v) = g(t) +vd'(t).
Mame f; = ¢'(t) + v g"(t), fo = ¢'(t), takZe
(6) fe x fo=—v(d(t) x g" (1)) -

Dale budeme predpokladat, ze C' nemainflexni body. Pak vektor (6) je nulovy,
prave kdyz v = 0, coz je bod vychozi kFivky.

V bodé g(tp) vezméme norméaovou rovinu v(tg) kfivky C' a zkoumejme jgji
priinik s plochou te¢en. Rovnici v(tg) zapiSeme ve tvaru skalarniho soucinu

(7) (g/(tO)aw_g(tO)) :07 w = (x,y,z) € Es.
TeCna v bodeé ¢(t) ma parametrické vyjadreni

g(t) +vd'(t).
Oznatme v(t) parametr jejiho prisetiku s v(tg). Pro ng plati

® (9'(to), 9(t) +v(t) g'(t) — g(to)) = 0.
Uvazovany priinik je pohyb v normaovéerovinér (tg ) sparametrickym vyjadrenim
9 h(t) = g(t) +o(t)g'(t),  v(to) =0.

Ukéazeme, Ze plati h/(tg) = 0. Mame

W (to) = ¢'(to) +v'(t0) ¢'(to) + v(to) g" (o) -
Protoze v(ty) = 0, sta€i dokéazat v’ (ty) = —1. Derivovanim (8) dostavame

(9'(to). g'(t) + /(1) g'(t) +v(t) g"(t)) = 0.
Dosazeni ¢t = ty dava

(4'(to), d'(to)) +v'(to) (¢’ (to), ¢’ (to)) = 0.
Protoze (¢/(to), ¢'(to)) # 0, musi byt v/ (tg) = —1.
Pro pohyb A(t) podminka i/ (ty) = o znamena, Ze h(ty) je
singularni bod. Obecné jeto bod vratu, viz 1.9. Je uziteCné s
to predstavit na ploSe teGen Sroubovice, jgiz primét ve sméru
osy Sroubovice je na obrazku. Takto jsme geometricky objas-

nili, Ze plocha teen neni v okoli vytvargjici kfivky plochou
ve smyslu definice 4.6.
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10.5. Chceme-li, abychom i v pfipadé jednoparametrické soustavy primek uvazo-
vali plochu ve smyslu definice 4.6, miizeme pouZit tento pristup.

Definice. Plochu S C FE5 nazyvame primkova plocha, jestlize je Casti jednopa
rametrické soustavy primek.

Také v tomto pripadé hovofime o tvorici primece plochy S, i kdyz to miize byt
jen East primky.

10.6. Proberemejesté dvapriklady. Nejprve uvazujme 3 mi-
mobé&zky q1, q2, q3. Kazdym bodem p € ¢3 vedeme pricku
mimob&Zek ¢, g2, kteraje priisetnici rovin uréenych bodem
p aprimkou g1 resp. go. V projektivni geometrii se ukazuije,
Ze takto vznika regularni pfimkova kvadrika. Vezmeme-li
3 pfimky nami vytvofené soustavy a opakujeme konstrukci, dostavame druhou
jednoparametrickou soustavu pfimek natéze regularni pfimkové kvadrice.

10.7. Na prfimkové ploSe, ktera neni regularni pfimkovou kvadrikou ani Casti
roviny, mohou tedy vedle tvoricich pfimek |ezet nejvyse dvé C
dal8 primky. S tim souvisi nasledujici obecna konstrukce.
Vezmeme dvé mimobézky ¢1, ¢2 akfivku C'. Kazdym bodem
kfivky C' vedeme pricku obou mimobézek. Tim dostavame @
jednoparametrickou soustavu pFimek.

Vyznamny pro technickou praxi je pfipad, kdy jedna z mimobézek je nevlastni
primka n&jaké roviny o. Mame tedy danu rovinu o, pfimku q C
q akfivku C'. Kazdym bodem kfivky C' pak vedeme primku,
ktera protina ¢ a je rovnobézna s o. Takto vznikla jednopa-
rametricka soustava pfimek se nazyva konoid. Je-li pfimka g
kolméanarovinu o, hovori se o primém konoidu. P

q1

Priklad. Je-li C Sroubovice, ¢ jejeji osaajako o zvolime rovinu kolmou nag, pak
prislusny primy konoid se také nazyva primy Sroubovy konoid neboli helikoid.
O této ploSe jsme se zmifovali v 8.18. Vezmeme ¢ za osu z a o C' budeme
predpokladat, Ze leZi narotatnim valci sjednotkovym polomérem. Pa-
rametrické vyjadreni C tedy je (cost,sint,bt), b # 0, ¢t € R. PronaS
Sroubovou plochu pak dostavame

(10) f(t,v) = (vcost,vsint, bt), b#0,veR.

Snadno se nahlédne, Ze kinematicky tato plocha vznika Sroubovanim tvorici
primky, ktera kolmo protina osu ¢, ve sméru této osy.
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10.8 Definice. PFimkovaplochasenazyvarozvinutelna, jestlize vevsech bodech
libovolné tvorici pfimky je tetna rovina plochy stejna

Rikame téZ, 7e tenarovina je pevna podél tvoricich primek.

Geometricky je jasné (a potetné se to snadno ovéfi), ze tuto vlastnost maji
obecné kuzely a obecné valce. Ukazeme, ze také pro plochu tecen kfivky C' je
tecna rovina plochy ve vdech bodech tvofici pfimky stejna. Podle bodu 4, tetna
rovina plochy ¢(t) + vg'(t) v bodé g(to) + vog'(to), vo # 0, je ur€ena timto
bodem avektory ¢'(to) a g’ (to). Pro pevné ty akazde vy # 0 tato rovina splyva
s oskulacni rovinou kfivky C' v bodé ¢(t), takze je pevna podél celé primky
9(to) +vy(to).

Na druhé strang, tetna rovina podé tvorici pfimky regularni kvadriky neni
pevna. TeCnarovina je tatiz urcena danou tvorici pfimkou a pfimkou druhé sou-
stavy, kterauvazovanym bodem prochazi. Druhasoustavajevsak tvorena prickami
mimobézek, které nemohou lezet v jedné roviné. Také u Sroubové plochy z bodu 7
se teGnarovina podé tvorici pfimky meéni. Z (10) totiz dostavame

(12) ft = (—vsint,v cost,b), f, = (cost,sint,0),
takze jednotkovy vektor norméaly plochy je

ftva _ 1
Ife < foll V2 + b2

aten se pfi pevném ¢ = ¢ty méni v zavisosti nav.

(—bsint,bcost, —v),

10.9. Pro dalsi Gvahy s vyjadrime koeficienty druhé zakladni formy pomaoci
vnggiho soucinu. Vime, Ze vngj§i soutin [a, b, ¢] tfi vektorll orientovaného eu-
klidovského trojrozmérného prostoru je roven skalarnimu soucinu vektorového
soucinu prvnich dvou z nich s tfetim vektorem, tj.

[a,b,c] = (a x b,c).

Pouzijeme-li tuto formuli navzorce 7.(1) a7.(5), dostavame

1

hi1 = T <Al [f1, f2, f11],
1

(12) hia = T <Al [f1, f2, f12]
1

hoy = Th <7l [f1, f2, foa] .
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Priklad. Ukazeme, Ze helikoid z bodu 8 je minimani plocha ve smyslu 8.18, .
plati H = 0. Derivovanim (11) dostavame f;; = (—wvcost, —vsint,0), fi, =
(—sint,cost,0), fu, = o. Tedy hyi; = 0, hoy = 0. Protoze také g;2 = 0, vzorec
8.(15) dava H = 0.

10.10. Protoze kazda primka na ploSe je asymptoticka kfivka, na pfimkové plose
méame jen body hyperbolické, v nichz pro Gaussovu kfivost plati K < 0, nebo
body parabolické ¢i planarni, v nichz plati K = 0.

Véta. Rozvinutelna prfimkova plocha S ma nulovou Gaussovu kFivost.

Dlkaz. Pfi parametrickém vyjadieni f(t,v) = g(t) + v h(t) plochy S mame
f1=9 )+ vk (t), fo = h(t). Pro pevné ¢ v zamé&eni tetné roviny lezi vektor
h(t) ateCnarovina je stejna pro vdechna v, praveé kdyz pro kazdé v; # vy jsou
vektory h(t), ¢'(t) + vih/(t), ¢'(t) + vah/(t) komplanarni. Linearni kombinace
dvou poslednich vektorti davaji ¢'(t) a h'(t), takze podminka pro pevnou tetnou
rovinu zni

(13) [4'(t), h(t), W(t)] =0.

Dal&im vypoctem dostavame f1; = ¢”(t) + v (t), fi2 = W (t), fa2 = o.
Podle (12) nalezneme negjprve hos = 0, dale

B 1
A% Sl

takZe h1o = 0 podle (13). Zevzorce 8.(15) pak plyne K = 0 nezavisenahy;. [

hia [g'(t) + v (), h(t), B (1)] ,

10.11. V obraceném sméru plati toto tvrzeni.

Véta. Jestlize kazdy bod plochy S je parabolicky, pak S lok&8né je rozvinutelna
pfimkova plocha.

Dilkaz. Na parabolické ploSe zvolme lokalni parametry tak, aby vrstva asympto-
tiCkS/Ch KFivek byla u1 = konst.. Tedy 0=hig = (n, f12) a0 = hoy = (n, fgg).
Vime, ze plati (n, f1) = 0, (n, f2) = 0, (n,n) = 1. Derivovanim podle u,
dostavame, podobné jako v 7.(8),

(n2, f1) =0, (n2,f2) =0, (n2,n)=0.

Odtud plyne ns = o, takze normalovy vektor podle kfivky u; = konst. je pevny.
Podle 7.(8) z hia = 0 plyne (n1, f2) = 0. Derivovanim tohoto vztahu podle u,
auzitim nia = o dostavame (n, fa2) = 0. Vektory fo a fa2 jsou tedy kolmé na
vektory n anq, které jsou linearné nezavislé. Opravdu, vektor nq je kolmy nan
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aje nenulovy. Prvni z rovnic 7.(8) totiz fika (n1, f1) + (n, f11) = 0. V pfipadé
n1 = otedy plati 11 = 0. Spolushis = 0 ahyy = 0 toznamena, Ze by sejednalo
o planarni bod, ale tyto body neuvazujeme. Protoze vektory f, a foo jSOU kolmé
na dvalinearné nezavislé vektory, jsou kolinearni. Kazdy bod kfivky u; = konst.
jetedy inflexni, takZe jde o ¢ast pfimky. TeCnarovina podd této tvorici pfimky je
pevng, tedy S lok&né je rozvinutelna pfimkova plocha. O
10.12 Definice. Tvorici primka g(tg) + vh(tg) pfimkové plochy (1) se nazyva
cylindricka, jestlize vektor 1/ (tg) je kolinearni s h(tg).

Véta. Pfimkova plocha, jeiz kazdatvorici pfimkaje cylindrickd, je obecny valec.

Dlkaz V bodé 2 jsme ukézali, ze ze vztahu 4 = k(t) h(t) plyne h(t) = I(t)b,
kde b je konstantni vektor. M Uizeme tedy psat

f(t,v) = g(t) +vi@)b,
cozZ je obecny valec sjinou parametrizaci tvoricich primek. O

10.13. Podame pfimou geometrickou charakterizaci cylindrické pfimky. Pfi para-
metrickém vyjadreni p(t) = g(t) + v h(t) mlzeme predpokladat, Ze vektor h(t)
jejednotkovy. Pak h(t) je pohyb po jednotkové sféfe, ktery nazyvame sférickym
obrazem primkové plochy.

Derivovani vztahu (h,h) = 1 dava (h,h') = 0, tedy vektor 1'(t) je kolmy
na h(t) pro kazdé ¢. Pozadujeme-li jesté, ze 1/ () je kolinearni s h(ty), musi byt
1 (tg) = o. Odtud plyne

Véta. Tvorici pfimka p(ty) pfimkové plochy S je cylindrickd, prave kdyz ¢ je
singularni bod sférického obrazu plochy S.

10.14. Vyznam dova “obecn&’ v nasledujicim tvrzeni bude definovan béhem
dbikazu.

Véta. Rozvinutelna pfimkova plocha bez cylindrickych primek je obecné bud
plocha teten nebo obecny kuzel.

Dlkaz. Pevnost tetnéroviny znamena[g’, h, h'] = 0. Vektor ¢/ (t) jetedy linearni
kombinaci

(14) g'(t) = k(t) h(t) +1(t) h'(2),
kde k(t) al(t) jsou funkce. Probod g(t) = g(t) — I(t) h(t) natvorici pfimce plati

gt)=g'(t) = U(t)h(t) — U(t) W'(t) = (k(t) = () h(t).
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Za obecny pfipad budeme povazovat bud to, ze k(t) — I’ (t) # 0 pro kazdé ¢ nebo
k(t) —U'(t) = 0 pro vSechnat. V prvém pripade je vektor h(t) kolinearni s g’ (¢),
takZe jde o plochu te€en. V druhém pfipadé je g’ (t) = o pro vSechnart, takze g(t)
je pevny bod a mame pripad obecného kuzele. O

10.15. Nagevydedky z bodll 12 a 14 se nékdy shrnuji slovy, Ze plocha s nulovou
Gaussovou kFivosti je obecné plocha teten nebo obecny kuzel nebo obecny
vélec.

10.16. Nyni se budeme zabyvat obakou jednoparametrické soustavy rovin (.Sy),
t € I. Jgi rovnice tedy jsou

(15) F(z,y,z,t) = a(t)x + b(t)y + c(t)z + d(t) =

Zde n(t) = (a(t),b(t),c(t)) je smérovy vektor normaly roviny S;. Rovnici
(15) tedy mlizeme psét ve tvaru

(16) (n(t),w) +d(t) =0, w = (z,y,2) € E3.
Podle 9.6 je charakteristika uréena jesté rovnici 2 = 0, j.

(17) (n'(t),w) + d’(t) =0.

Jestlize

(18) n(t) x n'(t) # o,

pak (16) a (17) pro kazdé ¢ urCuji pfimku. Protoze (16) a (17) je soustava dvou
nezavidych linearnich rovnic pro tfi veliiny x, y, z, jgi FeSeni je tvaru

(19) E(t) +vh(t),

kde k(t) je jedno FeSeni nehomogenni soustavy a v h(t) je obecné feSené ho-
mogenizované soustavy. Za predpokladu (18) je tedy charakteristicka mnozina
jednoparametricka soustava primek (19).

10.17. Pro hranu vratu H mame jeSté rovnici 8t2 =0,tj.
(20) (n"(t),w) +d"(t) =0

Predpokladejme, Ze vektory n(t), n’(t) an’(t) jsou linedrné nezavisé. Pak sou-
stava (16), (17), (20) mapro kazdé ¢ jedinéfeSeni, které oznatime f(¢). Tedy f(t),
t € I, jepohyb.
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Definice. Rekneme, Ze jednoparametricka soustava rovin (S¢) je reguléarni,
jestlize [n(t),n/(t),n”(t)] # 0 pro véechnat € I afeSeni soustavy (16), (17),
(20) je kfivka bez inflexnich bodd.

Hrana vratu regularni soustavy rovin je tedy kfivka, ktera odpovida situaci
z bodu 4.

10.18 Véta. Charakteristicka mnoZzinaregularni jednoparametrické soustavy rovin
je plochateCen jgi hrany vratu.

Dikaz. Parametrické vyjadreni (19) charakteristické mnoziny miizeme volit tak,
Zze k(t) = f(t) je bod hrany vratu. Podle (16) plati

(21) (n(t), f(t)) +d(t) =0.
Derivovani dava

(22) (n(t), /() + ('), F(1)) +d (1) = 0.
Soucet druhého atretiho ¢lenu je nulovy podle (17), takze plati
(23) (n(t), f'(t)) =0.
Derivovanim vztahu (n'(t), f(t)) + d'(t) = 0 dostavame

(24) (n'(t), f'(t)) + (n" (1), f(t)) +d"(t) = 0.

Soucet druhého a tfetiho €lenu je nulovy podle (20). Vektor f/(t) tedy splhuje
rovnice

(25) (n(0), F/(5) =0, (w(t). (1)) = 0.

Tojehomogenizovanasoustavak (16) a(17). Stejnou soustavu splfiuje vektor A(t).
Tedy f/(t) ah(t) jsou kolinearni vektory, takzev (19) miizeme vektor h(t) nahradit
vektorem f’(t). Protoze jsme volili k(t) = f(t), (19) matvar f(t) + v f'(¢). To
je plochateCen hrany vratu. O

10.19. V pripadé obalky regularni jednoparametrické soustavy rovin vznika situ-
ace, kteraje popsanav bodé 4. Nazev hranavratu mazde tedy jasnou geometrickou
motivaci. Podobné geometrickée diivody jsou i pro rozsifeni nazvu hrana vratu na
obecng 8 situaci z bodu 9.10.
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11 Isometricka zobrazeni

11.1. Necht D, D c R? jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni ¢: D — D je uréeno
dvojici Ciselnych funkci o1, wo: D — R, které nazyvame dozky zobrazeni
©. Oznatime-li w1, uo soufadnice v D a vy, vo Soufadnice v D, mame v; =
e1(u1,u2), v2 = p2(u1, uz).

Definice. Rekneme, Ze ¢ je zobrazeni t¥idy C”, jestlize o1 i oo jsou funkce
tFidy C.

V&ude dale predpokladame, Ze ¢ je zobrazeni tfidy C™, r» > 1.

9p1  Op1
11.2 Definice. Determinant .J(¢) = |92’ 5“2| nazyvame Jacobian zobra-
Jui’  Ouy

zeni .

11.3. Budeme studovat zobrazeni g: S — S mezi dvéma jednoduchymi plo-
chami tiidy C". Pfedpokladejme, ze S a S jsou zadany parametricky f(u1,us),
(u1,u2) € D a f(vy,va), (vi,v2) € D. Zobrazeni g uruje jediné zobrazeni
: D — D takove, ze go f = f o). Tedy v vyjadfuje ¢g v oblasti parametri.
Obréacené, mame-li zadano ¢, je tim urceno g.

9 _

S — S
f !

Y _

D — D

Definice. Rekneme, 7e g: S — S je zobrazeni tFidy C”, jestlize jim uréené
zobrazeni +: D — D jetfidy C”.

11.4. V predchozi definici sevyuzivaparametrizaci ploch S aS. Ukazeme, Zetfida
diferencovatelnosti zobrazeni ¢ nezavisi na volbé parametrizaci f a f. Ngjprve
probereme zménu parametrizace f(uy,ug) plochy S, (ui,ug) € D.

Uvazujme bijektivni zobrazeni ¢: D — D ftfidy C", ¢ = (p1(v1,v2),
©2(v1,v2)), (v1,v2) € D.Pak f = f o ¢ je opét zobrazeni tfidy C". U parame-
trizace plochy mame je&té podminku f1 x fo # 0. Oznatime-li fi = 01(f o ),
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fo = O2(f o ), dostavame podle pravidla pro derivovani slozené funkce
0 0 0 0
(1) hi=hgm by fo=hg +hy?

Tedy

D1 Opa  Dipa Opr
81}1 81}2 81}1 81}2
Definice. Bijektivni zobrazeni p: D — D tfidy C" nazyvame repar ametrizace,
jestlize J () # 0 pro véechna (v1,v2) € D.

fle2=( )lef2=J(90)f1Xf2-

11.5. Nyni jejasné, ze definice 3 nezavisi navolbé parametrizaci. Na S provedme
reparametrizaci p: D1 — D anasS reparametrizaci ¢: D1 — D.Pakp~': D —
D, je také zobrazeni tfidy C™ (to pfimo plyne ze zobecnéné véty o implicitni
funkci, viz skriptum [5]). V definici 3 pak misto zobrazeni ) mame @1 o 1) o ¢,
COZ je rovnéz zobrazeni tfidy C.

11.6. Pro pohyb na plo3e budeme déle systematicky uzivat nazev draha, ktery je
v této oblasti diferenciani geometrie obvykly.

Zkoumejmenejprvezobrazenivy: D — D, vy = 11 (uy,uz),v2 = Vo (ur, us).
Samo D jako ¢ast roviny je plocha, takze pro kazdy bod v € D mame tetny pro-
stor T, D, ktery splyvasR2. Jeho prvky jsou tetné vektory v nule ke draham h(t),
h: 1 — D, h(0) = u, kde pfedpokladame 0 € I. Soufadnice tetného vektoru
jsou 0 dh2(0) " yygziime drahu ) o h: I — D. Soufadnice jejiho tegného

vektoru prot = 0 které ziskame derivovanim slozenych funkci ¢y (hy (), ha(t))
ays (hl (t), ho (t)) , jsou

Y1 dhi(0) 01 dha(0) Otz dhi(0) | 02 dha(0)

aul dt aUQ dt ’ aul dt aUQ dt )

(2)

Odtud plyne, Ze tecny vektor % je ur€en pouze vektorem dh(o) . Sprihléd-
nutim k linearnosti vyraztl (2) dostavame

Vétu. Pravidio 240 ., d6eh)O) g jielinearni zobrazent T,1: T, D — Tiy(u) D
pro kazdé v € D.

Definice. Toto zobrazeni nazyvame tecné zobrazeni k zobrazeni ) v bodé w.

Oznatime-li (duy, dusy) soufadnice v T,, D a (dvy, dvy) soufadnice v Tw(u)D,
pak (2) I1ze psat ve tvaru

3 dvl:a—wldl‘f‘a—wldu% dvy = a—%d 1+3—¢sz2

Jde tedy o diferencialy funkci 1 as.
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11.7. Uvazujme plvodni zobrazeni g: S — S aozname p = f(u) € S. Uva
zujme tecny prostor 7,,S av ném vektor A, ktery je teCny ke dréze v(t) na S,
A= dVd(O) Pak g o v jedréhana S atetny vektor d(g‘”)( ) K této draze zavisi jen
na A. Opravdu, v parametrizacich jde pravé o vyraz (2) Tim jsme dokazali

Vétu. Pravidio 9 . 49°0O) yrgjie linearmi zobrazeni Tyg: T,,S — Ty, S-

Definice. Zobrazeni T,,g nazyvame tetné zobrazeni k zobrazeni g v bodé p.

11.8 Definice. Rekneme, 7e zobrazeni g: S — S je isometrické, jestlize kazde
tecné zobrazeni T,,9: 1,5 — 1,5, p € S, zachovava skalarni soutin.

To znamena (A, B) = (Tpg(A), T,9(B)) prokazde A, B € T,5S.
Je-li g bijektivni, pak hovorime o isometrii ploch S aS.

o, o _ p
11? Bljektl_vnl zobrazvenl g: S — S g 5
muzemerealizovat tak, Ze vezmeme spo-

leCnou oblast parametrti D aodpovidgjici

s body jsou f(u1,u2) € Saf(ui,us) € J\ ﬂ”
S. V tomto pfipadé fikame, Ze zobrazeni

g jedano rovnosti parametr. D

Véta. Bijekce g: S — S danarovnosti parametrll je isometrie, pravé kdyz prvni
zékladni formy ®, a®, ploch S a S jsou stejné.

Dikaz. Béazev T},S je danavektory fi, fo, bazev T, S je danavektory fi, fo
aT,g matvar du; = duy, dus = dus. Podle 6.1 skalarni soutiny teénych vektorll
k S'i S jsou dany prvni zakladni formou. O

Podminka ®; = i)l explicitné znamenégu = 11, 912 = G12, go2 = 22, kde
pruhované veliginy jsou spotteny naplode S v tychz parametrech (uy, us).

11.10. Nasledujici tvrzeni zdlivodiuje nazev isometrie.
Véta. Bijekceg: S — S jeisometrie, pravé kdyz zachovava délky kfivek.

Dikaz. Bijekci g miizeme zadat rovnosti parametr{. Protoze délkakFivky (u:(t),
us(t)),t € [a,b] je

dul duy dus dusg 2
(4) S—/ \/911 +2g12—— & Tz <E> dt,
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zvéty 9plyne, Zepri isometrii jsou délky odpovidgjicich si kfivek stejné. Obraceng,
jsou-li délky kfivek s tymz parametrickym vyjadfenim stejng, pak i délky jegjich
tecnych vektorll jsou stejné podie (4). Tedy linearni zobrazeni 7,9 pro kazdée
p € S zachovava velikosti vektor(l. Z linearni algebry vime, Ze takové zobrazeni
zachovavai skaarni soucin. O

11.11. Geometricky je evidentni, Ze rotatni véacova plocha f(u) =
(rcosuy,rsinuy,ug), up € (0,27), ug € R je isometrick& rovinnému pruhu
(0,27) x R. Fyzikéalné tato isometrie vznika rozvinutim vacové plochy do ro-
viny. Ové&fime to i poCetné uzitim véty 9. Pro vacovou plochu mame f; =
(—rsinug,rcosuy,0), f = (0,0,1), takze g11 = 2, g12 = 0, gao = 1. Rovinu
z = 0 1ze parametricky vyjéadiit ve tvaru f(u) = (ruy, us,0). Tedy f1 = (r,0,0),
f2=1(0,1,0) agiy =12 g1z = 0, oo = 1 stejnéjako u valcové plochy.

11.12 Definice. Vniti'ni geometrii plochy S rozumimety jgi vlastnosti, které se
zachovavaji pfi isometriich.

Podle véty 9 patfi tedy do vnitfni geometrie plochy ty jgi vlastnosti, které
Ize odvodit z prvni z&kladni formy. O téch vlastnostech plochy S, které podstatné
zavisg)i nadruhé zakladni formé, setakéfika, ze patfi do vnéj i geometrie plochy.

11.13. Pojem vnitfni geometrie plochy vznikl nad Gaussovymi pracemi. On od-
vodil jeji ngivyznamngsi tvrzeni. Je to hluboky vysledek, ktery dokazeme v na
dledujici kapitole ve 12.14. Gauss sam si ho latinsky nazval Theorema egregium
(v prekladu: znamenita véta). Necht K g zna€i totalni k¥ivost plochy S a K 5 totalni
kfivost plochy S.

Teoréma egregium (Gauss). Je-li g: S — S isometrie, pak Ks(p) = Kg(9(p))
pro vsechnap € S.

Je tieba zdlraznit, Ze obé hlavni kfivosti nepatii do vnitfni geometrie plochy
(pfi jejich vypottu se podstatné uziva druha zékladni forma), jejich soucin vak
ano.

11.14 Priklad. Oteviena mnoZina v roving nemtze byt isometricka oteviené
mnoziné na sféfe. Opravdu, totalni kfivost roviny je nulova atotani kfivost sféery
o poloméru r je .

11.15. Pfipominame, Ze okolim na plo%e S bodu p € S rozumime priinik okoli
bodu p v E5 splochou S.

Definice. Plocha S se nazyva rozvinutelng, jestlize kazdy bod p € S maokoli,
které je isometrické oteviené mnoziné v roviné.
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Tato isometrie se chape jako rozvinuti pfislusné Casti plochy do roviny, viz
priklad 11, coz zdlivodiuje pouzity nazev. Na druhé strang, v 10.8 jsem zavedli
pojem rozvinutelna primkova plocha. Shoda nazvll je zaloZzena na tom, Ze oba
pojmy témér splyvaji, jak nyni ukazeme. Pri potfebeé rozliseni budeme v pripadé
praveé zavedené definice hovofit o rozvinutelnosti v metrickém smyslu.

11.16. Uvazujme obecny vaec. Osu z zvolme rovnobézné s tvoricimi pfimkami
vélce, zakfivku g vezmémefez valcerovinou z = 0 aparametrizujmeji obloukem.
Parametrické vyjadreni naseho véalce je

f(s,v) = (g1(s), 92(s),v) .

Tedy f1 = (91,95, 0), f2 = (0,0,1), g11 = 1, g12 = 0, g22 = 1. P¥i parametrizeci
roviny f(s,v) = (s,v,0) dostavame steiné g1; = 1, giz = 0, oo = 1. Rovnost
parametrll tedy dava lokani isometrii obou ploch.

11.17. Uvazujme obecny kuzel s vrcholem v pocétku, takze f(t,v) = g(t)v.
Pritom miizeme jeité predpokladat, Ze kfivka g je parametrizovana obloukem s
allg(s)[| = 1 pro véechna s. Tedy f1 = ¢/(s)v, fo = g(s), takze g = 2,
g22 = 1 agia = 0, nebot vektory g(s) ag’(s) jsou kolmé.
Jestlize v roviné zvolime za g jednotkovou kruznici k(s),
mUizemerovinulokalné parametrizovat vetvaru f (s, v) =

k(s)v. Tedy g1 = v2, g12 = 0, g2a = 1, coz dokazuje

lokani isometrii obecného kuzele aroviny.

k(s)

11.18. Uvazujme plochu te€en g(t) + vg'(t) kfivky C'. Jako parametr na C' vez-
meme oblouk. Z hlediska Frenetovych rovnic miizeme psat parametrické vyjadreni
nasi plochy vetvaru

f(s,v) = g(s) +ver(s).

Tedy f1 = e1(s) +vi(s) ea(s), f2 = e1(s), takZe g1 = 1+ v? 56(s), g12 = 1,
g22 = 1. V roviné uvazujme kfivku g(s), ktera lok&lné ma stejnou kfivost jako
prostorova kiivka C, a zavedme lokani parametrizaci roviny f(s,v) = g(s) +
vg'(s). To lze také psat ve tvaru

f(s,0) = g(s) +vei(s).

Mame fl = él(s) + v%(s) ég(s), fg = él(s). | zde plat'l g1 =1+ 2)2%2(8),
J12 = 1, goo = 1. Sestrgjili jsme tedy lokani isometrii plochy teGen srovinou.

11.19. V 10.11 jsme dokéazali, Ze plocha s nulovou Gaussovou kfivosti, na niz
nejsou planarni body, je lokalné rozvinutelna plocha pfimkova. Z 10.15 vime, Ze
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rozvinutelna plocha pfimkova obecné je plocha teCen nebo obecny valec nebo
obecny kuzel. O téchto plochach jsme nyni dokazali, ze jsou rozvinutelné v me-
trickém smydlu. Pfi jiném pristupu, kterym se zde jiz nebudeme zabyvat, se da
dokéazat nasledujici tvrzeni (viz té€z vétu 14.6).

Véta. Plocha S je lokalné isometricka roving, prave kdyz ma nulovou Gaussovu
kfivost.
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12 Paralelni prenaseni vektor i po plose

12.1. Uvazuime plochu S € E5 adréhu~: I — S nani. Zam&eni prostoru Fs
znaime V.

Definice. Zobrazeni A: I — V nazyvame tetné vektorové pole plochy S podél
drahy v, jestlize A(t) € TS provechnat € I.

Nulové tetné vektory podél ~ tvori pole, které znaCime 0,. Je-li A tetné
vektorové polepodél yag: I — Rjefunkce, pak g(t)A(t) je opét teCné vektorové
pole podél ~. Jsou-li A; a A dvétetnavektorovapole podé -, pak i A;(t)+ As(t)
je tecné vektorové pole podél .

12.2. Pripominame, ze N,,.S znaCi normau plochy S v bodé p. Nasledujici definice
ma pro diferencialni geometrii ploch zasadni vyznam.

Definice. Rekneme, Zetegnévektorovépole A podé drahy + jetvorenovektory
paralelnimi na S, jestlize % € NS provsechnat € 1.

12.3. Vektor dA se v kazdém bodé drahy ~(t) rozklada do sméru tecné roviny
TypS a normaly NS Tetné slozky predstavuji opét tecné vektorové pole
plochy S podé ~.

Definice. TeCné vektorové poIe pIochy S podél drahy ~, které je tvoreno
tecnymi slozkami vektor{l < dt : nazyvame kovariantni derivaci tetného vektoro-
vého pole A plochy S podé drahy ~.

Pole A je tedy tvofeno vektory paraelnimi na S, pravé kdyz Je nulové
pole podd ~.

12.4. Naezneme soufadné vyjadreni pro 4 Protoze vektory fi, fo,n jsouv kaz-
dém bodé plochy linearné nezavislg, plati pro druhé parcidni derivace rozklady

fi1 = T1; (ug,ug) f1 + T3 (wr, u2) fo + hax(ug, u2)n,
(1) fiz = Tla(ur,ug) fi + Tia(ur, ug) fo + haa(ur, u2)m,
faz = Tao(u1,ug) f1 + T39(ur, ua) fo + hoo(uy,ug)n.

Skalarni nasobeni kazdé z rovnic jednotkovym vektorem n kolmym na f; a fo
ukazuje, Ze koeficienty pfi n jsou opravdu koeficienty druhé z&kladni formy, jak
oznateni napovida.

Definice. Funkce F;k i,j,k = 1,2, %, = I'},, nazgvame Christoffelovy sym-
boly plochy S pfislusné parametrizaci f(uq, uz).
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12.5. Necht dréha ~(t) je dana parametricky (u1(t),ua(t)) a necht A(t) =
(UL(t), Ua(t)). Tedy

2 A(t) = Ur(t) fr(ua(t), ua(t)) + Ua(t) fo(ua(t), ua(t)) -
QOdtud primo spotteme a upravime uzitim (1)
dA dU d dU- d
%:—1,)01 U1<f11 + fi2 u2)+—2f2+U2(f12 + fa2 u2>
dU duy du du du
N [d—tl”nmﬁ L(U T + ey ) + Thi ﬂfl
dU2 d d’LL2 du1 dUQ
+|:dt —I—P Uld +P (Uld + Uy dt)+P2U2 :|f2+( )

kde vyraz u n nés nezgjima Oznaime-li 51, YL2 soufadnice tegného vektoro-
vého pole podel ~, mame

2
VU dU
. ST

dt 52 t ’
©)
VU, dUg duJ
— r -

12.6. Pro prvni seznameni se svzorci (3) odvodime

Vétu. Pro teCnavektorovapole A, B plochy S podél dréhy v afunkci g: I — R
plati

V(A+B) VA VB V(gA) dg vA
& at T a a att
Dikaz. To pfimo plyne z (3). O

(4)

12.7. Nadedujici tvrzeni ukazuje, Ze paralelni pfendSeni podél zadané dréhy ma
podobné vlastnosti jako paralelni prenddeni vektord v roving.

Véta. Pro kazdou dréhu v: I — S, kazdé ¢y € I akazdy vektor Ag € T'y4)S
existuje prave jedno tecné vektorové pole podé ~ splijici A(tg) = Ay, které je
tvoreno vektory paralelnimi na S.

Dlkaz. Pfi dané draze v podminka anulovani rovnic (3) tvofi soustavu dvou
obycejnych diferencialnich rovnic. Hodnota Ay predstavuje pocatetni podminku
pro tuto soustavu. TafeSeni jednoznatné urcuje. O
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12.8 Definice. Rikame, Ze teéné vektorové pole A z véty 7 predstavuje par alelni
prenaSeni vektoru A podé drahy v naplo%e S.

Predpokladejme, Ze dréha ~(t) je parametrizaci jednoduché kfivky C na S.
Pfi reparametrizaci t = ¢(7) kfivky C' dostavame jinou dréhu ~ o . KdyZ tuto

Zmeénu parametrizace dosadime do (3), derivace podle ¢ se nasobi jﬂo Protoze

vyrazy (3) jsou linearni v dtL a dtl, 1 = 1,2, diferencidni rovnice VUZ =0,

1 = 1,2, pro paraelni pfendSeni jsou rovnocenné s % 0. Geometrlcky
to znamena, Ze pri rliznych parametrizacich téze kfivky C' na S dostavame totéz
paralelni prenaseni vektorll. Hovorime tedy nejen o paralelnim prenaseni vektorl
podél drahy na S, aletaké o paralelnim prenaSeni vektor U podé kFivky na S.

12.9 Vé&ta. Jestlize tetné vektorové pole A resp. B podé drahy ~ predstavuje
paralelni prenaseni vektoru Ag € T, ;) S resp. Bo € T'y(4,)S, pak pole k1 A + k2 B
pfedstavuje paralelni prenaseni vektoru k1 Ag + ko By, k1, ko € R.

V(kA) kVA Tedy V(k1A+sz) _

Dukaz Veta6 pro konstantni ¢ = k dava
k:1 A 4 [, YB d . Z anulovani pravé strany plyne anulovam strany levé. O

Geometricky feCeno, paralelni pfendseni zachovava linearni kombinace vek-
tord.

12.10 Priklad. Uvazujeme-li rovinu o jako plochu v E3, pak pro kazdé tetné
vektorovépoIeA( ) = (Ur(t), Us(t)) podé libovolnédrahy (t) v ojenormélova
slozka vektoru nulova, takze A(t) se paralelné prenési podle -, pravé kdyz
¢ = (, tedy Ul( ) a Us(t) jsou konstanty. To je klasické paralelni prenaSeni
v rovi né. Toto prenaseni nezévisi na draze.

Ukazeme v&ak, Ze jiz na sféfe S paraelni prendSeni vektorll na draze za
visi. Uvazujme osminu sféry podle obrazku. Hlavni kruznice v rovinég z =
0 ma parametrické vyjadreni f(t) = (rcost,rsint). Jgi c
teCny vektor je v(t) = Z—J; = (—rsint,rcost). Tedy fl—;’ =
(—rcost,—rsint). Vektor norméy sféry v bodé f(t) je
(cost,sint), takze & € N 7(t)S. TeCné vektory k hlavni kruz- a
nici setedy podé ni paralelne prenéseji. Oznatme a bod s pa-
rametrem ¢t = 0 ab bod s parametrem ¢ = 3.

PrenaSejme tentyz vektor v = v(0) podé hlavni kruznice v roviné kolmé na
v do bodu ¢ o parametru 7. Podél této kiivky mame konstantni vektor v, takze
fl—j = o. PokraCujme v pfenéSeni podle mensiho oblouku hlavni kruznice z bodu ¢
do b. Zde pfenadSime opét tetné vektory podél hlavni kruznice, takze jde o paralelni
prenaseni. — Vysledkem preneseni vektoru v do bodu b po dvou rtiznych drahach
| all jsou tedy dvartizné vektory, které dokonce jsou na sebe kolmé. Druha draha
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je sice jen po Castech diferencovatelng, de jgi “zlom” v bodé ¢ neni pricinou
rtiznych vysledkll paralelniho prenosu vektoru v po drahach | all.

12.11. Rozklady (1) Ize pouZit i k vypottu Christoffelovych symbolt. Velmi
jednoduchou proceduru dostavame v pripadé, ze parametricka sit je ortogonalni,
tedy g12 = (f1, f2) = 0. Probereme pfipad sféry

fug,uz) = r(cosuy cos ug, sin uj cos ug, sin us)

Z 6.4. Tam jsme nalezli
f1 = r(—sinuj cos ug, cos uj cos ug, 0),
(5) fa = r(— cosuy sin ug, — sin uy sin ug, cos uz) ,
gi1 = (f1, f1) =r%cos’uz, g2 =(f1,f2) =0, g2 = (fo.fo) =1>.

DalSim derivovanim dostavame

f11 = r(— cosuj cos ug, — sin uj cos us, 0),
(6) f12 = r(sinuy sin ug, — cos uj sin ug, 0) ,

fa2 = r(— cosuq cos ug, — sin uy cos ug, — sin uy) .

Rovnice (1) skalarné nasobime postupné vektory f1 a fs, pricemz skalarni souciny
na levé strané musime vycidlit. Takto dostavame

0= Fhrz cos® U3, r?sin U9 COS Uy = F%1r2, —r?sin Ug COS Uy = F%2r2 cos? us ,
0=T2%72, 0=Tiyr?cosuy, 0=T%7%
Tedy
1 2 . 1 2 1 2
Fll = 0, Fll = S1n uz COS Uy , F12 = —tg usg , F12 = 0, F22 = 0, F22 = 0

12.12. Nasledujici véta je predevsim zasadni teoreticky vysedek. Rovnice (7)
ukazuiji, Zze Christoffelovy symboly Ize vyjadFit pomoci koeficientl prvni zakladni
formy. Paralelni prenaseni vektort po plode patfi tedy do vnitfni geometrie
plochy.

Protoze g11922 — g3, > 0, Etvercova (2 x 2)-matice (g;;) jeregularni. Oznatme
(gxr) matici k ni inverzni.

Véta. Plati
2
1 _ (0g;  Ogii  0gij
() P%:_ngl< Ity T _ g]>.

2 — Ou;  Ouj Oy
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Dlkaz. Derivovanim vztahu (f;, f;) = gi; podle u; dostavame

892‘3‘ _
E?ul

(8) (fis £3) + (fis f0) -

2
Podle (1) mame f;; = > I'? fin + hijn. Dosazenim dostavame
m=1

2
(fit: 1) =D T3 gmj -
m=1
Tedy (8) mlizeme prepsat jako

agi' 2 m m
9) E?—ul] = Z (T3 gmj + Tl gmi) -

m=1

Dald dveé rovnice ziskame zaménou index

0 i 2 m m
(10) ag{ - Z (TF gmt + Tij9ms) »
u] m=1
g1 2
(11) = 2 (Cigmi + Tgms)

m=1

Sectenim (10) + (11) — (9) sprihlédnutim k symetrii g;; aFfj v dolnich indexech
dostavame

dgi1 8Qlj 99i; :
12 — =9 TG -
(12) du; * ou;  Ouy mzzzl ij I
Vydé&ime €islem 2 apro pevné i, j uvazujeme (Fg?) jako dvourozmeérny fadkovy
vektor. Pak maticovy tvar pravé strany (12) je (I'}}) (g,u ). Nezname I'f’ spocteme
nésobenim inverzni matici (gx; ). To dava (7). O

12.13. Samozigimé, (7) muize slouZit i jako vzorec pro vypocet Christoffelovych
symboll. Jednoduchym prikladem je obecny valec z 11.16. Tam jsme naezli
g11 = 1, g12 = 0, goo = 1. VSechny parcidni derivace ve vzorci (7) jsou
tedy nulové, protoze jde o derivace konstant. V3echny Christoffelovy symboly
obecného valce jsou tedy nuloveé.
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12.14. Nyni dokézeme Gaussovu teorému egregium. Vyjdeme z rovnic (1), které
budeme psat ve tvaru

2
(13) fig =D Tiifi+hyn.
=1
83 1 BFl. .

o] = 0f _ Py o on g Ohy ;
Ozr}?ume fijk = D0, 0 Liik = gt i = guoo hijr = 5,-- Rovnice 7.(8)
zapiSeme ve tvaru

(14) (i, f7) = —hij .

Derivavanim (13) podle u;, dostavame

(15) fmk Z Fzg kfm + Z szfnk + hzy N+ hzynk

m=1 n=1

Podle (13) pro druhy ¢len na pravé strané plati

(16) qu fok = Z LT fn + hogn)

m,n=1

Skalarnim nasobenim (15) vektorem f; dostavame, s uzitim (14),

2 2
(17) (fistr ) = D T g+ > TBLm gt — hijhi -

m=1 m,n=1

Protoze ze symetrie tetich parcialnich derivaci plyne fi; = fijx, musi (17) platit
i pfi vymeéné j a k. Odettenim obou vztahll ziskavame

2
(18)  hijhg, — highj = Z Imi [P?;k — I, + Z L5 — )] :
m=1

Proi=1,7=1,k=2,1=2dostavame

Vétu (Gaussova rovnice). Plati

2 2
(19 hivhes = hh = > gma|TYiz — Ty + > (THT7, — ThI7)] -
n=1

m=1
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Podle véty 12 prava strana zévisi jen na Koeficientech g;; prvni zékladni
formy ajgjich parcidnich derivacich prvniho a druhého fadu. V 8.9 jsme nalezli
K = (h11haa — h35)/(g11922 — 9%5). Tedy Gaussova kfivost K patfi do vnitini
geometrie plochy, jak tvrdi teoréma egregium.

Poznamenavame, ze pri dosazeni jinych indext 4, j, k, [ do (18) dostavame
bud stejnou rovnici (19) nebo identitu.

12.15. Informace. Jestlize podobné rozloZime vektory n;, i = 1,2 do repéru
~r 1, B) i on; . 82 . . .
i, fo.n avytidime vztah Fit = F (= 5o5-), dostavame tzv. Codazziho

rovnice (podstatné jsou dvé)

(20) zg k— zk J + Z hlk zkhlj) =0.

Uzitim zakladni techniky pro soustavy parcialnich diferencialnich rovnic (kte-
roujevéta7.8veskriptu[5]) sedokéZi tato dvetvrzeni o existenci ajednoznacnosti,
ktera se nékdy nazyvaji Zakladni véta teorie ploch.

. Jsou-li S resp. S dvé jednoduché plochy s parametrizaci f: D — Es resp.
f: D — Esnastgnéoblasti D, které maji stgjnou prvni adruhou zakladni formu,
pak existuje shodnost p: E5 — Estakova, Zepo f = f.

Strucné feceno: Plochy, které maji stejnou prvni adruhou zakladni formu, jsou
shodné.

II. Uvazujme dvé kvadratické formy ®; a ®, na D C R?, pficemz &, je
pozitivnédefinitni ve vech bodech. Jestlize @, a®, splhuji Gaussovu aCodazziho
rovnice, pak lokalné existuje plocha s parametrizaci f: D — Fj5 takova, ze ®,
ad, jsou jgi prvni adruha zakladni forma
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13 Geodetické krivky

13.1. Na ploe S muzeme podé kazdé drahy ~: I — S uvazovat pole jejich
tetnych vektorl, které oznatime 7.

Definice. Dréhu v: U — S nazyvame geodeticka draha, jestlize pole + jgich
tetnych vektorll se podél ni paralelné prenasi.

V roviné p to znamena, ze tetny vektor 4 = a je konstantni, takze jde o rov-
nomeérny pohyb p + ta po pfimcee, p € o.

13.2. Podminka, aby dréha v byla geodeticka, tedy zni Vd” = o. Necht ~(t) =
(u1(t),u2(t)). Do vzorch 12.(4) tedy musime dosadit U; = %, = 1,2 aanu-
lovat je. Geodeticka draha je tedy FeSenim soustavy dvou diferencialnich rovnic
2. fadu

duj duy,

ekl e i =1,2.
dt dt 0, 1 ’

1)

2
dt Pyt

Takovato soustava se v mnoha smérech chova podobné jako jedna diferenciani
rovnice 2. fFadu.

13.3. Jeznamo, zeteSeni diferencialni rovnice 2. fadu je ureno pocatetni hodno-
tou a poCatecni rychlosti (tj. hodnotou derivace). Analogicky v pFipadé soustavy
(1) plati

Véta. Prokazdy bod p € S akazdy vektor A € T),S existujeinterval 0 € I, C R
ajedinageodeticka dréha~y4: 14 — S takova, Ze v(0) = p a¥(0) = A.

Interval I, se obecné méni v zavislosti na A.
13.4. Je uzitetné si uvédomit tuto jednoduchou skutetnost.

Lemma. Je-li v(t) geodeticka dréha, pak i dréha~(at+b) je geodeticka pro kazda
a,belR.

25 _ d*y 2
dt2 = az ¢

Dikaz. Oznatme #(t) = ~(at + b). Mame 4 L a,
(@1(t), G2(t)) rovnéz

Vynasobime-li rovnice (1) vyrazem a2, pak pro 7(t)
plati

I &|§~

2

NRTE , di; diy,
! e (a(t)) ==L —= = i =1,2.
a2 +j;1 @) g g =0, i=1
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Toto lemmamayv roviné prirozenou kinematickou interpretaci: Jestlize u rov-
nomeérného primocarého pohybu linearné zménime parametrizaci, dostavame opét
rovnomerny prfimocary pohyb.

13.5 Definice. Kfivka C C S se nazyva geodeticka kfivka, jestlize existuje
takova jeji parametrizace ~y(t), Ze «y je geodeticka dréha.

Strucné se hovori o geodetice. — Geodetické kfivky v roving jsou primky.
Z bodl 3 a4 ihned plyne

Véta. Pro kazdy bod p € S akazdy smér v 7,,S existuje jedina geodetika na S,
ktera se v bodé p tohoto sméru dotyka.

13.6. Z vlastnosti feSeni soustav diferencialnich rovnic 2. fadu, které zde podrob-
ngji nebudeme uvadét, dale plyne

Véta. Pro kazdy bod p € S existuje takove jeho okoli Z C S, ze pro kazdé dva
body ¢1 # ¢2 v Z existuje jedina geodetika v Z, ktera prochazi body ¢; ags.

Tato vlastnost je anal ogicka tomu, Ze kazdé dvariizné body v roviné Ize spojit
jedinou pfimkou. Jednoduchy priklad vsak ukazuje, Zze na ploSe je pozadavek
lokalnosti v tomto tvrzeni podstatny. Hned v nasledujicim bodé dokazeme, Ze
geodetiky na sféfe S jsou hlavni kruznice. Kazdym bodem ¢; € S a kazdym
bodem ¢, rliznym od “opatného polu” prochazi jedina hlavni kruznice. Jestlize
v&ak za ¢o vezmeme bod soumérny s ¢; vzhledem ke stfedu sféry, pak body ¢;
a g, prochazi nekonetné mnoho hlavnich kruznic.

13.7. Pripominame, ze oskulagni rovina kfivky neni definovana v inflexnich bo-
dech. Nasledujici véta podava “vngsi” charakteristiku geodetik.

Véta. KfivkaC' C S je geodetickd, prave kdyz jeji oskulatni rovina v kazdem
bodé obsahuje normalu plochy nebo oskulatni rovina neni definovana.

Dkaaz Podminka W = 0 znamena, ze vektor IeZ| v zaméfeni normaly. Je-li

I # o, vektory 5 a d] urcuji oskulacni rovmu, ktera tedy obsahuje normalu
plochy. Je-li ‘fl’t* = o, jde o inflexni bod. Obraceng, uvazujme kfivku C para-
metrizovanou obloukem ~(s) . Pak (‘( ) (s)) = 1. Derivovanim dostavame
("y, d') 0. Je-li d” # o, vektory 5 a L urcuji oskulacm rovinu, o niz predpo-
kladame, ze obsahule normalu plochy. Protozevektor L jekolmy navektorfy( )
je rovnob&zny s norméou. Tedy Y1 = o. Jerli 41 = o, pak teke Y2 = O
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Priklad. Hlavni kruznice C' nasféfe S je kruznice, j€iz stfed splyva se stfedem
sféry. Jgji oskulatni rovina v kazdem bodé splyva s rovinou, v niz tato kruznice
leZi, a v této roviné také leZi normaly sféry podé C. Kazda hlavni kruznice je
tedy geodetika. Na druhé strang, kazdym bodem p € S v kazdém sméru v 7,
prochazi jedina hlavni kruznice. Podle véty 5 jiné geodetiky na S neexistuji.

13.8 Dlidedek. Je-li C geodeticka kfivkaa~(s) jejeji parametrizace obloukem,
pak v(s) je geodeticka draha.

Dilkaz. Podle véty 7 prochézi oskulatni rovina kfivky C' normélou plochy. Podle
druhé gasti diikazu této vty je Y1 = o. O

13.9. Necht Z C S je ngaké okoli bodu p € S svlastnosti véty 6.

Véta. Pro kazdé q € Z, q # p, geodetika prochézejici body p a ¢ je nekratsi
kfivkav Z, ktera spojuje body p ag.

Dikaz. . . o
Oznatme C' geodetiku spojujici body p a ¢. Bodem

p vedme ngakou kiivku C' kolmou na C. Kazdym
bodem kiivky C' vedme geodetiku kolmou na ni. To
- dava jednu vrstvu parametrickych krivek. Jako dru-
C hou vrstvu zvolme ortogonalni trgjektorie. Vezmeme-
li na C' ngaky parametr «; ana C ngaky parametr
D C q U1 us9,dostavame tak soufadnou soustavu najistém okoli
U geodetiky C'. Mtzemevolit p = (0,0), ¢ = (a,0),
a > 0.
Parametrizujeme-li kfivku us = ¢ obloukem s, tedy u; = s, je to geodeticka
dréha Splfuje tedy rovnice (1). Mame %2 = o, d;?“l = 0, nebot uy = ¢, adae

du1 — 1 (parametr je oblouk) a d;;gl = 0. KdyZ to dosadime do (1), dostavame

U2

Fh =0, F%lzo'

Protoze parametricka sit je ortogonani, mame g1o = (f1, f2) = 0. UZitim roz-
kladl 12.(1) dostavame
d A(f1,
o OULD) o py g,y = ord, (1, f1) = 0.

du1 8u1

Derivovani (f1, f2) = 0 dava pomocny vztah

0= 3(21115"'2) = (fi1, f2) + (f1, f2) = T (fo, f2) + (f1, fr2) = 0,
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takze (f1, f12) = 0. Nyni dostavame

dgun  O(f1, f1) B
Dy O =2(f1, f12) = 0.

Tedy g1 je konstanta k& > 0.
Vezméme kfivku z p do ¢ danou parametricky u; = ¢, ug = f(t), f(0) = 0,
f(a) = 0. Jgi délkajerovna

) /Oa \/k+ggg(t,f(t))(z—i>2dt.

Délka geodetiky C je [ Vkdt = aV'k. Protoze go; > 0, integrdl (2) je vets
nebo roven a+v/k arovnost plati jeding pro % = 0. Spolu s f(0) = 0 to znamena
f(t) = 0 provsechnart. O

13.10 Poznamka. Nejstarsi pristup k pojmu geodetika vychazel pravé z toho,
Ze jde o ngikratsi spojnici dvou bodl na ploSe. Diferencialni rovnice geodetik se
tehdy odvozovaly metodami variatniho poctu.

13.11. Kfivost > rovinné kfivky f(s) spliitje s = || %2 ||, e; = &. Analogie této
vlastnosti se berejako definice geodetickékfivosti kfivky C' C S. Predpokladejme,
Ze C je parametrizovana obloukem ~(s). Pak 4 = ‘fl—z je jednotkovy vektor.

Definice. Geodetickou kFivost s, kiivky ~(s) na ploSe S definujeme vztahem
— ||V
=l |

Geodeticka krivost tedy patfi do vnitfni geometrie plochy.

Poznamka. Existujei pojem geodetickatorze kFivky naploSe, aleten jiz nepatfi
do vnitfni geometrie plochy.

13.12. Podame srovnani obyCejné kfivosti > a geodetické kfivosti s, kfivky C
naplose S.

Véta. Necht « je Uhel, ktery svira norméla plochy s oskulacni rovinou kfivky
C C S.Pe&k »; = »xsina. V inflexnim bodeé kfivky C je s, = 0.

Dikaz. _

w V neinflexnim bodg vektor %1 leZi v oskulatni
N| a5 roviné. Z obrazku, na némz je nakreslen fez ro-

ds | - . . ..
| vinou kolmou na oskulagni rovinu w kfivky C,
_ plyne ||| = [|£|| sina. V inflexnim bodg je

V5 : . R
v Bh — o, takze teké V1 = o.

O
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13.13 Disledek. KfivkaC naplose S je geodeticka, pravé kdyz >, = 0 veviech
jejich bodech.

Dikaz. To pfimo plyne z vét 7 a12. O

V roviné jsou pfimky charakterizovany vlastnosti »c = 0. | toto ukazuje
analogii nékterych vlastnosti pfimek v rovingé a geodetik na plose.

13.14. Pomoci geodetik miizeme na plochu prenaset nékteré konstrukce z rovinné
euklidovské geometrie. Nejjednodussi je pojem geodetické kruznice naploSe S.

Z vlastnosti feSeni soustavy diferencialnich rovnic 2. fadu plyne, ze ke kaz-
dému bodu p € S existuje takove Cislo r, > 0, ze prokazdé 0 < r < r, nakazdé
geodetice bodem p existuji pravé dvabody ¢; ags, v kazdem sméru jeden, takove,
Ze délka oblouku geodetiky mezi body p a¢; stejnéjako mezi body p ag¢, jerovna
r amnozina K (p, r) vSech téchto bodl je kfivkana S.

Definice. Kfivku K (p, rr) nazyvame geodetick& kruZznice o poloméru r a stfedu
pnaplose S.

Na prikladé sféery S o poloméru o ukézeme, Ze uvazovana konstrukce ma
obecné jen lokalni charakter. Je-li » < 7o, pak K (p, ) je obyCejnakruznice na.s,
coz jekfivka. Pror = 7o se po geodetikach ve véech smérech dostavame do bodu
protilenlého k p na S. V jistem smyslu Ize fici, Ze pro » = mp kruznice K (p, )
“kolabuj€e’ v jediny bod.

13.15. V roviné mgji kruznice konstantni kfivost a pravé jsmevidéi, zei nasféfe
maji geodetické kruznice konstantni geodetickou kFivost. Obecné to vsak neplati.
Jiz natrojosem elipsoidu (tj. elipsoidu s rliznymi délkami os) geodeticke kruznice
nemaji konstantni geodetickou kfivost. — Jedno obecné tvrzeni v tomto sméru
uvedeme jestév 14.7.
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14 Plochy skonstantni Gaussovou kFivosti

V této kapitole chceme predevSim ukézat souvidosti vnitfni geometrie ploch
s neeuklidovskou geometrii. Tyto poznatky jsou nejen geometricky krasng, ale
hraly i vyznamnou roli v historii matematiky. Byly to hlavné nové vysedky
z vnitfni geometrie ploch, které zatatkem druhé poloviny 19. stoleti vedly predni
geometry té doby k presvédCeni, Ze neeuklidovska geometrie tvori matematickou
teorii ve stejném smyslu jako geometrie euklidovska. — Dukazy nékterych tvrzeni
v této kapitole vyzaduji bud prilis rozsahlé vypotty nebo pouZiti jinych prostiedkdl,
nez mame k dispozici. Tyto dikazy budeme vypoudtét — jde nam vice o celkovy
pohled nez o detailni zvladnuti technickych zaleZitosti.

14.1. Negprve budeme zkoumat lokani isometrie plochy S do sebe. V pfipadé
libovolné plochy je predpoklad lokal nosti isometrienatolik prirozeny, Ze privlastek
“lokani” budeme dale vynechavat. Uvazujme rotatni plochu S z bodu 8.15,
parametr ¢ vsak pfejmenujeme na u. Parametrické vyjadreni plochy S tedy je

(1) f(u,v) = (g(u) cosv, g(u) sinv, h(u)) .

V 8.15jsmendezli g11 = ¢’> + 12, gia = 0, g2o = g. Rotatni plocha ziggmé ma
jednoparametrickou soustavu isometrii, ktera je urena rotacemi. To vidime i na
1. z&ladni formé

(2 By = gi1(u) du® + goa(u) dv?, g1 = g* + 12, goa = g°.
Zobrazeni v = 4, v = v -+ ¢ tuto formu zachovava, nebot du = du, dv = dv.

14.2. Predpokladejme obraceng, Ze plocha S ma jednoparametrickou soustavu
isometrii takovou, Zejgi trgjektorie tvori vrstvu £ kFivek. Uvazujme ortogonalni
trjektorie . této vrstvy. Krivky vrstvy ¢ prechazeii pri isometriich jedna
na druhou, protoze isometrie zachovava thly. Zvolme ¢ za soufadné krivky
u = konst. a .¢’ za soufadné kiivky v = konst. NaSe isometrie pak maji tvar
i =u,? = v+ c Forma®; sepfi nich zachovava a mame g;2 = 0 podle
ortogonalnosti soufadné sitg, takze

() ®; = A (u) du® + As(u)dv®, A; >0,45 > 0.

Zménime parametr  na @ tak, ze plati du = /Ay du, tedy u = [+/A; du,
pricemz ponechavame v = v. Pak mame

®; =du® + B(a)dv>, B>0.

To je 1. z&ladni forma rotatni plochy vytvofené grafem funkce = /B(z),
pficemz tuto kFivku parametrizujeme obloukem. Dokéazali jsme tedy
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Vétu. Pokud plocha S mé jednoparametrickou soustavu isometrii, pak je lokané
isometricka rotacni plose.

14.3. Vime, ze Gaussova kFivost se zachovava pri isometriich. Pokud tedy plocha
S mavicenez jednoparametrickou soustavu isometrii, musi mit konstantni Gausso-
vu kfivost. Z 11.19 vime, Ze plocha je lokalné isometricka roving, pravé kdyz ma
nulovou Gaussovu kfivost. Plati v&ak i obecngji, ze kazdé dvé plochy s touz
konstantni Gaussovou kfivosti K jsou lokalné isometrické, viz bod 14.6 dale.

Zakladni priklad plochy s nulovym K je rovina. Zakladni priklad plochy
skonstantni kladnou kfivosti K = T% jesférao poloméru r, viz 8.11. Sprikladem
plochy o konstantni zaporné kfivosti K = —a% se nyni seznamime.

14.4. Budeme potfebovat vzorec pro Gaussovu kfivost rotacéni plochy (1). Koefi-
cienty 1. a2. z&kladni formy jsme spocetli v 8.15. Tedy
B h11h22 _ h%2 h/(glhl/ _ hlgl/)

(4) K =
G11922 — G2 g(g” + h'?)?

Protoze rotace jsou isometriemi, K nezavisi narotatnim parametru v.

14.5. Rovinnakfivka s parametrickym vyjadrenim

(5) x=asinu=g(u), z:a[ln(tgg) + cosu] = h(u),

senazyvatraktrix s parametrem a > 0, viz ob-

razek. (Prou = 3 jex = a a lim h(u) =0. 2
U—g

Bod (a,0) vsak nakfivce nelezi, zde jde o jisty

druhsingularity.) Rotaci kolemosy z vznikaplo-  —

chatrubkovitého tvaru, ktera se nazyva pseudo-

sféra. Jgji Gaussovu kFivost spocteme podie (4).

Mame g = acosu, g’ = —asinu,

1 1 1
h':a(ﬁ-——sinu) :a( - —sinu), h”za(— -
tg 5 cos® 5 2 sinu

Dosazeni do (4) dava K = —%.

Pseudosféra s parametrem a ma tedy zapornou konstantni Gaussovu kFivost
—J,. V tomto sméru je protipolem sféry, pro niz K = . Odtud také pochézi
nazev plochy.
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14.6. O roving, jgiz isometrie jsou klasicka shodna zobrazeni, dobfe vime, Ze
martrojparametrickou soustavu isometrii. Isometrie sféry S vznikaji zizenim téch
shodnych zobrazeni v E3, kterd S zachovéavaji. Geometricky snadno nahlédneme,
Ze pro kazdé dva body p, p € S a kazdé dvé dvojice jednotkovych kolmych
vektorll ey, e2 € T),S aey, &3 € TS existuje jedinaisometrie g: S — S takova,
ze g(p) = p, Tpg(e1) = €1, Tpg(ea) = €. Podobné tvrzeni plati i pro libovolné
plochy s konstantni Gaussovou kfivosti. Uvadime je bez diikazu.

Véta (Mindingova). Necht S a S jsou plochy s touz konstantni Gaussovou ki-
vosti. Pak pro kazdé body p € S ap € S akazdé dvojice jednotkovych kolmych
vektorll e1, ex € T,S aéy, & € TS existuje jedina lokani isometrie g z S do S
takova, ze g(p) = p, Tpg(e1) = é1, Tpg(e2) = éa. O

Lokalni isometrie kazdé plochy s konstantni Gaussovou kFivosti tvori tedy
trojparametrickou soustavu, stejné jako shodnosti v roviné.

14.7. Uvazujme geodetickou kruznici K (p,r) naploSe S skonstantni Gaussovou
kfivosti. Z véty 6 plyne, Ze na S existuje jednoparametricka soustava lokanich
isometrii, ktera zachovava bod p (v jistem smyslu jde o rotace kolem bodu p).
Pro mala r odtud plyne, Ze geodeticka kFivost geodetické kruznice je ve vech
bodech stejna. Pripad sféry byl jiz zminén v 13.15. Da se ukazat, ze toto tvrzeni
plati i globalng, jak fika

Véta. Na ploSe s konstantni Gaussovou kfivosti maji geodetické kruznice kon-
stantni geodetickou kfivost.

14.8. Dalsim nasim nastrojem bude Gaussova-Bonnetova véta. VyloZime nejprve
potfebné pojmy.

Necht C' je kfivka s parametrizaci f(t),t € I.
Definice. Usekem U kfivky C odpovidajicim uzavienemu intervalu [a,b] C T
rozumime mnozinu f(t), t € [a, b].

14.9. Necht D C R? je oteviena mnozina. Jednoduchou

oblasti 2 C D rozumime takovou otevienou, konvexni @
aohranicenou podmnozinu, zei jgji uzaver Q leZi v D ajgji

hranice 992 je tvofena konetnym pottem Usekl kfivek.

D

Definice. PodmnozinuTW C S nazyvamejednoduchaoblast naplo3e.S, existuje-
li takovaparametrizace f: D — Esplochy S,zeW = f(Q), kde(2 jejednoducha
oblastv D.

Uvédomnéme si, Ze jetfebajasné rozliSovat mezi jednoduchou plochou ajed-
noduchou oblasti na plo3e.
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14.10. Necht h jefunkce definovana nakfivee C'. Pfi dané parametrizaci f: I —
E5 kiivky C' jde o funkci h(t): I — R. Uvazuime Usek U kfivky C, ktery
odpovidaintervalu [a,b] C I. Pak integrdl [ hds definujeme vyrazem

U

b

©) [ s = [nenfse+ s+ (2

U a

Tato definice nezavisi na volbé parametrizace kFivky.

Integrél [ & ds se definuje pomoci rozkladu kfivky C' na Gseky.
c

14.11. Necht h je funkce definovana na ploSe S. Pfi dané parametrizaci f: D —

Es jde o funkci h(ug,uz): D — R. Necht © C D je ohraniCena oblast takova,

26 Q C D. Pisme W = f(f). Pfipominame, Ze v 6.12 jsme zavedli objemovy

element plochy dV' = \/g11922 — g5 du dus. Integral [[ hdV definujeme vy-
W

razem
@) // hdV = // h(ul,u2)\/911922 — g3y duy dus .
w Q

Také tato definice nezévisi na volbé parametrizace plochy.

14.12. Bez dikazu uvadime jeden z nejzajimavéjSich vysledkd vnitfni geometrie
ploch.

Véta (Gaussova-Bonnetova). Necht W je jednoducha oblast na ploe S, j€iz
hranici je kiivka C tfidy C2. Necht », je geodeticka kfivost kfivky C' a K je
Gaussova kfivost plochy S. Pak plati

(8 / KdV:27T—/%gd8.
w C

Priklad. Pro prvni seznameni se s touto vétou probereme pfipad jednoduché
oblasti 2 v roving, jgjiz hranici je kiivka C tfidy C2. Jgji geodeticka kfivost je
obyCejna kfivost a pro rovinu mame K = 0. Tedy (8) dava

©) /%ds:27r.

C
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Na pfipadé kruznice f(t) = (rcost,rsint), t € [0, 2m) S to ov&imei vypo-
Ctem. Mame »r = % ds = \/7“2 cos?t + r2sin? t dt = rdt. Tedy

2

/%ds:/lrdt:%r
T

C 0

to
Vamnéme s jedté, Ze v tomto pripadé plati [ e ds = to — t1.
t1

N

jeiichz hranice neni diferencovatelng, ale jsou na ni “zlomy”. Budeme se zaby-
vat pouze pripadem kfivocarého trojuhelnika na plose S. V nésledujici definici
chapeme trojuhelnik v R? jako uzavienou mnoZzinu, do niz se potitai cely jeho
vnitfek.

Definice. MnoZinu W C S nazveme kfivoCary
trojahelnik na plose S, jestlize existuje takova
lokalni parametrizace f: D — Ej3 plochy S ata
kovy trojuhelnik A € D, zeW = f(A).

KFivoCary trojuhelnik je tedy jednoducha oblast
na S. Jeho strany jsou Useky Uy, Us, Us kfivek
na.S. Oznatme (31, B2, B3 vNESi Uhly jgich teCen
ve vrcholech pq, ps, p3 podle obrazku.

Véta (Zobecnéna Gaussova-Bonnetova). Plati

W) [[xav=2m-3"5-3 [ s
% i=1

i=1 U

Idea diikazu: V okoli vrcholu p; “vyhladime’ hranici TV
pomoci geodetické kruznice C; o malém poloméru r podle \ ~
obréazku. Pek 1ze dokézat, ze lim, | #gds = ;.

To miizeme ¥ici i tak, Ze v limité mame situaci podobnou

roving, o niz jsme se zminili na konci prikladu 12. Podle

(8) v limité dostavame formuli (10).

14.14 Definice. KFivoCary trojuhelnik W nazyvame geodeticky trojhelnik na
ploSe S, jestlize viechny jeho strany jsou Useky geodetickych kivek.
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Tento pojem je tedy pfimym pfenesenim pojmu trojuhelnika do vnitfni geo-
metrie ploch.
V tomto pfipadé v (10) méame s, = 0. To dokazuje

Diasledek. Pro geodeticky trojuhelnik W naploge S plati

(11) / KdV =21 — (1 — 2 — (3.

w

14.15. Z (11) pfimo plyne toto geometricky velmi zajimavé tvrzeni.

Véta (Specialni Gaussova-Bonnetova). Je-li W geodeticky trojuhelnik na plose
s konstantni Gaussovou kfivosti K o obsahu V' aay, aig, ag jsou jeho vniteni Ghly,
pak plati

(12 ay+ast+ag=nm+ KV.

Dikaz. Prokonstantni K jeintegra v (11) roven KV avnitfni Ghly jsou svnggimi
svazany vztahem 3; = 7 — oy, i = 1,2, 3. O

14.16. Priklady. a) Narozvinutelné plose mamestejnéjako v roviné K = 0. Pak
(12) dava dobre znamou vétu o souttu Ghlh v trojuhelniku aq + ag + ag = .

b) Nasféfe S opolomérur mame K = Tiz Soucet Uhl i v geodetickém trojUhel niku
je tedy V&S nez w. Z (12) dokonce plyne, Ze soutet Uhll zmendeny o 7 je
Umérny obsahu geodetického trojuhelnika. Je zabavné si uvédomit, ze z (12) Ize
spocCitat plosny obsah sféry. ProtoZe geodeticke kfivky na S jsou hlavni kruznice,
osmina koule je geodeticky trojahelnik, jehoz vsechny Ghly jsou pravé. Oznatme
V' jeho obsah. Protoze Gaussova kfivost sféry o poloméru r je r% z (12) plyne
37” =+ T%V, tedy V = %777“2.

14.17. Obsahem Euklidova 5. postulatu je tvrzeni, ze k pfimce p v roviné lze
kazdym bodem A ¢ p vést jedinou pfimku, ktera p neprotind. Z dnedniho pohledu
hovorime o Euklidové axiomu o rovnobézkach. Toto tvrzeni jetak zasadné odlisné
od ostatnich Euklidovych axiomt, Ze po fadu staleti se mnoho matematikil snazilo
ukazat, Zze 5. postulat je diisledkem ostatnich Euklidovych axiomi. NepodaFilo
se v&ak dokéazat, pfes mnoho chybnych pokusil, Ze z negace Euklidova axiomu
0 rovnobé&zkach plyne spor.

Jednim z duisledkll negace 5. postulatu, tedy predpokladu o existenci alespon
dvou primek bodem A neprotingjich p, je tvrzeni, Ze soucet X Ghld v trojuhelniku
je menSi nez  arozdil m — X, tzv. Ghlovy defekt uvazovaného trojGhelnika, je
Umérny velikosti plochy trojlhelnika. Mnoha matematiklim se toto tvrzeni zdalo
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byt absurdni. Specidlni Gaussova-Bonnetova véta vsak jasné ukazuje, Ze tato
situace nastava ve vnitfni geometrii plochy se zapornou konstantni Gaussovou
kfivosti. Rovnéz nade véta 6 o trojparametrické soustaveé lokanich isometrii na
plo%e s konstantni Gaussovou kfivosti odpovida shodnostem v klasické geometrii
roviny, a' s platnosti Euklidova axiomu o rovnobézkach, nebo pfi jeho negaci.
— Presné konstrukce neeuklidovskych geometrii byly pak podany v 2. poloviné
19. stoleti v podstaté prostfedky projektivni geometrie.

14.18. Negace 5. postulatu vede pouze k jednomu druhu neeuklidovskych geo-
metrii, ktery se nazyva geometrie L obacevského ¢i hyperbolicka. Ji odpovidgji
plochy se zapornou konstantni Gaussovou kfivosti. Pfitom D. Hilbert v r. 1901
dokéazal, Ze LobaCevského rovinu nelze globané realizovat naplosev Es. (Toje
zasadni vysvétleni k tomu, ze v bodé 5 mame natraktrix, jgjiz rotaci pseudosféra
vznika, singularni bod.)

Vyznamné analogie mezi vlastnostmi ploch s kladnou a zapornou konstantni
Gaussovou krivosti, uvedené zefména ve vétach 6 a 15, vedly k tomu, Ze se mezi
neeuklidovské geometrie zaCaly fadit i tzv. eiptické geometrie, nékdy spojo-
vané se jménem B. Riemanna. Jgjich geometrie odpovida vnitfni geometrii ploch
s kladnou konstantni Gaussovou kfivosti. (Upozorhujeme, Ze nazev Riemannova
geometrie se bé&zné uzivav jiném vyznamu nez pro €liptické geometrie. Oznacuje
se tak mnohem vyznamné&§i teorie, jgjimz otcem také B. Riemann byl a ktera je

N v

[5] pro prvni informaci.)
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1 Rovinnékfivky

1.1 Priklad.
Parametrické vyjadieni kruznice 2 + 32 = r? jex = rcost, y = rsint. Napiste
2 3

parametrické vyjadreni elipsy $—2 + Z—z =1
a
Regent.
Srovnanim s parametrickymi rovnicemi kruznice a ze vztahli mezi goniometric-
kymi funkcemi dostavame parametrické vyjadfeni elipsy

x =acost,y = bsint.

Tato parametrizace neodpovida vyjadieni pomoci polarnich soufadnic!

1.2 Priklad. N . N .
Pro hyperbolické funkce plati cosh z = %, sinhz=>_%

a) Dokazte, 7e (cosh )2 — (sinhx)? = 1.

2 2
b) Napiste parametrické vyjadieni hyperboly % — Z—2 = 1.

Regeni.

a) Dosadime prislusné vyrazy za cosh x asinh :

= — :1
2

<em+e—x>2 <ex_e—m>2 e2m+2+e—2x er_2+e—2m
4 4

b) Srovnanim s parametrickymi rovnicemi kruznice a ze vztahli mezi hyper-
bolickymi funkcemi dostavame parametrické vyjadreni hyperboly
x = acosht,y = bsinht.

Tato parametrizace neodpovida obéma vétvim hyperboly, ale pouze jedné
znich:
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Druha vétev ma parametrizaci

x = —acosht,y = bsinht.

1.3 Priklad.
Uzitim poléarnich soufadnic napiSte parametrické vyjadreni lemniskaty

(1,2 + y2)2 _ a2(l’2 o y2)'
Reseni.
Polarni soufadnice = = p cos ¢,y = psin ¢ dosadime do rovnice lemniskéty:

p4 = a2p2(cos2 P — sin? ) = p2 = a’® cos 2¢

p = a/cos 2p

1.4 Priklad.

Cykloida je opisovana bodem P leZicim na kruznici, ktera se kotdi (vali) po
prfimce. Napiste parametrické vyjadreni tohoto pohybu. Ve kterych bodech neni
kfivka regularni?

Reeni.

Parametrizaci 1ze odvodit pfimo z obrazku:

Ort
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Bod P mapro dany parametr ¢ soufadnice:
x=rt—rsint =r(t —sint),

y=r—rcost =r(l —cost).

Takto parametrizovana kfivka opisuje trajektorii

AN N
o . . Sdf . L
KFivka f neni regularni, pokud plati T 0.V naSem pripadé
d dr d
d—{ = (d_ng’ d_?i> = (r(1 — cost),rsint) = 0,

cost=1 A sint =0,

neboli cykloida neni regularni v bodech ¢t = 2kw, k € Z. To je patrné i z jgi
trajektorie.

1.5 Priklad.

Necht bod P je pevné spojen s kruznici kotalgjici se po pfimce, ae neleZi na
ni. Oznatme d jeho vzdaenost od stfedu kruznice. Pro d < r, resp. d > r dany
bod P opisuje zkracenou, resp. prodiouzenou cykloidu. Napi&te jejich rovnice. Ve
kterych bodech jsou tyto kfivky regularni?

Reeni.
Parametrizaci zjistime stejné jako v predchozim prikladu z obrazku.

Zkracena cykloida (d < r):

Bod P mapro dany parametr ¢ soufadnice:
x=rt—dsint,y =r — dcost.

Takto parametrizovana kfivka opisuje trajektorii
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Prodlouzena cykloida (d > r):

Bod P méapro dany parametr ¢ soufadnice:
x=rt—dsint,y =r —dcost.

Takto parametrizovana kfivka opisuje trajektorii

i ol

U U

Obg kfivky jsou ve vech bodech regularni, nebot vztah

df (daz dy

r
" e dt> (r —dcost,dsint) = d, tj. cos y A sint =0,

je spinén pouze pro d = r > 0 (prosta cykloida).

1.6 Priklad.

Po pevné kruznici se zvenku kotali dalsi kruznice. Pevny bod na ni opisuje tzv.
epicykloidu. Napiste jgji parametrické vyjadreni.

Regent.

Graficky znazornime situaci, kde ¢ bude parametrem hledané kfivky:
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Ztgimé pak plati vt = Rs = s = %t. Nyni uvazujme Uhel o podle nasledujiciho
obrazku:

Plati:

t4 LT
a=t+—=t— —.
R 2

Hledané soufadnice bodu P jsou:

:E—(R+r)cos%t+rsm t+it——>

R
y—(R—FT)smLt—rco < + L ——>
Svyuzitim vztahli sin(8 — §) = — cos 3, cos(3 — %) = sin 3 mUzeme psat:
x = (R+T)cos£t—rcos <t+ Lt) ,
R R
(D R r r
= in—t—rsin(t+ —=t).
y=( —|—r)st rsm( —I—Rt>
1.7 Priklad.

Uvazujme epicykloidu (1), pro kterou R = r. Takova kfivka se pak nazyva
kardioida (ve starSi ¢estiné srdcovka). Ve kterém bodé neni regularni?

Regeni.
Dosazenim R = r do parametrickych rovnic (1) dostavame rovnice kardioidy:

x = 2rcost — rcos 2t,

y = 2rsint — rsin 2¢.

Tedy pro body, ve kterych je pfipadné poruSena regularnost, plati:

(2 c(li_at: = —2rsint + 2rsin2t = 0,
(©)] % =2rcost — 2rcos2t = 0.
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Upravou rovnice (2) dostavame
0= —sint +sin2t = —sint + 2sintcost = sint(—1+ 2cos t)

neboli )
sint=0 V COSt:§
ReZenim je
t:kw,t:ig—l—2k‘w,k‘€Z.

Druhérovnici (3) z uvedeného feSeni vyhovuje pouzet = 2kn, k € 7. Vekterych
bodech neni kardioida regularni, je patrno také z jejiho obrazku:

t =2km

1.8 Priklad.

Po pevné kruznici se zvnitfku kotali dalSi kruznice. Pevny bod na ni opisuje tzv.
hypocykloidu. Napiste jgji parametrické vyjadreni.

Regeni.

Graficky znazornime situaci, kde ¢ bude parametrem hledané kfivky:

Ztgimeé pak plati vt = Rs = s = %t. Nyni uvazujme Uhel o podle nasledujiciho
obrazku:
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Plati:

T
§—s+a+t:7r,

Ty
o= — —t.
2 R

Hledané soufadnice bodu P jsou:

:E:(R—T)cos%t+rsin<g—t+%t),
y:(R—T’)SiH%t—TCOS <g—t—|—%t)

Svyuzitim vztahli sin(§ — 3) = cos 3, cos(§ — 3) = sin § mlzeme psat:
r r
x = (R—T)cosﬁt+rcos <t— Et) ,
Y= (R—T)sin%t—rsin <t— %t) .

Pror = 1 R dostavame tzv. Steinerovu kfivku:

2 1 1 2
T = gRCOS §t + gRCOS §t

2 1 1 2
Y= gRsin gt — gRsin gt

Pror = 1R dostavame tzv. asteroidu:

3 1 1 3
r=-Rcos—-t+ —Rcos -t

@ 1 1"y 1
8l lp 3

= —Rsin—t — —Rsin —

Y=1 1 4
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1.9 Priklad.
Najdéte parametrické vyjadieni asteroidy (4) pro parametr 7 = 1t.

Reeni.
Uvazujme vzorec

cos 3a + isin 3a =(cos o + isin )3 =

2 2 3

cos® a + i3 cos® asin o — 3cos asin® o — i sin® o

Tedy

3 1
T = ZRCOST + ZR(COS3 T—3cos Tsin’ )

3 1
= —RcosT + ZRCOS 7(cos? 7 — 3sin? 7)

4

3 1
= ZRCOST + ZR cos T(cos? 7 — 3(1 — cos® 7))

3 1
:ZRCOST + ZRCOS 7(4cos’> T —3) = Rcos® 7

2 3

3 1
y=—-Rsint — ZR(?) cos” TsinT — sin” 7)

4

3 1
= ZRsinT - ZRsinT(?) cos® 7 — sin? 1)

3 1
= ZRsinT - ZRsinT(3(1 —sin?7) — sin? 7))
3 1
:ZRsinT — ZRsinT(3 —4sin?7) = Rsin®7

1.10 Priklad.

Spiraly vznikaji tak, ze bod se pohybuje po pfimce prochazejici potatkem, kterase
soucasné rovnomeérné otaci kolem pocéatku. V polarnich soufadnicich dostavame
vztah p = f(y), v pravouhlych soufadnicich dostavame rovnice z = f(y) cos ¢,
y = f(p)sin . UrCete rovnice Archimedovy spirdly, ktera vznika rovhomérnym
pohybem po pfimce za€ingjicim v pocatku.

Regeni.
Archimedova spirdla je nejjednodussim pripadem spiraly, rovhomérny pohyb vy-
jadfuje vztah p = aqp, neboli x = ap cos v,y = apsin ¢.
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1.11 Priklad.

DalSi zajimavou spirdlou je logaritmicka spirda p = a¥, neboli x = a? cos ¢,
y = a¥ sin . DokaZte, Ze te€ny vektor k logaritmicke spirdle svira s privodicem
konstantni Uhel.

Reen.

Obréazek logaritmické spirdy f(¢) = (a¥ cos ¢, a? sing) potvrzuje vlastnost
plynouci z rovnice této kfivky, ato, Zze tato spirdlamaproa > 1, — —oo nebo
pro0 < a < 1, — oo nekonetné mnoho zavitl sméfujicich k pocatku souradné
soustavy.

a>1 1>a>0

Tecny vektor:
af _

o = (a¥Inacosp — a¥sinp, a? Inasin ¢ + a? cos p)
¥

df

Vezméme nasobek vektoru @

u = (Inacos ¢ — sin p, Inasin ¢ + cos )

anasobek vektoru f
v = (cos ¢, sin p).
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Pro odchylku o vektorli u av plati: cos oo = %
ull - ||V

|u|[? = (u,u) = In® acos® ¢ — 21Inacos psin ¢ + sin? Y+
+In?asin® ¢ 4+ 2Inacos psin g + cos? ¢ = In?a + 1
|v]|> = (v,v) = cos®p +sin®p =1

(u,v) = lnacosch—singpcoscp+lnasin24p+sin4pcoscp =lIna

1 .t v s o iw -
cosa = $, tudiZ tecny vektor a pruvodic svirgji konstantni thel.

\/ln2a+1
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2 Dékakrivky

2.1 Priklad.
Spottéte délku oblouku (celé) asteroidy f(t) = (rcos®t,rsin®t), t € [0,2x],
r > 0 (obr. str. 110).

Reseni.
Déku s oblouku kfivky f(t) = (f1(t), f2(t)) prot € [a, b] vypoCitame ze vztahu

b b
® s= [Irwha= [ o+ o
V naSem pripadé mame

f'(t) = (—3rcos® tsint, 3rsin® t cos t)

Tedy

ds = 3rV/cos? tsin? ¢ + sin? ¢ cos? tdt = 3r [sin t cos t| dt

sint =u |

2m 3
3237“/0 \smtcost\dt:l%/o sintcostdt = costdt — dul =

1
:12r/ uwdu = 6r
0

2.2 Priklad.
Spoctéte délku oblouku cykloidy f(t) = (r(t — sint),r(1 — cost)), t € [0, 27],
r > 0.

Regeni.

f'(t) = (r(1 — cost),rsint)
Podle vztahu (5) plati:

2 27
s:r/ \/(1—cost)2+sin2tdt:\/§r V1 —costdt
0 0

Plati

1—
(6) ‘sin %‘ = 7208 @
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MUzeme tedy psat:
27 ) t t 27
s=2r sin — dt = 4r | — cos — = 8&r
o 2 2],

2.3 PFiklad.
Spottéte détku oblouku (celé) kardioidy (viz Priklad 1.7).

Regen.
Odvadili jsme parametrizaci
f = (2rcost —rcos2t,2rsint — rsin 2t),t € [0, 27].
Tudiz
f'(t) = 2r(—sint + sin 2¢, cos t — cos 2t).
S pouzitim (5), (6) avztahu cos(a — (3) = cos a.cos 3 + sin acsin 3 dostavame

2w
s=2r V/(—sint + sin 2t)2 + (cost — cos 2t)2 dt =
0

2m
= 27’/ /2 — 2(sin t sin 2t + cos t cos 2t) dt =
0

27 27
t
:2r\/§/ \/l—costdt:4r/ sinidt:
0 0

¢ 2
= 8r {— cos —} = 167
2]

2.4 Priklad.
Spoctéte delku elipsy f(t) = (acost,bsint).

Regeni.

f'(t) = (—asint,bcost)

27 2 b2
5§ = \/a2sin2t+b2cos2tdt:a/ sin2t+—2cos2tdt:
0 a

0
5 2 _p2
:4a/ \/1_a 5 cos? tdt
0 a

Pro a = b dostavame délku 27a kruznice o poloméru a. Pro a # b se ale jedna
o elipticky integral, pro ktery nelze elementarné stanovit primitivni funkci ajehoz
hodnoty jsou tabelovany.
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2.5 Priklad.
Spoctéte délku oblouku logaritmické spirdly f(p) = (a¥ cos ¢, a¥ singp),a > 1
mezi body 1, 5.

Regeni.

f(¢) = a?(Inacos p — sinp,Inasin ¢ + cos p)
ds = a®+/(Inacos p — sin)? + (Inasin ¢ + cos )2 dy = a?V'1 4+ In?ady

2
2 A +In“a [0 — a#1]

ds = Ina

®1
V limité pro p; — —oo dostavame

/ ds— 1—|—ln a
Ina

Jde tedy o konstantni nasobek privodice.

2.6 Priklad.

Urcete délku oblouku hyperbolické spiraly f(t) = (acosht,asinht,at),a > 0
mezi body t =0 at = 1.

Reeni.

Déka oblouku prostorové kfivky f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) je urCena obdobné
jako u rovinnych kFivek:

™ s—/ I (®)lldt = /\/f () at

V pripadé hyperbolické spirdly mame

f'(t) = (asinht,acosht, a)
Tedy

ds = a\/cosh2 t+ (sinh2 t+ 1) dt = a\/cosh2 t + cosh®tdt = av/2 cosh t dt

1 1 -1
8:(1\/5/ coshtdt = av/2(sinh 1 — sinh 0) = av/2 (%—0) =
0
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2.7 Priklad.
Urcete délku oblouku kfivky f(t) = (a(t —sint),a(1l — cost),4acos L) mezi
dvéma naslednymi priise€iky s rovinou (z, z).
Regeni.
Pro prlisecik srovinou (z, z) musi platit y = 0, neboli

a(l —cost) =0

cost =1
t=2kn, keZ

Budeme uvazovat pruseciky t; = 0 aty = 2. Délku kfivky naintervalu [0, 27]
spocitame podle vzorce (7):

t
f#)=a <1 — cost,sint, —2sin 5)

S =

S|

27
t
/ \/1 —2cost+cos2t+sin2t+4sin2§dt
0

/27T 2-2 2 ! in? t +4 in2 t dt
a ; cos 2 S 5 S 5

2 t ot ot
:a/ 2 1—COS2§ + 2sin §+4sin §dt

2 2T
t t
:a/ \/8sin2§dt:2\/§a/ singdt:2\/§a(2+2):8\/§a
0 0

(=]
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3 Oskulatni kruznice a kfivost rovinné krivky

3.1 Priklad.
UrcCete polomér oskulatni kruznice logaritmické spiraly

f(p) = (a¥ cosp,a®singp) .

Regeni.
Pro polomér » oskulatni kruznice kfivky (f1, f2) plati:
2 12\3
(8) 7"2: (fl/—l_f/QZ
1
" 1
1 2

Pro dané parametrické vyjadreni logaritmické spirdly mame
f'(¢) = a®(Inacos ¢ — sin ¢, In asin ¢ + cos )
(¢) = a“p(lm2 acosp — 2Inasinp — cos g,
In? asin ¢ + 21nacos ¢ — singo)
V prikladu 2.5 jsme spocitali, ze
2(p) + f52(9) = a** (1 +1na)

file)  fale)| _
(@) f3(p)

02¢ In a cos ¢ — sin ¢, Inasinp + cosp
In2acosp —2Inasingp — cosp, In?asing + 2Inacosy —singp
_ g2 Inacosp —siny, Inasiny + cosp
—Inasiny —cosp, Inacosy —sinp
_ g2 <ln2a cos ¢ smgo‘ cosp  cosp
—sing cosy —sing —singp

+Ina

—singp singp —sinp cose

—Ccosp Cosy —cosp —sing

Dosazenim do vzorce (8) dostavame

2 a% (1 + In? a)3
a*® (14 In® a)2

(@) = a?V1+1n?a

Z vysedku vidime, Ze polomér oskulaéni kruznice je tmérny privodidi.

> = a% (1 +1n? a)

T

=a* (1+In’a)
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3.2 Priklad.
Urcete mnoZzinu stfedll oskulanich kruznic elipsy f(t) = (acost,bsint).

Reeni.
Stfed oskulacni kruznice kfivky (f1, f2) leZi na pfimce dané bodem (f1, f2) a

jednotkovym smérovym vektorem - (—f4, f1). Ze vzorce pro polomer

f12 + féz
kruznice (8) dostavame vztah pro soufadnice stfedu oskulatni kruznice:

5 (12 + 17)
il = 1511
fL(R+ 17)

1L 1L
f12_f2 1

= f1—
y=fa+
V pripadé elipsy mame:

')
()
A® @) = () £ (2)

Protoze f'(t) a f”(t) nejsou kolinearni, nemaelipsainflexni body atedy v kazdem
jeilim bodé existuje (prave jedna) oskulani kruznice.

(—asint,bcost)
(—acost,—bsint)
(—a)(—=b)sintsint — (—a)bcostcost = ab

bcost (a2 sin® t 4 b2 cos? t)
ab

r =acost —
2 2

.2 b? 3 a 3
=acost —acostsin“t — —cos°t = ——cos° t
a a

—asint (a2 sin? t + b cos? t)
ab

y =bsint +
2 _ 2

2
a —a
— bsint — bsintcos®t — ?sin‘gt = Tsingt

Mnozinou stfedll oskulagnich kruznic €lipsy je asteroida po afinni transformaci
(viz srovnani s parametrizaci asteroidy v priklade 1.9):
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3.3 Priklad.
Spoctéte kFivost ipsy f(t) = (acost,bsint) adokazte, Ze ve vrcholech je tato
kfivost maximalni, resp. minimalni.
Regeni.
KFivost s kfivky f = (f1, f2) je danavztahem
n=—,
,

kde r je polomér oskulacni kruznice (viz (8)).Tudiz plati:

Ll gl gt
= ‘fl 2 f2 lg‘

(f2+157)

Vyuzijme dil&ich vysedki predchoziho prikladu 3.2 a okam?Zité dostavame

(9)

ab

(a2 sin® t + b2 cos? t)%

#(t) =

KFivost ve vrcholech elipsy:

ab a

%(0):%(ﬂ)zb—3:b—2, (

[SIE]
~—
Il
AN
—

w

===

Oznaéme g(t) = a®sint + b? cos? t. Pak plati »/(t) = 0, pravé kdyz ¢'(t) = 0.
Pritom

g (t) = 2a*sintcost — 2bsint cost = 2 (a2 - b2) sint cos t.
ProtoZe a # b, tak musi platit sin¢ = 0 nebo cost = 0. Neboli stacionarni body

funkce g(t) dostavameprot = 0,¢ = m, t = Z at = 3%. V téchto bodech méni
derivace 5/ (t) znaménko, jedna se tedy o lokani extrémy.

120



3.4 Priklad.
Spoctéte kfivost hyperboly f(t) = (acosht,bsinht).

Reeni.
K vypottu opé pouzijeme vzorec (9):
f'(t) = (asinht,bcosht)
f"(t) = (acosht,bsinht)
A () = fo) 1 (t) = ab sinh? ¢ — abcosh?t = —ab

ab
(a2 sinh? ¢ + b2 cosh? t)

%(t) = B

Ve vrcholu hyperboly je »(0) = Z—s = %.

3.5 Priklad. )
Spottéte kiivost paraboly y = 2—352.
P
Regeni.
Nejprve vyjadiime vzorec pro vypocet kfivosti (9) pro obecnou kfivku danou

explicitné y = f(z), tedy s parametrickym vyjadienim v(z) = (x, f(x)).

Y =" =0, "), = = f

(10) = L’g
(1+ )3
Pro f(z) = ix2 mame f'(z) = lx x) = E tedy
2p p p’
1
(2) = —F——

Ve vrcholu paraboly je (0) = 1
p
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3.6 Priklad.

- v s v . o . s
Stanovte polomeér r oskulacni kruznice kfivky y = sinz proxz =

Regent.
Podle vzorce (10) v pfedchozim prikladu 3.5 mame

—sinZ
singl
2

(1+cos? %)
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4 Obalka soustavy rovinnych kfivek

4.1 Priklad.
Stanovte obalku soustavy kruznic F(x,y,t) = (z — )2 + y® — & = 0, pfigemz
t € (—00,0) U (0,00).

Regeni.

oF 3 4

=2 e e=-204+-t=0 = t=-

T (x—1t) 5 T + 3x

4 \? (%2)? 2\ 2 4
F _ 2 2 \3 _ (__) 2 4 9
(x,y,t) (w 3ﬂc> +y 1 3) TY g

:—1w2+y2:0
3

Obalkou dané soustavy jsou pfimky y = i?w.

4.2 Priklad.
Naleznéte obaku soustavy primek, které vzniknou pohybem dané Usecky déky
k, jg1Z kraini body se pohybuiji po soufadnych osach.

Regeni.

[0, b] k Usekovy tvar rovnice primky:

z Y
S A
t a+b 0

[a, 0] a = kcost,b=ksint

Uvazujeme jednoparametrickou soustavu primek:

€T Yy
(@.9,1) k:cost+k:sint
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Nyni uz miizeme urcit charakteristickou mnoZzinu:
F(z,y,t) = xsint +ycost — kcostsint =0

F
— =xcost —ysint + ksin?t — kcos’t = 0

ot

xsint 4+ ycost = kcostsint

rcost —ysint =k (coszt — sin? t)

Soustavu o neznamych z, y bude vyhodné feSit pomoci Cramerova pravidla:

= st CO.St = —sin’t — cos’t = —1
cost —sint
costsint cost 3
D, =k . ., =—k t
r cos?t —sin®t —sint cos
sint costsint

— — _ksin®

Y cost cos®t—sin?t st
~7 7. D(E 3 Dy . 3 , .y
Vypotitané hodnoty x = — = kcos°t,y = D= k sin” ¢t odpovidaji paramet-

rizaci asteroidy (Priklad 1.9).

4.3 Priklad.

Naleznéte obaku pfimek v 1. kvadrantu, které na osach vytingji trojuhelnik skon-
stantni plochou S.

Reeni.
Vyuzijeme (isekovy tvar rovnice primky:
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Yy
Ty 120
a+b
b
b
S=%2 ab>0
2
a
ab=%k =konst. = b= —
T ay
11 F =24+ 7 1=
(11) (z,y,a) s 0
oF T Y ay
12 or _ Y _ r_ay
(12) da a2+k‘ 0:>a k
(1) Flaga=2+% 102 y="
d4 E Tk Y= 9

Dosazenim za y do rovnice (12) obdrzime = = g. Obéaku vyjadfime ve tvaru

soucinu zy = g; = % Jedna se 0 jednu vétev hyperboly.
a

4.4 Priklad.
Vnitfni strana kruznice je osvétlena svazkem rovnobé&znych paprskil. Naleznéte
obaku odrazenych paprskl.

Regeni.

Obrazek znazorfiuje geometric-
kou situaci pro odrazeny paprsek «
sméru v v zavidosti na parame- >
trut € (—%,%).Vzhledemkve-
likosti Uhlu v = 7 + 2t odpovida
vektor u vektoru g /
u

(S
—
~

(cos(m + 2t),sin(m + 2t)) =
(—cos 2t, —sin 2t).
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Normaovym smérem primky odpovidajici odrazenemu paprsku je tudiz smér
(sin 2t, — cos 2t).

Uvazujeme-li jednotkovou kruznici, pak misto bodu odrazu je uréeno soufadni-
cemi (cost,sint) apfimka je danavztahem

sin 2t(x — cost) — cos 2t(y —sint) = 0
Charakteristicka mnozina odrazenych paprski:

F(x,y,t) =xsin2t — y cos 2t — (sin 2t cost — cos 2t sin t)

=xsin2t —ycos2t —sint =0

oF
wr =2x cos 2t 4+ 2y sin 2t — cost =0

rsin2t — ycos2t = sint

2z cos 2t + 2ysin 2t = cost

Soustavu o0 neznamych z, y budeme FeSit pomoci Cramerova pravidla:

sin2t —cos2t .2 2
D = =2 2t + 2 2t = 2
2cos2t 2sin2t ‘ St +2cosT2t
int — 2t . .
D, = St C.OS = 2sintsin 2t 4+ cost cos 2t
cost 2sin2t
sin2t sint . .
D, = 9cos % cost = sin2tcost — 2sint cos 2t
b Se. Obalka odrazenych paprskli ma parametrizaci
\ W‘N(\
TR e ., 1
i, T = —— =sintsin 2¢{ + — cost cos 2t
| il y:fyzisin%cost—sintcos%,
° = ()
A 2°2)°
=
iy Pro t = 0 dostavame bod vratu; stati ov&it, ze
- 4[”7
< 2'(0) =¢'(0) =0

—1-
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4.5 Priklad.
UrcCete evolutu cykloidy f(t) = (r(t — sint), r(1 — cost)).

E\ﬁlu cykloidy spocitame jako obalku soustavy jejich normal.
f'(t) = (r(1 — cost),rsint)
Protoze je dlezity pouze smér f'(t), v dalSich vypottech r vykratime. Normaa
v bodé f(t) je dana rovnici (z — f(t), %f’(t)) = 0, kde z = (z,y). Vyjadfime
soustavu normal:
F(z,y,t) = (x —rt +rsint)(1 — cost) + (y — r + rcost)sint
=x(1 —cost) +ysint + rt(cost —1) =0

oF . .
rrie xsint +ycost+ r(cost — 1) — rtsint =0
x(1 —cost) +ysint = rt(1 — cost)
xsint +ycost =r(l —cost) + rtsint
Soustavu o0 neznamych z, y vyfeSime Cramerovym pravidiem:

1 —cost sint

D= : = cost — cos?t —sin?t = cost — 1
sin t cost
rt(1 — cost) sint .
D, = et 1
T r(1 —cost) +rtsint cost 7(cos )(t + sint)
|1 —cost rt(1 — cost) - )
P = sint  r(1—cost)+rtsint| r(1 — cost)

Obéalka norma ma parametrizaci
= r(sint + 1),

=r(cost —1).

Provedme reparametrizaci t = 7 +
rx=r(sin(t+7)+7+m) =r(r —sinT) + 7,

y=r(cos(tr+7m)—1)=r(1—1—cos7—1)=r(1—cosT)—2r.
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Evolutou cykloidy je tedy cykloida posunuté o vektor (7, —2r). Na obrézku je
evoluta vykreslena €arou Vvétsi tloustky:

NVELYT NV NV

r

4.6 Priklad.

Naleznéte obalku normél elipsy f(t) = (acost,bsint).

Reseni.

Budeme postupovat obdobnym zplisobem jako v pfedchozim prikladu 4.5.

f'(t) = (—asint,bcost)

Norméa v bodé f(¢) je dana rovnici (z — f(t), f'(t)) = 0, kde z = (z,y).
Vyjadfime soustavu normal:
F(z,y,t) =(x —acost)(—asint) + (y — bsint)bcost
= —zasint 4+ ybcost + a’sintcost — b?sintcost
= —zasint + ybcost + (a2 — b2) sintcost =0
OF
= —zacost —ybsint + (a2 — b2) (Cos2t — sin® t) =0
rasint — ybcost = (a2 — b2) sintcost

xacost + ybsint = (a2 — b2) (cos2 t — sin® t)
Soustavu o neznamych z, y vyfeSime Cramerovym pravidlem:

asint —bcost
acost bsint

= absin®t + abcos®t = ab

sintcost —cost
cos?t —sin®t  sint

b2) (sim2 tcost + cos®t — sin? t cos t) =b (a2 - b2) cos>t

D, =b(a* - b?)
b (a2

a’? — b2

sint sintcost
cost cos®t—sin?t

(Sintcos2 t —sin®t — sin t cos® t) =a (b2 — az) sin® ¢

Q

D, =
— (2

(a® - 0%)
(a* =)

ala
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Obalka norma ma parametrizaci

xzfz cos” t,
D b2_ 2
y -3
= —= = sin” ¢
7D

Dostavame asteroidu po afinni transformaci. Tento vysledek odpovida vysliedku
pri hledani stiedll oskulatnich kruznic (viz Priklad 3.2).

4.7 Priklad.

Evolventu E(p) orientované kfivky C' ur€enou bodem p € C' dostaneme tak,
Ze natetnu v bodé ¢ € C naneseme (orientovanou) délku oblouku mezi p a g.
Z mechanického hlediskajde tedy jako by o odvijeni nité namotané nadané kfivce
(vzdy vesmérutetny). Dokazte, ZekfivkaC' jeevolutou kazdésvéevolventy E(p).
Reen.

Na nasledujicich obrazcich je znazornén mechanicky popis evolventy kruznice:

E(p

Uvazujme kfivku danou parametrizaci obloukem f (s) apfisludné jednotkové vek-
tory e1(s) = % aes(s) || 4. Potom pro parametrické vyjadieni g(s) evolventy
E(p) v bodé p plati:

9(s) = f(s) — se(s)

Hledame evolutu kfivky E(p), proto si nejdfive ngjdeme rovnici soustavy normal
E(p) apotom urime jejich obaku:

a(s) —er(s) —snl(s)ea(s) = <L ea(s)

dg _
ds
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Charakteristicka mnozina normal evolventy (pro z = (z,y)):

F(z,y,s) = (ea(s), 2 = f(s) + sea(s)) = (e2(s), 2 = f(s)) + (e2(s), se1(s))
= (e2(s),2 = f(5)) =0

OF
e
Odtud plyne, Ze z — f(s) musi byt kolmé nae;(s) i ea(s). Tudiz z — f(s) = o,
neboli z = f(s). Ob&@kou normal (evolutou) evolventy danékfivky jetedy kfivka
sama.

(—r(s)ei(s), z = f(s)) + (ea(s), —er(s)) = (=r(s)ei(s), z = f(s)) = 0
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5 Prostorovékfivky

5.1 Priklad.
Napiste parametrické vyjadreni trgjektorie bodu P, ktery se pohybuje rovnomér-
nym otacivym pohybem kolem osy rotacni valcové plochy a zaroven

a) konstantni rychlosti,
b) rychlosti Umérnou probéhnuté draze,
po tvorici pfimce této rotacni valcové plochy.
Reeni.
Uvazujme rotacni valcovou plochu, jeiz podstavou je kruznice se stfedem v po-

¢atku soufadné soustavy a polomérem a. Tudiz pro soufadnice (z,y, z) hledané
kfivky plati, Zex = acost ay = asint.

a) Vztah pro soufadnici z:

% =b, kdeb = konst.
dt
dz = bdt

z=bt+c

Vydedna parametrizace matedy tvar
f(t) = (acost,asint,bt).
Tato kfivka se nazyva Sroubovice.

b) Vztah pro soufadnici z:

dz =kz, kdek = konst.
dt
% = kdt
z
Inz=Fkt+1nb
z = el

Vysedna parametrizace matedy tvar
f(t) = (a cost,asint, bekt> .
Tato kfivka se nazyva valcova spirdla.
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5.2 Priklad.
Napiste parametrické vyjadreni trajektorie bodu P, ktery se pohybuje rovnomér-
nym otacivym pohybem kolem osy rotatni kuzelové plochy a zaroven

a) konstantni rychlosti,
b) rychlosti Umérnou probéhnuté draze,
po tvorici pfimce této rotacni kuzelové plochy.

Reeni.

Uvazujme rotacni kuzelovou plochu s vrcholem
v potatku soufadné soustavy. Velikost o miizeme
odvodit stejng, jako jsme v pfedchozim prikladé
5.1 odvodili vztah pro soufadnici z. Z podobnosti
trojihel nikll miizeme tedy psét:

Q) o =ct,p=at,z = bt,pficemzb? = c? — a?. Kfivkamatedy parametrizaci
f(t) = (atcost,atsint, bt).
Nazyva se kuzelova Sroubovice.

b) o = ceM, p = aekt, z = bekt, plitemz v = ¢ — . Kfivka ma tedy

parametrizaci
fit) = (aekt cost,ae’ sint, bekt> .
Nazyva se kuzelova spirdla
5.3 Priklad.

Bicylindricka kfivka je prlinikem dvou rotatnich valcovych ploch o riiznych po-
lomérech a ab, jgjichZ osy se kolmo protingji. Napiste parametrické vyjadreni této
kfivky.

Reeni.

Zvolme véacové plochy tak, Ze jgjich osami jsou soufadnicové osy x ay amégme
a < b. TudiZ vélcové plochy jsou urCeny rovnicemi

(13) v 427 =0

(14) 2’ + 22 =d?
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Vécovou plochu (14) o menSim poloméru a promitneme do roviny (z, z). Vy-
sledna kruznice ma parametrické rovnice x = a cost, z = asin t, které dosadime
do rovnice valcové plochy (13):

y? +a®sin®t = b2
y=+Vb2—a?sin’t
Vysedna parametrizace zahrnuje obé ¢asti bicylindrické kFivky:

ft) = (a cost, £V b2 — a?sin?t, asin t)

5.4 Priklad.
Vivianiho kfivka (viz str. 32) je prlinikem sféry arotacni val cové plochy o polovic-
nim polomeéru, pfi¢emz jedna z tvoricich prfimek valcové plochy prochazi stfedem
sféry. Napiste parametrické vyjadreni této kFivky.
Regent.
Uvazujme valcovou plochu o rovnici

7\ 2 9 (T2

(z-3) +v=(3)

:E2—r:U—|—y2:0 2

Obréazek pak znazorhuje Fez rovinou (x, y).

Dale uvazujme parametrizaci sféry (viz sférické soufadnice)
T =7 COSUCOSV,Yy = rCcosusinv,z = rsinu,

kdeu € [—g, %}v € [0, 27].

Ted uz stati dosadit parametrické rovnice sféry do rovnice valcové plochy:

2 2 2

r? (cos ucosZ v — cosu cos v + cos® u sin? 1)) =0

cosu(cosu — cosv) =0

Pokud cos u # 0, pak musi platit cosu = cosv = u = +wv. Tedy parametrické
rovnice Vivianiho kfivky jsou

flv) = (rc052 v, 7 Cosvsin v, :I:rsinv) v E [-%7 g} ]
Vzhledem k prtibéhu funkci sin a cos |ze Vivianiho kFivku vyjadrit jednodusssji:

flv) = (rcos2 v,rcosvsinv,rsinv) ,v € [0,27].

133



6 Frenetlv repér prostorovékrivky

6.1 Priklad.
Popi&te Frenetliv repér Sroubovice f(t) = (acost,asint, bt).
Resen.
f'(t) = (—asint,acost,b)
f"(t) = (—acost, —asint,0) b
f'(t) x f"(t) = a(bsint, —bcost,a) t
(f'(t) x f"(t)) x f'(t) = a(a® + b*)(— cost, —sint, 0)

Pro tetny vektor t, binormalovy vektor b avektor hlavni

normaly n tedy plati:
O
t ”f/(t)”_\/m( CLSlIlt,CLCOSt,b)
SO LE KOS int, —
b= 1P < ] = VTt Theostha)
N Ry OIEyiD (—cost, —sint,0)

T x 0y < Ol

Tecny kfivky tedy sviraji s kazdou rovinou kolmou k ose Sroubovice konstantni
Uhel (tzv. Uhel stoupani Sroubovice), konstantni Ghel s touto rovinou svirgi i
binormaly. Hlavni normaly jsou kolmé na osu Sroubovice.

Normalova rovina v prostorové kfivky je urena hlavni norméaou a binorméaou,
tj. je kolmé na tetnu. Pro body X = (x,y, z) norméové roviny Sroubovice tedy
plati

v: (X — f(t),t) = —asint(x —acost) + acost(y — asint) + b(z — bt) =0
—azxsint + aycost + bz — b*t = 0.

Oskulatni rovina w prostorové kfivky je urCena teCnou a hlavni normaou, tj. je

kolma na binormalu, pro body X = (x,y, z) oskulatni roviny Sroubovice tedy

plati

w: (X — f(t),b) =bsint(x —acost) —bcost(y —asint) +a(z —bt) =0
bxsint — bycost 4+ az — abt = 0.



Rektifika€ni rovina p prostorové kfivky je urenatecnou abinormalou, tj. jekolma
na hlavni norméalu, pro body X = (z,v, z) rektifika€ni roviny Sroubovice tedy
plati

p: (X = f(t),n) = —cost(x —acost) —sint(y —asint) + 0(z — bt) =0

—xcost —ysint+a = 0.

RektifikaCni rovina je teCnou rovinou valcové plochy, na které Sroubovice leZi.

6.2 Priklad.

UrCete smérové vektory teny, hlavni normaly a binormaly v libovolnem bodé
Kfivky f(t) = (t,t2,t + 1).

Regeni.

Pouzijeme stejny postup jako v prikladu 6.1, jen uz nemusime vektory normovat,
Zjistujeme pouze Smér.

smér teCny: ')y = (1,2t,1)
f//(t) = (07270)

smér binormaly: @)y x "ty = (-2,0,2)

smér hlavni normaly: (F'(@t) x ")) x f'(t) = (—4t,4,—4t)

Smeér binormaly je konstantni, kfivka tudiz leZi v roviné. Normalovy vektor této
roviny masmeér f’ x f”.V obecné rovnici roviny —x + z + ¢ = 0 dopo€itame ¢
tak, Ze dosadime do rovnice bod kfivky f(t):

—t+(t+1)+ec=0

c=-1

Kfivka f(t) lezi v rovinéx — z + 1 = 0.

6.3 Priklad.

Najdéte tetnu ke kiivee f(t) = (2, t, ') rovnobé&znou srovinou z — 2y — 5 = 0.
Reseni.

Smér tetného vektoru kFivky je f/(t) = (2t,1, '), normalovy smér zadané roviny
odpovidan = (1,—2,0). M&li tetny vektor lezet v zamé&eni dané roviny, musi
platit (f'(t),n) =2t —2 =10,t.¢t = 1.V bodé f(1) = (1,1, e) matedy tecny
vektor smér /(1) = (2,1, e) atetna ma parametrické vyjadreni

(1+2s,1+s,e+es).
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6.4 Priklad.
Dokazte: Jestlize na binormaly Sroubovice f(t) = (acost,asint,bt) nanadSime
Usecku konstantni délky [, dostaneme opét Sroubovici.

Reeni.
Spocitame smérovy vektor binormaly f/(t) x f”(t):

f'(t) = (—asint,acost,b)

f"(t) = (—acost,—asint,0)

f'(t) x f"(t) = a(bsint, —bcost,a)
Potom pro hledanou kfivku plati
(15) g(t) = (acost + kbsint,asint — kbcost, bt + ka),
a
kdek = —————1.
[1f(t) > f (@)l 4 5
Pro libovolné pfipustné A, B acosw = —— , {j. sinw = —,
oVeInE PP Vi VA1 B
|ze psét:
Asint + Bcost = \/ A2 + B2 <Lsint—|— Lcost)
VA2 + B2 VA2 + B2

=/ A% + B?(coswsint + sinw cos t)
=A%+ B?sin(t + w)

A B
Acost — Bsint = \/ A? + B2 <7cost - 7sint>
1/142_‘_B2 4/142_‘_32
=A% + B?(coswcost — sinwsint)
=V A2 + B2 cos(t + w)

Dosadime A = a a B = —kb do parametrického vyjadreni (15) hledané kFivky:

g(t) = (V a? 4+ k2b2 cos(t + w), v a? 4+ k2b2 sin(t + w), bt + ka)

Provedeme reparametrizaci t + w = 7. Pak bt + ka = bt — bw + ka. Vydedna
parametrizace hledané krivky

g(t) = (Va? + k2% cos 1,/ a? + k2b2 sin 1, bt + konst.)

je opét Sroubovice.
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6.5 Priklad.
Dokazte, zevsechny normalovéroviny kfivky f(t) = (asin?t,asint cost, a cost)
prochazeji pocatkem souradnic.

Reen.
f'(t) = (2asint cost, a(cos® t — sint), —asin t)

Normalovou rovinu kfivky vypocitame stejné jako v pfikladu 6.1. Pro body nor-
malovéroviny X = (z,y, z) plati, ze (X — f(t), f'(t)) = 0.
Po dosazeni:

2asin t cos t(x—asin® t)+a(cos? t—sin’ t)(y—asint cost) —asint(z—acos t)
= 2axsintcost + a(cos2 t — sin? t)y — azsint

+ (—2a%sin®t cost — a®sint cos® t + a®sin®t cost + a? sint cost)
= 2az sin t cos t+a(cos?® t—sin® t)y—az sin t+a*(— sin® t—cos? t+1) sin t cos ¢

= 2axsintcost + a(cos®t —sin?t)y — azsint = 0

Absolutni ¢len rovnicejenulovy, tudiz kazdanormalovarovinaprochazi pocatkem
soufadnic.

6.6 Priklad.
Dokazte, ze oskulagni rovina kfivky f(t) = (¢,t*,t%) obsahuje pfimku, ktera
prochézi bodem kfivky, je rovnobé&zna srovinou (z,y) aprotind osu z.

ReSeni.

Oskulagni rovinu w kfivky f(t) mlizeme spoCitat obdobné jako v prikladu 6.1
tak, ze negdrive zjistime smér binormaly. Pokud ovSem neni soucasti prikladu
urcit smér binormaly, je jednodussi vypocet bodll X = (x,y, ) oskulaéni roviny
provést pfimo:

(X = f(), f'(t), f" ()] =0
Protoze f'(t) = (1,2t,3t%) a f"(t) = (0, 2, 6t), dostavame rovnici
T—t y— 2 2z —t3

1 2t 3t2 | =0,
0 2 6t
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neboli w : 3t%x — 3ty +z — 3 = 0.
Spotitame priinik oskulatni roviny w aosy z (z = 0,y = 0):

3t2.0-3t-0+2—t>=0.

Bodem hledané piimky tedy musi byt bod (0, 0, ¢3). Protoze primka obsahuje také
prisudny bod kfivky, je uréena bodem (¢, 2, t3). Smérovy vektor piimky je tedy
(t,t2,13) — (0,0,t3) = t(1,t,0), coz je smé&r patfici do zam&eni roviny (z,v).

6.7 Priklad.
Dokazte, Zekfivka f(t) = (e’ cost, e’ sint, 2t) leZi naploe F : 2?+y? —e* =0
azejgi oskulani rovina v kazdém bodé splyva s tetnou rovinou plochy.

Reeni.
Dosadime parametrické rovnice kfivky x = elcost,y = e'sint,z = 2t do
rovnice plochy F:

(et cost)? + (e sint)? — e?' = e?'(cos®t +sin®t — 1) = 0.

Kf¥ivka teda opravdu leZi na zadané ploSe.

Das Cast Glohy bude vypocetné ngjsnazsi fesit tak, Zze ur€ime zam&'eni osku-
lagni roviny, tj. spoCitame f'(t), f”(t), a ovéfime, Ze se jedna o sméry kolmé na
norméalovy vektor plochy OF o f:

OF: (2x,2y, —e”), OF o f: (2e! cost,2e! sint, —e?)

f'(t) = (e'(cost — sint), e’ (sint + cos t), 2)

f"(t) = (e'(—2sint), e’ (2cost),0)
(OF, f'(t)) = 2¢* cost(cost — sint) + 2e* sint(sint + cost) — 2e* = 0
(OF, f"(t)) = —4e* sint cost + 4e* sint cost 4+ 0 = 0
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7 Krivost atorze prostorovekfivky

7.1 Priklad.
UrCete kfivost atorzi kfivky f(t) = (¢,12,¢%).
Reent.
Pro kfivost »c atorzi T kfivky f plati:
I > £

16 o= ~J 1
(9 7P

YA
& YA

V naSem pripadé mame:
£ty = (1,2t,3t%), f"(t)=(0,2,6t), f"(t)=1(0,0,6)
£/l = V1442 + 94, f x " = (617, —6t,2)

1 2t 3t2

0 6t
0

2 =12
0 6

L), £"@®), " ()] =

29t 4+ 92 + 1
x(t) = T,
(9t* + 482 + 1)

t) 12 3
T = =
494 +9t2+1) 9+ 92 +1

ProtoZe je kfivost, resp. torze nenulova, nemlize nakfivce existovat inflexni, resp.
planarni bod.

7.2 Priklad.
UrCete kfivost atorzi kfivky f(t) = (acosht,asinht,at), kdea > 0.

Regeni.
f'(t) = (asinht,acosht, a)
f"(t) = (acosht,asinht,0)

f"(t) = (asinht,acosht,0)
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FHOIES aV/sinh? ¢ + cosh®t + 1 = aV/2cosh?¢ = a\/2 cosh ¢
f'(t) x f"(t) = a*(— sinht, cosh t, —1)
If' () x f"(t)] = a®V/sinh?t + cosh?¢ + 1 = a®v/2 cosh

sinht¢ cosht 1
[F'(t), f"(t), f"(t)] = a®|cosht sinht 0| =a®
sinht cosht 0

Tedy podle (16) a(17)

) a?v/2cosht 1
y4 = =
a32v/2cosh®t  2acosh?t
3 1
7(t) -

"~ 2a%cosh®t  2acosh?t
Vidime, ze plati »c = 7.

7.3 Priklad.
Urcete kfivost atorzi kfivky f(t) = (r cost, rsin t,t2), kder > 0.

Regeni.

f'(t) = (—rsint,rcost,2t)
f"(t) = (—rcost,—rsint,?2)
1" (t) = (rsint, —rcost,0)

£ ()l = \/7”2 sin®t + 72 cos?t + 4t2 = \/7‘2 + 4¢2
F(t) x f"(t) = r (2(cost + tsint),2(sint — t cost), r)
I£/(t) % f"@)| = r/4 + 4t2 + 12

—sint cost 2t
[f'(t), f"(t), f"(t)] = r?|—cost —sint 2| = 2tr

sint —cost 0
Tedy podle (16) a(17)
rv4 + 42 + r2
w(t) = ——————5—
(12 + 412)2
2tr? 2t
(1) = -

2442 +r2) A4 4242
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7.4 Priklad.
UrCete kfivost atorzi kiivky f(t) = (cos®t,sin® ¢, cos 2t).

Regeni.

3 3
f'@) = (—3 cos? tsint, 3sin’ ¢ cos ¢, —2sin 2t) = sin 2t <—§ cost, 5 sin t, —2>

3 3 3 3
f(t) = sin 2t <— sint, 3 cost,0 ) + 2cos2t <—§ cost, = 5 sint, —2>

3 3
" (t) = 2cos 2t 81nt,§cost 0) +sin2t <— cost, ' "3 sint,O) +

2

+2 cos 2t <gsmt,§c0st 0) — 4sin 2t <—gcost gsint,—2> =

1
=4cos 2t gsmt;coMO +sm2t<—cost 25sint,8>

9 9 )
I/ ()] = |sin 2t|\/z cos?t + 1 sin?t 44 = §|Sin 2t|

f/(t) X f”(t) — sin2 2t <3 cost,—3sint, —%)

1
I1£/(t) x f"(t)]| = 3sin® 2t\/c052 t+sin?t + % = Z5 sin? 2t
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LF/@), £ (@), £ ()] =
sin 2t ( 5 cost, 5sint, —2

2cos2t( Cost,ismt —2) +sm2t(2s1nt s cost 0) =
4cos2t( smt 5 cost 0)+sm2t( cost, —Esmt,8)

s1n2t( 2 cost7 2 sint, —2) s1n2t( 5 cost, 5sint, 2)
= 2cos2t( %cost gsmt 2) + 2cos2tg——cost ?smt ) +
4cos2t( sint, 5 cost, 0) sm2t(2 cost, ——551nt 8)

sin 2t ( 2 cost 5 sint, 2) sin 2t (—% cos t, 2 sint, 2)
+ | sin2t ( smt cost 0) + | sin2t (% sin t, 2 cost 0) =
5

4 cos 2t ( sin t, 5 cost 0) sin 2¢ (7 cos smt 8)
9 —cost sint —1
= 3 sin® 2t | sint cost 0|==sin®t
cost —sint O
Tedy podle (16) a(17)
15 9 .3
sin? 2t 6 sin® 2t 8
%(t) = = T(t) = 235

% |sin2¢[3  25[sin 2¢| S5 sin? 2t ~ 25sin 2t

7.5 Priklad.

Naleznéte funkci g(t) tak, aby kfivka f(t) = (acost,asint, g(t)), kdea > 0,
byla rovinna

Regent.

Narovinné kfivce je kazdy bod planarni, tj. torze kfivky je v kazdém bodé nulova
Vzhledem ke vzorci (17) musi tedy platit [f/, f”, /'] =0

f(t) = (—asint,acos t7g,(t))
f"(t) = (—acost, —asint, ¢"(t))
f”/(t) = (a sint, —acost g///( ))

—asint  acost  ¢'(t)
0=1[f@),f" ), f"(t) =|-acost —asint ¢"(t)| =a? (g/”(t) +g/(t))
asint —acost ¢"(t)
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Dostavame diferenciani rovnici tfetiho fadu, konkrétné homogenni linearni rov-
nici s konstantnimi koeficienty:

§"(t) +4/(6) = 0

Prisludna charakteristicka rovnice matvar A3 + X = A(\ —i)(\ +1) = 0, tedy
fundamentélni systém rovnice je dan funkcemi

g1 =¢e"=1,90 = e cos(1-t) = cost,gs = "sin(1 - t) = sint.

Obecnym FeSenim je tedy funkce g(t) = ¢1 + ¢ cost + cgsint.
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8 Parametrické vyjadreni plochy

8.1 Priklad.
Helikoid" miize byt definovan jakozto plocha hlavnich norméa &roubovice

g(u) = (cosu,sinu,u), u € (—o0,00).
UrCete parametrické vyjadreni této primkové plochy a ukazte, Ze teCna rovina
plochy se podé tvorici pfimky méni.

g
g//(
g x (¢ x g") = (2cosu,2sinu,0)

Regeni.

u) = (—sinwu, cosu, 1)
u) = (—cosu, —sinu,0)

Hlavni normé&la Sroubovice méatedy smérovy vektor (cos u,sinu,0) aprot € R
jsou jgi parametrické rovnice
ng(u) = g(u) +t- (cosu,sinwu ,0) = (cosu + tcosu,sinu + tsinu, u)
=((1+t)cosu, (1 +t)sinu,u)
Pouzijeme-li transformaci (1 + t) « v, dostavame obvyklou parametrizaci heli-
koidu
f(u,v) = (vcosu,vsinu,u),
kde u,v € (—o0, 00).
Z predchoziho je zfgimé, ze parametrickymi kfivkami je pro ug = konst. pfimka
apro vg = konst. Sroubovice. Viypocitame normalovy vektor plochy:

0 0
h= a_i = (—usinu,vcosu,1), fo= Z?_Z: = (cos u,sin u, 0)
f1 X fo=(=sinu,cosu,—v), |[|f1 X fo| =V 1+ 02
1 :
ny = ————=(—sinu,cosu, —v
! 1 —|—v2( )
Normalovy vektor

1
nglug) = ———
7o) = =g
podél tvorici pfimky u = uy méni svllj smér v zavidosti nawv, tudiz seteGnarovina
podél tvorici pfimky meéni.

(— sin ug, cos ug, —v)

Kinematicky tato plocha vznikéa Sroubovym pohybem primky, ktera kolmo protina osu $roubo-
vého pohybu.
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8.2 Priklad.

Obecna kuzelova plocha je dana pevnym bodem a proménnym vektorem. UrCete
jeji parametrické vyjadreni a dokazte, ze tetna rovina se podél tvorici primky
nemeni.

Regent.

Uvazujme pevny bod P a proménny vektor b(u). Potom parametrické vyjadreni
primky se smérovym vektorem b(u) aprochézejici bodem P je vzhledem k para

metru v tvaru
f(u,v) = P+ v-b(u).

Tim jsme také obdrzeli dvouparametrické vyjadreni obecné kuzelové plochy. Vy-
pocitame smérovy vektor normaly této plochy:

fl(u7v) :v-b/(u), fg(’u,,’l)) :b(u)7 (fl X fz)(’u,,’l)) :v'b/(u) X b(u)

Smeérové vektory normal

v b (ug) % blug)
jsou podél tvorici pfimky u = ug kolineérni v zavisosti nav, tudiz seteCnarovina
podél tvorici pfimky nemeéni.

8.3 Priklad.
Obecnéa valcova plocha je urcena kfivkou a pevnym smérem. UrCete jgji parame-
trické vyjadreni a ukazte, ze teCnarovina se podé tvorici pfimky neméni.
Regen.
Uvazujme pevny smér ¢ a rovnici kfivky ~(u). Potom parametrické vyjadreni
primky se smérovym vektorem ¢ a prochazejici bodem kfivky ~(u) je vzhledem
k parametru v tvaru

flu,v) =~(u) +v-q.
Tim jsme také obdrzeli dvouparametrické vyjadreni obecné valcové plochy. Vy-
pocitame smérovy vektor normaly této plochy:

fl(uvv) :’Y/(u)7 fg(’u,,’l)) =q, (fl X f2)(uvv) :’Y/(u) X q
Smeérové vektory normaly
v (u) X ¢

podél tvorici pfimky v = ug nezavisi na v, tudiz se tetna rovina podé tvorici
pfimky nemeni.
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8.4 Priklad.

a) UrCete parametrické vyjadreni rotacni plochy, ktera je dana rotaci kfivky = =
g(u) >0,y =0,z = h(u),u € I kolem osy z. Kdy rotaci dané kfivky dostavame
opravdu plochu?

b) Co vznikne rotaci polokruznice x = r cosu,y = 0,z = rsinu,u € (—g, g)
kolem osy =27

c) Napi&te rovnici plochy urtené rotaci kfivky A(z,z) = 0 kolem osy z. Kfivka
A leZi v poloroviné (7, z),z > 0.

(9(u), 0, h(w) K \
§ v X

y

Uvazujme parametr v € (0,27). Potom rotacni plocha je dana dvouparamet-
rickym vyjadienim:

Regeni.
a)

(18) flu,v) = (g(u) cos v, g(u) sin v, h(u))
Aby uvedena parametrizace odpovidala parametrizaci plochy, musi platit
fixfa#0

fi=(¢'(u) - cosv, g (u) - sinv, ' (u))
fo= (— g(u) - sinw, g(u) - cos v,O)
f1x fa=g(u)(—H(u)-cosv,—h (u) - sinv, g (u))

Protoze g(u) > 0, je pro existenci rotatni plochy postacujici podminka:
(19) (— N (u)cosv,—h' (u)sinv, ¢ (u)) # 0

Velikost tohoto vektoru je rovna /h/2(u) + ¢g"2(u) # 0, nebot (g(u), h(u)) je
parametrizaci rovinné kfivky. Proto se pro kazdé pfipustné v € I jedna o parame-
trizaci plochy.

146



b)
z Vyslednou parametrizaci bude parametrizace
sféry bez poll:

T = T COSUCOSvV

Yy = rcosusinv

Y,
/

z=rsinu

c) Proimplicitni vyjadieni rotacni plochy stati provést dosazeni & «— /22 + 32
Y

V2 + y?
Rotacni plocha marovnici

d/an
\J F(z,y,2) = A(V22 + 42, 2) = 0.

Urcité se jedna o implicitni vyjadfeni plochy, nebot plati:

OF = (g—{l?\/w?—ky% aAaj\/w2+y2,%—{l>
T Ox z

oz dy

aF:<8A x 0A y 8A>

0% \ /22 4 2 0% \Ju2 + 42 OZ

0A\?  [0A\?

8.5 Priklad.
UrcCete parametrické vyjadreni a rovnici anuloidu, ktery vznikne rotaci kruznice
x=a+bcosu,y =0,z =bsinu,u € [0,27),a > b kolem osy z.

Regeni.
§ @\ Podle predchoziho pi-
‘ kladu dostavame para-
0 w r metrické vyjadieni
(20) f(u,v) = ((a+ bcosu)cosv, (a+ beosu)sinv, bsinu)

Implicitni vyjadieni kruznice v roving (z, z) je dano rovnici (z — a)? + 22 = b2
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Tento tvar jesté upravime:
2?4+ 22 +a® — b = 2ax
(:132 + 22 +a% - b2)2 = 402>
Ted uz miizeme pouit dosazeni = «—— /22 + y2:
(22 +y® + 2%+ a> — 1°)° = 4d? (2 + ¢°)

Vysdednarovnice plochy 4. stupné je rovnici anuloidu.

8.6 Priklad. "

Rotaci Fetézovky x = a cosh —, y = 0, 2 = u kolemosy z vznikaplochanazyvana
a

katenoid (a > 0). NapiSte parametrické vyjadreni této plochy.

Regeni.

Z parametrického vyjadrfeni obecné rotacni plo-
chy (viz (18)) dostavame rovnice:

U
a x = acosh — cosv
x a
u .
Y y = acosh —sinv
a
z=u

TeCnou rovinou katenoidu v bodé [a, 0, 0] je rovina z = a rovnob&na s rovi-
nou yz.

8.7 Priklad. "
Kfivkaz = asinu,y = 0,2z = a [ln (tg 5) —|—cosu} u € (0,3)U (3,7),

a > 0senazyvatraktrix”. Jgi rotaci kolem osy » vznika plochazvana pseudosféra.
Napi&te jgji parametrické vyjadreni.

du’ du

’Prou = g plati z = a, 2 =0, <da: dz) s
Osa z je pro u — 0+ asymptotou, nebot

lim z =0, lim z = -0
u—0+ u—0+
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Regeni.

z
Z parametrického vyjadieni obecné ro-
tatni plochy (viz (18)) dostavame rov-
nice:
w T = asinu cosv
Y a Y . .
Yy =asmu sSinv
u
z=a [ln (tg 5) + cosu]

8.8 Priklad.
Napiste rovnici plochy dané parametricky

xr=x9+acosu cosv, y=1yo+bcosu sinv, z=z9+ csinu
ReSeni.

T — X Y —%Yo . Z— 20 .
= CcOS U COoS v, b = COS U SIn v, =sinu
a &

(z—20)?  (y—w0)® , (z—20)% _
a? + b2 + c2 N
= cos ucos® v + cos®usin® v + sinu =

= cos® u(cos® v + sin?v) +sin?u = 1

Uvazujme interval (0, g) Funkce z = a sin u je evidentné rostouci funkce. Pro z(u) plati:
1

/ 1 1 . 1 . cos? u
z(u)=a w5 —sinu) =af = —sinu | = a— >0
tg 5 cos?g 2 sin u sin u

Funkce z jetedy na ((), g) také rostouci. Kfivkatraktrix je symetricka podle osy x:

z =g(u) = asinu

g(m —u) = asin(r —u) = asin(u) = g(u)

= i (2E B o i () o] -

z
. =
=a {ln <tg1%) — cosu] =—a [ln (tg g) +cosu] = —h(u)

149



Jedna se o elipsoid se stfedem [z, yo, 20|, jehoz poloosy maji velikosti a, b ac.
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9 Prvni zakladni forma plochy

9.1 Priklad.
Ukazte, ze pfi vhodné volbé parametru « ma prvni zékladni forma rotatni plo-
chy (18) tvar du? + ¢2(u)dv?.

Regen.
fr=(9'(u) cos v, g (u)sinv, b (u)), fa= (- g(u)sinv,g(u)cosv,0)
g1 = (f1, f1) = g% () + h*(u)

g/
g12 = (f1,f2) =0
922 = (f2, f2) = g*(u)

Pro rotacni plochu vzdy plati g1 = 0, mlizeme tedy pro prvni kvadratickou formu
plochy psat:

Dy glldu2 + 2g1odudv + gggd’l)2 = glldu2 + gggd’u2.

g11 = 1 pro kfivku C' parametrizovanou obloukem.

9.2 Priklad.
UrCete délku kfivky u(t) = t, v(t) = 2t, t € [0, 3] na ploSe, ktera ma prvni
zakladni formu plochy

1
O du’ + 1 cos vdv?.

Regent.
Pro délku s oblouku kFivky na ploSe mezi body o parametrech ¢4, to plati

t

[ o () e (Y

s = g11 ar glzdt ar 922 a .
t1

V naSem pripadé tedy dostavame

(=T
I
S

s:/\/1—|—cos2tdt:ﬁ/costdt:\/?[sint]
0 0
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9.3 Priklad.
Najdéte ve spolecnych bodech odchylku kfivek C; a Cs naplose

f(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u),u € [-2,2],v € [0,27],
piicemz C1: u+v=0,Cy: u> —v =0.
Reseni.
Urc¢ime nejdrive koeficienty prvni zakladni formy plochy:

f1 = (sinhwucosv,sinhusinv, 1), fo = (—coshusinv,coshucoswv,0)

g11 = (f1, f1) = sinh®u + 1 = cosh? u
g12 = (f1, f2) =0
922 = (fo, f2) = cosh®u
Pro priisetiky kfivek musi platit «> = —u, neboli u; = 0, ug = —1. Spoletné
body tedy maji soufadnice (0,0) a(—1,1).
Uvazujme nasledujici parametrické vyjadreni kFivek:

Cr: g(t) = (tv _t)mg,(t) - (17 _1)
Cy: h(t) = (t,1%), 0/ (t) = (1,2t)

Pro odchylku « plati, ze

/ gir - 912 1T
s (4292 eco)

/ gi1 912 / T ’ gi1 912 ’ T
\/g o (42 92) o) W o (42 92) ooy

(1 — 2t) cosh® u| |1 — 2t
cosa = = >
V2 cosh? u\/(l + 412) cosh? u V28t

(21) cosa =

V bodé (0, 0) dostavame odchylku v = arccos 1 arccos Q =
V2 2
3 3
V bodé (—1, 1) dostavame odchylku o« = arccos —— = arccos .
(=11 y T 10

éﬂklﬂ
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9.4 Priklad.
Naleznéte ortogonalni trajektorie vrstvy kfivek u = ce? naplose

f(u,v) = (ucosv,usinv,u + v).
Reseni.
Urc¢ime nejdrive koeficienty prvni zakladni formy plochy:

f1 = (cosv,sinv, 1), fo=(—usinv,ucosv,1)

g1 = (f1, f1) = cos?v +sinfv+1=2
g12 = (f1, f2) = —ucosvsinv + usinvcosv+1 =1
g22 = (f2, f2) = u?sin®v + u?cos®v +1=u? +1
Jako te€ny vektor k uvazované vrstvé mtizeme vzit napr. (u, 1), nebot plati:

d 1 1
ce’dv = du = S S
du ce® u

Potom podle (21) musi platit:

0t ) ()

(2u + 1)du + (u® +u+ 1)dv =0
2u+1

dv=——"F""—""du
w4+u+1

2 1
v:—/Ldu:—ln\u2+u+1|+konst.
w+u+1

9.5 Priklad.

UrcCete plodny obsah ¢asti obecné rotacni plochy (18). Na zakladé vypocitaného
vzorce urCete plosny obsah rotacni vacové plochy, rotani kuzelové plochy a
anuloidu.

Regeni.

Plosny obsah je uren vzorcem

(22) / / 11922 — g2, dudv
D
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Z prikladu 9.1 plyne, Ze g11922 — 932 = g (w) (g (u) + h%(u)).
Obsah rotatni plochy pro u € [u1,us], v € [0, 27]:

r= " [ stV T i) ] ao -

1

=27 /u2 g(u)v/g?(u) + h'%(u) du

1
Rotacni valcova plocha (a je polomér podstavy, b je vyska):

f(u,v) = (acosv,asinv, bu), g(u) = a, h(u) = bu,g'(u) = 0,h'(u) = b
1 1
P:27r/ av/ 0+ b2 du:27r/ ab du = 2mab
0 0

Rotacni kuzelova plocha (a je polomér podstavy, b je vy3ka):

f(u,v) = (aucosv,ausinv, bu), g(u) = au, h(u) = bu, g’ (u) = a,h'(u) = b
1 271
P= 271/ auy/a? + b? du = 2way/ a? + b? [%] = mway/ a? + b?
0 0
Anuloid (uvazujme parametrické vyjadreni (20) ze strany 147):

f(u,v) = ((a+ bceosu)cosv, (a+ beosu)sinv, bsinu)

g(u) = a+ beosu, h(u) = bsinu, g'(u) = —bsinu, h'(u) = bcosu

2m
P = 271/ (a+bcosu)\/bzsin2u+b2c052udu =
0

= 21b [au + bsinu]d" = 27b(27wa) = 4nab

9.6 Priklad.
Najdéte obsah kfivocarého Ctyfhelnika naplose f(u,v) = (v cosu, v sinu, au)
ohrani¢eného kfivkami v = 0, u = 1, v = 0, v = a.
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Reeni.
Obsah budeme pocitat pomoci vzorce

[[ gz~ gty dudvide D = .11 x .
D

f1 = (—vsinu,vcosu,a), fo= (cosu,sinu,0)

gu = (f1, 1) = v2sin? u + v? cos® u + a® = v® + a?
912 = (f1, f2) = —vsinucosu + vsinucosu + 0 =0

g22 = (f2, f2) = cos®u + sin®u =1

a 1
/ \/v2+a2dudv:/ [/ \/az—l—vzdu] dv =
o LJo

D
= [u]é/ Va2 +v?dv= % [v\/az + 02 + a®Injv + v/ a? +v2\]z =
0
= % [a ~aV2 +d*In(a + av2) — a® lna] = %az [\/i—k In(1 + \/5)]
9.7 Priklad.

UrcCete obsah horni poloviny ¢asti sféry ohranicené Vivianiho kFivkou.
Reeni.
Podle zadani uvazujeme horni polosféru, tj. u € [0, 3], v € [0, 27]:

f(u,v) = (rcosucosv,rcosusinv, rsinu)

f1 =r(—sinucosv, —sinusinwv,cosu), fo = r(—cosusinv,cosucoswv,0)

g11 = (f1, f1) = r(sin® u cos® v + sin® usin® v + cos? u) = r?

g12 = (f1, f2) = r2(sinu cos usin v cos v — sinu cos usinvcosv + 0) = 0

2

g22 = (fa, f2) = r2(cos® usin® v 4 cos® u cos® v + 0) = 2 cos® u
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Vivianiho kfivka je podle pfikladu 5.4 ze strany 133 urena vzta-
hem:

cosu(cosu — cosv) =0

cosu —cosv =0

Pfi vypoCtu vyuZzijeme toho, Ze staci uvazovat jenom polovicni
obsah plochy, ato prov € [0, 7). Podle vzorce (22) plati

P:2//VT4cos2ududv:2r2//cosududv:
D D

, (3] 3 . (37 13
=2r / / cosu du| dv=2r / [smu] dv =
0 v 0 v

jus

— 9.2 [ 71 _ — 2
=2r (1 —sinv) dv = r*(m — 2)
0
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10 Druha zakladni forma plochy, asymptotické kfivky

10.1 Priklad.

Naleznéte planarni body naplose z = 22 + 1°.

Regeni.

Oznatmen = % jednotkovy vektor normaly ah;; = (n, f;;) koeficienty
1 2

druhé zakladni formy plochy. Potom pro planarni body plati:
hi1 = hig = hoa =0
Parametrické vyjadieni plochy dané explicitné z = 2% + ¢® matvar

flu,v) = (u,v,u3 + 1)3)

fr= (1,0,3u2) Jix fa= (—3U2,—32)2,1)
fa=(0,1,3v%) 1 % foll = VOul + 907 + 1
= 6
f11 = (0,0, 6u) hir = (n, f11) = . U i
fi2 =(0,0,0) Vour + 90t +1
f22 = (0,0,60) hiz = (n, fi2) =0

6v
_ 1 2 g2 has = (n, f
"= Vout + 90t +1 (—3u » —3v ’1) 2 = (n, f22) Vout +9vt +1

hit=hia =hos=0 < u=0Av=0

Planéarnim bodem na dané ploge je tedy bod (0, 0).°

10.2 Priklad.
Naleznéte planarni body na ploSe dané explicitné z = ¢(x, y).

%Je zfejme, e pro vypotet planarnich bodl stati pouze smérovy vektor normaly libovolnée
velikosti.
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Reeni.
Budeme postupovat analogicky predchozimu prikladu:

f(u,v) = (’LL,’U,(,D(U,U))
1= (1’079090)7 Ja = (0’17909)

fi x fa=(—pu, =0y, 1), |Ifi X foll = /2 + 92 +1

1
hi1 = (nvfll) = 7/ Yuz
fll:(0707(pxx) /(7052”—1_(’032/—1_1
f12 = (0707Q0xy) 1

_ hiz = (n, fi2) = ————="¢
fo2 = (0707()0yy) 12 ’ Y
. ( Y Vertep 1
n=—F— "%z, =Py 1
VP2 +1 h22=(naf22)=T‘<Pyy
\Jezt+ey+1

hit1=hi2=ha2 =0 & Qo= Qzy =Py =0
Planarnim bodem nadané ploSejetedy bod, proktery plati ¢, = @2y = @yy = 0.

10.3 Priklad.

Naleznéte sférické body naplode » = z2 + y2.

Reeni.

Ve sférickém bodg je druha zakladni forma plochy nenulovym konstantnim néa-

sobkem prvni zakladni formy plochy. VypoCitefme nyni tyto kvadratické formy
pro zadanou plochu, jeiz parametrické vyjadieni matvar”

Flu,0) = (u,v,u° +0%)

f1=1(1,0,2u) f1 X fa=(—2u,—2v,1)

f2 = (0,1,2U) Hfl X fg” =V 4u? +4’U2 +1

4Stejné jako v prikladech 10.1 a10.2 by statilo uvazovat normalovy vektor libovolné velikosti.
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2

1 =1+ 44> f11 = (0,0,2) hy = - .
g12 = 4uv f12=1(0,0,0) dut - dv
, his = 0
goo =1+ 4v f22 =(0,0,2) 5
2u, —2v,1 hoo =
(22w, ~20,1) 2 qu? + 40?2 + 1
\/4u2+4v2+1

Ve sférickém bodé musi platit ¢ - g1 = ¢ - duv = his = 0, kde ¢ # 0. Proto

(23) u=0

v=0~0

A protoze musi také platit ¢ - g11 = hy1 ac - gao = haa, mliZzeme psit

hu _ g
hos 22
B 1+ 4u?
14 402
u? = v?
u = *+v

Vzhledem k (23) je jedinym sférickym bodem na ploSe bod (0, 0).

10.4 Priklad.

Naleznéte asymptoticke kfivky helikoidu f(u,v) =

Regeni.

fi=
f2 =

(—vsinu, v cosu,a)

(cosu,sinu,0)

fi1 = (—vcosu, —vsinu,0)
f12 = (—sinwu, cosu, 0)

f22 = (0707 0)
1

va? 4+ v?

n

(—asinu, acosu, —v)

(vcosu,vsinu, au).

f1 X fo = (—asinu,acosu, —v)
[f1 % fol| = Va* +v?
hi1 = (n, f11) =
a
hia = (n7f12) = \/ﬁ
has = (n, fa2) =0
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Pro body asymptotické kfivky plati

a
Py (u,v) =2—==dudv=0 < dudv=0
2(1,0) Va2 + v?
du=0Vvdv=0
u=Cc V=C

Asymptotické kfivky odpovidaji parametrickym kfivkam plochy u = ¢; (pfimka)
av = cy (Sroubovice).

10.5 Priklad.
Naleznéte asymptatickée kfivky katenoidu (viz priklad 8.6).

Regeni.

u u
f(u,v) = (acosh — cosv,acosh —sinv, u
a a

fi= (smh — cos v, sinh — sin v, 1) s fa= (—a cosh — sin v, a cosh — cos v, 0)
a a a

u u u . U
fix fo= <—a cosh — cos v, —a cosh — sin v, a cosh — sinh —)
a a a

u ) LU
= acosh — | — cos v, — sin v, sinh —
a a

u u
Ilf1 x fal = \/a2 cosh? — (cos2 v 4 sin? v + sinh? —>
a a

= \/a2 cosh? u (1 + sinh? g) = \/a2 cosh? u cosh? -
a a

a a
= acosh? ~
a
o 1
n = k(u) (— cos v, — sin v, sinh E) ykde k(u) = cosh

1 L !
fi1=- (cosh Y cos v, cosh Esinv,O) hi1 = —k(u) (—Cosh E) =
a a a “ ¢
fi2 = (— sinh < sin v, sinh L cos v, 0> hi2 = k(u) -0 =0
a a
foo = —a (cosh ¢ cos v, cosh v sin v, 0> hao = —ak(u) (— cosh E) =a
a a
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Pro body asymptotické kfivky plati

Do (u v)——l(du)2+a(dv)2—0 & dv 2—i
2\, - a - du o (12
v _ 1
du “a
a) @ = 1 == l-u—i—cl (pfimka),
du a a
)@ — _1 = 9 = —l -u + ¢ (primka).
du a a S
Asympt. kfivky proa = 1.
10.6 Priklad.

Naleznéte asymptatické kfivky pseudosféry (viz priklad 8.7).

Regeni.

f(u,v) = (asmucosv,asmusmv,a [ln (tg 5) —i—cosu]) ,
T T
ue (0.5)u(5:7)

. 1 1 1 i
flz acosucosv,acosusiv,a - | — - —-i—smu =

U oog2 U
tg 5 cos” 5
. a .
= (acosucosv,acosusinv, — —asinuy ) =
sinu

. acosu
= [ acosucosv,acosusinv, —
sin

fo = (—asinu sinv,asinucosv,0)

Pro vypoCet asymptotickych kfivek neni orientace normaly podstatna, proto mi-
Zeme absolutni hodnotu ve vyrazu |cos u| vynechat:

2 2

f1 X fo = (—a®cos® ucos v, —a® cos> usinv, >

sin u cos u)

If1 % fall = a®Vcostu + sin? u cos? u = a®|cos ul

n = (— cosucos v, — cos usin v, sin u)
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—2a cos usin® u — a cos® u>

sin?u

fi1 = (—a sin u cos v, —asin usin v,

. . . cos®u
= | —asinucosv, —asinusinv, —a | 2cosu +

sin? u
f12 = (—acosusinv, acos ucos v, )

fa2 = (—asinucos v, —asinusin v, 0)

Koeficienty druhé zakladni formy plochy:

3

. 9 . . 9 . cos” 1
h11 = asinwu cos u cos” v + asin u cosusin® v — 2a sin u cosu — a— =
sin u
3 ) 2
. cos” u sin“ u + cos® u Cos U
= —asinucosu — a— = —acosu - = —a—
sin u sinu sin u
his = acos?ucosvsinw — acos>ucosvsinw + 0 =0
hoy = asinucos ucos? v + asinucosusin? v + 0 = asinu cos u
Pro body asymptotické kfivky plati
—acosu 9 . 9 dv\? 1
®o(u,v) = ——— (du)” + asinucosu (dv)* =0 | — | = —
sinu du sin” u
du
dv = +—
sinu

Asymptotické kfivky jsou tedy dany rovnicemi®

u u
v:ln(tg 5) +c1, v:—ln<tg §)+c2.

10.7 Priklad.
Urcete dliptické, hyperbolické a parabolické body narotacni ploSe, ktera vznikne
rotaci explicitné dané funkce z = g(z), =z > 0 kolem osy z.
Reeni.
Parametrické vyjadreni kfivky: x = u, z = g(u)
Rotacni plocha:
flu,v) = (ucosv,usinv, g(u))

. B S 1-— 2
SUvedeny tvar rovnic ziskame pouZitim vzorce tg o = S —cosca
1 + cos2a
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fi = (cosv,sinv, g/ (u)) f1 % fo = (~ug(u) cos v, ~ug/(u) sinv, u)

fa = (—usinv,ucosv,0) Il f1 % fol = u/g?(u) + 1

/!
fi1=1(0,0,9"(u)) Iy = Z&
f12 = (—sinwv, cos v, 0) g% (u) + 1
fa2 = (—ucosv, —usinwv,0) his =0
_ 1 / / . h o ug/(u)
n= W (=g’ (uw) cosv, —g'(u) sinv, 1) 22 ZOES

Klasifikaci bodli na ploSe provedeme pomoci determinantu

hi1 hio
hiz  hao

ug'(u)g" (u)

"= g?(u) +1

= hirhay — hiy =

eliptické body (h > 0): g (u)g"(u) >0

a) ¢'(u) >0,¢"(u) >0 rostouci, konvexni
b) ¢'(u) <0,¢"(u) <0 Kklesgici, konkavni
KfivkaleZi mezi tetnou a osou rotace.

hyperbolické body (h < 0): g (u)g"(u) <0

b) ¢'(u) <0,¢"(u) >0 klesgici, konvexni
TeCnalezi mezi kfivkou a osou rotace.

parabolické body (h = 0): g (u)g"(u) =0

a) ¢'(u) =0 tetnajekolmanaosu rotace

b) ¢"(u) =0 napt. inflexni body funkce g(x)

%
N
a) ¢'(u) >0,¢"(u) <0 rostouci, konkavni /<
N
74
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Je zZ'gime, Ze se nemusi vzdy jednat o inflexni body, pokud ¢”(u) = 0.

10.8 Priklad.
Ukaizte, ze vechny body plochy z+y = 2 jsou parabolické. Urete asymptotické
kfivky na plose.

Regent.
Parametrické vyjadreni plochy:

f(u,v) = (u3 —v,v,u), f1 = (3u2,0, 1), fo =(-1,1,0)

fix fa=(-1,-1,36), |[fi x fol = 2+ 9u?

—6u
i = (6u,0,0) hi1 = (n, f11) = ———
' 7
f12 =(0,0,0) V2 + 9ut
fa2 = (0,0,0) hiz = (n, f12) =0

haa = (n, fa2) =0

Protoze vyraz hijhaa — h3, je pro kazdy bod na ploge nulovy, viechny body
na ploZe jsou parabolické.®

—6u

(I)Q(U, 'U) = W(du)z + Odudv + 0(dv)2 = 0
u

(du)®> =0

du=0

Asymptotickymi kfivkami jsou parametrickéktivky v = c, tedy pfimky z+y = ¢?
rovnobézné srovinou xy (z = konst.).

5V kazdem bodg plochy je tedy préavé jeden asymptoticky smér.
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11 Hlavni kfivosti, Gaussova a stfedni kfivost plochy

11.1 Priklad.
Naleznéte hlavni sméry ahlavni kfivosti helikoidu f (u, v) = (v cos u, v sinu, au).

Reseni.
Podle prikladu 9.6 a pfikladu 10.4 plati
911:a2+v2 g2 =0 goo =1
a
hi1 =0 hlzz\/ﬁ hog =0

Diferencialni rovnice sité hlavnich kfivek’:

gudu+ giadv  giadu + goodv|
hiidu + hiadv  hiodu + hoodv|

(a® +v?)du dv 1
1 d 1 dul = Va2 + v2du? — ﬁdzﬂ =0
Va2 + 02 Va2 2 vas+v
1
2 2
du” = ey
uz:l:ln‘v—l—\/a2+v2‘ +c
Pro hlavni kfivosti »; o plochy plati:
2 2 a
»(a® +v _—
xgi1 —hiy xgi2 — haa| _ ( ) Va2t _
#g12 — h12 7922 — h2a e ”
va? 4+ v?
2/ 2, 2 2
a”+v7) — 55— =
A ) a? +v?
a
4y ¢
12 a? + v?
Stredni kifivost H = 3¢ + 209 =0
Gaussova kfivost K —¢ a4 o’
= M1y = . = —
27 22 g2 402 (a? 4 v?2)?

dv? —dudv du?

g11 gi12 g22
h11 hi2 ha2

"Ekvivalentni zplisob vyjadreni hlavnich smérll je pomoci rovnice =0.
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11.2 Priklad.

Necht je dana prvni a druha kvadraticka forma plochy (g;;), (hij). Dokazte, ze
parametrické kFivky jsou hlavnimi kfivkami, prave kdyz plati 1o = hi12 = 0.
Regeni.

Uvazujme parametrické kfivky u = ¢; av = ¢y, které se dotykaji smérli (0, dv)
a(du,0).

” ”

=" Hlavni sméry jsou kolmé, musi tedy platit

g11a1b1 + g12(agby + a1b2) + gozasbe = 0
0+ gi12(dudv+0)+0=0
g12 =20
Hlavni sméry jsou sdruzené, musi tedy platit
hi1a1b1 + hia(agby + a1bs) + hosasby = 0

0+h12(dudv+0)—|—0:0
hi12 =0

” ”

«=" Diferencialni rovnice sité hlavnich kfivek:

gi1du + giadv  gradu + goadv . B -
hiidu + hiadv  hyadu + hoodv| g11heodudv — gaohyydudv =0

(g11h22 — ga2hi1)dudv =0

du=0 VvV dv=0

u=:Cc V= C2
_ ho  hin . o
g11h2oe = goh1y = — = — =c¢ jednaseo sféricky bod
922 g11

h11 = hoo = 0 jednaseo planarni bod
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11.3 Priklad.
Naleznéte hlavni kfivosti anuloidu

f(u,v) = ((a + bcosu) cosv, (a + bcosu)sinv, bsin u)
apomoci Gaussovy kFivosti urcete eliptické, hyperbolické a parabolické body.
Reseni.

f1 = b(—sinucosv, —sinusin v, cos u)

fa = (a+bcosu)(—sinv, cosv,0)

Koeficienty prvni zakladni formy plochy:

g11 = b%(sin? u cos? v + sin? usin? v + cos® u) = b
g12 = b(a + beosu)(sinusinv cosv — sinusinvcosv + 0) = 0

g22 = (a + beosu)?(sin? v + cos? v 4 0) = (a + bcos u)?

fi x fa =0b(a+ bcosu)(— cosucosv,—cosusinv, —sinu)

1 % fall = b(a + beos u)V/cos? ucos? v + cos? usin v + sin u =
=b(a+ bcosu)

n = (— cosucos v, — cos usin v, — sin u)

f11 = b(— cos ucos v, — cos usin v, — sin u)
fi2 = b(sinwusin v, — sin u cos v, 0)

faa = (a + beosu)(— cosv, —sinwv,0)

Koeficienty druhé zakladni formy plochy:

hi11 = b(cos® ucos? v + cos® usin® v + sin® u) = b

hi2 = b(—sinucosucosvsinv + sinucosucosvsinv + 0 = 0

haa = (a + bcos u)(cos u cos® v + cos usin® v + 0) = (a + beosu) cos u

kg1l — hi1 kg2 — hi2
kg12 — hi2  Kgaa — hao

kb? — b 0
0 k(a4 bcosu)? — (a + bcosu) cos u

K2b(a + bcosu) + k(—a — 2bcos u) + cosu = 0

=0
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a + 2bcos u + Va? N 1 cos U
Rl = —. RO = ———
2b(a + bcosu) YT T At beosu

K12 =

cos u
—_ b b
b(a T boos ) (@>b= (a+bcosu) > 0)

vidime, Ze naanuloidu miizemerozlisit véechny tfi typy bodl (vysledek srovngime
s prikladem 10.7):

Z Gaussovy kfivosti K = kiko =

a) eliptické body (K > 0) prou € (O, g) U <3§,2w>

b) hyperbolické body (K < 0) prou e (E 3”)

3T K=0
279 K<o/@\K>o
o B T 3T \9/
C) parabollcke bOdy (K = 0) prow € {27 9 } K=0

11.4 Priklad.
UrcCete Gaussovu kFivost libovolné rotaéni plochy

f(u,v) = (g(u) cos v, g(u) sin v, h(u)), g(u) > 0.
Regen.
V prikladu 9.1 jsme spocitali:
f1= (g (u)cosv, ¢ (u) sinv, A (u)), f2=g(u)(—sinv,cosv,0)
g = g% W) +h?w), g12=0, g2 =g*(u)

f1 % fa = g(u) (—h'(u) cosv, —h'(u) sinv, g’ (u))

11 % fo|l = g(w) v/ g"*(uw) + B2 (u)
! ! —h(w) sinw, ¢'(u
1= e (I ) cos I () im0, (1)

f11 = (¢"(u) cos v, g" (u) sin v, h" (u))
f12 = ¢ (u)(—sin v, cos v, 0)
fa2 = g(u)(

—cos v, —sinwv, 0)
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K oeficienty druhé zakladni formy plochy:®

1 / " ! /
it = et (4 001'(0) — ) )

1 / / . / .
hia = ORI g (u) (W (u) sinvcosv — h'(u)sinvcosv +0) =0
R S—V )

9" (u) + W (u)
Pro Gaussovu kfivost plati:
1

o huaha — 1 _ g A P (G0N0 g ok ()
g1z = 91 ¢?(u) (9 (u) + 2 (w)
(24) K = MR () = () (w)
g9(u) (9" (u) + h'(u))
11.5 Priklad.

UrcCete Gaussovu kfivost pseudosféry (viz priklad 8.7).
Reeni.
Parametrické vyjadreni pseudosféry:

f(u,v) = (asmucosv,asmusmv,a [ln (tg 5) —i—cosu]) ,

v (03)0 (5

Gaussovu kfivost budeme pocitat podle vzorce (24) z pfechoziho prikladu, pro
vypoCet jednotlivych derivaci mlizeme pouzit mezivysledky prikladu 10.6:

g(u) = asinu, ¢ (u) = acosu,g”(u) = —asinu

h(u) =a [ln (tg %) + cos u]
2

acos” u
/
h(u) = —
sinu
,, cos®u —2a cosusin®u — acos’ u
h"(u) = —a | 2cosu + —— = — =
sin” u sin® u

—acosu
= — — acosu
sin“ u
8Protoze g12 = hi12 = 0, odpovidaji hlavnim kFivkam parametrické k¥ivky rotatni plochy, tzv.
rovnobézky a poledniky (viz priklad 11.2).
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W (u )(9’(U)h”( ) = g" (W' (u))

K = g
) (g2 () + h2(u))?
acoszu 2coszu 9 9 3 costu
- 5 acosu+acosu a” | ———
sin sin® u sin® u 1
. 9 o 2cosf*u 2 5 s cos* u a?
asinu | a?cos? u + a? —— a®sinu - ——
sin“ u sin® u

Pseudosféra mé tedy konstantni zapornou Gaussovu kfivost.”

11.6 Priklad.
Najdéte stfedni a Gaussovu kfivost rotacni valcove plochy.

Regent.

Parametrické vyjadieni rotaCni valcoveé plochy s podstavou o poloméru r:
f(u,v) = (rcosv,rsinv, u)

ProtoZe pro rotacni plochy plati g2 = hi12 = 0 ahlavnimi k¥fivkami jsou parame-

trické kfivky (viz priklad 11.4), jsou hlavni kfivosti:

K1 = pro hlavni kfivku odpovidajici kruznici (rovnobézka)

1
T
0 pro hlavni kfivku odpovidajici pfimce (polednik)
1
H:I{1—|—I{2:;, K =K1k =0

Nas (vahu roz&ifme o vypocet pomoci vzorce

hi1has — hi, _ g11hoo — 2g12h12 + g22h11

K= 2 2
911922 — 979 911922 — 912

Y
pricemz zménime tradicni orientaci normaly nasmeér fo x fi:
f1=10(0,0,1), fo=(—rsinv,rcosv,0)

fax f1 = (rcosv,rsinv,0), |[f2x fi||=r, n = (cosv,sinv,0)

9Sviij nazev dostalatato plocha pravé proto, Ze sférao poloméru r makonstantni kladnou kfivost
1

r2
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g =1 f11 =1(0,0,0) hi1 =
g12 =10 f12 =1(0,0,0) hig =

goo =7 fa2 = (—rcosv, —rsinwv,0) hog = —r

K:%:O, H:LO—H): 1
r

r2 r
Jetfebas uvédomit, ze druhazékladni formaplochy je zavidanaorientaci plochy!

11.7 Priklad. .
Vypoctéte prvni adruhou zakl adni formu paraboloi du $—+y— =2z,p#0,q #0.

b q
UrcCete jeho Gaussovu kfivost. Dae urCete hlavni sméry a hlavni kfivosti v bodé
(0,0,0).

Regeni.
Parametrické vyjadreni paraboloidu a parcialni derivace:

u2 U2 u v
o= (g ) 8= (105) = 010)

f11=<070,1>7 f12 =1(0,0,0), f22=<07071>
P q

u v u?  v?
fix fa = (——,——,1> NP Y
P q P q

1 < U v >
N (Y
u? w2 r q

— 4+ —=+1
p? ¢

Koeficienty prvni zakladni formy plochy:

u2 uv ’02
gu=1+—=, gu=—, go=1+—5
p pq q

Koeficienty druhé zakladni formy plochy:

1 1
hi1 = , hi2=0, ho =

u?  v? u?  v?

pil—+—=+1 g \|—=+—=+1
p? ¢ p? 2
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Gaussova krivost:

1
u?  v?
) pe| s+—=5+1
g - hathee —hyy pe o a _ 1
g11922 — 9%2 1+ u? n v? n u?v? u?v? u? 2 2
—_— —_— _— _— 1 . .
2 @2 pg? 22 P4 + 7 + 2

Parabolické body (K = 0) na dané ploSe neexistuji.
Pro pq > 0 sejedna o elipticky paraboloid (ve vSech bodech plati K > 0).
Pro pq < 0 sejedna o hyperbolicky paraboloid (ve viech bodech plati K < 0).

Hlavni kfivosti v bodé (u,v) = (0,0):
911(0,0) =1,  12(0,0) =0, ¢22(0,0) =1

1 1
h11(0,0) = ];7 h12(0,0) =0, h92(0,0) = p

1
kg1l —hi1 Kg12 — hiz| H_]_g 0 252_<1 1> 1
p q

1
= K+—-—-—=0
kg2 — iz Kgae — hao 0 k_-= P q

q
PN . o . 1 1 ey
Hlavni kfivosti v bodé (0,0) tedy jsou k1 = p aky = 7 V pripadé p = ¢ se
jedna o sféricky bod™©.
Hledgjme hlavni sméry odpovidgjici kfivostem k1, ko. Plati:

(kg11 — hi1)du + (kg2 — hig)dv =0
(kg12 — hi2)du + (kg2a — hog)dv =0

10V takovém pFipadé dostavame rotaéni paraboloid.
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Pro xy — - v bodé (0,0) plat
p

<l—l>du+0-dv:0
p D

0-du+ <1—1>dv:0
P q
Odpovidajicim smérem je smér

(du,0) ~ (1,0)

Pro kg — - v bodé (0,0) plat
q

<l—l>du+0-dv:0
qa p

0-du+ <1—1>dv:0
q 4
Odpovidajicim smérem je smér

(0,dv) ~ (0,1)
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12 Obalka soustavy ploch

12.1 Priklad.
Urcete obalku dvouparametrické soustavy sfér o konstantnim poloméru r se stfedy
vroving z = 0.

Reeni.
Kazdy stfed sféry dané soustavy ma soufadnice [u, v, 0], kde u, v jsou parametry
soustavy. TudiZz miizeme psat rovnici soustavy :
F(x,y,z,u,0) = (x —u)?+ (y —v)2 + 22 =12 =0
Potom

OF OF
%——2(1’—?0—0 — =2y—v) =

r—u=20 y—v=20
Po dosazeni do rovnice soustavy F' dostavame:

2 —r?2=0

z = *+r

Obalkou dané soustavy sfér je dvojice rovnobéznych rovin, jejichz vzdaenost od
roviny z =0 jer.

12.2 Priklad.
UrcCete obaku dvouparametrické soustavy sfér
2, .2
F(z,y,z,u,v) = (z —u)? + (y —v)? + 2% — 4 ;—U =0.

Reeni.

oF oF

%:—2(ac—u)—u:0 %:—2(11—21)—21:0

u = 2T v =2y
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Po dosazeni do rovnice soustavy F' dostavame:

o 4x? 4 4y? _

2?4yt 2 - 5 —2? =+ 22 =0

?+y*—22=0

Charakteristickou mnoZzinoujerotacni kuzelovaplocha. V pfipadéobal ky soustavy
vynechame vrchol kuzelové plochy, ve vrcholu se totiz ngjedna o plochu.

12.3 Priklad.
Naleznéte obalku rovin v |. oktantu, které na soufadnych osach vytingji Ctyfstén
o0 konstantnim objemu.

Regent.
Obecnou rovnici roviny miizeme psét jako z
1
ar+by+cz—1=0. -
&
Tato rovina pro a,b,c # 0 vytina Ctyfstén s vrcholy
[0,0,0], [£,0,0], [0,4,0] a[0,0,1]. Pro objem &tyi- .
sténu plati 5
1 y
pfa 00 1 =
VZEO 7 0 :6—b:k0nst Q
0 0 1 aoc
¢ X
1 , . .
Proc = bV dostavame dvouparametrickou soustavu rovin
z
25 F b) = b _1=
(25) (#.5,7,0,0) = az +by + s =1 =0
Zderivujeme podle parametrll soustavy
oF ___x _, oF ___z g
da 6a2bV a7 sab?v
z z
YT a2y Y= san2v
a dosadime do rovnice soustavy
z z z
b —1=0
“6a2bV * 6ab?V + 6abV
Z  _1=0

2abV
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Dostavame parametrické rovnice obaky

z B 2abV —ix— z B 2abV _i
6ab2V  6ab2V 30’7 642DV 642V 3a

z=2abV,y =

arovnici obalky

11 2
= ——2 ‘/ = — ‘/'
Tz 3a 3b ab 9

12.4 P¥iklad. .y
UrGete obélku dvouparametricke soustavy elipsoidtl = + 2+ = 1,a,b,¢ > 0
C

a? = b2
takovych, zea - b - ¢ = konst.
Regent.
ProtoZze k = abc je konstantni, 1ze vyjadfit ¢ pomoci parametrll a, b (¢ = %) a
dosadit vztah do rovnice dipsoidu. Tim ziskame rovnici soustavy:

2 2 2 2 2 a2b2z2

Y 2y

a2b?
Zderivujeme podle parametrll soustavy

OF 2 2+2ab22 0 OF 2 2+2a2b2
_— = — _— = _— = — — z
9a ~ a3 K2 b~ Y TR
4b2
xzzakz 2 yzza 2
a dosadime do rovnice soustavy (26)

23,2 272 272
a*b* 5 a*b* 5 a*b

2 _
k2z+k22+k22_1_0
272
3—ak222:1
2 _ k?
3a2bh?

Potom miizeme psat
a'b? K21, ,  a?t K21
rTr = —— = —Q y = —F——FF = =
k2 3a20%2 3 k2 3a20%2 3

Protoze k = abe, pak
ab*ct 1,
= — =
3a2b2 3
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Rovnice obaky

12.5 Priklad.
Nalezné&te obalku sfér konstantniho polomérur, jejichz stiedy |eZi nadanéploge S.**

Reeni.
Méame plochu S danou parametricky f(u,v). Oznatme w = (z,vy, z). Rovnice
soustavy sfér je uréena skalarnim soucinem

F(z,y,2z,u,0) = (w = f(u,0),w = f(u,0)) =% =0

Jgji parcidni derivace podle parametrll soustavy (tj. parametrli plochy):

g_izz(w—ﬁ—f;):Oi(w—f)—]—f;
2_522<w_f,_f;>:o;»<w—fuf;

Tedy (w — f) || n,*? tj. obalka je dana rovnici w = f + t - n. Dosazenim do
rovnice soustavy dostavame rovnici obaky (tn,tn) = r2, neboli ¢t = +r. Obaku
vytvorime tak, ze na normaly plochy naneseme GUsecky délky r (na obé strany).
Odtud plyne nazev ekvidistantni plocha.

12.6 Priklad.
UrcCete obalku jednoparametrické soustavy rovin

F(z,y,z,t) =z +t2y + 2 — 2t = 0.

Regent.
Obalkou musi byt rozvinutelna primkova plocha.

OF
Co—oty—-2=0
ar <Y
1
t:_ay#o
Y

HTato obalka je oznaovana jako tzv. ekvidistantni plocha
2, znagi normalovy vektor plochy f
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Dosadime do rovnice soustavy:

1 2
r+—-—+2z—-=0
Y Y
1
r——+2=0

Y
zy+z2y=1

Obalkou dané soustavy rovin je tedy hyperbolicka valcova plocha

12.7 Priklad.
Y2

Nad tétivami elipsy % + 2= 1 v roviné z = 0 rovnob&znymi s osou y jako
priimérem sestrojujeme sféry. Najdéte jejich obalku.

Regeni.
Yy S = [t7070]
/ W odminka pro polomér: 2 r =1
S = B A
b2
b? ﬁtz = r?
Soustava sfér:

F(z,y,z,t) :(x—t)2+y2+22—r2:0
b2
Fla,yzt)= (@t +y? +22 — 0+ 52 =0 t€(-a0)

Parcialni derivace podle parametru ¢:

OF v?

b2
a

b2
—$+t<1+—2> =0
a
2

a
_a2+b2w
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Dosadime do rovnice soustavy:

2 2 2 4,2
9 a 9 9 9 b a*x
1— —— —b ————==0
o ( a2+b2> Ty e +(12(6124-172)2

b2 2 ab?x?
2 2 2 2
<a2 —|—b2> y ‘ (a2 + b?)?2

b2 b? N a? T S SRS
(a2 4+0%)2 (a2 +b2)?
1,2 y2 22

v Y L
a2+b2+b2+b2

Obalkou soustavy je tedy rotacni elipsoid.

12.8 Priklad.
Najdéte obalku jednoparametrické soustavy ploch

(=02 4+ @y—r)2+22 =] [z =)+ (y+7)2+ 22— =0,
kder = konst.

Reeni.
Oznatme levou stranu zadané rovnice jako F'(z, vy, z, t). Potom

86—};:—2(1'—t) (=t +(y+r)+2°2—r"] -
2z -t [(z—t) P+ @y-r)P+22-r)] =0
86—1;:—4(36—15) [(w—t)2+y2+22] =0

Rovnost %—IZ = 0 plati ve dvou pfipadech:

l.z—t=0
Potom pro F(x,y, z,t) plati:

(=1 +22 =] [y +7)* + 22 =] =0

Obélku tvori dvé valcove plochy, jejichz osy jsou rovnobézné s osou .
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. (z—t)*+y*+22=0
Rovnice x = t, y = 0, z = 0 vyhovuji rovnici soustavy ajedna se 0 osu z.
TudiZ toto FeSeni nam nedava obalku'®.

12.9 Priklad.

Naleznéte obalku sfér konstantniho polomeéru r, jgjichz stfedy |eZi na dané prosto-
rové kfivce C'. Jedna se o tzv. rourovou plochu uréenou kfivkou C' apolomérem r.
Reeni.

Méame kfivku C' danou parametrizaci obloukem f(s). Oznatme w = (z,y, 2).
Rovnice soustavy sfér je urfena skalarnim soucinem

F(z,y,2,8) = (w— f(s),w — f(s)) —r* =0.
Jgji parcidni derivace podle parametru soustavy (tj. parametru kfivky):

oF
S = —2(w — f(s),e1) = 0= w = f(s) + Aez + pe3
Dosadime do rovnice soustavy sfér:

()\62 + pes, Aeg + ueg) = r?

N (ez, €2) + 2Mpu(e, e3) + i (es, e3) =7
Nyp?=r

2

2

V normalové roviné kfivky C' setedy jedna o kruznici se stfedem v bodé kfivky a
polomérem r, obakou je tedy trubovita plocha urCena kfivkou C' a polomérem 7.

12.10 Priklad.
DokaZte, Ze obakou oskulatnich rovin prostorové kivky bez planarnich bodl je
jeii plocha tecen.

1Charakteristicka mnozina neni obalovou plochu také napt. pro soustavy:
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Reeni.
Méame kfivku C' danou parametrizaci obloukem f(s). Oznatme w = (z,y, 2).
Rovnice soustavy oskula€nich rovin je urena skalarnim soucinem

F(x7y7273) = (w - f($)7€3) =0
4 o > d O v 7
Z Frenetovych vzorcu plyne, Ze ? = —7Tesy, T # 0, proto muzeme psat
S

oF

5 = (w— f(s),—Tea) =0

Musi proto platit, Zew — f(s) jekolménaes, es, neboli (w— f(s)) || e; aobakou
je plocha tecen dané kfivky.

12.11 Priklad.
UrcCete obalku a hranu vratu jednoparametrické soustavy sfér

F(wayazat):(w_t)2+y2+22—1:0.

Regeni.

F(z,y,z,t) = (x — )2+ 94>+ 22 —1=0

OF
S = —2a—1) =0

ReZenim uvedenych rovnic je vacovaplochay? + 22 = 1.
2

L F
Hrana vratu neexistuje, nebot %7 =—-2=+£0.

12.12 Priklad.

UrcCete obaku a hranu vratu jednoparametrické soustavy rovin
F(z,y,z,t) = xsint — ycost + z — bt = 0.

Regeni.

Nejdfive budeme hledat parametrické vyjadrfeni hrany vratu:

F(z,y,z,t) = xsint —ycost +z —bt =0

oF t+ysint —b=0
—— = xCos ysint — b =
ot
*F int+ t=0
—F — —IS1n Yycost =
ot?

181



PoloZzme z = bt, potom prvni atfeti rovnice jsou ekvivalentni a spolecné s druhou
rovnici davaji soustavu:

rsint —ycost =0

xcost+ysint =0,
jgimzieSenimjex = beost,y = bsin t. Hranavratu jetedy kfivkasparametrizaci
(bcost,bsint, bt).

Z teorie diferenci@lni geometrie ploch vyplyva, Zze obalkou je plocha teCen hrany
vratu:

xr = bcost —vbsint
y =bsint + vbcost
z = bt + vb

oF

Ové&ime dosazenim parametrizace obaky do rovnic F' =0 a i 0:

F =sint(bcost — vbsint) — cost(bsint + vbcost) + bt + vb — bt =
bsintcost — vbsin®t — bsintcost — vbcos®t + vb = —vb 4 vb = 0
OF

e =cost(bcost — vbsint) + sint(bsint + vbcost) — b =

beos’t — vbsintcost + bsin®t + vbcostsint —b=b—b=0
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13 Isometricka zobrazeni

13.1 Priklad.

Rozhodnéte, zda zobrazeni (z,y, z) — (x,y,0), které kazdému bodu rotatniho
kuzele z2 + y? = 22,z > 0 prifadi bod v roving z = 0, jeizometrii.

Reeni.

Uvazujme napriklad ¢ast tvofici pfimky kuzele (¢,0,t) prot € (1,2). Tato Usecka
madélku v/2 av daném zobrazeni se zobrazi nasetku v roving (¢, 0, 0), kterama

prot € (1,2) délku 1. Tudiz zobrazeni neni izometrii, nebot nezachovava délky
kFivek.

13.2 Priklad.
Necht je dana ¢ast katenoidu (po vyjmuti jednoho poledniku)

f(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u), wue€[0,27),v € (0,27)

acast helikoidu

f(u,v) = (ucosv,usinv,v), wu € [0,2m),v € (0,2m).

Ukalte, ze zobrazeni f(u,v) — f(sinhu,v) jeizometrii. Které kfivky naheliko-
idu odpovidaji v tomto zobrazeni rovnobézkam a polednikiim katenoidu?

Regent.
Pro katenoid plati (viz priklad 9.3)

g11 = cosh®u, g2 =0, g =cosh’u
Pro helikoid v reparametrizaci ¢(u,v) = (sinhu, v) plati*

f1 = (coshu cos v, cosh usin v, 0), fo = (— sinh usin v, sinh v cos v, 1)

Jgi1 = cosh? u cos® v + cosh? usin? v + 0 = cosh? u
g12 = —sinhu cosh usin v cos v + sinh u cosh usinvcosv +0 =0

go2 = sinh? usin® v 4 sinh? wcos? v + 1 = sinh® u + 1 = cosh? u

“Uvedommessi, Ze plati J(y) # 0.
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Koeficienty prvnich z&kladnich forem plochy jsou stejné, tudiz se jedna o izome-
trické plochy a dané zobrazeni je izometrii.®

Rovnobézky na katenoidu u = ¢ = konst. se zobrazi na kfivku © = sinhc¢ =
konst., coz na daném helikoidu pfedstavuje Sroubovici. Poledniky na katenoidu
v = ¢ = konst. se zobrazi na kfivku v = ¢ = konst., coz na daném helikoidu
predstavuje tvorici primku.

13.3 Priklad.
Uvazujme plochu'®

flu,v) = (ucosv,usinv,Ilnu)

ahelikoid

f(u,v) = (ucosv,usinv,v).

UkaZte, Ze Gaussovy kfivosti v bodech f(u,v) af(u,v) jsou stejné, ale Ze zobra-
zeni f(u,v) — f(u,v) neni izometricke.'” Dokazte, ze neexistuje mezi danymi
plochami izometrické zobrazeni.

Regeni. .
Vzhledem k pfikladu 11.1 je Gaussova kfivost zadaného helikoidu —m
akoeficienty prvni zakladni formy plochy jsou gi1 = 1, iz = 0, Goo = 1 + u?.
Dée pro plochu f(u,v) plati

1
f1 = (cosv,sinwv, E),fz = (—usinwv,ucosv,0)

1
g1 =1+ —,g12 = 0,92 = v*
u
1
V14 u?

5Bijekce je dana rovnosti parametrfl. Pfisludna izometricka deformace (viz napf. [1]) ma pro
t €0, %) tvar

f1 X fa = (—cosv,—sinv,u),n = (—cos v, —sinwv, u)

fHu,v) = cost-f(u,v—l—t)+sint~f(sinhu,v+t— g) ,

pricemz fO(u,v) = f(u,v) af% (u,v) = f(sinhu,v). |zometrii ploch f*(u,v) |ze snadno ovéit
vypoctem prvni zakladni formy plochy.

16V anglicting setato plochanazyva,, thefunnel surface*. V &edtiné se pouzivanazev , trychtyfova
plocha".

Obréacena implikace k Theorema Egregium obecné neplati. Specianim pripadem jsou plochy
s konstantni Gaussovou kfivosti, kde opatné tvrzeni plati.
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1 1

= (0,0, —— = -
f11 = (0,0, u2) 1 w1+ u2
f12 = (—sinwv, cos v, 0) hi2 =0
. u
fo2 = (-ucosv, —usinwv,0) 2 = Vita?
1
K hithag — hi, _ Tke? L

g9 — g  1+ud  (1+u?)?
Gaussovy kfivosti obou ploch setedy rovngji, ale vzhledem ke koeficienttim prvni
zakladni formy plochy neni dané zobrazeni izometrické.
Nyni predpokl adejme, ze existuje ng akéi zometrické zobrazeni f (u, v) ~— f(i, D).
Potom se musi rovnat Gaussovy kFivosti, tj.
1 1

i = — = ~::l:
1+u2)?  (1+a2)? v

Necht o = ¢(u, v), €imz dostavame parametrizaci

J(Eu, o(u,v)) = (Fucos o(u, v), £usin p(u,v), ¢(u,v))
fl = (£ cos ¢ F up1 sin p, +sin ¢ + upy cos , p1)
fz = (:FU<P2 sin , Fups cos @, 902)
g1 =1+ (1 +ud)(p1)% g12 = (1 + u?)p1pa, Goz = (1 + u)*(p2)?
V zhledem k rovnosti koeficientti prvni zakladni formy plochy musi platit soustava:

Pt w) () =14
(14 u?)p1p2 =0
(1 + P (ga)? = o

Z druhé rovnice dostavame, Ze p; = 0 nebo ¢ = 0, cozZ po dosazeni do prvni a
tfeti rovnice soustavy vede ke sporu. Tim jsme dokazali, zeizometrické zobrazeni
danych ploch nelze sestrgjit.
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14 Geodetické kfivky na plose

14.1 Priklad.
Spocitete Christoffelovy symboly helikoidu

flug,uz) = (ug cosuy, ug sinug, uy)

a urcete rovnice geodetik na této Sroubove plose. Jsou parametrické kfivky geo-
deticke?

Regeni.

) f11 = (—ug cosuy, —ug sinug, 0)
f1 = (—ugsinuy, ug cosuy, 1) :
f12 = (—sinwuy, cos uq,0)

fo = (cosuy,sinug, 0
( ) f22 = (07070)

Odvodime Christoffelovy symboaly:

fii =Thfi+T%4 fo+ hun
(27) fi2 =Tiyf1 + Tl fo + h1an
fa2 = T3y f1 + T3 fo + hian

(—ug cosuy, —ugsinug,0) = I‘}lfl + Fflfz + h1in

(—sinuy,cosuy,0) = [l fi + Tl fo + hian
(07 0, 0) = I%2]01 + P%2f2 + hoan

Skalarni soutin s f1 a fo (vyuzijeme mezivysedki z prikladu 9.6):

0=(ui+1)-T},+0-T% —uy =0-T} +1-T%
uy = (ud +1)-Ti, +0-T'% 0=0-T'l,+1-T%
0= (u3+1) T3 +0-I, 0=0-T3 +1-I%,
1 _ 12 _pl 2 2 _ 1 U2

Iy =11 =T =1%=0, I =—us, Flz—m
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Vypodet |ze také provest jen z koeficientll prvni zakladni formy plochy pomoci
vzorce'®

d9;i 89 g;k 2
(28) E gzz< . ”? aqjl ) = E gLkt
=1

du;

kde matice G~ = (g” 912> jeinverzni k matici G = <g” gm)_ Zigmé
gi2 G922 gi2  g22
plati
Lk = Tiji, (Fik,rik) = (Tjk1,Tjra) - G
Pro helikoid dostavame

dg11 B 9912 9912 0922 0922 dg11

6u1 N 6u1 - 8’&2 - 8’&1 - OUQ :07 8’&2

= 2UQ

1 1
T :§(O+0—0):0 I‘11225(0—1—0—2u2)=—u2
1 1
F121:§(2“2+0—0):U2 I‘12225(0—1—0—0):0

1 1
F221:§(0+0—0):0 F222:§(0+0—0):0

1
— 0
(T11.T%1) = (T111,T112) - G = (0, —up) <146“§ 1)

:>P1—O Pll__ 2

_1_
(T12,T39) = (T121,T122) - G~ = (ug,0) <1J6“5 )

1 w2 2
:>P12:1—|——u27 P12:0

2
L0
(P527P32) = (D221, T222) - G = (0,0) (146% 1)
1 2
— I3 =0,I% =0

V zhledem k rovnicim pro paralelni pfenos

dU1+Z duj_ 0 dU2+Z du]_

7.7_ ,‘]_

Byvedomme si, Ze kovariantni derivovani patfi do vnitfni geometrie plochy.
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jsou geodetické kFivky dany rovnicemi:

2
d?uy Il du; du; d%us o du; duj
29 — =0 — ri——=0
(29) e " ; 9odt dt ' dt? +,~§::1 Yodt dt
Puy o v dudy Puy - (du)*
de? 14wz dt dt de? dt
o S du1 d ul
Uvazujme parametrické kfivky u; = konst. = o O,T = 0. Potom
rovnice geodetickych kFivek jsou tvaru
d2’LL2
0=0, e 0

Tedy u; = ¢, uy = at + b jsou geodetické drahy. Jedna se o tvorici primky.

dUQ d2UQ

Uvazujme parametrické kfivky us = konst. = G 0, a2 - 0. Potom
rovnice geodetickych kFivek jsou tvaru
d2u1 du1 2

Pro us = 0 dostavame pfimku u; = at + b. Proug = ¢o # 0 dostavame u; = ¢;.
To je de stacionarni pohyb,™® ktery nedava kfivku.

Sroubovice y(t) = f(t, ¢y # 0) neni geodetickou kfivkou, tudiz jeji geodeticka
kivost je nenulova. UrEemesi j&ji geodetickou kfivost pomoci vztahu s, = || 72 ||
(viz definice na strané 93). Tento vztah plati pouze pro kfivky parametrlzovane
obloukem:

Y(t) = (cacost,casint, 1),y (t) = (—cgsint, cacost, 1)), |7 ()] = /1 + 3

t
S S
5= 1+a2dt, t=——, v8)=f|—m—,c
/o ? V1+c3 (=) V1+c3

Ze vztahu pro kovariantni derivaci (viz strana 84) a ze vztahu (30) dostavame
vektor geodetické kfivosti

D:<O—C22>, nebot %: du1:0

ds "1+ c3 ds 1+ ds?

Pyvzdy geodeticky pohyb
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V5 0 T
g =~ = (0, —25) | 1+ 3 0,—2 ) -2l
ds 1+c5 0 1 1+c5 1+c3

14.2 Priklad.
Spocitete Christoffelovy symboly anuloidu

f(u1,u2) = ((a+ bcosuy) cosug, (a + bcosuy) sinug, bsinuy )

a urcete rovnice geodetickych kfivek.

Regeni.

f1 = (—bsinuy cosuy, —bsin uj sinug, bcos uy)

fa = (—(a+ bcosuy)sinug, (a + bcosuy) cos uz, 0)
f11 = (=bcosuy cos uy, —bcosuy sin ug, —bsinuy)
fi2 = (bsinuy sinug, —bsin u; cos us, 0)
fa2 = (—(a + bcosuy) cos ug, —(a + bcosuy ) sin ug, 0)

Odvodime Christoffelovy symboly podle (27):

(—bcosuj cos ug, —bcosu sinug, —bsinuy) = Filfl + F%1f2 + hiin
(bsin ug sin ug, —bsin ug cos ug, 0) = Fbj} + F%2f2 + hiom

(—(a + bcosuy) cosug, —(a + bcos uy) sinug, 0) = T3y f1 + I35 fo 4 hoon
Skalarni soutin s f1 a fo (vyuzijeme mezivysedki z prikladu 11.3):

0=0*-T7, +0-T%
0=10%-T{,+0-T%,
bsinuy (a4 beosuy) = b* - Tiy +0-T3,

0=0-T7; + (a+bcosu)? T3,
—~bsinuy(a+bcosuy) =0-T1y+ (a +beosup)? - T3

0=0-T3 + (a+bcosus)? T3,
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bsin uy sin up (a + bcos uq)
My =I%=T},=T3%=0I},=—— T}, =
11 11 12 22 12 ot boosuy 2 b

Podle (29) jsou geodetické kfivky dany rovnicemi:

d?uy n (a+ bcosuy)sinug duy 2 _0 d%us 5 bsinup  duj dug _
de? b dt ) 77 dt? Ta+bcosu; dt dt

. S d 2
Uvazujme parametrické kfivky u; = konst. = % = 0, % = 0. Potom
rovnice geodetickych kFivek jsou tvaru

(a + bcosuy)sinug duy 2 _o d%us _0
b dt ) 7 A2
dUQ . . , .
a) Tk 0 = ug = ¢, tj. ngedna se o krivku.
. d?us . .
b) sinu; =0 = u; € {0,7}. Pak o = 0 dava us = kt + q. Jedna se
o vnitfni avngsi kruznici anuloidu. Jiné rovnobéZzky nejsou geodetikami.
v o s dUQ d2UQ
Uvazujme parametrické kfivky us = konst. = o 0, 2 - 0. Potom
rovnice geodetickych kFivek jsou tvaru
d2u1
Tk 0, 0=0

Tedy u; = kt + ¢, us = c. Poledniky jsou geodetickymi kfivkami.”

14.3 Priklad.
Urcete rovnice geadetickych krivek rotacni valcové plochy.

Reen.
Uvazujme rotatni valcovou plochu

f(u1,u2) = (cosui,sinui, uz), fi = (—sinwuy,cosuy,0), fo = (0,0, 1).

TudiZ g11 = sin? u; + cos?u; = 1,g12 = 0, goo = 1. Protoze koeficienty prvni
zékladni formy plochy jsou konstanty, vsechny jejich parcialni derivace jsou nu-
lové, neboli podle vzorce (28) jsou Christoffelovy symboly #*

Dplati pro kazdou rotatni plochu
21/ zhledem k vlastnostem izometrie | ze tvrdit, Ze Christoffelovy symboly libovolné rozvinutelné
plochy jsou nulové.
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F:h :F% :Fb :F% :Féz :F%2 =0

Rovnice geodetickych kFivek na rotatni valcové plose jsou vzhledem k vzorci
(29):

P _ d*up _ o
de? de?
uy = c1t + co, ug = dit + do, kdecl,c2,d1,d2jsou konst.

Pro ¢; = 0, d; = 0 nedostavame kfivku. Pro ¢; = 0, d; # 0 dostavame tvorici

primky vélcové plochy.
Pro c¢; # 0 mizeme dosadit 15 = d; i

. + ds do parametrického vyjadreni
valcové plochy a potom parametrické vyj éld?en’l geodetik je

d d
g(t) = <COS Uy, sin uq, —lul — 1_62 + d2>
C1 C1
Pficemz pro d; = 0 dostavame kruznice apro d; # 0 jsou geodetikami Sroubo-
vice.”?

14.4 Priklad.
Dokazte, ZzekFivkaje soutasné geodeticka aasymptoticka, prave kdyz jeto pfimka.

Regeni.

=" Pro body asymptotické kfivky plati, Ze oskulatni rovinav nich splyvastet-
nou rovinou nebo neni definovana. Pro body geodetické kFivky plati, Ze
oskulagni rovina v nich obsahuje normalu nebo neni definovana. Pro body
lezici na kfivee, ktera je zaroven asymptoticka a geodeticka, tedy plati, Ze
oskulaéni rovina v nich neni definovana, tj. jedna se o primkui.

"<" Pfimkaje asymptatickou i geodetickou kFivkou.

14.5 Priklad.
Dokazte, ze geodeticka kfivka je soucasné hlavni kfivka, pravé kdyz je to rovinna
kfivka.

28roubovice na helikoidu ovéem geodetikou nent, viz priklad 14.1.
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Regeni.

"=—" Necht kfivka~ parametrizovana obloukem je hlavni a geodetickou kFivkou
na ploSe. Potom

dn,  dvy d2y

O | N A a2 | sy,

kde n., jsou normaly plochy podé kfivky . Tedy plati

d2y d3y  de dn.,

@ = C(S)TL»Y’ @ = &nv + CE.
d3 o . . d d? .. . -
€ 7V leFi v roving urgene &L a S tedy kfivka vy je rovinna.?®
ds3 ds ~ ds?

"<=" Necht geodeticka kfivka je rovinnou kfivkou. Mame Frenetovy vzorce

dy __da de
ds b ds 2 ds !
; L d?y . e
V této roving lezi a2 || n (nebot v je geodeticka k¥ivka). Tedy

S
d

Ny = c(s) 2,% = %62 — cKep
dn

Ny = :l:e2,d—; = Frey

TakZe se jedna o hlavni kFivku.

23[7/7,}///7,}////] =0
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