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O jednom vyuziti pocitace
ve vyuce matematické analyzy:
Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Roman Plch, Brno

V soucasné dobé pocitaée ovliviiuji prakticky vSechny oblasti lidského Zivota. Cilem tohoto
¢lanku je pfedstavit jednu z netradi¢nich forem vyuky matematické analyzy a dostupny
software, vyuZitelny pro tento zpusob vyuky. V zavéretné casti jsou uvedeny ukazky
prikladt, ilustrujici tento zpisob vyuky a problémy vznikajici pfi nespravném pouZiti
poditacového systému.

1. Projekt CALC

Jednou z mozZnosti vyuZiti pocitac¢id ve vyuce je jejich uZziti v pocitacové laboratori
jako doplnku ke klasickym prednaSkam. Studenti se u¢i matematice za soucasné
komunikace s poéita¢em a s ostatnimi studenty. Tento systém je v soucasnosti testovan
na univerzitdch v USA v rdmci projektu CALC (Calculus As a Laboratory Course).
V ramci tohoto projektu jsou také pfipravovany nové uéebnice matematické analyzy,
priklady pro laboratorni cviceni, interaktivni uéebni texty a fada dalSich materia-
ld. Texty a materidly pro laboratofe jsou testovany jiz pét let a jejich pfedb&ziné
verze jsou dostupné od: D.C. HEATH and Co., 125 Spring St., Lexington, MA
02173, 800-235-3565. Zajemci o testovani mohou tyto materidly obdrZet bezplatné.
Nékteré z materidli jsou dostupné i prostiednictvim pocitacové sité INTERNET
(http://www.math.duke.edu/faculty/moore/pcalc.html).

Hlavni cile projektu jsou tyto: Studenti by méli byt schopni

(1) vyuZivat matematickych znalosti k pochopeni a feSeni problémi z praxe,
(2) vyuZzivat metod matematické analyzy k formulovani a feSeni problémi,
(3) vyuZivat poéitace jako nedilné soucasti procesu feseni ulohy,

(4) naudit se pracovat a udit se spole¢né.

Vlastni realizace: Pfednasky v reformnim kursu probihaji v mistnosti vybavené
demonstra¢nim poc¢itatem a projekénim rameckem, cviceni pak v pocitacové laboratofi
s vhodnym CAM!) systémem (viz déale). Studenti pracuji ve dvojicich, zpracovavaji
zadand data a snaZi se ziskané vysledky zobecnit. Diuraz je kladen na samostatné

!y Computer Aided Mathematics, systémy pro symbolické vypocty

RNDr. RoMAN PLcH (1964), katedra matematiky Pfirodovédecké fakulty Masarykovy
univerzity, Jani¢kovo nam. 2a, 662 95 Brno.
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uéeni studentii. Ukoly jsou voleny tak, aby jejich feSenim ziskali a upevnili si po-
tfebné matematické znalosti. K tomu slouZi zejména experimenty se zadanymi daty,
modelovani problémi, vyvoj metod feSeni problémi a ovéfovani spravnosti vysledk.
Na konci cvifeni odevzdéavaji vyplnény protokol (pfedtistény formulaf s otdzkami),
nékolikrat za semestr pak dlouhodobéjsi projekt, ktery fesi samostatné mimo vyuku.
Tyto projekty jsou pak rozhodujici pro udéleni zapoctu.

Dosavadni vysledky a hodnoceni projektu ukazuji, Ze studenti zahrnuti do projektu
dosahuji u zkousek lepSich vysledki a hlubsiho pochopeni latky nez studenti v tradic-
nich tfidach. V téchto tridach je ale na vy$§i Grovni pocetni zrucnost.

2. Systémy CAM

Predstavme si nyni nékteré z CAM systémil, pouzivanych v projektu CALC.
MAPLE V (Release 4) — projekt Maple se vyviji od 80. let v Maple Waterloo

Software (domovska stranka pro Web je http://wuww.maplesoft.on.ca) a d4 se Fici,

ze je prvnim z modernich systému, ktery v sobé kromé rozsdhlych algebraickych

manipulaci obsahuje i implementace numerickych metod, knihovny specidlnich funkci

a v neposledni fadé také velmi propracovanou grafiku (vSechny obrazky v tomto ¢lanku

jsou pfipraveny systémem Maple). Navic je diisledné oddéleno uZivatelské rozhrani

od vlastniho jadra systému. UZivatel ma také moZnost tvofit tzv. zapisniky, kde

lze kombinovat text, vstupy, vystupy i grafiku. Z téchto divodd je vhodny jak pro

zpracovani tkolt, tak pro vytvareni protokold (podporovana je i konverze do forméatu

I#TEX). Dalsimi vyhodami Maplu jsou jeho dostupnost pro prakticky viechny bézné

uZivané opera¢ni systémy (MS DOS, MS WINDOWS, SCO UNIX, BSD UNIX, SUN

Solaris, Macintosh, Silicon Graphics, Next, ...), pomérné nizké naroky na hardware

(2-6 MB RAM, 10MB mista na disku) a jasné a dobfe definovana syntaxe.
Shriime si do nékolika bodl zdkladni moZznosti systému Maple (jsou vlastni i ostat-

nim CAM systémtm).

e Maple umi pracovat s libovolné velkymi celymi &isly. Radové lze pouzivat &isla
s desetitisici ciframi.

o Numericky lze pracovat s libovolné zvolenou presnosti.

e Jednoduchym zpiisobem lze definovat vyrazy jako funkéni zavislosti, seznamy, mno-
Ziny atd.

e Riznymi zpisoby lze interaktivn& zobrazovat bodova data, kfivky, plochy (zadané
pfimo ¢i implicitng), sdruZzovat nékolik grafik, animovat apod.

e Maple ovlada veSkeré standardni procedury diferencidlniho a integralniho poctu,
umi fesit systémy linearnich, algebraickych i diferencidlnich rovnic, vSe analyticky
i numericky, v rozsahu pfevysujicim vyuku pro studenty odborné matematiky.

e Jsou implementoviny numerické metody, které lze automaticky (a se zvolenou
presnosti) aplikovat, kdykoliv analytické procedury nevedou k cili.

e Maple obsahuje velice bohaty programovaci jazyk se syntaxi blizkou Pascalu. Lze
v ném velice snadno definovat funkce, procedury i celé programové systémy. Ty jsou
pak plné pfenositelné mezi viemi implementacemi systému Maple.
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Na adresu support@maplesoft.on.ca je v pfipadé problémi mozno e-mailem zaslat
zaddost o pomoc. Domovska stranka Maplu je http://daisy.uwaterloo.ca. Zde
najdeme vSe tykajici se Maplu (seznamy literatury, ukdzkové zapisniky, oznameni
o konferencich atd.).

Mathematica (v. 3.0) firmy Wolfram Research Inst je zatim asi nejpouzivanéjsim
CAM systémem (diky velice agresivni obchodni politice a designu vyhovujicimu plné
inZenyrskym potfebam). V&tsina materidli projektu CALC je také uréena pro tento
systém. MoZnosti jsou obdobné jako u systému Maple. Domovska stranka archivu
programi a dopliujicich materidld Mathsource je http://www.wri.com.

Derive (3.0) firmy Soft Warehause je jednoduchy program pro symbolické vypocty,
ovladdany pomoci systému menu. Jeho jednoduchost a nizké hardwarové pozadavky ho
umoziuji pouZivat prakticky na jakémkoliv pocita¢i PC ihned, pouze po kratkém
zalkoleni (512 kB RAM, jedna disketovd mechanika, grafickd karta CGA a vySsi).
Domovské stranka je http://www.derive.com/derive.htm a problematikou Derivu
se zabyva diskusni skupina derive-news@mailbase.ac.uk.

3. Ilustraéni priklady

V dalsi ¢asti textu je uvedeno nékolik p¥ikladi z problematiky urCovani extrémi
funkci dvou proménnych, uréenych k samostatnému feSeni pomoci poéitace a jejich
feSeni pomoci uvedenych pocitacovych systéma.

Pi#iklad 1. Najdéte lokalni extrémy funkce z = z* + y* — 22 — 2zy — 2.

(K feSeni bylo pouZito systému Mathematica. Studenti byli v pfedchézejicich hodinéch
seznameni se syntaxi a zdkladnimi pfikazy systému.)

Nejdfive definujeme zadanou funkci:
In[1]:= z[x_,y_]:=x"4+y"4-x"2-2x y -y~2
Stacionarni body najdeme feSenim sousfavy rovnic
2, =42® - 22 -2y =0,
zy=4y3—2x—2y=0.
In[2):= a=Solve[{D[z[x,y],x]==0, D[z[x,y],yl==0},{x,y}]//Union
Outl2]= {{x -> -1, y -> -1}, {x > 0, y > 0}, {x -> 1, y -> 1},

(-1 - I"Sqrt[3]) Sqrt[i - I"Sqrt[3]] sqrt[1 - I*Sqrt[3]]
> X oy y Y 7> mmmmmmmmmm e },

> {x => ... }}
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Ziskali jsme tedy tfi stacionarni body P, = [-1, —1], P = [0,0] a P; = [1, 1], zbyvajici
kofeny jsou komplexni. Z vystupu programu Mathematica jsou uvedeny pouze redlné
a prvni komplexni kofen, zbyvajici komplexni kofeny jsou vypuStény. (Analogicky
jsou vypustény komplexni kofeny i v feSeni tohoto pfikladu pomoci souboru pfce.m).
Pomoci hodnoty vyrazu D(zo,Y0) = 2zz(Z0, Y0)2yy(Z0,Y0) — [2zy(Z0, Y0))? rozhodneme,
zda ve stacionarnich bodech nastiava extrém:

In[3]:

d:=D[z[x,y],x,x] Dlz[x,yl,y,yl-Dlz[x,y],x,y]1"2

In[4]:= d/.{all1]], all[2]], al[3]1}

Out[4]= {96, 0, 96}

Dostavame D(P,) = D(P3;) = 96 > 0 a podle znaménka z,, ve vySetfovanych bodech
rozhodneme o povaze extrému:

In[5):= D{z[x,yl,x,x] /.{al[1]1,al[3]1]}

Out[5]= {10, 10}

Tedy 2z (P1) = 2:¢(P3) =10 > 0 a v bodech Py, P; nastava ostré lokalni minimum
o hodnoté:

In(6]:= z[x,yl/.{all1]]1, al[3]1}

out[6]l= {-2, -2}

Funkéni hodnota 2(P,) = z(P3) = -2.

Protoze D(P;) =0, nemlizeme o existenci extrému na zdkladé druhych derivaci
rozhodnout. Postupujeme nésledujicim zptisobem: Funkci z upravime na tvar z(z,y) =
=z*+y* — (z +y)? Odtud z(—z,z) = 2z* > 0 pro z # 0. Na druhé stran& z(z,0) =
=z - 2% = 2%(1 —2%) < 0 pro z € (—=1,0) U (0,1). Tedy v libovolném okoli bodu
[0,0] funkce z nabyva jak kladnych, tak zdpornych hodnot, coz spolu s faktem, Ze
2(0,0) = 0, znamena, Ze v tomto bodé& lokalni extrém nenastava.

Zavérem si nechame zobrazit zkoumanou funkci (obr. 1) a pro ndzornost i jeji
vrstevnice (obr. 2).

Dlouhodobégjsim tkolem je navrhnout funkci, ktera otestuje stacionarni body a roz-
hodne, zda nastiva extrém, ¢i zda jde o sedlovy bod. (Jde vlastné o zautomatizovani
predchézejiciho postupu prostiedky programovaciho jazyka daného CAM systému.)
Tento kol je mozno zadat napiiklad v rdmci zadpoétového projektu. Ukdzka mozného
feSeni:
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Obr.1. z=2z"+y* — 2% - 22y — ¢* Obr. 2. Vrstevnice

(* pfce.m *)

SelectReal [rules_List,vars_List] :=

Module [{temp},
temp = vars/.rules;
Select[temp,VectorQ[#,Im[#] == 0&]&]//Union

SDTest [func_,{varl_Symbol,var2_Symbol},cpt_List]:=
Module[{cptlist,hessian,evalhessian,data,test},
cptlist = If[Length[Flatten[cptl] == 2, {cpt},cpt];
If[Head[cptlist[[1,1]]] === Rule,
cptlist = SelectReal[cptlist,{varl,var2}]];
hessian = Function[{varl,var2},Hessian[func,{vari,var2}]//Evaluate];
evalhessian = Apply[hessian,cptlist,{1}]//N;
data = Map[{Det[#],#[[1,1]1]1}&,evalhessian];
test = Which[First[#] < 0, "Saddle", First[#] == 0, "Inconclusive",
First[#] > O, Which[Last[#] > 0, "LocalMin",
Last[#] < 0, "LocalMax"]]&;
data = Transpose[{ test /@ data, cptlist }];
Map[# -> Cases[data,{#,x_} :> {varl -> First[x],var2 -> Last[x]}]%&,
{"LocalMin","LocalMax","Saddle","Inconclusive"}]

Grad[fun_,vars_List] := Map[D[fun,#]&,vars]
Hessian[fun_,vars_List] := Outer[D,Grad[fun,vars],vars]

Reseni predchézejiciho piikladu s vyuzitim souboru pfce.m pak vypad4 takto:
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In(7]:

<<pfce.m

In[8]:

gr=Grad[z[x,y], {x,y}]

3 3
OQut(8l= {-2x+4x -2y, 2x-2y+4y}

In[9]:= cp=Solvelgr=={0,0}, {x,y}]
Outf9]l= {{x -> -1, y -> -1}, {x -> 0, y -> 0}, {x -> 0, y -> 0},
>{x ->0,y->0} {x->1, y > 1},

(-1 - 17Sqrt[3]) Sqrtl[1 - I“Sqrt([3]] Sqrt[1 - I"Sqrt[3]]
> {x > -- e Ly > - -},

>{x -> ... }}

In[10]:= SDTest[z[x,yl, {x,y}, cpl

Out[10]= {LocalMin -> {{x -> -1, y -> -1}, {x -> 1, y -> 1}},

> LocalMax -> {}, Saddle -> {}, Inconclusive -> {{x -> 0, y -> 0}}}
Piiklad 2. Najdéte lokélni extrémy funkce z = 22 — 6zy + y3.

(K feSeni bylo pouZito systému Maple.)

> z1:=x"3-6*x*y+y~3;

z1:=2%—-6zy+9°

> cp:=solve({diff(z1,x)=0,diff(z1,y)=0},{x,y});

cp:={y=0,z=0},{y=2,z=2},
{y =RootOf(_Z2%>+2_Z +4),2 = —RootOf (2> +2_Z +4) -2}

> d:=z->diff(z,x$2) *diff (z,y$2)-(diff (diff(z,y),x))"2;

2 2
d:=z — diff (2, 2$2) diff(z, y$2) - (Bjay Z)
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> r:=z->diff(z,x$2);

r:= z — diff (2, $2)

> subs(cpl1],d(z1)); subs(cpli],r(z1));

—-36
0

> subs(cpl2],d(z1)); subs(cpl2],r(z1));

108
12

> save d,r, ‘pf‘;

Tedy v bodé P; = [2,2] nast4va ostré lokdlni minimum a bod P, = [0, 0] je sedlovym
bodem. Zbyvajici kofeny jsou komplexni.

Tlustraéni obrazky (obr. 3, obr. 4) byly vygeneroviny témito piikazy:

> with(plots):

> plot3d(zi, x=-1..3, y=-1..3,view=-10..10, axes=boxed, orientation=[-108,52]);

> contourplot(zl, x=-1..3, y=-1..3, contours=25, numpoints=2500, color=black,
> axes=boxed) ;

Obr. 3. z=12—6zy+y° Obr. 4. Vrstevnice

30 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 42 (1997), ¢. 1



#1:
| 2
d #14: —] Fix, y)
82: — F(x, y) : 3 y
dx #8: 6-x +3.y -9=0
#15: 6-y
#3: 6-x - 6-y 2
#9: -6y+3y -9=90 d d
d #16: — — Fix, y)
#4: — F(x, y) #18: y = -1 dy dx
dy
#11: y =3 #17: 6
2
#5: -6-x +3.y -9 2 #19: 36-y - 36
#12: —] Fix, y)
#6: 6-x-6-y=0 X #28: 36-3 - 36
17: TER #13: 6 #21:
2 3 d 2|
#18: DISCTNNT) B [—] F(x, g)]- -—] F(x, y) - |— — F(x, g)]
X y y dx

COMMAND : Build Calculus Declare Expand Factor Help Jump soLve Manage
Options Plot Quit Remove Simplify Transfer Unremove moUe Window approX

Enter option Derive XM

User Free:1808~ filgebra

Obr. 5. Obrazovka programu DERIVE
K reseni prikladd je mozno pouzit i jednodussiho systému DERIVE.

Priklad 3. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 3z% + % — 62y — 9y + 2.
Nejdiive definujeme funkci F(x,y):=3 x"2 + y°3 -6 x y - 9 y + 2 (viz obr. 5).
Daéle spoc¢itame prvni parcidlni derivace f: DIF(F(x,y) ,x) a DIF(F(x,y),y) (Pfikazy
muZeme zadavat i vybérem z menu.) Vysledek ziskdme stiskem klavesy implify.
(fz =6z — 6y, f, = =6z + 3y? —9).
Polozime f, = 0 (f4dek 6, okno 2) a fe$ime (sove) pro y (fadek 7). Dostavame
y = z. V fddku 8 pokldddme f, = 0. Jednoduchou substituci y za z dostdvame fadek 9.

s I3

)

Obr. 6. z =3z +y% — 62y — 9y + 2 Obr. 7. Vrstevnice
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Ten opét reSime (sove) a vysledkem jsou hodnoty y —1 a 3 na Fadcich 10 a 11.
Ziskali jsem tedy stacionarni body P, =[~1,—1] a P> = [3,3].

Potiebujeme spocitat druhé parcilni derivace fi;, fyy @ foy (Fadky 12, 14 a 16
s vysledky na fadcich 13, 15 a 17). Nyni definujeme D(zo,yo) (Fadek 18) a pomoci
implify ziskdvame 36y — 36 na faddku 19. Dosazenim (substituci) za y = 3 dosta-
vame D(3,3) = 76 > 0, a protoZe fir > 0, nastavd v bodé [3, 3] relativni minimum.
Vyhodnocenim D(—1,—1) = =72 < 0, a tedy bod [-1, —1] je sedlovym bodem.

Pfi feSeni loh poéditaCovymi systémy musime postupovat obezietné a vzdy kont-
rolovat, zda ziskané vysledky odpovidaji skute¢nosti. Déle jsou uvedeny pfiklady, pfi
jejichz feSeni poéitatovym systémem dostdvame netplné nebo nespravné vysledky.

Piiklad 4. Urcete lokalni extrémy funkce z = zyIn(2? + y?).

Pro urceni stacionarnich bodi je tfeba feSit soustavu rovnic

2z
. =yln(z® +9?) + 2y —— =0,
2z =yln(z® +y%) Y g

2y
— 2 2 —
zy=zln(z*+y )+avy$2+y2 =0

Tuto soustavu Mathematica netfesi, Maple vraci FeSeni P o = [0,+1] a P3 4 = [+1,0].
Niaslednym testem zjistime, Ze v téchto bodech extrém nenastava.

ResSenim jsou ale dale body Ps—s = [+1/v/2e, £1/v/2e]. Piiklad poté pomoci Maplu
doresime:

> read(pf);

2 2
d:=z — diff (z, z$2) diff(z, y$2) - (85811 Z)

r =z — diff(z, 82)

> z4:=x*y*1n(x"2+y~2);

74 := zyln(z? + y?)

> cp:={x=1/sqrt(2+E) ,y=1/sqrt (2*E)}, {x=1/sqrt(2*E),y=-1/sqrt(2+E)},
> {x=-1/sqrt(2*E),y=1/sqrt (2*E)}, {x=-1/sqrt(2+E),y=-1/sqrt(2*E)};

V2
JE
2

_1v2 _1v2 1
TR VE\TT e vE YT T2 VE

r =

N =
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> for i from 1 to 4 do

> alil:=simplify(subs(cpli], d(z4))):
> b[i] :=simplify(subs(cplil, r(z4))):
> od:

> {al1],b[1]1}, {al2],b[2]1}, {al3],b(31}, {al4],b[4]};
{472}a {47-2}7 {47"2}7 {472}

V bodech [1/v/2¢, 1/v/2¢] a [~1/+/2¢, —1/ /2¢] je tedy lokalni minimum a v bodech
[1/v2e, —1/VZ2] a [-1/v/2e, 1/+/2¢] lokdlni maximum.

)
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Obr. 8. z = xyln(z? + y?) Obr. 9. Vrstevnice

Priklad 5. Urcete lokdlni extrémy funkce z =1 — \/x? + y2.

Dana funkce nemd stacionarni body, nemuzeme tedy pouzit dfive uvedeny postup.
Pocitacové systémy nam pomohou pouze pii zobrazeni dané funkce. V bodé M|0, 0]

“ % 77 ’. N\
LN

& f;ff*;;' '0' 2 e
7 rses 0 0&6""
%ﬁg;,,i;,&q X

O
RO
000,00 03030
G0 09.99¢
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Obr. 10. z =1 - /a2 + 32
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neexistuji parcidlni derivace prvniho fadu, tedy bod M je bodem mozného extrému.
Pfirfistek funkce z(z,y) — 2(0,0) = —\/z? + y? je zaporny, tedy v bodé M]0,0] ma

funkce z maximum 2y = 1.

Piiklad 6. Najdéte lokaln{ extrémy funkce z = (22 + y2)e~(@*+v").

Refenim systému

zy = (22 — 2z(2* + yz))e‘("z*"yz) =0,
0 = (29— 20(a? +))e ) =0

ziskdvdme mnozinu staciondrnich bodr, kterd se skladd z bodu [0, 0] a bodd kruznice
2 +y% =1

Maple a Mathematica nachazeji lokdlni minimnum v bodé [0, 0], o existenci extrému
v bodech kruznice neuméji rozhodnout.

Pro ovéfeni dostateéné podminky v bodech lezicich na kruznici 22 + y? = 1 budeme
funkci z povazovat za funkci jedné proménné t = 2% +y?: z = te™!, pro kterou je
bod t = 1 stacionarnim bodem. Protoze 2" = (t — 2)e™! je pro t = 1 zdporna, m4 zde
funkce z maximum. Tedy funkce z(2,y) mé neostré maximum z,., = e~ v bodech
kruznice 2 + y? = 1.
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