Rozvoj geometrické predstavivosti na zakladni Skole

The development of geometric imagination at the middle
school

Jaroslav Beranek

Mezi dilezité aspekty reformy $kolské vzdélavaci soustavy v CR je diiraz na samostatnost
jednotlivych Skol, vyjadreny tvorbou jejich vlastnich Skolnich vzdélavacich programt. Je
proto samoziejmé, ze na tuto skutecnost musi byt ptfipravovani i budouci ucitelé vSech stupiti
Skol, v€etné studentl doktorskych studijnich programi s pedagogickym zamétenim. V tomto
prispévku se zaméfime na vzdeélavaci oblast ,,Matematika a jeji aplikace™. Uvedeme nékolik
uloh a problémi, které mohou rozvijet mySleni zakli v matematice. VSechny tulohy jsou
tématicky orientovany na geometrii, a to zejména na predstavivost. Nékteré jsou velmi
jednoduché, jiné vyzaduji od fesiteli znaénou davku pile a trp&livosti. Ukolem piispévku neni
samoziejm¢ podat podrobny metodicky rozbor jednotlivych uloh. Mnohde je uvedeno jen
feSeni se strucnym komentafem. Nekteré z téchto iloh mohou poskytnout i ndméty pro dalsi
teoretické uvahy. Poznamenejme jesté, ze prvnich tfinact uloh je pfevzato z [9], véetné
obrazkl, posledni tloha pak ze [2].

Uloha 1: ([9], 45. 1. Z4-I-1) Tii cihly ukladame ne sebe riznym zptsobem. Jaké rizné vysky
mohou mit tyto stavby? Rozméry jedné cihly jsou: délka 20 cm, §itka 15 cm, vySka 7 cm.

Resent: Jde o zajimavou ulohu, ktera rozviji prostorovou piedstavivost. Zaci mohou vyuzit i
manipulativni ¢innosti, napt. pomoci krabicek od zapalek. Pro zaky mlze byt rovnéz velmi
piekvapivé, kolik moznosti existuje. Vysky staveb mohou byt (vSechny tidaje v centimetrech):
21, 25, 29, 33, 34, 38, 42, 47, 51, 60. Teoretickou podstatou tlohy jsou kombinace tieti tfidy
s opakovanim ze tii Cisel 20, 15 a 7.

Uloha 2: ([9], 45. r. Z4-1-5) Honzik vystiihnul $est dild, které vidite na obrazku 1. Pomoci
kterych dilti mohl slozit vysledny Gtvar na obrazku 2? Nakreslete dvé riizné fesSeni.
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Reseni: Pocty étvereckll ve vystiizenych dilcich jsou 4, 5, 5, 5, 5, 5. Protoze vysledny utvar
obsahuje 15 ¢tverecki, nelze nikdy pouzit ke skladani dilek o ctyfech ctvereceich. Ze zbylych
péti dilkt jsou vZdy pouzity tfi. OCislujeme-li vysttizené dilky ¢isly 1 aZ 6 (,,zleva doprava a

1 2 3
shora dolu“, tj. 45 6 pak jedno feSeni je z dilka 3, 4 a 5, druhé pak z dilkt1 3,4 a 6. I zde

je procvicovana predstavivost s moznym vyuzitim manipulativni ¢innosti.

Uloha 3: ([9], 46. r. Z4-1-4) Na vnéjsich rozich hfi§t¢ tvaru Gtverce byly umisténé lampy
umélého osvétleni. Navrhnéte zplisob, jak miizeme dvojndsobné zvétsit plochu hiisté (tvar
¢tverce se ma zachovat), aby sloupy zlstaly stat mimo nové hfiste.



Reseni: Z hlediska teoretické podstaty jde o ,.klasicky* problém: Je-li dan &tverec o obsahu 1,
v tomto Ctverci spojime stiedy vSech jeho stran, dostaneme Ctverec o polovicnim obsahu, tedy
0,5. Lze se o tom presveédCit nejen vypoCtem pomoci Pythagorovy véty, ale i graficky
vhledem, znazornime-li v ptivodnim ¢tverci 1 obé Usecky spojujici sttedy protilehlych stran.
To je klicem k této uloze. Kazdym vrcholem plvodniho hfisté (umisténim lampy) vedeme
rovnobézku s uhloptickou piivodniho hfisté (neobsahujici tento vrchol). Priseciky vsech ctyt
rovnobézek budou tvotit vrcholy (rohy) nového hiisté, kde lampy budou umistény ve stfedech
stran.

Uloha 4: ([9], 47. r. Z4-1-6) Stryc Mrkvicka ryl zahradu tvaru obdélnika. Po dvou hodinach
praci prerusil a Sel na obéd. Jak dlouho bude muset jesté ryt po obéde, jestlize mu zistal
neporyty zdhon tvaru obdélnika s rozmeéry tfikrat mensimi nez ma celd zahrada?

Reseni: Kazdou ze stran zahrady rozdélime na tfi stejnd dlouhé &asti. Rovnob&zkami se
stranami zahrady vedenymi v dé€licich bodech ji pak rozdélime na devét shodnych obdélniki,

z nichz kazdy ma obsah roven é obsahu zahrady. Podle zadéani stryc Mrkvicka pted obédem

poryl celkem 8 z téchto deviti ¢asti zahrady. Jestlize ryl dvé hodiny, pak na poryti jedné ¢asti
potfeboval 15 minut. Po obéd€ mu zbyva poryt jiz jen jeden dilek, bude muset tedy jesté ryt
15 minut.

Uloha 5: ([9], 48. r. Z4-I-1) Misa mél dievény hranolek o rozmérech 27 mm, 45 mm, 72 mm.
Kazdou jeho sténu nattel jinou barvou tak, jak to vidi§ na obrdzku. Diiv, neZz barva stacila
zaschnout, polozil kvadr hnédou sté€nou na papir, potom ho pieklopil na zelenou sténu, potom
na ¢ervenou, na modrou, na Zlutou a naposledy na cervenou. Nakonec hranolek odlozil pry¢ a
prohlédnul si cely obrazek. Jaky obsah ma zabarvena ¢ast papiru? Jaky ma obvod?
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Reseni: Tato uloha je pomérné naro¢na na prostorovou predstavivost a Zaci zfejmé budou
Casto vyuzivat experimentu (napi. pomoci krabicky od zépalek). Prvni otazka je jednodussi a
lze fesit i usudkem. Staci si uvédomit, ze dvé protilehlé st€ény maji tyz obsah; pak snadno
odvodime, Ze v zabarvené casti papiru bude kazda ze tfi rGznych stén kvadru obsazena
dvakrat, a tedy obsah zabarvené Casti je roven povrchu celého kvadru. Pfi hledani odpovédi
na druhou z otazek se jiz asi bez experimentu neobejdeme. Uvedeme pouze vysledek: obvod
zabarvené &asti papiru je roven 666 mm”.

Uloha 6: ([9], 48. r. Z4-1-3) Adam ma 1638 stejné velkych modrych a bilych krychli¢ek. Ze
vSech krychli¢ek postavil kvadr, jehoz ¢ast vidite na obrazku. Piitom vSechny krychlicky
uvnitt jsou bilé a zvenku je cely kvadr modry. Kolik bilych a kolik modrych krychli¢ek ma
Adam?
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Reseni: Nejprve je nutné uréit podet viech Adamovych krychli¢ek. Z obrazku vyéteme, Ze
v podstavé je celkem 63 krychlicek (,,9 % 7). Protoze vSech krychlicek je 1638, je vyska
kvéadru 26 krychlic¢ek. Bilé krychli¢ky jsou vSechny vnitini, tj. ,,7 X 5 X 24, tedy po vypoctu
840 krychlicek. Zbylé krychlicky jsou modré, je jich tedy 798.

Uloha 7: ([9], 50. r. Z4-1-5) Na papiru jsou znadzornény body A, B, C, D, X a Y tak, ze plati:
= A, X,Y aD jsou vrcholy obdélnika.
= X, B, CaY jsouvrcholy obdélnika.
»  Ctyfihelnik ABCD mé obsah 15 cm®.
*  Obdélnik AXYD ma dvakrat vétsi obsah nez obdélnik XBCY.
» Usetka AB méfi 3 cm.
Vypocitej obsah a obvod obdélnika AXYD.

Reseni: Uloha je pro zaky ZS pomémé obtizn, zejména z davodd slozitého zadani
obsahujiciho pét tdaji. Uvedeme pouze vysledek. Vysledny geometricky utvar vypada takto:
ABCD je obdélnik, kde délka strany AB je 3 cm a délka strany BC je 5 cm (podle dvou
podminek zadani). Bod X lezi na stran¢ AB, pficemz délka usecky AX je 2 cm, bod Y lezi na
stran¢ CD a analogicky délka useCky DY je 2 cm. Potom obsah obdélnika AXYD je rovna 10
cm” a jeho obvod je roven 14 cm.

Uloha 8: (upravena podle tlohy z [9], 51. r. Z4-1-2) Petr vystfihnul ze &tverec¢kovaného
papiru geometrické utvary znazornéné na obrazku. Narysuj nejveétsi ¢tverec, ktery mizeme
slozit z vystiihnutych tvart a vyzna¢ zpisob jeho slozeni. Utvary se nesmi piekryvat,
nemusime ale pii skladani pouzit vSechny.

Reseni: Soudet vsech &tverecki ve vystiihnutych utvarech je 37. Nejvétsi &tverec by
teoreticky mohl mit rozméry 6 X 6, ten ale neni mozné z vystfizenych Utvard slozit. Jeho
obsah by byl 36 ¢tverecku, ale utvar o obsahu 1 ¢tverecek neni k dispozici. DalSim moznym
¢tvercem je Ctverec 5 x 5, ktery slozit 1ze a jeho slozeni ukazuje néasledujici obrazek.




Uloha 9: ([9], 52. r. Z4-1-3) Jirka postavil z dievénych kostek na stole stavbu a zakreslil, jak
jeho stavba vypada shora, zeptedu a zleva (Obr.C. 1). Jeho bratr Ivo stavbu doplnil stejnymi
kostkami na nejmensi mozny kvadr. Kolik dievénych kostek mél kvadr? Kolik kostek doplnil
Ivo?

Obr. 1

Reseni: Zak mize situaci modelovat pomoci stavebnice. Téleso jsme nakreslili v pravém a
levém nadhledu, aby bylo viditelné, Ze je slozeno ze sedmi kostek. Podle obrazku mél kvadr
18 kostek a Ivo musel tedy doplnit 11 kostek.
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Uloha 10: ([9], 53. r. Z4-1-1) KdyZ se dva obdélniky spiateli, pfitisknou se stranami k sob¢ tak,
aby mély alespon jeden vrchol spole¢ny.

S A Tady se prateli obdélnik
A s obdélnikem B a
O C B obdélnik B s obdélnikem C,
ale ne obdélnik A
Tady se prateli obdélnik S s obdélnikem C.
s obdélnikem O.

Ani tyto dva
obdélniky nejsou
pratelé.

Minule se spratelily 3 obdélniky — kazdy s kazdym. Prvni mél rozméry 3 cm x 7 cm, druhy
5 cm x 8 cm a tfeti 2 cm x 8 cm. Jaky nejvétsi obvod miize mit obrazec, ktery spratelenim
spolu vytvoftily?

Resent: Jestlize se spiateli dva obdélniky, vytvoii bud’ obdélnik nebo obrazec tvaru L. Je
nutno spojovat jednotlivé dvojice obdélnikil a zkousSet, zda se k nim da ptipojit tfeti obdélnik.
Pro sprateleni vSech tfi obdélnikt ze zadani tilohy dostavame tfi moznosti (az na otoCeni a
pieklopeni):



Zbyva vypocitat a porovnat obvody téchto utvari; nejveétsi obvod (42 cm) ma obrazec B.

Uloha 11: ([9], 53. r. Z4-1-4) Pavel rozstiihal obdélnik na obrazku 2 na nékolik trojihelnicka.
Ze vSech téchto trojuhelnicki dokédze poskladat velky trojuhelnik z obrazku 3. Ze vsech
téchto trojuhelnickt dokaze téz poskladat rovnobéznik z obrazku 4.

Obr. 2

Obr. 4

Zjisti, jak Pavel stiihal, kdyz pocet trojuhelnicki byl

a) 4,

b) 3.

Vzdy nakresli ¢ary, po kterych mohl Pavel stiihat. Dale nakresli trojuhelnik z obr. 3 slozeny
z malych trojuhelnicki i rovnobéznik z obr. 4 slozeny z malych trojihelnickt. Pti skladani sa
trojuhelni¢ky nesmi piekryvat, a poskladané utvary nesmi byt déravé.

Reseni: Uloha je pro ziky ZS velmi naroénd a vyzaduje experimentovani pomoci
vysttizenych utvart. Jako pfiprava pro feSeni je doporucen tzv. Tangram. Tento historicky
hlavolam je zalozeny na sklddani rozlicnych utvard ze zékladnich dili vzniklych jistym
rozstithanim &tverce. Reseni je zndzornéno na obrazku. Uloha a) je jednodussi v tom smyslu,
ze skladani lze provést pouhym posouvanim vystfizenych trojuhelni¢ckti po podlozce.
V ptipadé b) je jiz nutné nckteré dily prevratit.




Uloha 12: ([9], 57. r. Z4-1-4) Na obrazku s &asti ¢tvercové sité jsou vyznadeny tfi body.
Kazdé dva z téchto tfech vyznacCenych bodu tvoii vzdy dva ze Ctyfech vrchold néjakého
Stverce. Ctverec ABCD ma ze viech téchto &tvercti nejmensi obvod, ale z obrazku se nam
vymazala jména vyznacenych bodl. Dokresli do ¢tvercové sité cely ctverec ABCD.

Reseni: Ke kazdé dvojici bodi l1ze nakreslit tii ¢tverce. Dva vzniknou tak, ze dané dva body
lezi na jedné strang, tieti tak, e lezi na Ghlopticce. Uhlopiicka étverce je vzdy delsi nez jeho
strana, proto musi byt dvojice bodli na obrazku krajnimi body thlopticky. Ze tiech usecek
ur¢enych zadanymi body snadno vybereme nejkrat$i. To bude uhlopticka ctverce ABCD,
ktery pak snadno zakreslime do ¢tvercové sité.

Uloha 13: ([9], 58. r. Z4-I-1) Na stole se &tvercovou deskou o strané délky 1 m byla , trochu
nakiivo® umisténa kruhova decka. Od nejblizsi strany desky stolu byl jeji kraj vzdaleny 10
cm, od sousedni strany potom 20 cm a od nejvzdalenéjsi strany 40 cm. a) Jak daleko byl okraj
decky od ¢tvrté strany desky stolu? b) Jaky polomér méla decka?

Reseni: Nejdilezitéjsi je myslenka ,yrozprostieni decky na stil a uvédoméni si, co je
vzdalenost od okraje. Pfedpokladame, ze si zaci nakresli nasledujici obrazek:

Délka hrany stolu je 100 cm. Ve vodorovném sméru mame rozméry 10 cm, 40 cm a pramér
decky. Proto prumér deCky bude 100 cm — 10 cm — 40 cm = 50 cm. Ve svislém sméru mame
na obrazku 20 cm, primér decky a neznamy rozmér. Z obrazku vyjadiime, Ze posledni
neznamy rozmér musi byt 30 cm. Od ctvrté strany stolu je decka vzdalena 30 cm, polomér
decky je 25 cm.

Uloha 14: [2] Jsou dany &tvercové sité o rozmérech 3 x 3 a 4 x 4. Kolik existuje ,.cest* po
téchto ctvercovych sitich z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu, které neptekroci
diagonalu?



Reseni: Zaci ziejmé budou postupovat experimentalng. Hledané poéty cest jsou po fadé 5 a
14. Pro n = 3 an = 4 je feSeni ilustrovano nasledujicimi obrazky (ptevzato ze [4]):

Pro n = 3 je pét cest, pro n = 4 je 14 moznych cest.

Pro ucitele nyni uvedeme i matematickou podstatu problému a jeho zobecnéni na sit’ n xn.
Nejprve problém piesné matematicky zformulujeme: Zvolme pocatek souradné soustavy do
levého dolniho rohu sité a predpokladejme nyni, ze pohyb v siti je realizovan pouze pomoci
dvou typt tahii: [x, y] - [x + 1, ¥] (1. o jeden Gsek na “vychod”) a|[x, y] - [x, vy + I] (0
jeden usek na “sever”). Problémem je nyni urcit pocet takovych cest z levého dolniho rohu do
pravého horniho rohu, které nepiekro¢i diagonalu. Hledany pocet cest je urCen tzv.
Catalanovymi ¢isly ¢, (byla studovana uz Eulerem). Lze dokézat (podrobnosti viz [2], [4])
vztah pro vypocet ¢, ve tftech moznych ekvivalentnich tvarech:

1 [(2n (2n)! 2n 2n
c, = ) c, =——") c, = - .
" n+l n " (n+1)! ! n n—1

Poznamenejme, Ze prvni dva ze vztahil plati i pro n = 0, zatimco tfeti nikoliv. Existuje 1
rekurentni vztah

_2(2n+1)
n+2

c Lé, pron /N, cop=1.

n+l
Pro zajimavost jest¢ dodejme (viz [2], [4]), Ze Catalanova Cisla ¢, jsou lichd pravé tehdy,
kdyz n = 2= 1. Pro viechna ostatni n jsou sud4. Catalanova ¢&isla velmi rychle rostou;
uvedeme nékolik prvnich hodnot (véetné hodnoty ¢y ): 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862,
16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357970, ...
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