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Abstrakt

V této bakaléiské praci se vénujeme kiivkovému a ploSnému integralu. Nejprve se
zabyvame teorii kiivek, kterou vyuZijeme pro zavedeni kiivkového integrélu I. a II. druhu.
V dalsi ¢asti prace si uvedeme, co rozumime pod pojmem plocha v prostoru a nésledné se
zaméfime na ploSny integral I. a II. druhu. Zkoumame také rtizné aplikace kiivkového a
plosného integralu, které se vyuZivaji v geometrii a fyzice. Prace obsahuje n¢kolik dileZi-
tych integralnich vét — Greenovu, Gauss-Ostrogradského a Stokesovu. Soucasti kapitol
jsou 1 feSené a nefeSené priklady, které jsou uréené k samostatnému vypracovani.

Abstract

In this thesis we study line and surface integrals. At the begining we focus on the
theory of curves which we afterwards use to construct and describe the line integral of
the first and the second type. In the next part of this thesis we recall the meaning of the
surface in the space and then we focus on the surface integral of the first and the second
type. Moreover, we present some applications of the line and the surface integral which are
used in geometry and physics. This thesis contains several important integral theorems —
Green’s, Gauss-Ostrogradsky, and Stokes’. Some solved and unsolved examples which are
meant for individual working out are included as well.
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Uvod

Tato bakaldrska prace se zaméfuje na kiivkové a ploSné integrdly. Zahrnuje nejenom
teoretické informace, ale také feSené a nefeSené piiklady. V prvni poloviné této prace se
vénujeme kiivkovému a v druhé plosnému integralu.

Prvni ¢ast prace, vénujici se kiivkovému integralu, se zabyva teorii kiivek. Tato uvodni
kapitola obsahuje dilezité definice a vlastnosti kiivek, které jsou nezbytné pro zavedeni
kiivkového integralu. Nésledujici kapitola pojednava o kiivkovém integralu 1. druhu. Mimo
jiné si zde ukdZeme nékteré aplikace, které 1ze vyuZit v geometrii nebo fyzice. Tteti a
posledni kapitola, vztahujici se ke kiivkovému integrdlu, zkouma kfivkovy integral II.
druhu. Uvedeme také Greenovu vétu, kterd popisuje vztah mezi dvojnym a kiivkovym
integrdlem II. druhu.

Druha ¢ast prace, zamérujici se na ploSny integral, zacind kapitolou, kterd vysvétluje pojem
plocha a uvadi jeji zdkladni vlastnosti a druhy. Ndsledujici kapitola zahrnuje teorii ploSného
integralu I. druhu. Obsahuje také nékteré fyzikalni charakteristiky, které miizeme pomoci
plosného integralu I. druhu vypocitat. Zavérecna kapitola se zaméfuje na ploSny integral
II. druhu. Velka cast této kapitoly se vénuje dvéma integralnim vétam. Prvni z nich se
nazyva Gauss-Ostrogradského a druhd Stokesova.

—IX—



Kapitola 1
Krivky

V této uvodni kapitole si vysvétlime a definujeme, co rozumime pod pojmem kfivka.
Uvedeme si nékteré jeji zdkladni vlastnosti, které budeme déle vyuZzivat u kiivkovych
integrald I. a II. druhu. K nastudovani této ivodni kapitoly jsem pouzil [1], [4], [7]a[11].

1.1 Krivky v R”
Nejdfive si uvedeme tfi definice, které vyuZijeme pfi pfesném definovani kiivky.

Definice 1.1.1. Zobrazeni z R" do R™, kde m,n € N, nazyvame vektorovou funkci z R"
do R™. Je-li f:R" — R™ vektorovou funkci, pak je kazdému

t=(t1,...,tn) € D(f) CR"
pfifazena prave jedna hodnota

f@)= (@), ..., fu(t)) €eH(f) CR",

kde D(f) je defini¢ni obor funkce f a H(f) obor hodnot funkce f. Funkce fi,..., fin
nazyvame sloZkami vektorové funkce f.

Definice 1.1.2. UvaZujme uzavieny interval (a,b). Délenim intervalu (a,b) rozumime
mnozinu D = {1y, 11, ..., t,} bodl z (a,b), které spliiuji podminku

a=ty<---<t,=b.
Intervaly (t;,2;+1) nazyvame délici intervaly d€leni D.

Definice 1.1.3. Nechtr: R — R" je vektorova funkce, jejiZ defini¢ni obor je interval / C R,
anechf A C I je mnozina. Rekneme, Ze r(t) je prosta neboli jednojednozna¢nd na mnoZziné
A, jestliZe pro dvé riznd &isla ty, tp € I plati r(t1) # r(f).

Definice 1.1.4. Necht r : R — R je vektorovad funkce jedné redlné proménné ¢, kterd
spliiuje nasledujici vlastnosti:

1. jeji definicni obor je libovolny interval 7,
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2. je spojitdna l,
3. existuje déleni intervalu / takové, Ze r(t) je na mnoZiné I \ {#;}} jednojednozna¢na.

Pak mnozina
K={r(t),t €I} CR"

se nazyva kiivka.
Vektorovou funkci () nazyvame parametrizaci kfivky K a rovnici
K:r=r(), tel,

budeme nazyvat vektorovou rovnici kiivky K, kterou mizeme nésledné vyjadfit pomoci
parametrickych rovnic jako

K:x;=x1(t),...,xm=xn(t), tel
Nyni si uvedeme nékteré zdkladni typy rovinnych kfivek a jejich nejpouzivanéjsi parame-
trické rovnice.

1. Funkce

ma parametrické vyjadieni

2. Usetka dand body
A= [x17)’1]7B = [x27)’2]

ma parametrické vyjadieni
x=x1+ (xp —x1)t,
y=yi+m—y)t, t€(0,1).
3. KruZnice se stfedem S = [x¢,yo] a polomérem r dand rovnici
(x=x0)*+ (y—y0)* =1
ma parametrické vyjadieni
x = xo+rcos(t),
y=yo+rsin(t), te€(0,2x).
4. Elipsa se stiedem S = [xp, yo], hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b dané rovnici

(x—a;Co)2 N (y—y0)?

=1

2 , a,b>0,

m4 parametrické vyjadieni

x =xo+acos(t),
y=yo+bsin(t), t€(0,2m).
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5. Hyperbola se stiedem S = [xg, Yo, hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b dand

rovnici ( 5 5
x—x0)° (Y—y0)" _
e — 2 =1, a,b>0,

ma parametrické vyjadieni

x = xo+acosh(t),
y=yo+bsinh(z), € (—oo,o00).
Definice 1.1.5. Kiivka K : r =r(t), t € I, se nazyva:
1. jednoduchd, je-li r(z) prostéd na celém intervalu /,
2. oblouk, je-li interval I ohranieny a uzavieny, tj. I = (a,b),
3. uzavfeny oblouk neboli uzaviend kfivka, je-li K obloukem a r(a) = r(b),

4. Jordanova kiivka neboli jednoduchd uzaviena kfivka, je-li K uzavieny oblouk a r(t)
je prosta na (a,b).

Definice 1.1.6. Nechf existuje prostd funkce r = ¢ (), kterd zobrazuje interval I, na interval
11, je spojitd a ma spojitou a nenulovou derivaci, takova, Ze plati

r1((P(S)) =r(s).

Pak fekneme, Ze kiivky r(¢),t € I, ara(s), s € I, jsou ekvivalentni. Funkci ¢ nazyvame
transformace parametru.

Definice 1.1.7. Rekneme, Ze jednoduchd kiivka K : r(¢) = (x1(t), ..., xm(t)), t € (a,b), se
nazyva hladka, jestlize plati:

1. derivace funkci x1(¢), ..., x,(¢) jsou spojité na {(a,b),

2. aspoii jedna z derivaci x| (¢), ..., x),(¢) je nenulové pro kazdé ¢ € (a,b),
G. X2(t) + -+ x2(t) # 0,V € {a,b).

Definice 1.1.8. Rekneme, Ze jednoduchd kiivka K : r(t) = (x1(t), ..., xm(t)), t € (a,b), se
nazyva po ¢astech hladka, jestliZze vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych kiivek.

1.2 Orientace krivky

U vypoctl a definice kiivkovych integralti II. druhu budeme potfebovat znat orientaci
kiivky.

Definice 1.2.1. Nechf K je po ¢astech hladka kfivka v roviné a nechf je definovano tplné
usporadani bodu na této kiivce. Pak tomuto usporadani fikdme orientace kiivky.

Poznamka. Jestlize je kiivka jednoduchd, tak orientace je ddna uspotfadanim libovolné
dvojice bodi. Pokud je kiivka uzaviena, tak orientace je dana uspofadanim trojice bodd.
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Necht r(t),t € I, je parametrizace kiivky K, kde parametr ¢ vyjadiuje Cas. Pak tato
parametrizace popisuje pohyb bodu po této kiivce. JestliZe 1 a 7, jsou dva ¢asové okamziky
z intervalu [ takové, Ze t] < 1, pak se nejdiive pohybujici bod dostane do bodu P(¢1) a
ndsledné do bodu P(1;). U tohoto pohybu je bod P(z;) pted bodem P(;), coZ znacime
P(t1) < P(1).

Definice 1.2.2. JestliZe pro libovolnd 7 < 1, je bod P(r1) pfed bodem P(12) (4. P(t;) <
< P(tz)), pak fekneme, Ze kiivka je souhlasné orientovand se svym parametrickym vyja-
dfenim. Pokud pro libovolnd 11 < 1, plati, Ze bod P(t;) je zabodem P(12) (tj. P(t1) = P(t2)),
pak fekneme, Ze kiivka je orientovand nesouhlasné se svym parametrickym vyjadienim.

Poznamka. Jordanova kiivka je kladné orientovand, kdyZ je orientovana proti sméru
hodinovych rucicek, v opacném piipadé hovoiime o zdporné orientované Jordanové kiivce.

1.3 Délka krivky

Necht K je libovolnd kiivka dand parametrizaci

K:r=r(t), tea,b).
Uvazujme libovolné déleni D = {1y, ..., t,} intervalu (a,b) s hodnotami a =1y < --- <
< t, = b, které rozdéli interval na n dilkt. D€lici body pfeneseme na kfivku a oznac¢ime je

P; = r(t;). Usecky spojujici body Py a Py, ..., P,—1 a P, tvoif lomenou &ru C (obr. 1.1),
jejiz délku definujeme jako

n
LIC) =P —P|+-+Po1 =P =Y |PL1—P|, i=1,...,n
i=1

Délku kiivky K pak definujeme jako

L(K) = SgP{L(C)}-

Py
P

P

Obrazek 1.1: Aproximace kiivky

Poznamka. Jestlize délka lomené ¢ary C je nekone¢nd, tedy L(C) = oo, pak kiivka K nemd
konecénou délku. Jestlize L(C) < o, pak kiivka K ma kone¢nou délku.
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Véta 1.3.1. Nechr K je oblouk dany parametrickymi rovnicemi x = x1(t), ..., x = xp (1),
t € (a,b). Necht x\(t), ..., xm(t) maji spojité derivace na intervalu {(a,b). Pak oblouk K md
konecnou délku a plati

LK) = /\/x’lz(t)+---+x,’,%(t)dt (1.1)

Diikaz. Dukaz naleznete v [11]. O

Priklad 1.1. Urcete délku kiivky K, kterd je zadana parametrickymi rovnicemi
x(t) =5(r—sin(t)),y =5(1 —cos(r)), t€(0,27).
Reseni. Nejdiive uréime derivace parametrickych rovnic a poté dosadime do vztahu (1.1).

x'(t) =5—5cos(t),
y'(t) = 5sin(z),

2w
L(K) = / \/(5 —SCOS(I))2+ (5 sin(t))zdt =
0

2n 21
:/\/25—50005(t)+250052(t)+2551n2(t)dt:/\/25—5000s(t)—|—25dt:
0 0

21 2r 21
:/\/25(1—2005(t)+1)dt:5/\/2—2cos(t)dt:Sﬁ/\/l—cos(t)dt.
0 0 0

V2

Integral rozsifime vyrazem Y= a vyuZijeme vztah

V2

yi 1 —cos(t) yi t 1\1%*
L(K) = 10/\/sz -~ 10/sin (5) dr=20[cos(3)] " =40
0 0

Vypocitali jsme délku kiivky K, ktera se rovnd 40.

—lfcgs(t) = sin(%).



Kapitola 2

Krivkové integraly 1. druhu

V této druhé kapitole se sezndmime s kiivkovymi integraly I. druhu. Uvedeme si jejich
definici, zdkladni vlastnosti a ndzorné si také ukaZeme jejich vypocet na jednotlivych
ptikladech. Na zavér této kapitoly si predstavime nékteré geometrické a fyzikalni aplikace
kifivkového integralu I. druhu. Hlavnimi zdroji pro tuto ¢4st jsou [2], [4], [7] a [12].

2.1 Definice

Necht K je hladkd nebo po &stech hladké kiivka v R? a funkce f(M) je definovana na
kiivce K. Déle uvazujme libovolné déleni kiivky K s délicimibody A =Ap < --- <A, =B,
kde A je pocatecni bod a B koncovy bod kiivky K. Toto déleni rozdé€li kifivku na n
usekl, pricemz délku i-té C¢asti A;_jA; oznaCime As;. V kazdém tseku A; jA; zvolime
libovolny bod, ktery oznac¢ime M; a vypocitame v ném funkéni hodnotu f(M;). Utvoiime
tzv. integralni soucet

n
Sn = Zf(Mi)ASi-
i=1
Pokud integra¢ni soucet ma limitu pro nulovou posloupnost déleni kiivky K, kterd nezavisi
na vybéru bodd M;, pak miZeme definovat kiivkovy integral I. druhu.

Definice 2.1.1. Existuje-li kone¢na limita integralniho souctu

lim S, = lim Y f(M;)As;,
i=1

n—soo n—oo

kterd nezavisi na zplsobu déleni kifivky K, ani na vybéru bodi M; na obloucich A;_A;,
i=1,...,n,pak tuto limitu ozna¢ime

| ranas

a nazveme ji kiivkovym integralem I. druhu neboli kiivkovym integralem ze skaldrni
funkce.

Body na kiivce K C R? miZeme vyjadfit pomocf jejich soufadnic [x,y], v tomto piipadé
miZeme integrdl [ f(M)ds napsat jako

/Kf(x,y) ds.
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Kfivkovy integrdl I. druhu mizeme snadno pievést na Riemanntv integrdl, jehoz
proménnd bude . Predpokladejme, Ze kiivka K je ddna parametrickymi rovnicemi

K:x=x(t),y=y(t), tel=/{ab),

kde funkce x(z) a y(z) jsou spojité a jejich derivace x'(r) a y'(¢) jsou po &astech spojité a
ohrani¢ené a x'2(¢) +y%(¢) > 0. Délku oblouku k¥ivky K uréime ze vztahu

ds = \/x2(t) +y"%(¢) dt. 2.1)

Funkei f(x,y) vyjadifme v prom&nné t, tedy f(x,y) = f(x(r),y()). Pak dostdvdme integral
b
J A= [ (o).50) 220+ dr,
jehoz mezemi budou krajni body intervalu /.
Véta 2.1.1. Nechf K je hladkd krivka s parametrickym vyjddienim
K:x=x(t),y=y(t), tea,b),
a funkce f(x,y) je definovand na kiivce K. Pak dostdvdme rovnost
b
[ Feds = [ (o).50) 220+ () dr, 22
JestliZe existuje urcity integrdl na pravé strané.

V pripadé, Ze kiivka K je ddna predpisem

dostaneme z (2.2) vztah
/ flx,y)ds = /bf(x g(x))\/1+g?(x)dx.
K 7 a 7

Kfivkovy integrdl I. druhu miZeme definovat i v R™. Uvazujeme-li hladkou kfivku K
s parametrickym vyjadfenim

x1=x1(t), ..., xm =xn(t), tE€(a,b),

a funkei f(xy, ..., x,) definovanou na kfivce K. Pak dostaneme vztah

b
/Kf(xl,...,xm)ds:/a f(xl(t)7---,Xm(f))\/Xllz(f)‘*'---—}—x;%(t)dt

Podminky existence a zdkladni vlastnosti kiivkového integralu I. druhu v R” a R? jsou
analogické.
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2.2 Vlastnosti

Zékladni vlastnosti kfivkového integrélu I. druhu jsou téméf shodné s vlastnostmi urc¢itého
integralu. Pojd'me si je uvést.

1.

Homogenita vzhledem k integrandu
Necht existuje integrdl [ f(x,y)ds a nechf ¢ je konstanta, ¢ € R. Pak integral
Jxcf (x,y)ds existuje a plati

/ch(x,y)ds:c/Kf(x,y)ds.

. Aditivita vzhledem k integrandu

Necht existuji integraly [ f(x,y)ds a [i g(x,y)ds. Pak existuje integral
[¢lf(x,) + g(x,y)] ds a plati

/K[f(x,y)Jrg(x,y)]dsz/Kf(x,y)der/Kg(x,y)dS-

. Aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru

Necht existuje integral [ f(x,y)ds a oblouk K je spojenim oblouki K; a K. Pak
integrdly [g f(x,y)dsa [ f(x,y)ds existujf a plati

Jfas= [ reyast [ peyas

. Monoténnost

Jestlize f(x,y) je nezdpornd integrovatelna funkce, pak dostavime vztah

| fyyds=o.
K

. Necht f(x,y) je integrovatelnd na oblouku K a | f(x,y)| je také integrovatelnd. Pak

plati nerovnost

‘ /Kf(x,y)ds

< [ Ifey)lds

. Necht f(x,y) je spojitd na oblouku K. Pak existuje bod M leZici na oblouku K takovy,

Ze plati
| Sey)ds = f)L,
kde L je délka oblouku K.

. Nechf K je oblouk a —K je oblouk s opa¢nou orientaci nez K. Déle nechf existuje

integrdl [ f(x,y)ds, pak existuje integrdl | , f(x,y)ds a plati
/ flx,y)ds = / f(x,y)ds.
K -K

Priklad 2.1. Vypocitejte kiivkovy integral

I:/(x2+2y)ds,
K

kde kiivka K je trojihelnik ABC s vrcholy A = [2,1], B = [3,1], C = [2,4] vyobrazeny
na obr. 2.1.
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A
57T
C
4 L
31
7 1
14
A B
0 1 2 3 4

Obrazek 2.1: Trojuhelnik ABC

Reseni. Nejprve parametrizujeme k¥ivku K, kterd se skldda ze tif kiivek K, K> a K3 (stran
trojihelniku). Obdrzime

Ki:ixi(t)=2+3-2)t=2+1,
yl(t):1+(1_l)t:17 t€<071>7

K>:x(t)=3+(3-2)t=3—1t,
yi(t) =144 —1)r=1+3t, t€(0,1),

K; :)C3(t) =2—|—(2
y3(t) =4+(1

2)t
4)t

2,
4-3t,  te€(0,1).

Poté urc¢ime derivace parametrickych rovnic a diferenciél ds ze vztahu (2.1), tedy

Ky :xy(t) =1, ds=+V1+0dr = dt,
yll(t):07

Ky:xh(1)=—1,  ds=4/(—1)2+32dr =+/10ds,
y/Z(t):37

K3 : x5(t) =0, ds =14/ (=3)?+0dr =3dr,
Ys(t) = =3.

Vysledny integrdl vypoc¢teme vyuzitim aditivity vzhledem k integraénimu oboru jako

/(x2—|—2y)ds:/ (x2+2y)ds—|—/ (x2+2y)ds—|—/ (x? 4 2y)ds.
K K K> K3
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Diléi integraly jsou
1 1 £3 !
/(x2+2y)ds:/ ((2—|—t)2—|—2)dt:/ (> +4t+6)dt = [—+2t2+6t] ==

/ (x2+2y)ds:/1((3—r)2+2(1+3r))\/ﬁdr:\/E/l(9—6z+r2+2+6r)dt:
K, 0 0

1 A ! 34
:\/10/ (tz—l—ll)dt:\/lO{g%—llt] =V10 7,
0 0

1 1 1
/(x2+2y)ds:/ (22—|~2(4—3t))3dt:3/ (4+8—6t)dt:3/ (=61 +12)dr =
K 0 0 0
= 3[—3r 4+ 121]) = 27.

Hledany integral se tedy rovna

2 4
/(x2+2y)ds:—5+\/103—+27:@+ 02
K 3 3 3 3

Priklad 2.2. Vypocitejte kiivkovy integral
/ (2/x2+y%+z)ds,
K
kde kifivka K je zdvit Sroubovice (obr. 2.2) s parametrickym vyjaddienim

x(t) =tcos(t), y(t) =tsin(t), z(t) =1, t € (0,2x).

Obriézek 2.2: Sroubovice

Reseni. Nejdiive uré¢ime derivace parametrickych rovnic a diferencial ds.

x'(t) = cos(t) —tsin(t),
¥ (t) = sin(t) +tcos(t),
Z/

(1) =1,
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ds = \/xlz(t) +y2(t)+7%(t) = \/(cos(t) —tsin(t))2 + (sin(z) -|—tcos(t))2 +12=
- \/(cosz(t) +sin?(¢)) +12(cos?(t) +sin?(t)) + 1 = /2 +12dt.

Nyni miZeme vypocitat samotny integral jako

/K <2 x2+y2+z> ds = /027r (2\/(tc0s(t))2+ (tsin(t))z—H) 24+12dr =
:/027r (2\/t2(cos2(t)—|—sin2(t)) —i—t) D i2dr —

u=2+t ,
2 du = 2rdt 2+t4n t
_ 24 — _ A P
_/0 V2 la=| YT _3/2 Vs du
21 — 2 +4n?
3 [2+4n? 3T 23 2+4n? , 2+4x?
e 5],

= (2+4r%)2 — 23,

2.3 Aplikace krivkového integralu 1. druhu

Ktivkovy integrdl I. druhu miizeme vyuzit ptfi vypoctech v geometrickych a fyzikalnich
aplikacich.

1. Délka k¥ivky
Je-li K po ¢astech hladka kiivka, pak pro jeji délku L(K) plati

umzém

2. Hmotnost krivky
Mi-li kiivka K C R? konstantni hustotu p, pak se jeji hmotnost rovna soucinu jejf
délky a hustoty. JestliZe hustota p neni konstantni, tedy p = p(x,y), ale je zdvisld na
poloze bodu na kfivce, potom hmotnost kfivky vypocitdme pomoci vzorce

m= /Kp(x,y)ds.

3. Statické momenty krivky
Staticky moment bodu k pifimce v R? nebo k roviné v R? je roven soucinu jeho
hmotnosti m a vzdalenosti od této piimky nebo roviny.

(a) Pro staticky moment kfivky K C R? vzhledem k pifimce p plati

SP = /Kd([x,y],p)p(xy) ds:

kde d([x,y], p) je vzddlenost bodu [x,y] od ptimky p a p(x,y) je hustota kifivky
K v bodé [x,y].
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(b) Pro ptipad vzhledem k soufadnicovym osdm x a y plati

Sx = / p(x,y)yds,
K

Sy:/p(x,y)xds.
K

(c) Pro staticky moment kiivky K C R? vzhledem k roving v plati

Sv:/Kd([x,yﬂ],V)P(Ly&)ds,

kde d([x,y,z],V) je vzdélenost bodu [x,y,z] od roviny v a p(x,y,z) hustota
kiivky K v bodé [x,y,z].

(d) Pro pfipad vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz plati

Sxy = / p(x,y,z)zds,
K

Sxz = / p(x,y,z)yds,
K

SyZ:/p(x,y,z)xds.
K
4. Tézisté

kiivky v roviné lze urcit jako

)
m m

T = [& S_] .
Tezisté kiivky v prostoru pak jako

o[BS 5o

)
m’ ' m’ m

5. Momenty setrvacnosti krivky
Pro moment setrva¢nosti kivky K C R? vzhledem k pifmce p plati

= [ @ (3], pp(y) s,
kde d([x,y],p) je vzdélenost bodu [x,y] od pfimky p a p(x,y) je hustota kiivky K

v bodg [x,y].
Chceme-li urc¢it momenty setrvacnosti k osam x, y a ose ota¢eni o, tak plati

I = / ¥2p(x,y)ds,
K
I Z/xzp(x,y)ds,

Y K
b:AfWMmmmwm
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kde d([x,y],0) je vzdédlenost bodu [x,y] od osy otdéeni o.
Analogicky pro kiivku K C R? vzhledem k piimce p C R? plati

I, = /Kdz([xyy,Z],p)p(x,y,z) ds.

Pro ptipad vzhledem k osam x, y a z plati

I = /K (> +2%)p(x,y,2)ds,

1 Z/K(szrzz)P(x,y,Z)ds,

L= /K (& +3%)p(x,y,2) ds.

6. Obsah plasté valcové plochy
Pro vélcovou plochu (obr. 2.3), jejiz zakladna je tvorenafidici kfivkou K vroviné z =0
a plocha pfimkami rovnobéznymi s osou z a shora omezenou plochou z = f(x,y),
f(x,y) >0, plati, Ze jeji obsah je dan vztahem

P= /Kf(x,y)ds.

X

Obrazek 2.3: Vélcova plocha

Priklad 2.3. Pro kiivku K danou parametrickym vyjadienim
x(t) =1,y(0) =1,2(0) =%, 1€ (0,1),

s hustotou p(x,y,z) = \/1 +4y? urete

1. jeji hmotnost,
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2. statické momenty vzhledem k rovindm xy, xz a yz,

Vv

poté diferencidl ds
ds =+ 1+412dr.

1. Hmotnost kiivky K, po dosazeni do vzorce pro vypocet hmotnosti, vypocitime jako

: ! a1t 7
mz/ \/1+4t2\/1+4t2dt:/ (1+412)dr = [t+_] _ !
0 0 3], 3

2. Dosazenim do vzorcii, pro vypocet statickych momentd vzhledem k rovindm xy, xz
a yz, dostaneme

! 1 A 48 17
Sxy:/ \/1+4t2t2\/1+4t2dt:/ P +4Hdr = | =+ —| =—,
0 0 3 519 15

1 1 2 44t 3
SXZ:/ \/1+4t2t\/1+4t2dt:/ (t+4)dt = |=+—| =2,
0 0 2 4 |, 4

1 1 431 7
SyZ:/ \/1+4t2\/1+4t2dt:/ (1+41%)dt = {z+?} =3
0 0 0

hmotnosti, tedy

7 3 17
P S S S
m % ’ m % 28’ m % 35
T&7iste kiivky K le{ v bod& T = [1, 5, 11].

2.4 Priklady
1. Vypocitejte kiivkové integraly I. druhu podél kiivky K
(a) / (xy —3y)ds, kde K je dseCka AB, A =[1,1], B=[4,5],
K

(b) / (x? 4+ y?)ds, kde K je kruznice x% 4 y*> = ax, a > 0,
K
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2
(©) / %ds, kde K je oblouk AB kiivky y = In(x), A = [3,In(3)], B = [1,0],
K

(d) / (2y* — x*)ds, kde K je obvod obdélniku urfeny kfivkami x = 1,
K
x=2,y=0,y=3,

4x+y?

(e) / ds, kde K je kiivka urend parametrickym vyjadfenim
K

x(t) = cos(t) +1sin(z), y(t) = sin(r) —rcos(t), t € (0,27),

(f) /ﬁds, kde K je kiivka uréend parametrickym vyjadfenim
K

x(t) = 2(t—sin(t)),y(t) =2(1—cos(t)),1 € (0,5),

(© /

x(1) =
/ (x+y—2yz)ds, kde K je kfivka urlend parametrickym vyjadienim
() 1+t y()—St,Z(Z):Z—f,[€<1,2>.

2. Pro asteroidu danou parametrickym vyjadfenim

5ds, kde K je kiivka urCend parametrickym vyjadfenim

= 3cos( ), y(¢) =3sin(t), z(¢t) = 2¢,t € (0, 1),

x(t) =5cos3 (1), y(t) = 5sin’(¢), te€ <O, g>,
a s hustotou p(x,y) = 1 urcete

(a) jejf délku,

(b) statické momenty vzhledem k osdm x a y,

N2

(d) momenty setrvacnosti vzhledem k osdm x a y.
Vysledky

1. (a) — (b (©) B2(5V5 - 1); (d) 3, (e) & (472 —23); (D) 2(7 — 2);
(g) 2 4” <h>3¢_

2. (@%; (b) 15,15; () [2,2]; (@)322, 313



Kapitola 3

Krivkovy integral II. druhu

V nésledujici kapitole si predstavime kiivkové integraly II. druhu. Stejnym zplisobem
jako u kfivkovych integrélu I. druhu si uvedeme jejich definici, vlastnosti a princip jejich
vypoctd. Také si ukdzeme jejich vztah s dvojnym integralem. V této kapitole jsem Cerpal
z[2], [4], [5], [71, [11] a [12].

3.1 Definice

Necht K C R? je hladk4 kiivka s po&ate¢nim bodem A a koncovym bodem B. UvaZujme
hmotny bod M pohybujici se na kiivce K, ktery pisobenim vektoru sily F (M) vykonava
praci. Libovolnym délenim kiivky K délicimi body A = My < --- < M,, = B rozdélime
kiivku na n ¢asti. Na kazdém oblouku M;_;M; si zvolime libovolny bod N; = [&;, 1] a
délku oblouku nahradime délkou tsecky M;_{M;, kterou oznacime Ar;. Pak vykonanou
praci miZzeme vyjadfit ve tvaru

F(N,')Ar,'.

-

i=1

Jestlize F = (P, Q) a [x;, ;] jsou soufadnice bodu M;, mizeme préci vyjadfit jako

-

N
Il
_

(P(Ni)Axi + Q(N;)Ayi),

kde

AX; = Xj — Xi—1
Ayi = yi = yi-1.
Definice 3.1.1. Necht K je hladka kiivka, F = (P, Q) a zobrazeni F : R> — R? je vektorova

funkce definovand na kiivce K. Ddle necht D je libovolné déleni kiivky K s d€licimi body
My, ..., M, a N; je vybér reprezentantli proi = 1, ..., n. Pak ¢islo

n

ZF(N,‘)AF,‘

i=1

_ 16—
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nazyvame integralnim souctem funkce F'.
JestliZe existuje kone¢nd limita integralniho souctu

n
r}gl;lolzzi F(Ni)Ar,',

kterd nezavisi na zpasobu déleni kiivky K ani na vybéru reprezentantl »;. Pak tuto limitu
znacCime

n
lim Y F(N:)Ar; = / P(x,y) dx+ O(x,y) dy
= K

a nazveme ji kiivkovym integralem II. druhu neboli kfivkovym integralem z vektorové
funkce.

Véta 3.1.1. Nechf K je hladkd krivka urcena parametrickymi rovnicemi
x:x(t),y:y(t), t€<aab>7

a necht F = (P, Q) je vektorovd funkce definovand na kiivce K. Pak dostdvdme vztah

/I(P(x,y)dX+ Q(x,y)dyzi/ab [P(X(t%y(t))X’(t)+Q(X(t),y(t))y’(t)} dr, (3.1

kde kladné znaménko plati pro krivku K orientovanou souhlasné s danou parametrizaci a
zdporné znaménko, jestliZe krivka K je orientovand nesouhlasné. Tento vztah plati, jestlize
existuje integrdl stojici na pravé strané, pak totiZ existuje integrdl na levé strané.

V pfipadé, Ze kiivka K je ddna rovnici
y=2g(x), x¢€a,b),

pak ze vztahu (3.1) dostaneme, Ze pro kiivkovy integrdl II. druhu plati
b
/KP(x,y) dx+Q(x,y)dy = i/ [P(x,g(X)) + Q(x,g(X))g’(X)} dx.
a

3.2 Vlastnosti

Vlastnosti kiivkového integrdlu II. druhu jsou téméf analogické jako u jednoduchého
integralu ¢i kiivkového integralu I. druhu. Pouze v pfipadé nesouhlasné orientace dochazi
ke zméné znaménka.

1. Aditivita vzhledem integrandu
Necht existujf integraly [, P(x,y)dx a [ O(x,y)dy. Pak existuje integral
Jx[P(x,y)dx+Q(x,y) dy] a plati

/K[P(xyy)dXvLQ(x,y)dy] Z/KP(x,y)dxﬂL/KQ(x,y)dy-
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2. Homogenita vzhledem k integrandu
Necht existuje integrdl [ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy a &islo ¢ € R. Pak existuje integrdl
Jx c[P(x,y)dx+ Q(x,y) dy] a plati

[ elP(y)dv+0(xy) ) = ¢ [ Plr.y)de+ Qxy)dy:
K K

3. Aditivita vzhledem k integraénimu oboru
Necht existuje integral [ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy a oblouk K je spojenim oblouki K
a K;. Pak integrély stojici v ndsledujici rovnosti na pravé strané existuji a plati

J P dv Q) dy = [ Plxy)dv+ Qe y)dy+ [ Plxy)dr+0Q(xy)dy
K K K>

1

4. Necht K je orientovand kfivka a —K je kiivka s opacnou orientaci. Nechf existuje
Jx P(x,y)dx+ Q(x,y) dy, pak existuje také integral | . P(x,y)dx+ Q(x,y)dy a plati

[ Pery)detQGndy=— [ Plny)de+Q(x.y)dy
K K

Priklad 3.1. Vypocitejte kiivkovy integrdl II. druhu
/ Fydx+ (¢ —y)dy,
K

kde K je parabola y = x* +2 s po&ateénim bodem A = [1, 3] a koncovym bodem B = [0,2].

Obrézek 3.1: Parabola y = x* +2

Reseni. Nejdfive kfivku K (obr. 3.1) vyjadifme pomoci parametrickych rovnic

x(t) =t,
y(it)=1*+2, te€(0,1).
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MuzZeme vidét, Ze kiivka K je nesouhlasné orientovana s touto parametrizaci. Déle vypoci-
tdme diferencidly funkci

dx = dr,
dy = 2¢dr.

Nakonec dosadime parametrické vyjadfeni do integralu a integrujeme.
1
/ xKydx+ (x* —y)dy = —/ P2 +2)de + (12— (1 +2))2edt =
K 0

1
P28

1 22
:—/ (t4+212—4t)dt=—{——|———2t2} =—.
0 0

5 3 15

Priklad 3.2. Vypocitejte kiivkovy integral II. druhu
/ (¥* +y?) dx + yrx dy,
K X

kde K je &tvrtkruznice v prvnim kvadrantu dana rovnici x> 4+ y?> = 1 (obr. 3.2), ktera je
orientovand proti sméru hodinovych rucicek.

Obrazek 3.2: CtvrtkruZnice

Reseni. Nejprve provedeme parametrizaci kiivky K
x(1) = cos(t),
Y1) =sin(t), te <o, g>
Orientace kiivky K je souhlasna s danou parametrizaci. Poté ur¢ime diferencidly funkci
dx = —sin(¢) dr,
dy = cos(z)dr.

Na zavér dosadime parametrické rovnice do zadédni a vypocitime zadany integral.
l n
/ (F +y*) dx + Y+ dy = /2 (cos?(t) +sin®(t)) (—sin(r)) dr+
K X 0

+/O§ sin(z) + cos(t) cos(t)dr =

cos(t) B

(S

:/0 (—sin(t)—i—sin(t)+cos(t))dt:/ cos(t)dt =

0
= [sin(r)]§ = 1.
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3.3 Vztah mezi krivkovymi integraly I. a Il.druhu

Kfivkovy integral II. druhu miizeme snadno prevést na kiivkovy integral I. druhu. Vztah
mezi kiivkovymi integraly je popsdn v ndsledujici vété.

Véta 3.3.1. Nechf K je hladkd krivka a funkce P(x,y) a Q(x,y) jsou spojité na kfivce K.
Pak plati vztah

[ Py dr+ Q. y)dy = & [ [P(x.y)cos(@) +Q(x.y) sin(o0)]ds
K K

kde a = a(M) je tihel mezi tecnou ke kiivce K v bodé M = [x,y| a kladnou dsti osy x.
Kladné znaménko volime pro souhlasné orientovanou kiivku K s danou parametrizaci,
v opacném pripadé volime znaménko zdporné.

Diikaz. Uvazujme hladkou kiivku K souhlasné orientovanou s parametrickym vyjadienim
X:X(t),yzy(l), t€<aab>'

Pak plati

ppacr ot ar= [[ P50 0.0y )] &=
0
X2(1) 4y (1)

Q(x(t),y(t)) x/2();l)(2y/2(;) \/X2() + 2 (1) dt =

_ /K [P(x,y) cos(a) + Q(x,y) sin(c)] ds,

X2(1) +2 (1) di+

coZ je vztah z tvrzeni véty. 0

3.4 Greenova véta

Vztah mezi kiivkovym integrdlem II. druhu a dvojnym integrdlem vyjadiuje Greenova
véta.

Véta 3.4.1 (Greenova). Necht Q C R? je oteviend ohranicend mnoZina, jejiz hranici je
jedind kladné orientovand jednoduchd uzaviend po Edstech hladkd kiivka K a Q je uzdvér
mnoZiny Q. Ddle necht vektorovd funkce f = (P, Q) je definovand na Q a P, Q, aaP , %Q jsou
zde spojité. Pak plati

f P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = // (any) apg;’y>>dxdy. 3.2)

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme ve tfech krocich.
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1. Nejdfive uvaZzujme oblast ve tvaru kiivo¢arého obdélniku, jejiZ hranici mizZeme
vyjadfit jako graf spojitych funkei A(x), g(x) a dseckami rovnobéZnymi s osou y
(obr. 3.3) a jako graf spojitych funkci i(y), g(v) a iseCkami rovnob&Zznymi s osou x

(obr. 3.4).
A A

A |
X X
a b "
Obrazek 3.3: Oblast Obrazek 3.4: Oblast

Mnozinu Q) pak miZeme popsat pomoci funkci A(x) a g(x)

Q) ={(x,y) eR*)la<x<bAh(x) <y<g)},
a mnozinu €, pomoci funkei i(y) a g(y)

Q= {(x,y) €R*[c <y <dAh(y) <x<g()}-

Hranici mnoziny Q; ozna¢ime K. Nejprve dokdzeme rovnost

// any dxdy:jI{P(x,y)dx.
Q K

Dvojny integral na levé stran€ upravime pomoci tvaru mnoZiny €2 jako

//Q1 oPx,y) dxdy:—/ab </hf:>_apg;,y)dy) dx =
= —/ab [P(x,g(x)) —P(x,h(x))} dx =
= [ P(entoyas— [ Plegt) e

Posledni dva integraly miZeme vyjadfit jako

[ Plno)ac= [ Py
[ Plesear= [ peyar=— [ pryas

a

Nyni pfiddme na pravou stranu dva integraly

x=5>b

P(x,y)dx = =0,
/BC (x,) dx — 0'
X=da

P(x,y)dx = =0,
/DA (x,y) d—0
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pfi¢emz oba se rovnaji nule. Pak miiZeme psat

_//Ql 3Pg;,y)dxdy:/ABp(x’y)dx_}_/BCP(x,y)dx—}—/CDP(x,y)dx—l-
+/DAP(x,y)dx= P(x,y)dx=]§(P(x,y)dX-

Podobnym zplisobem mtizeme dokdzat rovnost

[}, 2 = f o

kde @, = {(x,y) e R*[c <y <dAh(y) <x<g(y)}.

ABCD

2. Nyni necht Q je trojihelnik a K = K7 U K> UK3 je jeho hranice (obr. 3.5). Pfedpo-
kladejme, Ze Zadna ze stran trojuhelnika neni rovnobézna s nékterou ze soufadnych
os. Nechf K| je graf linedrni funkce y = h(x) a K, UK3 je graf funkce y = g(x).

A

d

\ Y]

Obrazek 3.5: Popis hranice oblasti Q

Pak plati
// 3ny :_/” (/g(") IP(x,y) dy) dx =
a \Jnx) 9y
_ _/ab [P(x,8()) = P(x,h(x)) ] dr =
:/abP(x,h(x))dx—/abP(x,g(x))dx,
kde prvni integrél se rovnd | P(x,y)dx a druhy P(x,y)dx.

K KyUK3

IP(
// xy dxdy:%P(x,y)dx.
K
Podobné mizZeme ukazat

125 - f a0

Sectenim obou rovnic dostaneme dokazovany GreenGv vzorec.

Celkem tedy mame
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3. Je-li K obecna kiivka vyhovujici predpokladiim véty, pak vnitfek kiivky miizeme
vyplnit mnohothelnikem (obr. 3.6). Ten miZeme rozd€lit na kone¢ny pocet troju-
helnikii, kde pro kazdy z nich podle pfedchozi ¢4sti dikazu plati Greenova véta.
Jdeme-li s poétem vrcholii mnohotihelniku k nekonecnu, tak mnohouhelnik 1épe
vykryva vnitek kfivky. Potom integrdl pfes mnohouhelnik se bliZi k integrédlu pies
kifivku K, protoze integraly pies spole¢né hranice sousednich trojihelnikil se vza-
jemné odectou, nebof jsou ve vysledku zapocitdny vZdy dvakrat a to pokazdé s

opacnou orientaci.

Obrazek 3.6: Aproximace kiivky mnohouhelnikem

Priklad 3.3. UzZitim Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral
# (427 drt (x4 3)dy,
K

kde K je kladné orientovana elipsa ;‘—i + Z—z =1,a,b >0 (obr. 3.7).

A
i
Obrézek 3.7: Elipsa &5 + 55 = |

IP(xy) , 9Q(xy)
dy ox

Reseni. Nejdiive vypocitdme parcidlni derivace

dP(x,y)
dy

Dosadime-li do vztahu 3.2, dostaneme

é{(x—i—yz)dx—k(x—ky)dy: //9(1 —2y) dxdy.
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Pouzijeme transformaci do zobecnénych polarnich soufadnic

x = apcos(9),
y=bpsin(p),  p€(0,1), ¢ €(0,27),

a dostaneme
2 rl
//(I—Zy)dxdy:/ / (1—2bpsin(@))abpdpde =
Q 0o Jo

2 rl
- ab/ / (p — 2bp?sin(@))dpde =
0 0

271 [ 2 3 ! 2
_ P~ P _ L2, _
—ab/o [2 2b 3 sm((p)}od(p—ab/0 (2 3bsm((p)) do =
2

=ab F(p + gbcos(q))} = abr.

Jednou z vyuZivanych aplikaci Greenovy véty je obsah rovinné oblasti.

Véta 3.4.2. Necht Q C R? je omezend a uzaviend mnoZina spliiujici predpoklady Greenovy
vety. Potom pro obsah rovinné oblasti plati

1
n(Q) = 5}1{ xdy —ydx.
K

Diikaz. Dikaz je ziejmy a plyne piimo z Greenovy véty.
Polozime-li

1 1
P(.X',y) = _§y7 Q(xvy) = E-xv

dostaneme z Greenovy véty poZadovanou rovnost

> v —yar= [[ avay= (@)

3.5 Priklady
1. Vypocitejte kiivkové integraly II. druhu po dané kiivce K
(a) / (x4+2y+1)dx+ (2x+y—1)dy, kde K je kladn& orientovand kiivka s para-
K
metrickym vyjadfenim x = —sin(¢),y = 1 —cos(z), ¢ € (0,27),

(b) / x?y?dx+ (¢* +¢”) dy, kde K je kladng orientovany obvod trojihelniku s vr-
K
choly A =[0,0], B=1,3],C =10,3],

(c) / Vvxdx+ (2xy+1)dy, kde K je kladné orientovand kfivka s parametrickym
K

vyjadfenim x = t*+ 12, y = +1,t € (—1,1),
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(d) /xydx+yxdy+(x+y—z)dz, kde K je usecka AB,A = [2,1,2], B=[3,2,4],
K

(e) / Tt (x* +y?)dy + €°dz, kde K je kladn& orientovana kiivka s parametric-
KYy
kym vyjadfenim x = 2¢3, y =12, z =3 1,1t € (0, 1),

(f) / ydx+yz>dy+ (x> — y) dy, kde K je kladn& orientovand kiivka s parametric-
K
kym vyjadienim x = cos(t), y = sin(t),z = 2¢,t € (0,27).

2. Pomoci Greenovy véty vypoctéte
(a) 7{ (y* — 3xy)dx + (xy + y 4+ x)dy, kde K je kladn& orientovand kruZnice
K
(x=1)>+y* =1,

(b) j{ (y —x)?dx + (2x> —x?y* +y) dy, kde K je kladné orientovany obvod &tverce
K
ABCD, A =[0,0], B=[3,0],C=[3,3],D=[0,3],
(c) ?{ (x*y — 2xy)dx + (x*y* + 5y*)dy, kde K je kladn& orientovand hranice
K

mnoiinyQ:{xy)ERz:nggl,Ognyz},

(d) 7{ ( +2xy — ;) dx+ (y; +x>+ x;) dy, kde K je kladné orientovand hra-
nice mnoziny Q = {(x,y) ER?:1<x?+y*<9,x<y< \/§x}
Vysledky:
L. (@) 27(m+1); (b) 3e — 35(0) 45 (d) &5 () —€ + &% + 135 () m(1 —4m)

2. (a) 4m; (b) 815 (c) 2 () I



Kapitola 4
Plochy

V této kapitole zavedeme pojem plocha a uvedeme nékteré jeji vlastnosti, které vyuZijeme
pro zavedeni plosnych integrali I. a II. druhu. K nastudovan{ této kapitoly jsem pouzil [1],
(71, [11] a [12].

4.1 Plochy v R®

Nejprve uvedeme samotnou definici plochy v prostoru, pomoci které si vysvétlime, co pod
timto pojmem budeme rozumét.

Definice 4.1.1. Necht M C R? je mnoZina, kterd je omezena jednoduchou uzavienou
kiivkou K. Déle nechf r: M — R3 je zobrazent, které je definovdno vektorovou funkci

r(u,v) = (qo(u,v)gy(u,v),x(u,v)), [u,v] € M.
Potom mnozina
S= {[x,y,z] S R :x= q)(uvv)7y = W(uvv)v < ZX(”7V)7 [u7v] S M}

se nazyva plocha v R3 a funkce r(u,v) je parametrizace plochy S. MnoZina

T={[cyd €R :x=0(u,v),y=w(uv),z=x(u,v), [u,v] € K}
se pak nazyva okraj plochy S.
Definice 4.1.2. Plocha S s parametrickym vyjadienim r(u,v), [u,v] € M, se nazyva:
1. jednoduchd, jestlize r(u,v) je prosté zobrazeni na mnoziné M,

2. Jordanova neboli jednoduché uzaviend plocha, jestliZze existuje vzdjemné jednozna-
¢né spojité zobrazeni kulové plochy na plochu S.

Jako priklady jednoduché uzaviené plochy miZeme uvést kulovou plochu, povrch
krychle, povrch vélce nebo povrch elipsoidu.

Definice 4.1.3. Necht M je libovolna souvisld mnoZina v R?. Systém mnoZin M; C M,
i=1,...,n, budeme nazyvat délenim mnoZiny M, jestlize

26—
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n
1. sjednoceni vS§ech mnoZzin z M; je M, tj. M = | UM;,
i
2. spole¢nymi body dvou libovolnych mnoZin systému mohou byt pouze jejich hraniéni
body.

Definice 4.1.4. Necht S je jednoduch4 hladké plocha v R3, M; je déleni mnoZiny M C R?
a zobrazeni F : M — R? je jednojednoznacné. Potom mnoZzina D = {S; = F(M;),i =
=1,...,n} se nazyvd déleni plochy S.

Definice 4.1.5. Necht D = {Sy, ..., S,} je déleni plochy S a v = max<;<,(d;) je norma
déleni, kde d; je primér plochy S;, i = 1,..., n. Pokud pro posloupnost déleni {D,}">_,
plochy S plati li_r>n v = 0, pak se tato posloupnost déleni nazyva normalni.

n—roco

Definice 4.1.6. Rekneme, Ze plocha S : r(u,v) = (@(u,v), y(u,v), x(u,v)), [u,v] € M, se
nazyva hladka, jestlize plati

1. funkce @(u,v), y(u,v) a x(u,v) maji spojité parcialni derivace na M,

h((pu Yu xu>:2’
O Y Xy

ru(u,v) = (q)u(”a">7Wu(”aV)aXu(“aV»,
ro(u,v) = (¢V(”7V)v WV(”7V>7XV(”7V))

jsou linedrné nezdvislé pro V[u,v] € M.

2. proVu,v] e M

tj. vektory

Definice 4.1.7. Rekneme, Ze plocha S : r(u,v) = (@(u,v), y(u,v), x(u,v)), [u,v] € M, se
nazyva po ¢astech hladka, jestlize vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych ploch.

Necht S je hladka plocha s parametrickym vyjddfenim
S:r(u,v) = (@(u,v), w(u,v),x(u,v)), [u,v]€M.
Potom normdlovy vektor plochy S v bod€ [u,v] € M se rovnd
i(u,v) =ry(u,v) x ry(u,v).
Oznacime-li

Ou Yu

, B(u,v) =
(u,v) %

, Cu,v) =

Afu,v) = “”“ Xu Xu Pu , (4.1)

Wy X Xv Oy

pak normalovy vektor k § miZeme napsat ve tvaru

ii(u,v) = (A(u,v),B(u,v),C(u,v)).

V piipadé, Ze hladka plocha § je zadand v explicitnim tvaru

z= f(x,),

normalovy vektor plochy S je

i(x,y) = (=fo, =/ 1).
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Poznamka. Plochu S miZeme orientovat dvéma zptisoby, tzn. vybrat jednu ze dvou stran
této plochy a definovat normélovy vektor v kazdém jejim bodé&, ktery sméfuje na zvolenou
stranu plochy.

Necht S je hladka plocha urcena parametrickymi rovnicemi
S:x=0u,v),y=vy(u,v),z=x(u,v), [u,v]€M.

JestliZze normdlovy vektor 7i(u,v) ma stejny smér jako normélovy vektor uréeny orientaci,
pak tato parametrizace je souhlasnd. Pokud 7i(u,v) ma opa¢ny smér neZ normélovy vektor
uréeny orientaci, pak tato parametrizace je nesouhlasna.

4.2 Obsah plochy

Necht S je hladka plocha zadana v explicitnim tvaru
S={lyd eR: [x)] €M, z= f(x,y)}.

Délenim plochy S rozdélime plochu na n kouskt. Na kazdém kousku S;,i =1,...,n,
zvolime libovolny bod A; a v ném sestrojime te¢nou rovinu

T z— f(xi,yi) = fa(i, i) (x—xi) + fy (i, yi) (0 = vi)-

Poté kousek S; kolmo promitneme do te¢né roviny 7; a dostaneme mnozinu M; C R2,
ktera lezi v 7;. Jeji obsah ozna¢ime m(M;). Déle si ozna¢ime d; jako pramér plochy S; a
zavedeme si normu déleni v = max<;<,(d;), kterd vyjadfuje na jak velké kousky jsme
plochu § rozdélili.

Definice 4.2.1. Rekneme, Ze plocha S mé kone¢ny obsah, pokud existuje

i=1
kterd nezavisi na vybéru bodi A;. Cislo m(S) se pak nazyva obsah plochy S.

Véta 4.2.1. Necht S je hladkd plocha s parametrizaci r(u,v), [u,v] € M C R?. Necht
i(u,v) = ry(u,v) x r,(u,v) je normdlovy vektor plochy S. Potom plocha S md konecny
obsah a plati

m(S) = // |7 (u,v)|dudv = // \/Az(u,v) + B2(u,v) + C*(u,v) dudy,
M M
kde A, B a C jsou zavedeny v (4.1).

Diikaz. Dutkaz naleznete v [11]. O
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Pokud plocha S je grafem funkce
z=flxy), [y eMCR?

afunkce f md spojité parcidlni derivace fy, f, na ohraniCené a jednoduse souvislé mnoZiné
M. Pak vzorec pro obsah plochy S ma tvar

m(s) = [[ lieyldxay= [ i+ £y + i) ey,

kde 7(x,y) je normalovy vektor plochy S.

Priklad 4.1. Vypoctéte obsah plochy S, ktera je grafem funkce

z:x2+y2, xz—i—y2 <1.

Obrazek 4.1: Plocha k ptikladu 4.1

Reseni. Pro vypocet tohoto piikladu pouZijeme vzorec

()= [[ 1582000 + Ry deay,
kde f(x,y) = x> +y*. Nejdfive si vypocitdme parcidlni derivace f; a f,.
fr=2x, fy=2y
m(S) = // V1 +4x% 4 4y2 dxdy.
Tento dvojny integral vypocitime pomﬁgcf transformace do polédrnich souradnic

x = pcos(Q),
y=psin(¢), p€(0,1), 9 €(0,27).
Celkové tedy dostaneme

2n rl 2T 1
S:// 1 +4p2cos? 402 sin? dd:/d/ 1+4p2dp =
m(S) A O\/+pcos<¢>+psm(<p>pp<p | de | py/1+4pidp

t=1+4p? -
dr = 8pdp /5 1 Jr/5 212 T3
_ —2 =" LN o N
b : \/fgdt 4, Vide ol 6(52 )

INPS

0—1
1—5

. . 3
Obsah parabolické plochy S (obr. 4.1) je roven % (52 —1).

N——



Kapitola 5

PlosSné integraly 1. druhu

V této kapitole se budeme zabyvat plosnymi integrdly I. druhu. Nejprve si uvedeme
jejich definici a zdkladni vlastnosti. Nasledné si ukazeme zptisob vypoctu na konkrétnich
prikladech a na zavér nékteré aplikace. K nastudovani této kapitoly jsem pouzil [2], [7],
[8], [10], [11] a [12].

5.1 Definice

Necht S C R3 je po &astech hladk4 plocha a nechf f : § — R je ohrani¢end funkce definovana
na ploSe S. Necht D = {S, ..., S} je déleni plochy S, které ji rozdé€li na n &asti. Obsahy
jednotlivych ¢asti S;, i =1, ..., n, oznacime AS;. Déle v kazdé oblasti S; zvolime libovolny
bod A; = [x;,yi,zi] a vypocitame v ném funkéni hodnotu f(x;,y;, z;). Utvofime tzv. integralni
soucet

n
Ty =Y f(xi,yi,2)AS;.
i=1

Pokud pro kazdou normdlni posloupnost déleni {D,}*_, plochy S a libovolny vybér bodi
A; existuje limita integralniho souctu, potom mtzeme definovat plo$ny integral I. druhu.

Definice 5.1.1. Existuje-li kone¢na limita integralniho souctu

n—so0 n—yoo

n
lim 7, = lim Y f(xi,yi,2:)AS;,
i=1

kterd nezdvisi na normdlni posloupnosti déleni {D,}*_, plochy S ani na vybéru bodi A;,

pak tuto limitu oznacime
//f(x,y,Z)dS
S

a nazveme ji ploSnym integrdlem I. druhu neboli ploSnym integrdlem ze skaldrni funkce.

Vypocet plosného integrdlu I. druhu spociva v tom, Ze [, f(x,y,z)dS pfevedeme na
dvojny integral. Pfedpoklddejme, Ze funkce f(x,y,z) je spojitd a ohrani¢end na jednoduché
hladké ploSe S s parametrickym vyjadienim

S:x=0u,v),y=vy(u,v),z=x(u,v), [u,v]€M.
~30-
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Diferenciél ploSného obsahu dS uré¢ime ze vztahu

dS = |7i(u,v)|dudv = \/Az(u,v) + B2(u,v) + C?(u,v) dudv,

kde |7i(u,v)| je velikost normalového vektoru plochy S. Funkci f(x,y,z) vyjadiime v pro-
ménnych u a v. Pak dostaneme rovnost

//Sf(x’y’Z) ds = //Mf(fP(u,V), w(u,v), x(u,v))[7(u,v)|dudv, (5.1)

kde novym integracnim oborem bude mnoZina M.
Jestlize plocha S je grafem funkce z = f(x,y), [x,y] € M C R?, kde f(x,y) je spojitd po
castech hladka funkce v M, potom dostdvame vztah

//sﬂx’y’z)dsz //Mf(x’y’f(x»y))mdxdy. (5.2)

5.2 Vlastnosti

Vlastnosti plosného integrald I. druhu jsou analogické s vlastnostmi kiivkového integralu

vvvvvv

1. Homogenita vzhledem k integrandu
Necht existuje integrdl [/ f(x,y,z)dS a necht ¢ je konstanta, ¢ € R. Pak integral
Jfgcf(x,y,z)dS existuje a plati

//Scf(x7y7z)dS:c//sf(x,y7z)d5.

2. Aditivita vzhledem k integrandu
Necht existujf integrdly [[q f(x,y,z)dS a [[;g(x,y,z)dS. Pak integral stojici v ndsle-
dujici rovnosti na levé strané existuje a plati

//q[f(x,y,z)+g(x,y,z)]dS://Sf(x,y,z)d5+//sg(x7yjz)d5'

3. Aditivita vzhledem k integraénimu oboru
Necht existuje integral [[g f(x,y,z)dS a plocha § = S US,. Pak integraly stojici
v nasledujici rovnosti na pravé strané existuji a plati

//Sf(x,yaz)dS://Slf(x,y,z)dS+//S2f(x,y’z)ds_

Priklad 5.1. Vypocitejte plosny integral

//xzzdS,
S

kde plocha S je &ast kulové plochy x*> +y?> +z> =R%, 7> 0,R > 0.
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Obrazek 5.1: Plocha k pfikladu 5.1

Regeni. Pro parametrizaci kulové plochy (obr. 5.1) zvolime sférické soufadnice

x = Rcos(u)sin(v),
y = Rsin(u) sin(v),

z=Rcos(v), uel0,2x),ve [O, g] :

Nejdiive vypocitime velikost normdlového vektoru 7i(u, V).

Alw,v) = ﬁiﬁffffiﬁﬁiﬁ —Rs(i)n(v) = —R’ cos(u)sin”(v),
Buyv)=| _° ;ﬁgg(‘g)‘)cil;(vv)) — _R2sin(u)sin(v),

—Rsin(v
(

)
_|—Rsin(u)sin(v) Rcos(u)sin(v)
Cl) = | Reos(n ci)s(v) Rgions(u)csos(v)

)
= —R%sin?(u) sin(v) cos(v) — R* cos?(u) sin(v) cos(v) = —R?sin(v) cos(v).

Velikost normalového vektoru plochy S se tedy rovna

|7 (u,v)| = \/R4 cos2(u) sin*(v) + R4sin?(u) sin*(v) + R4sin?(v) cos2(v) = R?sin(v).

Nyni po dosazeni do (5.1) miZeme plosny integral vypocitat jako

2n 2
// x’zdS = / /2 R?cos?(u) sin®(v)Rcos(v)R? sin(v) dvdu =
s 0o Jo
t = sin(v)

2 %
s 2 5,0 .3 _|dr=cos(v)dv|
=R /0 /0 cos”(u)sin’ (v) cos(v) dvdu = 050 =

T
7—1
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2r 1 21 4 1 RS 2m
= RS/ cosz(u)du/ £dr = RS/ cos? (i) du {—] =— cos? (u) du
0 0 0 410 4 Jo
R> [27 | +cos(2u) R’ 1 T RS
T ), > =g {u—l—zsm( u)]o 2

Priklad 5.2. Vypoditejte plo$ny integral

Z2
//S;\/xz—i—yz—kldS,

kde S je &ast plochy z = xy, x> +y? < 1 vyobrazend na obr. 5.2.

i \Q"E-

i

2
i
N

@

o

Yy

Obrazek 5.2: Plocha k prikladu 5.2

Reseni. Nejprve si vyjadifme mnoZinu M a funkci f (x, y) tak, abychom mohli ur¢it parcidlni

derivace fy a fy, tedy
M={(xy) €eR: 24> <1},

flx,y) = xy,
fx(x,y) = ya
fy(xa)’) =X

Nyni miizeme plosny integral prevést na dvojny podle vztahu (6.1) a vypocitat ho jako

2 2.2
//%\/x2+y2+1d52// VR 12y + Ldedy =
S M X

2,2, .2 x=pcos(Q),
= +y2 4+ 1)dxdy = .
//My (7 Ddedy =10 in(g),

2n 1
= /() /O P2 sin2<(p) (pZCOSZ((p) +P2 sin2(¢) n 1)pdpd(p _

2 rl
= /0 /0 p’sin®(9)(1+p*)dpde =

pel01]|_
¢ €10,2x]|

33
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2l 27 p4 p6 1
= / / sin’(9)(p° +p°)dpde = / sin(g)de |~ +—| =
o Jo 0 4 6],

27

5 5 [®1l—cos(2p) ., 5 1. _5m
_E/o sin ((p)d(p—ﬁ/o — dq)—ﬂ[(p—ism(Z(p)} =3

0

5.3 Aplikace ploSného integralu 1. druhu

34

Pomoci plosného integrdlu I. druhu miizeme vypocitat nékteré fyzikalni charakteristiky

plochy S.

1. Obsah plochy
Necht S C R3 po &istech hladka plocha, pak pro jeji obsah m(S) plati

m(S)://S ds.

2. Hmotnost plochy

JestliZe plocha S C R3 m4 konstantni hustotu p, pak se jeji hmotnost rovna soucinu
jejiho obsahu a hustoty. V ptipadé, Ze hustota p neni konstantni, ale zavisi na poloze

bodu na plose, tedy p = p(x,y,z), potom hmotnost plochy je ddna vztahem

m= //Sp(x,y,z)dS.

3. Statické momenty plochy

Statické momentky plochy S vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz vypocitdme

pomoci nasledujicich vztaht

Sx)’ = //Sp(xvyvz)zdsa

Sz = //SP(X,y,Z)de,

Sy, = / /S p(x,y,2)xdS,
kde p(x,y,z) je hustota plochy S v bod& [x,y,z].

P[5 S S
m' m’ m|’

kde m je hmotnost a Syy, Sy;, Sy, jsou statické momenty plochy S.
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5. Momenty setrvacnosti plochy
Pro momenty setrvac¢nosti plochy S vzhledem k osdm x, y, z a ose otd¢eni o v po¢atku
plati

L= //S(szrzz)P(x,y,Z) ds,
L= [[(@+2ptnz)as.
L Z/[g(x2+y2)P(x,y,Z)dS,

Ioz/A(x2+y2+z2)P(x,y,Z)dS,

kde p(x,y,z) je hustota plochy S v bodg [x,y,z].
Pokud chceme urc¢it momenty setrvac¢nosti vzhledem k rovindm xy, xz a yz, tak plati

Ixy = //SZZP(X,}/,Z)dS,
I, = / /S Y'p(x,y,2)ds,
I)’Z://szp(xvyaz)ds'

Priklad 5.3. Pro vélcovou plochu S s parametrickym vyjadfenim
x=cos(u),y=sin(u),z=v, uc(0,27),v e (0,2),
s hustotou p (x,y,z) = z> urdete
1. jeji hmotnost,

2. statické momenty vzhledem k rovindm xy, xz a yz,

Vvew

i

Obrazek 5.3: Plocha k prikladu 5.3
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Reseni. Nejprve vypo&itime velikost normélového vektoru 7i(u,v) plochy S (obr. 5.3).

Al =59 = cos(w)
Bluv) =) _Si(r)‘(”> — sin(u),
Clu,v) = —si(r)l(u) coso(u) _o.

Velikost normalového vektoru valcové plochy se rovna

i(u,)| = /cos2 () +sin?(u) = 1.

1. Hmotnost valcové plochy, po dosazeni do vzorce pro vypocet hmotnosti, vypocteme

jako
2 2 372
m:/ /vzdvdu:27r{v—] :16—7’:.
o Jo 310 3

2. Dosadime-li do vzorcti, pro vypocet statickych momentti vzhledem k rovindm xy, xz
a yz, dostaneme

2 2 3 WA 2
S :/ / v dvdu =27 [—] = 87,
w o Jo 41,
27 2 2T v3 2 8
Sxe = / / sin(u)v* dvdu = / sin(u) {—} = [—cos(u)]3" =0,
0 0 0 3 0 3
2 2 21 B1% 8
Sye = / / cos(u)v* dvdu = / cos(u) [—] = —[sin(u)]g’r =0.
0 0 0 3 0 3

3. Pro urceni t€ziSté plochy S vyuZijeme jeji statické momenty a jeji hmotnost, tedy

SyZ SXZ Syz 87: 3
m T m ’ i m _12” 2

XT

Vv v

5.4 Priklady

1. Vypocitejte plosné integraly I. druhu pfes danou plochu S
(a) // (x*> +y* +2)dS, kde S je grafem funkce z =2 —x2 —y?, x>+ < 4,
S

(b) / / (x*y+2z)dS, kde S je &st roviny x+y+z = 1 leZici v prvnim oktantu,
s

(c) // a? + 42 +4y2 dS, kde S je grafem funkce 7 = By PaR<d
S

a
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(d) % dS, kde S je vdlcovd plocha x> +y?>=9,0<z< I,

(e) / / zdS, kde plocha S je zadand pomoci parametrického vyjadieni
s
r(u,v) = (ucos(v),usin(v),u?), u € (0,1), v € (0,27),
/ Vx2+y2dS, kde plocha S je zadand pomoci parametrického vyjidieni
S
r(u,v) = (ucos(v),usin(v),v), u € (0,1),v € (0,2x).

2. Pro kuZelovou plochu
Z=x"+y* 1<z7<3,

s hustotou p(x,y) = y/x2 +y? urlete
(a) jeji obsah,
(b) jeji hmotnost,

(c) statické momenty vzhledem k rovindm xy, xz a yz,

W vy

Vysledky

(2%—2)7t

1. () ”7 DT (b) 3. () 37a%; (d) 3 () ¢ 5”1 T () 25

2. (a) 8v/27; (b) 22%2%; (c) 40v/27,0,0 (d) [0,0, 3]



Kapitola 6

PlosSny integral 11. druhu

V této kapitole si predstavime plosné integraly II. druhu. Uvedeme si jejich definice a na
ptikladech si ukdZeme princip jejich vypoctu. Na zdvér zminime dvé vyznamné integralni
véty. V této kapitole jsem Cerpal z [2], [3], [6], [7], [9], [11], [12] a [13].

6.1 Definice

Nechf na po &astech hladké plose S C R3 je definovdna vektorova funkce F : S — R3.
Libovolnym délenim D = {Si, ..., S, } rozdélime plochu S na n ¢dsti. Obsah kazdé ¢asti
Si,i=1,...,n,oznaime AS;. Na kazdém kousku S; zvolime libovolny bod A; = [x;,y;, zi]
a vypocteme v ném funk¢ni hodnotu F(x;,y;,z;). Body A; tvofi tzv. vybér reprezentantd.
Dile v kazdém bod¢€ A; sestrojime jednotkovy normalovy vektor 77;, jehoZ orientace bude
shodnd s orientaci S;. Utvofime tzv. integralni soucet

n
Y F(xi, i 2)AS;.
i=1

Definice 6.1.1. Necht S je po &astech hladkd plocha, F = (P,Q,R) a zobrazeni F : R? — R3
je vektorova funkce definovana na ploSe S. Jestlize existuje konec¢nd limita integralniho

souctu
lim Z F xl?.yl?Zl)nlASl?

n—yoo £

kterd nezdvisi na normdlni posloupnosti déleni { D, }7 plochy S ani na vybéru reprezentantti,
pak tuto limitu znac¢ime

//SP(x,y,Z) dydz+ Q(x,y,z) dzdx + R(x,y,z) dxdy

anazveme ji ploSnym integralem II. druhu neboli ploSnym integrilem z vektorové funkce.

Pii vypoctu ploSného integrédlu II. druhu opét tento integrdl prevedeme na dvojny
integral. Pfedpoklddejme, Ze S je jednoducha hladka plocha zadand parametricky

—38—
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a vektorovd funkce F = (P, Q,R) je spojitd na plose S. Pak plati

/AP(x>y,Z)dydz+ Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z) dxdy

= [ [P0 wun) ) aey)
+0(@(u,v), y(u,v), x (u,v)) B(u,v)
+R(@(u,v), w(u,v), x(u,v))C(u,v)| dudv, (6.1)

kde kladné znaménko volime v pfipad€, Ze orientace S je souhlasnd s parametrickym
vyjadfenim, a znaménko zdporné volime v opa¢ném piipadé.

Vlastnosti plosnych integralii II. druhu jsou analogické jako u plosnych integrald
I. druhu a proto je zde uZ nebudeme uvadét. LiSi se pouze v piipadé nesouhlasné ori-
entace s danou parametrizaci, kdy dochdzi ke zméné znaménka.

Priklad 6.1. Vypocitejte plosny integral
1= //szdydz+ (x+y)dxdz+ zdxdy,

kde S je Cast plochy x4 y+z = 3 v prvnim oktantu orientovand smérem vné&;js$i normély.
Reseni. Plochu S miZzeme vyjadfit jako

S={[x,yz €R}:z=3—x—yAx>0Ay>0Az>0}.

Zvolime parametrizaci

X =u,
y=m
z=3—u—v,

M={uy] eR*:0<u<3A0<v<3—ul.

Nasledné vypocitdime normalovy vektor plochy S a uréime orientaci. Tedy

Au,v) = (1) :i‘:l,
Bluw) = (1)':1,
C(u,v) = (1) (1)‘:1.

Normadlovy vektor plochy S se rovna

A(u,v) = (1,1,1).
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Vidime, Ze parametrizace plochy S je souhlasna s jeji orientaci. Nyni miZeme podle vztahu
(6.1) provést samotny vypocet.

//szdydz+ (x+y)dxdz+zdxdy =

3 r3—u
:/ / (uB—u—v)+u+v+3—u—v)dudv=
0 Jo

3 r3—u 3 MVZ 3—u
:/ / (3u—u2—uv+3)dudv:/ {3uv—u2v———|—3v} du =
0 Jo 0 2 0

:/03<3u(3—u)—u2(3—u)—u(3—_u)2+3(3—u)>dM:

2
3 3u ut 312 S35
_ w4 U _ |3 du _ 120
_%;<2 3u+—2+9>m4 {8 w2 +m40 =
Priklad 6.2. Vypocitejte plosny integral
//Sxdydz +ydxdz +yzzdxdy,

kde plocha S je &ast kuZelové plochy z2 = x> +y?, 0 < z < 2, orientovan4 z kuZele ven.

Obrazek 6.1: Plocha k ptikladu 6.2

Reseni. Pro parametrizaci kuZelové plochy (obr. 6.1) zvolime vélcové soufadnice

x=pcos(9),
y = psin(9),
z=p,

M={[p,9] eR>:0<p <2A0< ¢ <2nx}.

Stejnym zplsobem jako v minulém piikladé ur¢ime normalovy vektor plochy S.

AUL¢)==piE$2> H::—p00%¢%
mezﬁ jﬁﬁbkﬁpmwx
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cos(@)  sin(@)

Clp,p) = —pcos(p) pcos(e

)= pcos®(¢)+psin’(@) = p.
Normalovy vektor plochy S se tedy rovna

i(p, @) = (—pcos(@),—psin(),p).

Nyni uZz staci pouze rozhodnout, zda parametrizace plochy § je souhlasna s jeji orien-
tacf Ci nikoliv. Zvolime si libovolny bod [p, ¢] € M, napfiklad [1, %], a porovndme smér
normdlového vektoru v tomto bodé s orientaci plochy S.

ﬁ(l%) —(0,~1,1)

Vidime, Ze orientace plochy S je nesouhlasnd s danym parametrickym vyjddfenim a proto
ptred dvojny integral budeme psét zaporné znaménko. Nyni miizeme prikrocit k samotnému
vypoctu ploSného integrélu.

//SXdde+ydxdz+yz2dxdy:
= _/027[ /02 (P COS(Q")(‘P COS(‘P)) +Psin(§0)(—p sin((p)) +p2%p sin(qo)p)dpdq) =

2 2
- _/0 /0 (_PZCOSZ((P) —P2 Sinz((p) +p4sin((p))dpd(p —

2w 2 ) 4. 2 p3 p5 ' 2
N _/ / (=p”+p"sin(p))dpde = _/ ——+—sin(p)| do=
o Jo 0 3173 )

__/Zn —§—l—gsin() do =— 8 —2005( )2ﬂ—1—67r
— T T3 s )ee= TR0 g eesie)] =

6.2 Gauss-Ostrogradského véta

Tato véta vyjadfuje vztah mezi ploSnym integralem II. druhu a trojnym integralem. Dfive
nez si uvedeme Gauss-Ostrogradského vétu, zavedeme si nékolik pojmt a uvedeme vétu,
kterd usnadni formulaci a dikaz véty.

Definice 6.2.1. Necht funkce 4(x,y) a g(x,y) jsou spojité na mnoziné M C R? takové, Ze
h(x,y) < g(x,y) pro kazdé [x,y] € M. Pak mnoZina

U={lxyz eR*: [x)] €M, h(x,y) <z <g(x,y)}
se nazyva normdlni obor vzhledem k ose z.

Poznamka. Analogicky definujeme normélni obory vzhledem k osdm x a y.

Definice 6.2.2. Rekneme, 7e mnoZina V C R? se nazyva normalni obor, jestlize lze vyjadfit
jako konec¢né sjednoceni normalnich obori vzhledem ke v§em osam x, y a z.
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Véta 6.2.1. Necht U C R? je normdlni obor vzhledem k ose z a S je hranice mnoZiny U
orientovand ve sméru vnéjsi normdly. Ddle nechf funkce R je spojitd spolu s parcidlni
derivaci R, na mnoziné U, kterd je uzdavérem mnoZiny U. Pak plati

//SR(x’y’Z)dxdy:///URZ(X,y,z)dxdydz_

Diikaz. 7 definice 6.2.1 vime, Ze normalni obor vzhledem k ose z miZeme vyjadfit jako
U={lxyd eR: [xy] €M, hx,y) <z <glx.y)}.

Dile oznaéme S1 = {[x,y,h(x,y)] € R?: [x,y] € M} dolnf hranici, S; = {[x,y,g(x,y)] €
R? : [x,y] € M} horni hranici a S3 boéni hranici mnoZiny U. Potom

g(xy)
/// Rz(x,y,Z)dxdydzz// U Rz(x,y,Z)dZ} dxdy =
U M | Jh(x.y)
://M [R(x,y,g(x,y)) —R(x,y,h(x,y))} dxdy.
Levou stranu dokazované rovnosti mizeme vyjadfit jako
//SR(x,y,Z)dxdyz//S R(x,y,Z)dxdyﬂL//S R(x,y,Z)dxder//S R(x,y,z) dxdy.
1 2 3
Integrdly na pravé strané vyjadiime jako
// R(x,y,z)dxdy = —// R(x,y,h(x,y)) dxdy,
Sy M
// R(x,y,Z)dxdyZ// R(x,y,g(x,y)) dxdy,
SH M
// R(x,y,z)dxdy = 0.
83

Celkem tedy mame

e O o

+//S3R(x7y,z)dxdy = //SR(x,y,z)dxdy.
[

Poznamka. Analogicky zpiisobem miZeme formulovat véty pro normélni obory vzhledem
k osdm x a y. Podobnym zpiisobem jako v predchozi vété dokdaze, Ze plati rovnosti

//Sp(x7y’z>dydzz///pr(X,y,z)dxdde,
//SQ(X7YaZ)dZdX=///UQy(x,y,Z)dxdydz_
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Definice 6.2.3. Necht vektorova funkce F = (P, Q,R) je definovand na mnoZin& M C R3.
Divergenci vektorové funkce F' v bod€ [x,y,z] € M nazyvame &islo, které definujeme jako

, JoP 0 JdR
leF(x,y,z) = X('xﬁyaz) + a_f(xayvz) + a_z(xayaz)‘

Véta 6.2.2 (Gauss-Ostrogradského). Nechr V je normdlni obor v R3, jehoZ hranice S
je uzaviend plocha orientovand ve sméru vnéjsi normdly. Ddle nechf vektorovd funkce
F = (P,Q,R) je spolu se svymi parcidlnimi derivacemi Py, Q., R, spojitd na mnoZiné V,
kterd je uzdavérem'V. Pak plati

//P(x,yaZ)dydz—f—Q(X,y7z)dzdx+R(x,y,z)dxdy:// divF (x,y,z) dxdydz =
’ 1%
_ / / /V [Pe(x,3,2) + Oy(x,7,2) + R (x,y,2)] dxdydz. (6.2)

Diikaz. Nyni dokaZzeme rovnost

//SR(x,y,Z)dxdyz///‘/Rz(x,y,z)dxdydz,

kde V je sjednoceni konec¢ného poctu normalnich obort Uy, ..., U, vzhledem k ose z.
Predpoklddejme, Ze S; je hranice kazdé oblasti U;,i = 1, ..., n, orientovand ve sméru
vnéjsi normadly. Pak pfimo z véty 6.2.1 plyne, Ze

///VRZ(x,y,z)dxdydz:ifl///ljikz(x,y,z)dxdydz:ii//siRz(x,y,z)dxdyz

Z//SR(x,y,Z)dxdy,

protoZe v kazdém bod€ D € S; NS, j # k, se potkaji dv€ normadly s opac¢nou orientaci.
Analogicky miZzeme ukazat, Ze plati

//Sp(xay,z)dde:///‘/Px(x,y,z)dxdydz, (6.3)

//SQ(X,%@dde:///‘/Qy(x,y,z)dxdydz’ 6.4)

kde v (6.3) je mnoZzina V sjednoceni kone¢ného poc¢tu normalnich oborid vzhledem k ose x
a v pripadé (6.4) k ose y. Sectenim vSech tii rovnic dostaneme uvedeny vzorec ve vété. [

v

Véta 6.2.3. Necht'V je normdlni obor v R3 a S je jeho hranice orientovand ve sméru vnéjsi

normdly. Pak pro objem mnoZiny V plati
1
m(V) = g//sxdydz—i—ydzdx—f—zdxdy.

Diikaz. Dikaz plyne piimo z Gauss-Ostrogradského véty.
Polozime-li

1 1 1
P(X,y) = §X, Q()C,y) = §y7 R<x7y) = §Z7
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dostaneme pfimo z Gauss-Ostrogradského véty pozadovanou rovnost

i !
5//xdydz+ydzdx+zdxdy:§// 3dxdydz=// dxdydz = m(V).
S 1% \%

Priklad 6.3. Pomoci Gauss-Ostrogradského véty vypocitejte plosny integral
//szydydquydzd)H—zzdxdy,

kde plocha S je povrch krychle V = {[x,y,z] ER}: 0 <x <2A0<y<2A0<z<2}
orientovand ve sméru vnéjsi normdly (obr. 6.2).

Obrazek 6.2: Plocha k prikladu 6.3
Reseni. Nejdiive si vypocitame piislusné parcialni derivace.
Pi(x,y,2) =2xy,  Oy(xy,z) =1 Ri(x,y2) =2z
Nyni po dosazeni do vztahu (6.2) miiZeme integral vypocitat jako
2 2 2
//szydydz—i—ydzdx—f—zzdxdy = /0 /0 /0 (2xy+1+2z)dxdydz =
22, 5 2 2 2, 5
= /0 /0 [x“y+x+xz]gdydz = /0 /0 4y +2+2zdydz = /O [2y° + 2y + 2yz]5dz =

2
:/ 8 +4 +4zdz = [127 4+ 253 = 32.
0

6.3 Stokesova véta
Druhou dileZitou integrdlni vétou, kterou si zde uvedeme, je Stokesova véta. Tato véta
vyjadiuje vztah mezi kiivkovym a ploSnym integralem.

Definice 6.3.1. Necht vektorova funkce F = (P,Q,R) je definovand na mnoZin& M C R3.
Rotaci vektorové funkce F v bodé [x,y,z] € M nazyvame vektor definovany pfedpisem

JdR 0 dP OR d dP
rotF(x,y,z) = ((a_y - a_g) (x7y7Z)7 (a_z - $> (xayaz)a (a_g - a_y) (X,y,z)) )
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coZ muzeme pomoci determinantu zapsat jako

i ok

J d d
rOtF(.x,y,Z) = I a—y a_Z s

P O R

kde 7, fa k jsou jednotkové vektory ve sméru soufadnych os.

Poznamka. Jednoduchd hladkd plocha S je orientovana souhlasné se svym okrajem K,
pokud poloZzime dlani pravé ruky kolmo k plose S a plati, Ze palec ukazuje smér normaly
plochy a prsty ukazuji orientaci kiivky K.

Véta 6.3.1 (Stokesova). Necht M je oteviend mnoZina v R3 a vektorovd funkce F = (P,Q,R)
Jje spojitd i se svymi parcidlnimi derivacemi 1. radu na mnoziné M. Ddle necht S C M je po
cdstech hladkd plocha, jejiz okraj tvori uzaviend po cdstech hladkd krivka K orientovand
souhlasné s plochou S. Pak plati

§ Pl 2)dr +0(x32)dy +R(xy.2)dz = [ rotF(x,y.z)ds =
K

_ //S(Ry —0.)dydz+ (P. — Ry) dzdx+ (Qx — P) dxdy. (6.5)
Diikaz. Uvazujme plochu S, kterd je grafem funkce

Z:f(xay)'

Nechf L je hranice mnoziny M a ii = (ny,n2,n3) je jednotkovy normalovy vektor plochy
S. Predpokladejme, Ze plocha S je se svym normalovym vektorem 7 souhlasné oriento-
vand. Transformaci kfivkového integralu na plo$ny integral provedeme podle nédsledujiciho

schématu. 75{ B fi B //M » //S,

kde prvni projekce prevede kiivkovy integrdl pres prostorovou kiivku K na kiivkovy
integral podél rovinné kiivky L, ndsledné tento integral pomoci Greenovy véty prevedeme
na dvojny integrdl pfes mnozinu M a nakonec provedeme zpétnou projekci na plosny
integral pres plochu §.

Uvazujme integral

%P(x,y,z)dx.
K
Pak mizeme psat
%{P(x,y,z)dx = fiP(x,y,f(X,y)) dx = _//M %P(x,y,f(x,y)) dxdy =
= —//M [Py(x,y,f(x,y)) +Pz(x,y,f(x,y))fy(x,y)} dxdy =
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1
=— Py(x,, f(x,y)) ———=—
[&[x xﬂ+ﬁ+ﬁ
_fy(x7y) 1 2 2
2 U £+ fdxdy =
VIR '
://S[Pz(xa%z)”z—Py(x,y,Z)na]dS=//SPz(x,y,Z)dzdx—Py(x,y,Z)dxdy

Tato rovnost bude platiti v ptipad€, Ze plocha S se sklada z kone¢ného poctu €asti Sy, ..., Sy,
kde K; je okraj kousku S;. Secteme-li levou stranu pfedchozi rovnice od 1 do n, opét

—Pz(x,y,f(x,y))

dostaneme integrdl ¢ P(x,y,z)dx, protoZe integrdly ptes spole¢né hranice jednotlivych

ploch se vzajemné vyrusi, nebof po kazdé takové hranici se integruje dvakrat a to vzdy
s navzdjem opacnymi orientacemi hranice. Podobnym zpiisobem miZeme dokdzat rovnosti

yiQ(x,y,z) dy = //SQx(x,y,Z)dxdy— 0:(x,y,2) dydz,
?iR(x,y,z) dz = //SRy(x,y,z) dydz — Ry(x,y,7z) dxdz.
Celkem tedy mtizeme psat
jiP(x,y,Z) dr +0(x,y,2)dy +R(x,y,2)dz =

_ //S(Ry—QZ)dydz+(PZ—Rx)dzdx—l—(Qx—Py)dxdy.

]
Priklad 6.4. Uzitim Stokesovy véty vypocitejte integral

?{((y—z)dx + (2x+3z) dy +xdz,

kde kiivka K je prinik valce x> +y? = 1 s rovinou x +z = 1 orientovand tak, Ze jeji pramét
do roviny xy je orientovan kladné (tj. proti sméru hodinovych rucicek).

Obrazek 6.3: Prinik vélce s rovinou x+z =1
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Reseni. K¥ivka K je v tomto pifpadé elipsa, kterd vznikla fezem valce x> +y*> = 1 rovinou
x+z=1 (obr. 6.3). Nejprve si vypocitime potfebné parcidlni derivace

oP 20 IR
oy o x
oP 20 IR

EEA Eaa oy

Rotace vektorové funkce F' se rovnd
rotF(x,y,z) =(0-3,—-1—-1,2—1)=(=3,-2,1).
Plochu S, ktera je Cast roviny x4z = 1 ohrani¢end kiivkou K, miiZeme parametrizovat jako

x = pcos(¢),
y=psin(@),
Zzl—pCOS((P), p€<0a1>7¢€<07275>

Nyni si vypocitdme normélovy vektor plochy §

in(p)  —cos(p)
AP-9)= | peos(e) p‘;ﬁf((p)':p,
00 =[inte) o] =
() sin(p) | _
Clp.9)= —?LW&[Q%@J_Q

Normadlovy vektor plochy S se tedy rovna

ﬁ(p,(p) = (p,O,p).

Po dosazeni do vztahu (6.5) dostadvame

21
i(—@&+&wﬁ@@+x / / 3,22, 1)(p,0,p)dpde —

291
/ /—2pdpd(p 27:{ Zp} — o
2 0

6.4 Priklady

1. Vypocitejte kiivkové integraly II. druhu pfes danou plochu S

(a) / / Y dydz + zdxdy, kde S je kulova plocha x*> 4 y*> 4+ z> = 1 orientovand ve
S X
sméru vnéjS$i normaly,
(b) //ydy dz — xdxdz+ zdxdy, kde S je parabolickd plocha z = x> +y* < 4 ori-
S

entovana normalou dovnitf,
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(©) //(x+}’)dyd2+(y2+z)dxdz—yz2dxdy, kde S je plocha x2 +y?> < 1,z=1,
S

orientovand proti orientaci osy z.
2. Pomoci Gauss-Ostrogradského véty vypoctéte

@) / / o2 dydz +2ydedz — (22 + 1) dxdy, kde S je vilcovd plocha x2 42 < 9,
S

0 < z <2 orientovana norméalou ven,

(b) / / yzdydz + ydxdz + 2zdxdy, kde S je &ast kulové plochy x? +y? + 72 = R?,
S

7> 0, R > 0, orientovand ve sméru vnéjsi normaly.
3. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte
(a) 7{ yzdx + xzdy + y* dz, kde kiivka K je obvod trojihelnika s vrcholy [2,0,0],
[(f 2,0] a [0,0,2], jehoz orientace je ddna uvedenym poradim vrchold,
(b) ?i (x* —y*)dx + (x> —y®)dy + y*z*dz, kde kiivka K vznikne jako prisecik

kuZzelové plochy 7z = x> +y? a roviny z = | a je orientovand proti sméru
pohybu hodinovych rucicek pfi pohledu z kladné osy z.

Vysledky
1. (a) 37; (b) 87; (c) 0
2. (a) 97; (b) 27R°

3. @50 in



Zaveér

Cilem této bakalafské prace bylo popsat teorii a vyuZiti kfivkového a plo$ného integralu.
Prace je rozclenéna do celkem Sesti kapitol, z nichZ prvni tfi se vztahuji ke kiivkovému
integralu a zbylé tfi k ploSnému integralu.

Uvodni kapitola je vénovana k¥ivkdm, je zde uvedena samotn4 definice k¥ivky, jeji zakladn{
druhy a vlastnosti, které jsou dale vyuzivany u kiivkového integrilu. Déle jsme se zabyvali
orientaci kiivky, ktera je dtlezita pfi vypoctu kiivkového integralu II. druhu. V této kapi-
tole je také odvozen vztah pro vypocet délky kiivky.

Druh4 kapitola pojedndva o kfivkovém integrdlu 1. druhu. Nejprve je zminéna nezbytna
definice kiivkového integralu I. druhu, déle i princip vypoctu, ktery je poté aplikovan na
konkrétnich piikladech. Nésledné jsme se vénovali vlastnostem kiivkového integrélu I.
druhu, které jsou analogické s vlastnostmi urcitého integrdlu. Na zdvér této kapitoly jsou
predstaveny nékteré geometrické a fyzikalni aplikace jako napfiklad hmotnost, statické
momenty ¢i momenty setrvacnosti kfivky.

V nasledujici kapitole se seznamujeme s kiivkovym integrdlem II. druhu. Stejné jako
u kiivkového integralu I. druhu je zde uvedena jeho definice, zplisob vypoctu a nékteré
dulezité vlastnosti. Soucasti této kapitoly jsou i feSené piiklady a vztah mezi kiivkovym
integrdlem 1. a II. druhu. Déle jsme se také zabyvali Greenovou vétou, kterd vyjadiuje
vztah mezi kfivkovym integrdlem II. druhu a dvojnym integralem.

Ctvrta kapitola se jiz vénuje ploinym integrlam. Nejdfive je vyty&en pojem plocha a
jeji dilezité vlastnosti. Poté je popsan normalovy vektor, ktery je nezbytny pro zavedeni
ploS$ného integrdlu 1. a II. druhu. V dalsi ¢asti kapitoly je vysvétlena orientace plochy,
jejiz pochopeni je potfebné pro vypocet plosného integralu II. druhu. Zavérecna ¢ést je
vénovana odvozeni vztahu pro vypocet obsahu plochy.

Dalsi kapitola, zaobirajici se ploSnym integrdlem I. druhu, opét za¢ind uvedenim samotné
definice a dileZitych vlastnosti. Dale je zde uveden zplsob vypoctu, ktery spoc¢iva v pieve-
deni plo$ného integralu na dvojny. Posledni podkapitola je vénovana fyzikalnim aplikacim,
pomoci kterych Ize urcit napiiklad hmotnost, statické momenty ci t€Zisté plochy.

Posledni kapitola zkouma plos$ny integral II. druhu. Po jeho zavedeni je vyfeSeno néko-
lik pfikladu, které ukazuji zptisob feseni tohoto druhu plosného integralu. Tato kapitola
zahrnuje dvé vyznamné integralni véty. Gauss-Ostrogradského véta vyjadfuje vztah mezi
plosnym integralem II. druhu a trojnym integralem. Druhou dtileZitou vétou je Stokesova,
ktera popisuje vztah mezi kiivkovym a ploSnym integralem.

V této bakalarské praci, zamétujici se na kiivkovy a plosny integral, jsme zvolili postup
zavedeni teorie a pojmu nezbytnych k pochopeni dané problematiky a nasledné jsme tyto
poznatky aplikovali do praxe v podobé nékolika feSenych i nefeSenych piikladi. Tato prace
miiZe byt uzitecna pro dalsi studenty, napiiklad jako dopliikovy material ke studiu.
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