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Shrnuti

Dynamika biochemickych reakénich systémitt mtZe byt za podminek dosta-
te¢né vysokych koncentraci ldtek popsana soustavou diferencidlnich rov-
nic. Regeni této soustavy lze numericky aproximovat uZitim metod nume-
rické simulace. Vybérem diskrétnich bodt blizkych trajektoriim ptivodniho
systému lze vytvofit diskretizace, nad nimiZ lze ovéfovat vlastnosti vyjad-
fené formulemi linedrni temporalni logiky.

Specifickym problémem popisu chovani dynamickych reakénich sys-
tém je problém inicidlni podminky, tedy nalezeni takové mnoZiny bodt,
v niZ zadinaji trajektorie splriujici danou vlastnost.

Tato prace predstavuje pfistup jak pomoci dané diskretizace trajektorii
feSeni systému diferencidlnich rovnic a metody poéitajici relaci vzdélenosti
téchto diskretizaci lze ziskat mnoZinu reprezentativnich diskretizaci. Ové-
fenim pozadované vlastnosti nad mnoZinou téchto reprezentantti 1ze usu-
zovat o celkovém chovéni vSech trajektorii vychazejicich z dané mnoziny
inicidlnich podminek.

Je formdlné definovana relace vzdélenosti a blizkosti diskretizaci trajek-
tori a abstraktni algoritmus po¢itajici mnoZinu reprezentant.

Tento algoritmus je implementovan a jeho moZnosti evaluovany na mno-
ziné nékolika malych dynamickych systémt s dobfe zndmou dynamikou.
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Kapitola 1
Uvod

1.1 Dynamické systémy biochemickych reakci

Soustavy vzdjemné reagujicich chemickych substanci se vyskytuji vSude
kolem nds. JiZ na stfedni skole v hodindch chemie jsme se dozvédéli, Ze
reakci dvou molekul vodiku 2H> a jedné molekuly kysliku O vznikaji dvé
molekuly vody 2H>0. Tuto jednoduchou skute¢nost 1ze zapsat vyrazem

2Hs + Oy — 2H50
ktery mozn4 jesté nezmizel z paméti stejné jako
CsH1204 + 609 — 6CO2 + 6H20 + energie

coz je reakce, kterou lze jednak chédpat jako anorganicky dé&j hofeni dfeva —
celulézy —na vzduchu, ale také jako jednu ze zakladnich organickych reakci
nutnych pro Zivot — dychéni.

Na rozdil od anorganickych reakénich soustav s nékolika mélo reak-
tanty, reakcemi a produkty se biochemické reak¢ni soustavy odlisuji jak
velikosti, tedy poctem reagujicich soucdsti a reakci, tak nutné i svou dy-
namikou.

Rozdil mezi kusem hotictho dieva a ¢lovékem ¢&i bakterii je totiz v tom,
Ze ono hoftici poleno neodvratné mifi do stavu minimdlni energie. Jakmile
se substraty — dfevo nebo kyslik ze vzduchu — vypotiebuji a proméni v pro-
dukty popel, teplo a C'O,, reakce se zastavi. Naproti tomu ¢lovék nebo bak-
terie, coby Zivé soustavy, neustdle bojuji proti tomuto pfirozenému chodu
véci — druhému termodynamickému zdkonu a s nim spojenému nardistu
entropie — tim, Ze svou entropii udrzuji nebo sniZuji na tikor okoli, jehoZz en-
tropii zvysuji, a z néhoZz neustéle Cerpaji nejrtiznéjsi zdroje energie a hmoty.

Zivot jako hromadnéa demonstrace proti tomuto zékonu vsak jiz b&hem
dlouhych stovek miliénti a miliard let pochopil, Ze pfiznivé podminky a
nadbytek zdrojti jsou spiSe vyjimkou, a proto vybavil vSechny své soustavy
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od nejjednodussich funkénich molekul, pfes autonomni jednobunééné or-
ganismy aZ po sloZité a rozmérné mnohobunécné Zivocichy dimyslnymi
mechanismy, jak s energii a hmotou hospodafit.

Toto myslenkové paradigma, tedy, Ze Zivot je v podstaté velmi dimy-
slny, protoZe kdyby nebyl, tak by jiz ddvno pfestal existovat, je pfi ana-
lyze biochemickych systémt velmi diilezité. Pokud analyzujeme soustavu
vzajemné reagujicich molekul ¢i makromolekul, bunék, tkani nebo orgénii,
miizeme se ptat:

° Pro¢ reaguji pravé tyto molekuly a takto? Jisté je to dulezité z pohledu
minimdlni vynaloZené energie, pokud by se soustava obesla bez né-
které ze svych soucasti jisté by se tak davno stalo. Nebo je to z dtivodu
robustnosti, aby byla funkce zachovéna i pfi poSkozeni jedné z ¢asti?

. Pro¢ pravé tyto geny a tyto proteiny v tomto reakénim schématu?
UmozZnuje snad jejich postupné zapindni Setfit zdroje a zahéjit déleni
buriky jen kdyZ je dostatek organel a zdsobnich latek pro obé dcefiné
buriky?

. Jak funguje bi¢ik umoZznujici bakterii Escherichia coli (E. coli) vyhleda-
vat oblasti bohaté na zdroje zZivin, kdyZ sama m4 tak malé rozméry,
Ze neni schopna detekovat gradient chemikalii?

. Jak spolu komunikuji butiky srde¢niho svalu skrze zmény napéti vy-
volané koncentracemi iontti pumpovanych iontovymi kanaly dovnitf

a vné buné¢né stény? Jak jejich vzdjemnd spolupréce vytvaii pravi-
delné stahy srdecnich sini a komor?

Je ztejmé, Ze nadhozené otdzky i systémy jichZ se tykaji, jsou znaéné
rozdilné svym rozmérem i sloZitosti a tato préce si neklade za cil na kte-
roukoliv z téchto otdzek odpovédét. Co si vSak za cil klade, je presvédcit
¢tendfe, Ze je nutné v biochemickych systémech hledat onu diimyslnost zi-
vota a pokouset se ji pochopit jakkoliv to diky vzrustajici sloZitosti téchto
systém a jejich nelinearité prestdva byt jednoduché.

1.2 Preludium

Nasmérovani autora této prace do oblasti systémové biologie vzniklo ti¢asti
v projektu Escherichia Coli — Modeling and Analysis (EC-MOAN [14]).
Cilem tohoto mezindrodniho projektu bylo integrovat laboratorni mik-
robiology provadéjici invitro experimenty a tvofici modely chovéni bakte-
rie E. coli s matematiky upravujicimi tyto modely a navrhujicimi analytické
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metody dohromady s informatiky implementujicimi tyto metody v algorit-
mech a vyuZzivajicimi paralelizace k zrychleni ndro¢nych vypocta.

V centru zajmu bylo integrovat existujici modely bakterie E. coli na tirov-
nich genetické regulace, metabolismu a mimobunéénych signéld. Hlavnimi
pfistupy byly metoda kvalitativni analyzy genetickych regula¢nich siti s po-
uzitim po ¢astech linearnich modeltt Hiddeho de Jonga [12] a metoda ana-
Iyzy dosazitelnosti v multiafinnich systémech Calina Belty [Z, 20].

Pro prvni piistup byl upraven existujici nastroj DIVINE [5] vyvijeny
v Laboratofi paralelnich a distribuovanych systémi ParaDiSe [27], byla
analyzovdna sloZitost tohoto algoritmu a navrZen upraveny algoritmus po-
¢itajici podaproximaci s nizsi casovou sloZitosti [4].

Druhy pfistup byl implementovan do podoby néstroje BioDiVinE [2].

Zahrani¢ni spoluprace v rdmci projektu byla nejintenzivnéjsi s prof. Ja-
nem H. van Schuppenem [30], jehoz vyzkumu v oblasti multiafinnich sys-
tém, jakoZto i celkovému pristupu a nadhledu v mnoha oblastech mate-
matiky si autor této prace velmi vazi.

Po vzniku ndstroje BioDiVinE a evaluaci jeho moZnosti bylo postupem
¢asu zjisténo, Ze samotnd metoda abstrakce multiafinnich systémi do po-
doby pfechodového systému, nad nimz se provadi verifikace vlastnosti me-
todou ovéfovani modelu, je az p¥ili§ hruba a nadaproximace, které je takto
ziskana je az piilis$ velkd (mnozZstvi chovani, kterd jsou navic oproti ptivod-
nimu systému pfiddna je dosti velké). Toto zjisténi vedlo ke snaze upra-
vit metodu uzitim rtznych druht heuristik [3], celkové tak vznikl obtizné
uchopitelny objekt podaproximované nadaproximace, jehoz vztah k pii-
vodnimu modelu nebylo moZzné jednoduse popsat.

Tento vyvoj mne postupné vedl k pfesvédceni, Ze zcela striktni, mate-
maticky dokonale definovana abstrakce poskytujici jasné zaruky plati za
svou rigoréznost az pfilis vysokou cenu v podobé zna¢ného vzdaleni se od
reality.

Rozhodl jsem se proto prozkoumat cestu slevujici z pozadavk zaruce-
ného obsazeni vSech moZnych chovédni daného systému — striktni nadapro-
ximace — a zjistit, zda tim nelze ziskat metodu produkujici vysledky vice se
s realitou shodujici.

Jako zakladni stavebni kdmen jsme zvolil numerickou simulace aproxi-
mujici trajektorie feSeni spojitych systémt obycejnych diferencidlnich rov-
nic (Ordinary Differential Equations - ODE). Tento formalismus je ¢asto vy-
uzivan pravé pro popis dynamiky biologickych reakénich systémt.

Vlastnosti numerickych simulaci, jeZ jsou diskretizaci spojité trajektorie
do mnoziny ¢asoprostorovych bodii je mozno vyjadfovat formulemi line-
arni temporélni logiky — LTL — které jsou reprezentovatelné Biichiho auto-



1. Uvop

maty.

Metoda pfedstavend v této préci se zabyva pravé mnoZinami numeric-
kych simulaci daného systému popsaného diferencidlnimi rovnicemi, které
maji spliiovat vlastnosti zadané v podobé Biichiho automatti a ze vzdjemné
polohy jednotlivych simulaci se snazi dedukovat vlastnosti celého systému
nebo jeho ¢asti.

Metoda ovéfovani modelu v této praci neni pouZita v klasickém chapani
tohoto pojmu [10], nebot’ béhy dynamického systému jsou zde vyhradné
linedrni fetézce s disjunktnimi stavy bez prolinani a téméf vzdy se v sys-
tému vyskytuji takové béhy, které definovanou vlastnost porusuji. V tomto
nastaveni tedy neni otdzkou zda cely systém spliiuje danou vlastnost, ale
za jakych okolnosti ji spliiuje, resp. jaké musi mit inicidlni podminky, aby ji
splnil. Biichiho automaty jsou zde pouZzivany spiSe jako monitory rozhodu-
jici o spInénosti vlastnosti nad tim ¢i onim béhem. Pfesnda definice problému
je uvedena v sekci 3.1.

1.3 Struktura prace

Diplomova prace je ¢lenéna do Sesti kapitol. Uvodni kapitola se snazi po-
skytnout motivaci pro hledani novych analytickych pfistupt dynamickych
systémii a krédtce predstavuje okolnosti, které k této snaze vedly autora
prace.

Druha kapitola seznamuje ¢tendfe se zdkladnimi pojmy oblasti dyna-
mickych systémt a nejcastéjsSimi vlastnostmi, které tyto systémy mivayji,
nebo jsou v nich vyhleddvany a s existujicimi p¥istupy analyzy téchto vlast-
nosti.

Tteti kapitola je jddrem prace a predstavuje novy pfistup navrhovany
autorem zaloZeny na myslence, Ze pokud jsou abstraktni objekty p¥i po-
hybu v prostoru vzdy "blizko sebe"maji podobnou dynamiku.

Kapitola ¢tvrtd evaluuje metodu na konkrétnich pfikladech nékolika
jednoduchych dynamickych systémii vykazujicich pfitomnost rovnovaz-
nych bod, oscilace a bistability.

P4t4 kapitola uvadi podrobnosti ndvrhu a implementace prototypu al-
goritmu do podoby ndstroje Vizualizdtor Verifikace Numerickych Simulaci
— ViVeNusS;, ktery vznikl ve snaze ndzorné ukazat prabéh vypoctu a umoz-
nit tak jeho lepsi pochopeni na intuitivni trovni i zjednodusit jeho dalsi
Vyvoj.

Posledni kapitola shrnuje dosaZené vysledky a subjektivné je hodnoti.



Kapitola 2

Pojmy a vychodiska

Pojmy v této kapitole slouZzi pro lepsi pochopeni ndvaznosti v dalSich ¢as-
tech préce, definice zde obsaZené jsou z velké ¢ésti pfevzaty z pfedmétu
IV118 — Formalni metody v systémové biologii [29] a z Wikipedie [33].

2.1 Dynamicky systém a jeho ¢asti
2.1.1 Latky

Latkou je v kontextu této prace chdpéna jakdkoliv chemicka entita defino-
vana pfedevsim svou schopnosti reagovat s jinymi latkami v chemickych
reakcich, nebo naopak byt viici jinym latkdm inertni. Latkami v biochemic-
kych ¢i biologickych systémech jsou obvykle jak jednoduché molekuly jako
H>0 nebo CO, tak i sloZité makromolekuly v podobé nukleotid(i, amino-
kyselin, peptidii aZ po velké komplexy mnoha makromolekul jako jsou en-
zymy zajist'ujici tvorbu a modifikace jinych makromolekul.

2.1.2 Koncentrace

Koncentrace je ddna mnoZstvim dané latky vztaZzené na jednotku objemu.
Koncentrace byvaji udavany v mmol.mi~! (milimolech na mililitr) pokud
jsou mnozstvi latky vzhledem k objemu relativné velkd, pokud je naopak
pocet molekul velmi maly mtiZe byt uddvan i v poctech ¢astic na jednot-
kovy objem buriky. Koncentrace latky A je znacena [A].

Pfiklad pro nazornost: Objem krevnich bunék se pohybuje v fadech
10~ litr@y, pocet &astic v jednom molu je vyjadfen Avogadrovou konstan-
tou 6,022.10%3.mol~!. Pokud by koncentrace napt. glukézy v ervené kr-
vince s objemem 10um? byla 0,5 mmol.ml~!, znamenalo by to, Ze je v ni
cca 30 miliént molekul cukru. Oproti tomuto mtZe byt v pf¥ipadé imunitni
reakce spoustéci antigen imunitni reakce v mnozstvich tisict ¢i stovek mo-
lekul ve stejném objemu.
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2.1.3 Chemicka reakce

Chemickou reakci je chdpédn d&j, pfi kterém dochézi k pfeméné jedné ¢i vice
latek v jednu ¢i vice jinych latek.

NaOH + HCl % NaCl + H,0O

k je specifickd kineticka konstanta.

Reakce 1ze délit na elementdrni a obecné.

Elementdrni reakce jsou takové, u nichz dochéazi k pfimé jednorazové pte-
méneé reaktanti v produkty, nejsou znamy zZadné reakéni mezistupné nebo
je mozné je zanedbat z hlediska celkové dynamiky dané reakce. Elemen-
tarni reakce odpovidaji jedinému energetickému maximu, kterym soustava
reaktantt prochdzi pfi pfeméné v produkty. Elementarnim reakcim odpo-
vidaji reakce s ticasti 0, 1 &i 2 reaktantt.

S

A
ARB
ABM A+ B

2.1)

A+BXE AB
A+A 5 a4

Obecné reakce obsahuiji vice reakénich mezistupiiti a meziprodukti a je-
jich pfesnou kinetiku neni mozné z podoby dil¢ich chemickych reakci od-
vodit.

A+2B+CcEB+D+E (2.2)

Vlastni doba trvani kontaktu pouhych dvou molekul a jejich pfemény
na jinou latku je v realité povaZovéna za velmi kratkou, proto se obecné
neuvaZzuje, Ze by dochézelo k redlné reakci vice jak tfi molekul nardz (i
tfimolekuldrni reakce jsou velmi vzacné a s pokrokem v diagnostickych
metodédch dochdzi k castému zjisténi, Ze ve skutecnosti jde o rychly sled
dvou elementdrnich reakci), jelikoz pravdépodobnost jejich setkédni ve stej-
ném okamziku na stejném misté je velmi mala.

Pfedpokldda se, Ze skutecné dochdzi jen k reakci jedné ¢i dvou molekul,
které davaji vzniknout komplexu, ktery nadéle funguje jako jeden celek,
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nebo zakréatko dojde k jeho opétovnému rozpadu na dvé (postupné mozna
i vice) ¢asti.

KaZdou obecnou reakci 1ze tudiZ rozlozit na posloupnost elementarnich
reakci, které probihaji postupné nebo soubézné.

V tomto svétle miiZze byt reakce (2.2) zjednodusenim skute¢nosti kdy po-
stupné dojde k reakci nejprve 4 molekul, které vytvoti komplex, jenz projde
vnitini pfeménou, a poté se postupné rozpadne na tii casti:

B+B5 By A +Bb5 ABb
ABb+C ™ ABbO ABbC ™ DBHC (2.3)
DB B D + BoC BC ¥ BE
BEX B+ E

Zjednoduseny zapis (2.2) miiZze byt rozumnou abstrakci napfiklad po-
kud jednotlivé dil¢i reakce s kinetickymi konstantami k1, k2, k3 a k4, k5, k6
probihaji fadové rychleji nez reakce s k4, béhem vzniku meziproduktt ne-
dochézi k jejich dalsim reakcim s jinymi ¢astmi systému a pouzitd konstanta
k odpovida celkové dynamice této reakéni kaskady s konstantami k1. . . k7.
Obecné vsak neexistuji pravidla, kterd by umozZnovala z kinetickych kon-
stant dil¢ich reakci odvodit kinetickou konstantu celé kaskddy a v praxi je
jeji hodnota méfena experimentéalné.

Také nemusi byt jednotlivé dil¢i konstanty zndmy kvili velké rychlosti
dil¢ich reakc, jelikoz meziprodukty rychle reagujici mezi sebou mtize byt
obtiZné izolovat a méfit jejich koncentrace potfebné pro vypocet téchto kon-
stant.

2.1.4 Rychlost chemické reakce
Rychlost  obecné chemické reakce a A+ bB LY pP +qQ je definovana takto:

_1d[A] _ 1d[B] _ 1d[P] 1d[Q]
"TTOd T b dt pdt g d @4

za predpokladu uzavfenosti systému (vymény energie nebo hmoty s oko-
lim), stdlého objemu (zména objemu vede k zméné koncentraci) a bez na-
ristu meziproduktt reakce.

Mezi rychlosti chemické reakce a rychlosti ibytku reaktantti, resp. na-
rastu produkti tedy plati vztah:
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d[A] d|B]
i bl d R il R Akl _ 2.
dt e dt rb a P o e @9

2.1.5 Rychlostni rovnice chemické reakce

Rychlostni rovnice elementdrni chemické reakce popisuje zdvislost mezi
rychlosti chemické reakce a koncentracemi vSech ztcastnénych latek, pfi-
¢emz plati

aA+bB 5 pP+qQ  r=kAPBPPIQF k= Zer  (26)

kde a, b, p, q jsou stechiometrické koeficienty, «, 3,7, d jsou dil¢i fady rov-
nice vzhledem k reaktantim A, B a produktim P, Q). Dil¢i fady rovnice se
zjist'uji experimentalné ze zavislosti rychlosti chemické reakce na koncent-
racich ztcastnénych latek. Pro vétsinu reakci jsou v = § = 0 a pro elemen-
tarni reakce o, 8 € {0, 1, 2} [26].

Réd celé rovnice je souctem dil¢ich ¥adt. Pro obecné reakce plati, Ze dil&i
fady ani celkovy fdd rovnice nemusi byt celo¢iselné hodnoty.

Posledni ze vztaht vyjadfuje empirickou zdvislost kinetické konstanty
k (jenZ je ve skutecnosti funkci) na teploté 7" a aktiva¢ni energii £,, Z je kon-
stanta vyjadiujici pravdépodobnost Gcinné srazky a R je molarni plynova
konstanta, celkové je tento vztah znam jako Arhenitv zdkon.

Kinetickd konstanta £ mé rtizné rozméry pro rtizné druhy reakci (pro
reakce nultého fadu mol.s~!, pro reakce prvniho ¥a4du s~!, pro reakce dru-
hého ¥adu mol~1.s71, obecné moll~".s~! pro reakci n-tého fadu).

Reakéni kinetické konstanty k jsou tedy spiSe empirickymi hodnotami
zohlednujicimi pravdépodobnost setkdni reaktantti v prostoru pfi jejich ve-
likosti, pravdépodobnost reakce vzhledem k primeérné orientaci a kinetické
energii molekul za dané teploty. Krom z4vislosti na teploté je také netrivi-
alni jejich zavislost na aktiva¢ni energii F, dané pfitomnosti katalyzatort,
pH prostiedi, zdroji energie v podobé elektromagnetického zafeni ¢i radi-
ace.

Je zfejmé, Ze vzhledem k mnoZstvi parametrii je nutné celou fadu z nich
fixovat, coZ je pfedpoklad, ktery je mnohdy zcela opodstatnény, avsak jindy
k jeho dodrzeni nemusi dochazet:

o stdld teplota smési — reakce mohou byt exotermni (uvolriuji teplo)
do okoli, nebo naopak endotermni (spotfebovavaji kinetickou ener-
gii okolnich molekul a tim celou smés ochlazuji),

10
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staly tlak smési — p¥i reakci mize dochdzet k pfeméné pevnych ¢&i
kapalnych latek v latky, které za dané teploty zaujimaji skupenstvi
plynné a zvysuji tak tlak,

pH prostfedi — produkty mohou mit povahu jak neutralni, tak i kyse-
lou ¢i zdsaditou,

rovnomérnost koncentrace v celém prostoru reakce — pokud jsou re-
aktanty volné pohyblivé v reakénim prostfedi (uvnitf buriky ¢i orga-
nely, vné) a teplota (browntiv pohyb) ¢ mechanicky pohyb zajist uje
neustdlé michani smési je toto splnéno, mhZe vsak jit o situaci, kdy
jsou nékteré z reaktantli vdzadny na pevnou strukturu (membréna,
vlakno) a jejich volny pohyb neni samoziejmy. Také miize dochazet
k postupné zméné prostoru, v némz k reakci dochdzi (rtist buriky, di-
taze do okoli), coZ opét méni tiroveri koncentraci nebo jejich homoge-
nitu.

Nejcastéji byvaji fixovany vSechny parametry krom vlastnich koncen-

traci reagujicich latek. V tomto pfipadé se také casto predpoklddd, Ze je
zajistén neustdly piisun substratu a odvod produktt nebo je jinak abstra-
hovano od faktu, Ze hromadéni produktti reakci by samovolné snizovalo
rychlost priibéhu ostatnich reakci, jelikoz by p¥i neustéle rostouci koncent-
raci produktu zakratko dochézelo jen ke srazkdm reaktant s molekulami
produktu a nikoliv mezi sebou.

Za téchto pfedpokladti plati pro elementdrni reakce nasledujici vztahy od-

vozené z rychlostnich rovnic:

Reakce nultého fadu (samovolny vznik)

k d[A]

A i pp— 2.7
— L (2.7)

Reakce prvniho faddu (samovolny rozpad nebo pfeména)

AL ‘g‘;ﬂ = —k[A] (2.8)

g d[A] _ dB] _
AL B — = k4] = =hAL 9
AB% A+ B d[;ltB] — —k[AB] dgt” = df} — k[AB] (2.10)

11
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. Reakce druhého fadu (reakce dvou molekul)
k d[A] _d[B] d[AB]
A +B— AB e k[A][B] e k[A][B] (2.11)
A+A% A4 ‘g‘;” = —2k[A]? d[?ﬂ = k[A?  (212)

Pro obecné reakce sloZené z kaskady mezireakci neni univerzalni zp-
sob jak vytvorit rychlostni rovnice a pfi tvorbé modelu se pfihlizi k druhu
reakénfho mechanismu. Nékterd opakujici se reakéni schémata, jako napfi-
klad enzymatické reakce [8] je vS8ak moZzné za ur¢itych predpokladi (rov-
novéhy probihajicich reakci a stabilni koncentrace meziproduktti, stabil-
niho mnoZstvi enzymu) zjednodusit a vytvofit tak pro né rychlostni rovnice

vvvvvv

s mensim poctem proménnych, avSak sloZitéjsi matematickou podobou.
Obecné se d4 Fici, Ze ¢im vice se abstrahuje v reakéni kaskadé od dyna-
miky meziprodukt(i a snahou je vytvofit jediny vztah pro vstupujici reak-
nou platnost na doménu pro niZz byly vytovieny abstrakéni predpoklady,
umoznuje takto ale redukovat mnoZzstvi proménnych v modelu a nutnost

znat veskeré vnitini kinetické konstanty mezireakci.

2.1.6 Dynamicky systém

Pojmem dynamicky systém muZe byt oznacovana jakédkoliv soustava jedné
¢i vice latek dohromady s jednou ¢i vice reakcemi, které vedou k ¢asové
zméné koncentraci alesporn jedné z latek.

Za pfedpokladu dostatecné velkého mnoZstvi ¢astic jednotlivych latek
soustavy, fixace ostatnich parametr ovliviiujici rychlost chemickych reakci
(teplota, tlak, pH, pfitomnost dal$ich katalyzator®i) a homogenniho rozlo-
Zeni latek v celém objemu soustavy (michdni) 1ze vyjadfit casovou zménu
koncentraci jednotlivych latek pomoci diferencidlnich rovnic.

Pokud neni spInén pfedpoklad velkého mnoZstvi ¢astic, u nichz by bylo
mozné o¢ekavat deterministické priimérné chovani popsatelné empirickymi
vztahy, miZe se zacit projevovat diskrétni povaha molekul a chovani celého
systému se stava stochastickym. Metodami stochastické simulace [16] se
vSak tato prace nezabyvé, ackoliv pfechod mezi spojitym chovdnim a sto-
chastickymi jevy mtiZe byt ne zcela zfejmy a existuji proto hybridni metody
pfepinajici mezi stochastickou a spojitou simulaci v zdvislosti na mnoZstvi
¢astic dané latky nebo rychlostmi jednotlivych reakci [19].

12
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2.2 Diferenciidlni rovnice

Diferenciélni rovnice popisujici ¢asovy priibéh koncentraci ldtek dynamic-
kého systému lze vytvofit ze znalosti vSech reakci a jejich dil¢ich rychlost-
nich rovnic. Z kaZzdé rychlostni rovnice odpovidajici jedné reakci se vyjadii
zména kazdého z reaktantti ¢i produktt a tyto diléi zmény se sectou, ¢imz
vznikne celkova zména dané latky v systému.

Formdlné méjme dynamickou soustavu [ latek {A4;, Ay, ..., A;} a r ele-
mentdrnich reakci, v nichz mé kazdéa latka A; v reakci s na levé strané re-
aktantti stechiometricky koeficient ny; a na pravé strané produktti stechi-
ometricky koeficient mg; (matice levych a pravych stran by byly pro sou-
stavu elementédrnich reakci z velké ¢asti plné 0 a pro kazdou reakci by bylo
pritomno jen nékolik 1 ¢&i 2). Kinetickd konstanta pro reakci s necht’ je k.
Potom ¢asova zména koncentrace latky A; je ddna vztahem [31]:

d[A] r l
= D | ks (masi — nai) H [A;]" (2.13)
s=1 j=1
Z podoby diferencialnich rovnic (2.7)—(2.12) vyplyva, Ze pro kazdou re-
akci s plati

l
(Z n> €{0,1,2}
=1

Pokud plati, Ze tato suma je nejvyse 1, nazyva se systém multiafinni.
Multiafinni systémy maji tu vlastnost, Ze pfi fixaci koncentraci vSech pro-
ménnych krom jedné je rovnice v této proménné linedrni.

Jako pfiklad je zvolen model 3 latek a 5 reakci [6]:

Hx ky = 0,0005
Fayy ks = 0,0001
X+vy 52z ks = 250, 0
y ky=0,1
Y+7 B yiy ks = 300, 0

Lze jej také chapat jako model 5 proménnych, kdy X a Y vznikaji ze sub-
strdtu S a Y se méni v produkt P, pficemz je zajiSténa staciondrni koncen-
trace substrétu a staly odbér produktu, ¢imz nedochdzi k jeho hromadéni.
Posledni z téchto reakci navic neodpovidd pfimo Zadnému z navrZzenych

13
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schémat, 1ze ji vSak chdpat jako zjednoduseni dvou reakci Y + Z £ Yy a
YY 55y 4y, Meziprodukt Y'Y je inertni vii¢i ostatnim latkam a rozpada
se mnohem rychleji neZ vznika (ks > ks).

Pro tuto soustavu plati podle (2.13) tyto rovnice:

diﬂ = 0,0005 + (—250,0)[X][Y]
dgt/] = 0,0001 + (=0, 1)[Y] + (=250, 0)[X][Y] + 300,0[Y][Z] ~ (2.14)
dgf] — 250, 0[X][Y] + (—300,0)[¥][Z]

Definice 1. Necht' n € N7 je pocet litek Xo, X1, . .., Xy, jejiz dynamika je vyjdd-
fena diferencidlnimi rovnicemi tvaru 2.13. Tyto rovnice Ize chdpat jako funkce nad
koncentracemi ldtek, potom dynamickyj systém DS je trojice s proni sloZkou ur-
Cujict pocet ldtek, druhou urcujici tyto latky a tieti uréujici casovou zménu téchto
latek, formdlné:

DS=nX,f) neN X=(Xi,Xo...Xn) @:f(m>

2.3 Dynamika

Resenim soustavy diferencialnich rovnic pro dany dynamicky systém je
funkce Y (¢, to, [X],) vyjadiujici zavislost koncentrace viech latek v Case t
na potate¢nich koncentracich latek [X], v ¢ase t.

Regeni v podobé téchto funkci jsou pro jednodussi systémy s nékolika
malo latkami a jednoduchymi rovnicemi pfimo nalezitelné pomoci inte-
numerické metody.

Pokud méa dynamicky systém n latek, 1ze chdpat mnozinu vSech moz-
nych hodnot koncentraci téchto latek jako n-dimenziondlni prostor R" re-
spektive jeho pozitivni hyperkvadrant R{". Pokud je uvaZovén &as jako
dalsi dimenze, ptjde o n + 1 dimenzionalni prostor RJ " Potateeni stav
dynamického systému s koncentracemi ([Xolo, [X1lo, - - -, [Xnlo) = [X], je
v tomto chapani jediny bod se soufadnicemi [[Xo]o, [X1]o, - - - , [X#n]o] na osach
koncentraci a ty na ose ¢asové. ReSenim soustavy pro ¢as t € (tg,t,) je tra-
jektorie za¢inajici v bodé [X], a kon&ici v [X],, pFitemZ pokud je ptvodni
systém diferencidlnich rovnic spojity, je spojité i jeho feSeni a tato trajektorie
tvorii spojitou kiivku.

14



2. POJMY A VYCHODISKA
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Obrézek 2.1: Ukazka dvou dynamickych systém a jejich trajektorii

Definice 2. Dynamikou dynamického systému DS chdpeme mnoZinu vsech fe-
Seni zacinajicich a pohybujicich se v kladném hyperkvadrantu R}".

2.4 Vlastnosti dynamickych systémi

2.4.1 DosazZitelnost

Prostor, v némzZ se pohybuji trajektorie redlnych dynamickych systémti je
omezeny na kazdé ze svych dimenzi. Nejednd se tedy o cely pozitivni hy-
perkvadrant R$", ale jen o jeho kone¢nou &4st.

Dtivodem této omezenosti je to, Ze koncentrace kazdé latky je zdola
i shora omezena X; € [0/, 0"*"]. Toto vychazi z biologické podstaty
modelovanych systémii, nebot’ koncentrace kazdé latky je nezdporna tedy
zdola omezend, navic miiZze byt pro fyziologické funkce daného systému
néjakd minimalni koncentrace pfimo nutna. Vzhledem k omezenému ob-
jemu modelovaného systému (burie¢na organela, burika, orgén, soustava) a
tyzikdlnim vlastnostem molekul dané latky (objem, stlacitelnost, pfitazlivé
a odpudivé sily) je koncentrace omezena také shora, pficemz fyziologické
stavy Zivého systémui vétsinou obsahuji koncentrace fadové niZsi, nez jaké
jsou fyzikdlné mozné. Takto je definovan n-dimensiondlni hyperkvadr v niz
se budou pohybovat trajektorie feSeni.
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Definice 3. Necht' je din dynamicky systém DS = (n, X, f) a pro kaZdou litku
X; interval hodnot jeji koncentrace [0, 0797, v nichZ se miiZe v systému vy-
skytovat.

Globdlni prostor koncentraci je kartézsky soucin intervalii hodnot koncent-
raci vsech ldtek, formdlné:

gn — [96mn’96nax] % [H{ninveinax] N [szn’eznax}

O dosazitelnosti néjaké oblasti ma smysl uvaZovat jen pokud se blize
definuje bod nebo mnozina bodti, odkud ma byt dosaZitelna.

Definice 4. Necht’ jsou ddny pro kaZdou ldtku X; jeji pocdtecni podminky v po-
dobé intervalu [,]"™, "**]. Prostor inicidlnich podminek je kartézsky soucin po-
cdtecnich intervalii vsech ldtek, formdlné:

" — [Lgn'njbgmx] % [LTm,LTCM] N % [Lmin Lmaz]

n r n

Vlastnosti dosazitelnosti dané oblasti z danych inicidlnich podminek
jsou zajimavé z pohledu otdzek, na které je skrze tyto vlastnosti mozné se
ptat:

e  Jedana oblast dosaZitelnd a pokud ano z jak velké ¢asti?

o Jakd je oblast dosazitelnd z danych podminek, je dosaZitelnd odkud-
koliv?

. Je néjaka oblast prostoru nedosazitelnd z jiné ¢asti?

. Jaka je celkovd mnoZina bodt z niZ je dand oblast dosaZitelnd? Této

mnoziné se fikd atrak¢ni mnozina dané mnoziny bod.

2.4.2 Rovnovazné body

Rovnovéazné body a jejich stabilita je rozhodujici pro dynamiku daného sys-
tému. Pokud v ném existuje jeden ¢i vice rovnovaznych bodd, trajektorie se
kolem nich staci. Pokud je dany bod labilni, leZi na hranici oblasti s r{iz-
nou dynamikou, pokud je stabilni, potom k sobé trajektorie ze svého okoli
pfitahuje.

Rovnovazné body a jejich existence v daném systému je oblast jiz se
extenzivné zabyva linedrni analyza.
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2.4.3 Oscilace a cykly

Oscilace a cykly umozniuji ohrani¢enost soustav i jejich stabilitu.

V Zivych systémech je mnoho déjti cyklické povahy: cyklus bunééného
déleni, biorytmy a cyklus stftiddni spanku a bdéni, rozmnozovaci cykly or-
ganismu. VSechny tyto déje jsou povétsinou emergentni vlastnosti danych
systémi a nelze tudiZ jednoduse nalézt konkrétni latku nebo pfic¢inu pfesné
frekvence ¢i amplitudy danych oscilaci.

2.4.4 Bistabilita

Bistabilita je vlastnost umoZnujici systému zaujimat vicero stabilnich stavi.
Umisténi vice stabilnich stavii a tvar jejich atrakénich mnoZin vyraznym
zptisobem ovliviiuje dynamiku daného systému.

V biologii je bistabilita povaZzovana za divod diferenciace buriek pii vy-
voji organismu, tvorbé vzorti a jinym narusenim jinak homogennich pod-
minek.

Poznamka 5. Vsechny vyse zminéné vlastnosti, tedy dosaZitelnost, existence rov-
novdznych bodil, oscilaci i bistability lze vyjddrit pomoci formuli linedrni tempo-
rdlni logiky [24]].

2.4.5 Popis vlastnosti - Linedrni Temporalni Logika

Linearni temporalni logika umoZriuje formulovat vlastnosti systémii pro-
ménlivé v Case. Pfesna definice tohoto pojmu a mimo rdmec této préce a lze
proto ¢tendfe odkdzat na jejtho autora Amira Pnueliho [24].

Zakladni formulace této logiky byla zamyslena pro vypocetni systémy
s jejich explicitni diskretizovanosti. Dostate¢né piesna diskretizace ale umoz-
nuje formulovat vlastnosti i jinak spojitych systému jako jsou napiiklad
trajektorie systému diferencidlnich rovnic, jak bude nastinéno v nésledujici
casti prace.

Linearni tempordlni logika — LTL — umoziiuje formulovat vlastnosti li-
nearnich béhu systémii, toto je také hlavni divod, pro¢ mtzZe byz pouzita
pfo popisu chovéni deterministickych systémf, jimiz dynamické systémy
popsané soustavou diferencidlnich rovnice jsou. V ptipadé, kdy dany sys-
tém vykazuje z dtivodu nizkych koncentraci nékterych latek stochastické
vlastnosti, mohou byt pouzity nékteré z logik vétvictho se ¢asu jako napii-
klad CTL (Computational Tree Logic).

Interpretace formuli LTL nad posloupnostmi stavti diskretizace nume-
rické aproximace feSeni soustavy diferencidlnich rovnic pouzita v této praci
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je zcela pfevzatd ze ¢lanku On a Continuous Degree of Satisfaction of Tempo-
ral Logic Formulae with Applications to Systems Biology [25], autory jsou Rizk,
Batt, Fages a Soliman, strany 3 a 4.

Pro tcely implementace byla zvolena reprezentace LTL formuli Biichiho
automaty. P¥iklady pouzité v kapitole 4 byly vypocitané s pomoci formuli
pfeloZenych online nastrojem LTL 2 BA [23] do podoby Biichiho automatti,
jez jsou soucasti ptiloh této prace (soubory s pfiponou .1t1).

2.5 Diskretizace trajektorii numerickou simulaci

Trajektorie feSeni dynamického systému jsou kiivky zacinajici v bodech po-
¢atecnich podminek. Jako takové jsou to matematické objekty, se kterymi
se da pro jednodussi systémy manipulovat symbolicky, avSak pro sloZitéjsi
systémy v soucasnosti takovéa feSeni nejsou dostupnd a vyuZzivaji se nume-
rické integra¢ni metody, oznacované nékdy téZ jako numerické simulace.
Tyto numerické metody pocitaji aproximace s kone¢nou mirou piesnosti
jinak nekone¢né pfesnych formalnich objekti. U nékterych numerickych
metod existuje také formdalni odhad chyby, které se pro dané nastaveni do-
pousti. Tuto chybu lze chédpat jako velikost okoli nebo maximadlni vzdéle-
nost, v niZ se vyskytuje skute¢na absolutné pfesnd kiivka od jeji numerické
aproximace. Chyba numerické simulace mtzZe byt zaddna v podobé abso-
lutni vzdélenosti ¢, relativni odchylky 1 nebo procentni odchylky ¢ [32]:

Treal — Laprox Treal — Laprox

5 = x 100

€ = |Treal — Laprox n=

Treal Lreal

Numerickou aproximaci kiivky lze chdpat jako mnozinu diskrétnich
bodti v case a prostoru, které se od skutecné kiivky vyskytuji do vzdale-
nosti dané chybou numerické metody v pouZitém nastaveni. Mnoho nume-
rickych metod je schopno vytvofit tuto aproximaci s tak velkou pfesnosti,
Ze by explicitni uloZeni vSech téchto bod bylo pamét'ové velmi narocné,
proto jsou vybirdny jen nékteré body reprezentujici celou aproximaci opét
s urcitou presnosti vhodnou pro dany problém. Nejcastéjsim parametrem
vybéru téchto reprezentativnich bodi je jejich dostate¢na vzdalenost, vétsi-
nou v ¢ase, nebo v prostoru. Tento vybér bod 1ze chapat jako diskretizaci
puvodni numerické aproximace matematicky pfesného objektu trajektorie.

Definice 6. Metoda numerické simulace M, ( fs mto, At) = [X], s parame-

trem relationi chyby 1 je funkce, jeZ md na vstupu soustavu diferencidlnich rovnic
[, vektor koncentraci [X], v case to a casovy iisek délky At. Tato funkce pocitd nu-

merickou aproximaci trajektorie zacinajici v bodé [ X|, na intervalu [to, to + At].
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Vystupem této funkce je vektor koncentraci litek [X], v case t = to + At,

pripadné také vektor casovijch zmén slozZek jednotlivych lditek d[X], v bodé [X],,
pritom plati pro kaZdou latku X;, Ze skutecnd poloha trajektorie feseni zacinajici
0 bodé [ X1, v case to + At md od vypocitané polohy relativni odchylku nejoyse 1.

Definice 7. Diskretizace numerické aproximace feseni soustavy diferenci-
dlnich rovnic DS = (n, X, f) provedenou pomoci numerické metody M, s ¢aso-

vym krokem nejoyse At, pocdtecnimi podminkami v podobé bodu [X],, pro casovy
interval [to, to + 7| délky T necht’ je posloupnost trojic tvaru (t, [ X], d[X]). Proni
slozka trojice je ¢as, druhd slozka je vektor koncentraci ldtek — tedy bod prostoru

koncentraci a tieti sloZkou je vektor casovych zmeén koncentract ldtek v bodé.

X (DS, Mo, X1, to, 7, At) - <<t0,mo,mo>, <t1,ml,ml>, N )
= X7

Zkrdcené oznaceni XT necht’ je pouzivino v p¥ipadech, kdy jsou ostatni para-
metry jasné z kontextu.
Tato posloupnost necht’ je definovina induktivné:

(t0, o X5 = (20, ¥, £ (¥1,))

s o o (2.15)
(toits X AT, ) = (b My (£, 88) £ (KT )
Kde A, je skutecnd délka casového kroku mezi n-tym a (n + 1)-nim prokem
posloupnosti. Plati A,, < At, jelikoZ krok mohl byt numerickou metodou zdmeérné
zkrdcen, aby byla splnéna moznd dalsi prostorovd kritéria vzddlenosti.

Je-li soucasné definové pfti diskretizaci také podminka ohrani¢enosti glo-
balntho prostoru G", nemusi diskretizace pokryvat cely interval [to, to + 7],
jelikoz v jistém okamzZiku miiZze byt dalsi prvek posloupnosti jiZ mimo G".
V tomto pfipadé bude mit posledni prvek ¢asovou sloZku mensi nez ¢y + 7.

MozZnost, Ze by diskretizace nepokryvala cely specifikovany ¢asovy in-
terval, existuje také je-li vybavena vnitfnim mechanismem detekujicim pfi-
pady, kdy se prvky posloupnosti za¢inaji opakovat. Z diivodii tspory pa-
méti tuto situaci miZe signalizovat a na vystupu vratit pouze unikdtni ¢ast
posloupnosti. Tato situace mtize z pohledu vlastnosti dynamického sys-
tému nastat pokud dany DS obsahuje ekvilibrium nebo cyklickou trajek-
torii a tyto jsou dosaZitelné z oblasti inicidlnich podminek.

Pro jednoznacnou interpretaci vystupt diskretizace proto zaved'me in-
terni stavovou proménnou diskretizace DS.end_status, kterd po vraceni
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vystupu obsahuje nékterou z kone¢né mnoha konstant popisujicich kon-
cové podminky (ekvilibrium, cyklus, dosaZeni hranice prostoru, tispésné
pokryti celého intervalu, vnitfni chybu).

Poznamka 8. JelikoZ presny vyjraz diskretizace numerické aproximace feseni
soustavy diferencidlnich rovnic je ponékud zdlouhavy, zaved'me jeho zkrdce-
nou, formdlné nepresnou, avsak intuitioni podobu diskretizace trajektorie.

Jak jiz bylo naznaceno v komentéfi k diskretizaci trajektorie vyse, neni
tento objekt abstraktnim matematickym konstruktem, ale redlnou meto-
dou s fyzickymi omezenimi. Neni tedy mozné libovolny dynamicky sys-
tém aproximovat s libovolnou presnosti a chybou a tuto aproximaci poté
diskretizovat. I velmi pokrocilé numerické metody [18] maji sva omezeni a
jsou pouZitelné jen pro specifické druhy soustav diferencidlnich rovnic.

Hlavnim dtivodem je zptisob vypoctu numerické integrace zaloZeny na
déleni ¢asového intervalu na mnoho mensich intervalti. Pro nékteré velmi
rychle rostouci funkce by totiZ metoda musela zvolit velmi maly krok, coz
nardzi bud’ na hranice pfesnosti numerickych operaci, nebo na ¢asové moz-
nost vypoctu.

Diky témto nepfesnostem mohou mit diskretizace trajektorii odlisné
vlastnosti od skutec¢nych abstraktnich objektti. Plati napfiklad, Ze pokud
existuje v dynamickém systému ekvilibrium, tedy bod, kde jsou casové
zmeény vSech sloZek nulové, je tento bod z kteréhokoliv jiného bodu ne-
dosazitelny, nebot’ by trajektorie do néj vedouci musela obsahnout neko-
ne¢né dlouhy ¢asovy interval (jak se trajektorie bliZi ekvilibriu, bliZi se nule
vSechny derivace, tudiz se pfiblizovani zpomaluje). Stejné tak, pokud v sys-
tému existuje uzaviend cyklicka trajektorie, opét plati, Ze je ze vSech bodt
pfimo neleZicich na ni nedosaZitelnd (jiné trajektorie se k ni mohou libo-
volné blizko pfiblizit, avSak splynout s ni by mohly az v nekone¢nu, kde
vSak jiz nardZime na hranice definic cyklického objektu). Pti skute¢ném vy-
poctu vsak po jisté dobé narazime na numerickou chybu vlastni metody i
presnost reprezentace ¢isel a tudiz mize k dosaZeni ekvilibrii nebo cyklic-
kych trajektorif dojit.

2.6 Existujici pfistupy

Existujici pfistupy k analyze dynamickych systémii I1ze rozdélit podle ob-
lasti, do které kladou nejvétsi nejistotu:

. nizké koncentrace latek — V tom pfipadé jsou aplikovany metody sto-
chastické simulace [16] s riznym stupném pokrocilosti, optimalizace
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¢i paralelizovatelnosti. Vystupem jsou mnoZiny trajektorii vychézeji-
cich z danych inicidlnich podminek, které l1ze hodnotit uZitim statis-
tickych metod [9]. Vystupem mtiZe byt pravdépodobnost s niZ dany
systém resp. mnozina jeho trajektorii spliiuje danou vlastnost. Pro ne-
deterministické béhy byvaji obfas misto logiky LTL [24] pouzivany
logiky vétviciho se ¢asu - CTL a podobné.

nejisté hodnoty kinetickych konstant nebo dal$ich numerickych kon-
stant v pravych strandch rovnic. V tomto pfipadé jde o problémy tzv.
parameter estimation, tedy odhadd parametr(i, nebo tzv. parameter fit-
ting, curve fitting, tedy "pasovani'dané mnoziné chovani. Je znama
mnozina chovani skute¢ného systému a hledaji se jeho numerické pa-
rametry tak, aby model chovani co nejvice odpovidal. Zptisoby feSeni
tohoto problému jsou rtizné, vesmés vsak jde o riizné inteligentni pro-
hledavani prostoru vech moznych parametrti. Cim vice parametrt je
neznadmych, a ¢im vétsi jsou intervaly jejich nejistoty, tim vétsi je pro-
stor, ktery je nutné prohledédvat. Pokud se podafi zadefinovat metriku
v prostoru parametrti vyjadiujici se o tom, jak moc dany systém od-
povida specifikaci, 1ze vyuzit nékterou z heuristik prohledédvani jako
je napf. simulované zihani. Pokud je specifikace chovani ddna formuli
je mozné definovat i spojitou metriku splnénosti formule nad béhem
systému — diskretizaci trajektorie [25].

nejistota v pocatecnich podminkéch jinak pfesné daného dynamic-
kého systému — o feSeni tohoto problému se snaZi tato prace. Sou-
¢asné existujici postupy (pokud je mi zndmo) nejdou dale neZ masivni
navzorkovéni pocédte¢nich podminek a paralelni vyhodnoceni.

Je dtlezité také zminit analytické p¥istupy z oblasti linearni algebry,

vvvvvv

kalizovat vyznamné body urcujici dynamiku systému jako jsou nap¥.
ekvilibria nebo hranice, kde se méni znaménka derivaci.
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Kapitola 3

Novy pfistup

3.1 Definice problému

Necht' je dén dynamicky systém DS = (n, X, f) n latek, jejichz zména
v Case je vyjadfena n diferencidlnimi rovnicemi d[jii] = fi([X]) se spoji-
tymi multiafinnimi pravymi stranami. Necht’ jsou zndmy pfesné nume-
rické hodnoty vSech kinetickych konstant vyskytujicich se v téchto rov-
nicich. Soubor téchto diferencidlnich rovnic je souhrnné oznacen % =
FXD).

Necht je pro kazdou latku X; dan interval hodnot jeji koncentrace

[elmm , azmax]

v nichZ se mtZe v systému vyskytovat. Tyto intervaly urcuji globalni pro-
stor koncentraci

gn — [98““, eanax] % [Qimn’ 971nax] N [szn’ qum]

Necht jsou dany pro kazdou latku X; jeji poc¢ate¢ni podminky v podobé

intervalu [L?”", LT } . Tyto urcuji prostor inicidlnich podminek

T = [, (o] x [, em] x L ox [, gmae]

Necht' je ddna metoda numerické simulace M,, ( [ 1 Xy At) = mto LA

s relativni chybou 7, kterd ma na vstupu soustavu diferencidlnich rovnic f,
vektor koncentraci [X], v Case t( a Casovy tsek délky At. Tato metoda vy-

pocte novy vektor koncentraci latek [X], , A, v Case to + At numerickou
integra¢ni metodou s relativni chybou 7.

Je ddna metoda diskretizace feSeni soustavy diferencidlnich rovnic po-
moci numerické metody M,, s Casovym krokem nejvyse At, pro pocatecni

podminky v podobé bodu [X] ,, ¢asovy interval [to, to + 7] délky 7

X]O?d[X]O>7 <t17 [X]17d[X]1>7 - )

X7 = (<t07

a

—

23



3. NOVY PRISTUP

Necht' je ddna vlastnost P vyjadfitelna formuli LTL a reprezentovand
Biichiho automatem B.

Definice 9. Problém inicidlnich podminek je zjistit v kterych cdstech prostoru
inicidlnich podminek 1" zacinaji trajektorie feSeni systému, jejichZ diskretizace
splni (nebo naopak porusi) podminku P.

ACT" V[X], € AXT =P A=?

BC1" V[X], € BX] - P B ="

Definice 10. Pokud mnoZina inicidlnich podminek I" pokryjvd cely prostor glo-
bdlnich koncentraci G™ je problém inicidlnich podminek nazjvdn problémem glo-
bdlni analyzy.

3.2 Naivni feSeni

Naivnim feSenim problému inicidlnich podminek by mohlo byt diskreti-
zovat prostor inicidlnich podminek do husté sité¢ miiZovych bodti, podél
kazdé dimenze s takovou hustotou, s jakou je poZadovan vysledek. Z téchto
miiZovych bod spustit nezavislé numerické simulace diskretizujic{ trajek-
torie a u téchto diskretizaci ovéfit platnost vlastnosti P (bud’ po vypocteni
celé simulace, nebo v priitbéhu metodami on-the-fly).

Vyhodami tohoto naivniho feSeni by byla jednoducha implementace,
snadna distribuce i paralelizovatelnost vypocta diky jejich nezévislosti a
jistd zdruka nalezeni hledanych trajektorii odvijejici se od hustoty inicidl-
nich m¥iZovych bodt.

Nevyhodou tohoto pfistupu by byla velkd naro¢nost na ¢as i pamét,
nebot’ oba dva parametry jsou linedrné zavislé na po¢tu miiZovych bodu,
jejichZ pocet by pfi rozdéleni inicidlniho intervalu dimenze 7 na d; ¢asti byl
[T (di + 1) ~ d" prody = di = ... = dy. Pro redlné dynamické sys-
témy s dimenzionalitou n ¢asto se pohybujici v poctech latek spiSe v fadech
desitek nez jednotek by pfi mozném rozpéti koncentraci urcité latky v roz-
mezi nékolika fadt byl tento p¥istup i pfi logaritmickém déleni inicidlnich
interval(i velmi naro¢ny.

Nabizi se otdzka, zda je mozné toto naivni feSeni upravit tak, aby z@-
staly jeho podstatné vyhody a pfitom bylo moZné sniZit alespon paramet-
ricky jeho vypocetni ndro¢nost.
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3.3 Blizkost trajektorii jako vychodisko

Vychodiskem navrhovaného pfistupu je na intuitivni roviné empirickeé zjis-
téni

Hypotéza 11. Vétsina reseni zacinajicich v inicidlnich bodech blizko sebe ziistd-
vaji blizko i v priibéhu casu.

Formélnéji toto pozorovani lze formulovat jako vétu o spojité zavis-
losti feSeni systémui diferencidlnich rovnic se spojitymi pravymi stranami
na pocate¢nich podminkach a ¢asu [17]. Tato véta mé jako svij predpoklad
unikatnost feSeni. Unikatnost feSeni znamend, Ze kazdym bodem prostoru
prochézi pravé jedno fesSeni. Toto je pro dynamické systémy, tak jak jsou
uvazovany v této préci splnéno, jelikoZ jsou to systémy autonomni (deri-
vace jsou nezdvislé na case).

JelikoZ platnost vlastnosti P na trajektoriich prochazejicich prostorem
lze chapat také jako spojitou zdvislost [25] na tomto prostoru, lze tvodni
hypotézu reformulovat do podoby:

Hypotéza 12. Vétsina diskretizaci trajektorii zacinajicich v inicidlnich bodech
blizko sebe maji podobnou miru platnosti vlastnosti zdvisejicich na prostoru,
v némz se pohybuji.

Toto vychodisko umoziiuje formulovat empirickou hypotézu:

Hypotéza 13. Pro to, aby bylo zjisténo chovdni diskretizaci trajektorii v urcité
oblasti prostoru s danou presnosti délent, nent tieba pocitat diskretizace trajektorii
vSech bodii v tomto prostoru s danou presnosti déleni. Staci vyzkouset jen mnoZinu
reprezentantii a to za predpokladii:

e diskretizace trajektorii v jejich okoli jim ziistanou blizko na celém casovém
intervalu T, na némz je chovdnit systému — vyjddiené vlastnosti P — ovéro-
vdno,

o pokryvaji celou mnoZinu inicidlnich podminek.

Podminku blizkosti diskretizaci trajektorii béhem priibéhu prostorem
(resp. ¢asoprostorem) jejich reprezentantovi lze ddle nahradit podminkou
vzédjemné blizkosti reprezentantt a to na zakladé stejné tivahy o spojité
zavislosti feSeni systému na pocate¢nich podminkéch.

Pokud se tedy podafi nalézt mnoZinu reprezentantti diskretizaci trajek-
torif), ktefi zastavaji po celou dobu 7 ve vzdjemné blizkosti, 1ze o¢ekavat,
Ze jim ztstanou blizko i diskretizace trajektorii v okoli mezi témito repre-
zentanty. Na zdkladé avahy o spojité zavislosti miry platnosti P budou poté
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zjisténé hodnoty platnosti vlastnosti P na téchto reprezentantech odpovi-
dat hodnotdm platnosti v jejich okoli.

Problém inicidlnich podminek lze pfi tomto pohledu rozlozit na dva
podproblémy:

o Nalezeni reprezentantti, tedy mnoziny diskretizaci trajektorii, které
zacinaji v inicidlnich podminkdch a po cely prabéh sledovaného in-
tervalu [to, to + 7] si budou vzdjemné blizko.

e  Urceni pravdivostnich hodnot vlastnoti P na mnoZiné reprezentantt.

Regenim problému by v této konstrukci byla mnozina pocate¢nich bodsi re-
prezentantt spliiujicich (resp. porusujicich) vlastnost P a okoli téchto bodi.

Ustfednim pojmem, s nim# tyto Gvahy operuji je pojem blizkosti dis-
kretizaci trajektorii, ndsleduje proto navrh jeho mozné definice.

3.4 Blizkost diskretizaci trajektorii

Jesté pfed vlastni definici ozna¢me A «+ B relaci blizkosti dvou diskretizact
trajktorif a A + B realci vzdalenosti, pricemz A < B & -~ A « B.

Dtvodem pro¢ je zavedena relace a nikoliv rovnou vzddlenost je ten,
Ze je tfeba mit diskrétni vztah definujici, kdy jsou si diskretizace trajekto-
rif blizké a kdy vzdalené, pricemz zavedeni metriky mezi diskretizacemi a
prosté porovnani dvou &isel neni nad takto slozitymi objekty jednoduché.
Po postupném zadefinovani pomocnych pojmt je o to u¢inén pokus v defi-
nici 18.

Pro definici blizkosti je dlilezita zvolend metrika. Pfi jeji volbé byla uva-
Zovana nasledujici kritéria:

o Nezdvislost na 8§kélach jednotlivych dimenzi — ve skute¢nych mode-
lech dynamickych systém®i mohou mit rtizné lateky koncentrace rtiz-
nici se o mnoho fadda.

o Invariantnost vi¢i modularité — biologické dynamické systémy jsou
povazovany za ¢aste¢né modularni. To znamend, Ze je moZné je kom-
ponovat a jejich dynamika ztstava do urcité miry zachovéana. Proto
je vhodné, aby byla relace blizkosti zachovana i pfi kompozici dvou
dynamickych systém.

Pro piiklad zvolme dva dynamické systémy s disjunktnimi mnoZi-
nami latek, které jsou vzdjemné intertni. Diskretizace trajektorii v téchto
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systémech jsou posloupnosti obsahujici body v ¢ase a prostoru, pii-
¢emz kompozici obou systémti by vznikl novy systém, jehoZ dyna-
mika na kazdé z proménnych by odpovidala ptivodnimu systému
(neuvazujme nyni zkracovani posloupnosti v disledku detekce ekvi-
librii ¢i cyklt). Diskretizace trajektorii tohoto nového systému by byly
opét posloupnosti obsahujici body, pficemz jednotlivé slozky ve vek-
torech koncentraci a jejich zmén by odpovidaly tém v ptivodnich dis-
kretizacich (neuvaZujme nyni proménlivost ¢asovych krokii A,,).

Py

Bylo by nyni Zddouci, aby platilo, Ze pokud byly dvé dvojice trajektorii
(A, Bvsystému1aC, D v systému 2) v daném vztahu pfed kompo-
zici, mél by ztstat zachovan i po kompozici:

AaB=AC»BD  AoBACH D= AC+ BD

Je dobré uvést, Ze tento postup neni z modelovaciho hlediska spravny,
jelikoz skladat modely, které spolu nesouvisi dohromady neni smys-
luplné. Z hlediska logického je vSak tento pozadavek vhodnij, nebot’ je
to jista limita kompozice dvou systémii pii niZ 1ze zachovévani relace
blizkosti testovat.

o Nezavislost na ¢ase — toto kritérium je diskutabilni a vychdzi z prak-
tické podoby sledovanych vlastnosti dynamickych systémii. Pokud
tyto vlastnosti zdvisi ¢isté na prostorovych soufadnicich (dosaZitel-
nost, existence rovnovaznych bodti, cykld) tedy nezahrnuji ¢asovou
slozku, zjednodusi se vypocet blizkosti a to nikoliv na elementéini
drovni (porovnani dvou ¢isel), ale na Grovni vyssi rozhodujici o tom,
zda budou dvé trajektorie uzndny za reprezentanty, nebo zda bude
tteba déle hledat. Pokud v3ak jsou sledované vlastnosti pfimo zavislé
na ¢asové sloZce (porovnavani ¢asového rozmeéru s konkrétni hodno-
tou) nebo se v ni projevuji (porovnavani hodnot derivaci), je mozné
toto kritérium relaxovat a zavislost na ¢ase v relaci blizkosti také uva-
Zovat.

Na zdkladé téchto kritérii byla zvolena upravend metrika soucinu véze-
nych absolutnich rozdild jednotlivych prostorovych slozek.
Pro dva body [A4], [B] je jejich vzdalenost definovéna takto:

AL [B]| = H ( ,’Aimaf") (3.1)

n je pocet latek, tedy dimenze prostoru, A*** je parametr urcujici vahu di-
menze ¢ a lze jej interpretovat jako maximdlni povolenou vzdélenost dvou
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bodti na dimenzi i, pro kterou budou jesté povazovany za blizké. Tento
parametr je soucdsti vstupu pro dany model dynamického systému v po-
dobé n-tice A™* = (AJ*, A ... A7) a je odvozeny bud’ uzivatelem
ze znalosti rozsahu koncentraci nebo je mozné jej automaticky odhadnout
z velikosti inicidlntho intervalu [¢"", ,7"**] a po&tu &4sti, na nez byl rozdé-
len pfi prvotnim nastaveni reprezentantt (viz nésledujici sekce popisujici
algoritmus).
S touto metrikou je mozné definovat relaci blizkosti dvou bodi takto

Definice 14. Necht' [A] a [B] jsou dva body n-dimeniziondlniho prostoru, necht
plati

[A] < [B] & [[A][B]] = 1 [A] «» [B] « |[A][B]] > 1

Tato metrika md vSechny vyse uvedené pozadované vlastnosti a ma tu
vlastnost, Ze pokud jsou body [A] a [B] na kazdé dimenzi i blize nez A7 je
jejich vzdalenost 1, pokud v kterékoliv dimenzi jejich vzdalenost piekroci
AT je jejich celkova vzdélenost vétsi nez 1.

Dikaz tohoto tvrzeni:

Nezavislost na skalach jednotlivych dimenzi je ddna samostatnym vazenim
rozdilt vzdalenosti na kazdé prostorové sloZce, invariantnost vii¢i kompo-
zici vychdzi z monoténnosti operatoru soucinu pro ¢isla vétsi nebo rovna
jedné a vztahu

nezavislost na ¢ase je zfejma z divodu nezahrnuti ¢asové slozky do vézZe-
ného soucinu.

Blizkost dvou bodid nyni umoziiuje zadefinovat pomoci indukce relaci
blizkosti bodu [A]; a diskretizované trajektorie B, nejprve vsak zaved'me
pojmy podposloupnost blizkd bodu a mnoZina podposloupnosti blizkych bodu.

Definice 15. Podposloupnost diskretizace B blizkd bodu [A], od indexu j
necht’ je nepferusend podposloupnost vsech bodii diskretizace B od j-tého pocinaje
takovijch, Ze jsou blizké bodu [A),, formdlneé:

P(ﬁmlg?j): U {ﬁz

keNy

Vij <i<j+k:[A] < B}

V této definici neni podposloupnost blizkd bodu skute¢nou posloup-
nosti v klasickém matematickém chapani tohoto pojmu jako zobrazeni, jedna
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se o mnozinu. Pojmenovani podposloupnost je pouZito pro zdiraznéni toho,
Ze vSechny body mnoziny jsou v ptivodni diskretizaci B za sebou a jsou jeji
podcasti. Tato definice by mohla byt rozsifena do podoby zobrazeni pfi-
fazujictho &islu i prvek [B]; tak, aby v nasledujicich definicich ztistavala
smysluplnd, v tom pf¥ipadé by vSak dochédzelo k zménam defini¢nich obo-
rou téchto zobrazeni.

Definice 16. MnozZina podposloupnosti diskretizace B blizkyjch bodu [A],

oznacend M([A];, B) je definovina induktivné:

M(ﬁm B) = {P(ﬁm B, 0)}

M(ﬁk—i—l’ B) = U P(WM,B,J')
EJEM(W;WB)

Mnozina podposloupnosti blizkych bodu je ve své podstaté opét mno-
zinou bodti diskretizace B ovSem s tou strukturou, Ze se v ni vyskytuji sek-
vence po sobé jdoucich bodti s mezerami jako naptiklad

{ﬁa’ﬁa—i—l" s ’ﬁa—l—m’ﬁb’ﬁb—i—l’ tee ’ﬁb—&—n’ t }

Definice 17. Relace blizkosti bodu [A]; a diskretizované trajektorie B je definovdna

pomoci mnoZiny podposloupnosti diskretizace B blizkych bodu [A],:

[A]; ¢ B & M([A],, B) # 0

Definice 18. Relace blizkosti dvou diskretizaci A a B je definovdna pomoct bliz-
kosti vsech bodii jedné z nich viici druhé:

A Be (sz € AJA], <—>B) A (VﬁZ € B.[B]; HA)

Zcela formdlné vzato je kazdd diskretizace tvofena posloupnosti trojic
(t;,[X];,d[X];), z nichZ bodem je pouze druh4 slozka, vyraz V[A], € A je
tedy chdpan jako mnoZina vSech bodf, jeZ jsou druhé slozky trojic v dis-
kretizaci.

V nasledujici ¢asti popisujici algoritmus bude vyuZito skutecnosti, Ze
ve vyse uvedené definici blizkosti dvou diskretizaci jsou obé poZadované
podminky ve vétsiné piipadi ekvivalentni a pokud se oSetii jisté specifické
hrani¢ni pfipady na jejich koncich, 1ze testovat jen jednu z nich.

Tato ponékud slozitd definice blizkosti dvou diskretizaci trajektorif oproti
mozné jednodussi definici:

Ao Be (V@z € AV[B]; € B[A], & @;)

29



3. NOVY PRISTUP

ma tu vyhodu, Ze tvofi jisty kompromis v poslednim pozadavku na met-
riku, tedy v nezavislosti na case. V této slozitéjsi podobé totizZ neobsahuje
pfimou zavislost na ¢ase, umoznuje vsak formulovat vlastnosti obsahujici
informace o ¢ase tim, Ze neumoZziiuje mnoZiny posloupnosti blizkych bo-
dim rozsifovat smérem zpét v ¢ase. Implementace s pouZzitim této slozité

podoby je také efektivnéjsi.

3.5 Algoritmus

Algoritmus zde popsany se soustiedi pfedevsim na feSeni prvniho pod-
problému, tedy nalezeni mnoZiny reprezentativnich diskretizaci trajektorii,
které budou po celou dobu 7 na niZ je vlastnost P ovéfovana blizko sebe.
Druhy podproblém, tedy vypocet pravdivosti P nad reprezentanty je jiz
pfimocary a nikterak inovativni.

Vstupem algoritmu necht’ je dynamicky systém DS = (n, X, f), defi-
nice globalniho prostoru koncentraci G" a prostoru inicidlnich podminek
", pocéatecni déleni inicidlnich podminek D" urcujici na kolik ¢4sti maji
byt rozdéleny inicidlni intervaly v kazdé dimenzi, ¢asovy tsek 7, metoda
numerické simulace M, a maximalni ¢asovy krok At, ovéfovand vlastnost
P a mnozina vdhovych parametria A™*,

Vystupem bude mnoZina bodi inicidlnich podminek spliiujicich vlast-
nost P.

Pro nasledujici popis algoritmu budiz zdkladni datovou a vypocetni jed-
notkou reprezentant F,, sestdvajici ze ¢tvetice

Fo = <[X}a77zz—’ N, S>
[X], je potatetni bod, X7 je diskretizace trajektorie vychézejici z pocatet-
niho bodu, N je mnozina indext1 sousednich reprezentantti, S je koncovy
status diskretizace (jedna z hodnot bound, equilibrium, cycle, timeout, null).
V algoritmu se vyskytuje nékolik vyraz{ a funkci, jez je vhodné defino-
vat:
. Division (Z",D"™) (fadek 2)
funkce generujici dvojice (Wa, Na). Prvni slozka je mfizovy bod,
druhd je mnozina indext okolnich mfiZovych bod. Sit’ inicidlnich
miizovych bodt vznikne rozdélenim prostoru inicidlnich podminek
v kazdé dimenzi na D} ¢asti, tudiz celkem takto vznikne [[*"_; (D} 4 1)
miizovych bodu.
Zptusob jakym jsou tvofeny mnoZziny indexti okolnich mfiZovych bodu
vyraznym zplisobem ovlivni dalsi priabéh vypoctu i citlivost detekce
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Algoritmus 1 Obecn4 struktura
1: init R,y =0
2 init Ryeo = {<ma,(z),zva, null>‘ (ma,Na) € Division (I",D")}
3: while R,,¢,, # 0 do

4 forall F = ([X],X,N,S) € Ryew do

5. FX =X (DS, M, ( 71X, At) X, to, 7, At)

6: F.S := M, .end_status

7. end for

8: Rtmp = Rnew

9: Ripew = 0
10:  forall F, € Ry, do
11: forall F}, € {Fi|i € F,.N} do
12: proximity := check_distance (Fa.y, F,.S, F.X, Fb.S)
13: if proximity == false then
14: Ruew = Rnewu<w,®,{a, b},nu||>
15: end if
16: end for

17:  end for

18: Rota := Roia U Rtmp

19: end while

20: init result := ()

21: forall F' € R,y do

22:  satisfied := check_property (F.?, P)
23:  if satisfied == true then

24: result := result| neighbourhood (Fmg)
25:  end if
26: end for

27: return result
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blizkosti trajektorii. V sou¢asné implementaci je kaZdému miiZovému
bodu piifazeno 0 aZ n sousedli se soufadnicemi vzdy o jedna nizsi
v kazdé dimenzi (body na hranicich Z" maji méné sousedti, vétsina
bodt uvnitf ma n sousedir).

M.end_status (Fadek 6)
Tento vyraz ur€uje stav s jakym skon¢ila diskretiza¢ni metoda poéita-
jici numerickou simulaci. Mohlo dojit k témto 4 situacim

1. equilibrium - vypocet dosdhl stavu, kdy se vSechny zmény latek
bliZi nule (s danou pfesnosti, jeZ miiZe byt nastavitelnym para-
metrem metody), dalsi generovani bodt az do dosaZeni ¢asu
je zbytecné,

2. cycle - vypocet dosdhl stavu, kdy se body zac¢inaji opakovat, staci
jen zaznamenat zacéatek cyklu,

3. bound - numerickd simulace dosahla na nékteré z dimenzi hra-
nice globélniho prostoru G", bud’ minimdlni nebo maximalni,
také v tomto p¥ipadeé jiZ nemd smysl generovat dalsi body,

4. timeout - numerickd simulace vygenerovala diskretizované body
na celém intervalu délky 7, aniZ by dosahla ekvilibria, cyklu nebo
hranice prostoru.

check_distance (Fa.y, F,.S,F.X, Fb.S) (fadek 12)

funkce pocitajici relaci blizkosti mezi diskretizovanymi trajektoriemi
F,.X a F,.X beroudi v potaz jejich koncovy status. Vice o implemen-
taci této funkce v kapitole 5.

Ea XN (75dek 14)

vyraz vyjadfujici umisténi inicidlntho bodu nové vklddaného repre-
zentanta v pfipadé¢, kdy bylo detekovano vzdéleni dvou reprezen-
tantt. Pokud doslo k oddaleni, je vloZen novy reprezentant s inici-
alnim bodem na geometrickém stfedu mezi inicidlnimi body ptivod-
nich reprezentant(i. Soucasné s timto jsou tomuto reprezentantovi vlo-
Zeny do mnoZiny sousednich reprezentant(i indexy obou oddalivsich
se reprezentant(i. Timto postupem je zajisténo, Ze ptivodné nahrazena
relace blizkosti neni porusena ale je transformovéna do podoby dvou
novych relaci.

V krajnim piipadé dvou bodd, jejichZ trajektorie diverguji na opa¢né
strany mtize dojit k nékolika iteracim tohoto zahust'ovaciho procesu.
Z podminky spojité zavislosti feSeni vyplyvd, Ze po kone¢ném poctu
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krokti (s pfihlédnutim na metodu pitleni intervalu a kone¢nou pfes-
nost numerické simulace) musi byt dosaZen takovy bod, jehoZ trajek-
torie skonci v blizkém okoli ekvilibria, jenZ se muselo (opét z pod-
minky spojitosti feSeni) nékde mezi body, kam ptivodni dvé trajekto-
rie divergovaly, vyskytovat.

check_property (F X, P) (fadek 22)

funkce pocitajici nad diskretizaci trajektorie F.X pravdivost vlastnosti
P.Vzhledem k tomu, Ze se jednd o linedrni posloupnost stavii je tento
postup celkem pfimocary, je vSak nutné osetfit nékolik moznych okra-
jovych podminek danych rtznymi zptisoby, kterak mohla metoda
provadéjici diskretizaci skoncit (viz druhy bod vyse), detailnéji je toto
rozvedeno v kapitole 5.

neighbourhood (F mg) (fadek 24)

funkce vracejici okoli pocate¢niho bodu F.[X ]g
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Kapitola 4

Evaluace metody

Vzhledem k zptisobu implementace, ktery je podrobnéji pfedstaven v né-
rychlost a optimalizovanost. K tomuto tcelu byly vybrany ¢étyfi jednodussi
modely.

Pro rdmcovou piedstavu jsou uvedeny casy vypocth u jednotlivych pii-
kladt. Méfeni probéhlo na notebooku s procesorem Intel Core 2 Duo, T7300,
2.0 GHz, 2.0 GB RAM, operacni systém Windows Vista, JRE 6. JelikoZ ne-
bylo mozné zamezit spousténi nékterych naroénych procestt na pozadi,
nejsou méfeni zcela piesnd, odchylka z nékolika méfeni s pohybuje v fddu
0,1 s. Pamét'ové ndroky aplikace byly v rozmezi 50-700 MB (nejvice pro jed-
noduchy model Linear s velkym po¢tem inicidlnich bod).

Byl také méfen ¢as béhu metody pii ovéfovani vlastnosti jednak uvede-
nych v nésledujicich sekcich, druhak ale také obecné vzdy platné vlastnosti
G [ true vyjadfené jendoduchym jednostavovym Biichiho automatem se
vzdy umoZnénym prechodem. Rozdily v naméfenych ¢asech byly v fddu
chyby méfeni (0,1s) a tudiz ukézaly, Ze ndrocnou c¢ésti celého vypoctu je
vypocet diskretizaci a relace blizkosti ovéfeni vlastnosti dané Biichiho au-
tomatem.

4.1 Linear: jednoduchy model

Tento model obsahujici pouze jednomolekularnich reakce rozpadu a dvou
pfemén, jednd se o umély multiafinni systém, ve kterém se ldtka A rozpada
na B a C. Koncentrace latek B, C se diky rychlé vratné reakci vyrovnavaji.
V zavislosti na pocéatecni koncentraci latky A se systém ustdli v nékterém
z nekone¢né mnoha stabilnich ekvilibrii.

A Birc ki =0,1
B0 ks = 1,0
crs B ks =1,0
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Dynamika latek A, B, C je popsana tfemi rovnicemi

diA] _

— =014

dgzj] =0.14 + (-1.0)B + 1.0C
dc[lf] _ 014 + (—1.0)C + 1.0B

V tomto modelu byla hleddna ¢ast mnoziny inicidlnich podminek, z niz
se systém ustali ve stavu, kdy bude koncentrace B i C vétsi nez 6.

Formule LTL odpovidajici této vlastnostije G(B > 6 A C > 6).

Globalnich prostor koncentraci byl omezen na

Gg" =10,0;10,0] x [0,0;10,0] x [0,0;0,10]
prostor inicidlnich podminek byl zvolen
I" = [4,0;6,0] x [0,0;2,0] x [2,0;4,0]

pocatecni podminky byly rozdéleny na nejprve na 4 ¢asti a poté na 9 casti
na kazdé z os, ¢imZ vzniklo nejprve 125 bodt a poté 1000. Délka ¢asového
intervalu 7 byla zvolena 240s a maximalni krok At na 0,1s. Parametry me-
triky A" byly zvoleny 0,5 z téch diivodi, Ze pti 1000 bodech dochézelo
zprvu pfi procesu zahust'ovdni mnoziny reprezentantt k nedostatktim pa-
meti.

Vypocet s 125 inicidlnimi body skon¢il za 16 sekund s 274 reprezentanty;,
druhy vypocet s 1000 inicidlnimi body skoncil za 52 sekund s 1237 repre-
zentanty.

Byla identifikovana podmnozZina prostoru inicidlnich podminek, ze které
jsou dosazitelné vysoké hodnoty B a C, zdroven byla zjisténa i ta cast, ze
které jsou dosaZitelné jen nizké koncentrace.

Tento jednoduchy model ovéfil, Ze metoda je schopna detekovat mno-
Ziny z nizZ jsou jiné definované mnoZiny dosaZitelné. Také na tomto modelu
byla ovéfena schopnost detekovat rovnovazné body dané nulovou zménou
sloZek v Case.

4.2 Lotka-voltera: oscilace bez limitniho cyklu

Model Lotka-Volterra je velmi dobie prostudovany dvourozmérny systém
diferencidlnich rovnic popisujici dynamiku chovani dvou druhti entit, jedna
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Obrézek 4.1: Linear: Pohled na mnoZinu koncovych bodi diskretizaci i po-
¢atecnich podminek, zelené jsou oznacené ty ¢asti inicidlnich podminek, ze
kterych jsou dosazitelné vysoké koncentrace B, C.

(oznacovana jako kofist) se Zivy na zdrojich pochézejicich z okoli v stabil-
nim mnoZstvi, druhd (ozna¢ovand jako lovec) se Zivi na prvni entité. Tento
vztah je ¢asto pouZivan pro popis vyvoje populaci uréitych druhii organi-
zml a umoznuje zjistit jak rizné parametry prostfedi ovliviiuji periodické
oscilace v poctech jedincti jednoho a druhého druhu a jak je cely systém ro-
bustni vii¢i impulzim (velikost populaci v depresni fazi). Ackoliv byl tento
model zaveden a popularizovdn na makroskopickych systémech, mohou

37



4. EVALUACE METODY

Obréazek 4.2: Linear: BliZsi pohled na rozdéleni intervalu inicidlnich podmi-
nek na ¢ast splriujici danou podminku (zelené) a nespliujici (Cervené).

vzniknout systémy se stejnou dynamikou i na mikroskopické trovni v po-
dobé populaci bakterii [1].

Tento model obsahujici dvé dvoumolekuldrni a jednu jednomolekuldrni
reakci a jedna se o multiafinni systém.

Sestdva ze ¢tyf latek, pficemZz dvé z nich — substrat a produkt, nebo téz
potrava a odpadni latky — maji stabilni koncentrace, tudiZ pro né nejsou
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uvazovany zadné rovnice.

S+x M xax ki = 10,1
X+vY 2y y ko =1,0
y P2 p ks =54

kinetické koeficienty byly zvoleny ndhodné.
Dynamika proménlivych latek X, Y, Z je popsana tfemi rovnicemi

di{} = 10.1X + (-1.0)XY
dgtq = 1.0XY 4 (—5.4)Y

Veskeré trajektorie tohoto modelu by mély byt uzaviené cykly pohybu-
jici se soustfedné kolem nestabilniho rovnovéazného bodu.

Je tedy zajimavé se ptat, zda jak budou vypadat cyklické trajektorie a
zda budou zdetekovény.

Cyklus lze definovat formuli LTL G((prop = F(—prop)) A (—prop =
F(prop))) kde prop je vyraz definujici prahovou hodnotu kolem které urcita
latka osciluje. Zvolen byl vyraz (Y < 1).

Globdlnich prostor koncentraci byl omezen na

G" =[0,0;100, 0] x [0,0;100, 0]
prostor inicidlnich podminek byl zvolen
7" =[1,0;10,0] x [1,0510,0]

pocate¢ni podminky byly rozdéleny na dva intervaly v obou osédch inter-
valu 7 byla zvolena 120s a maximalni krok At na 0,01s.

Vypocet s timto nastavenim byl ukoncen po 15 minutach uZivatelem,
puvodnich 9 reprezentantti bylo zahusténo na 22. PficemZ u zadné z dis-
kretizaci nebyl detekovan cyklus a misto spojitych kiivek byly vytvoreny
dlouhé spiraly pomalu se vytacejici smérem ven, které dospély v ¢ase az na
hranici 7.

Tento model ukazal, Ze jednoduchd Eulerova metoda numerické simu-
lace neni s pouzitym nastavenim dostatecné presnd pro detekci cykld heu-
ristikou extrémnich bodt (viz kapitola 5).
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Obrazek 4.3: Lotka-Volterra: nepfesnd numerickd simulace zptisobila vznik
spirdl misto detekce uzavienych kiivek, ¢ervené trojihelniky jsou vizuali-
zaci metody pocitajici relaci blizkosti mezi diskretizacemi trajektorii.

4.3 Bayramov: oscilace s limitnim cyklem

Tento model obsahujici pouze jedno a dvoumolekuldrnich reakce, jednd se
o multiafinni systém a vykazuje ustdlené oscilujici chovani [6].
Sestdva z péti latek, pricemZ dveé z nich — substrat a produkt — majf sta-
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bilni koncentrace, tudiZ pro né nejsou uvazovany zadné rovnice.

s L x ky = 0,005
s 2y ks = 0,001
X+v F g ks = 250,0
y Fyp ky = 0,1
Y+27Z Byva4y ks = 300,0
P—

Dynamika proménlivych latek X, Y, Z je popsana tfemi rovnicemi

d[X

Elt] = 0.0005 + (—250.0) XY

d[Y]

=g = 0-0001 + (~0.1)Y + (~250.0) XY + 300.0Y Z
z

dc[ﬁ] = 250.0XY + (—300.0)Y Z

V tomto modelu by méla existovat jedina stabilni cyklicka trajektorie,
s pomérné velkou atrakéni mnoZinou. Toto znamend, Ze trajektorie uvnitf i
vné cyklu by k nému mély konvergovat. Uvnitf cyklu je labilni rovnovazny
bod.

Je tedy zajimavé se ptét, ze kterych ¢4sti prostoru inicidlnich podminek
je dosazitelny limitni cyklus?

Cyklus lze definovat formuli LTL G((prop = F(—prop)) A (—prop =
F(prop))) kde prop je vyraz definujici prahovou hodnotu kolem které urcita
latka osciluje. Na zakladé prvotniho prozkoumani dynamiky systému byla
zvolena podoba vyrazu (Y > 0.001).

Globélnich prostor koncentraci byl omezen na

Gg" =10,0;0,01] x [0,0;0,01] x [0,0;0,01]
prostor inicidlnich podminek byl zvolen
" = [0,0015;0,004] x [0,00095; 0,00405] x [0,00038;0,00482]

pocétecni podminky byly rozdéleny na dva intervaly v osach X,Y a na tfi
v ose Z. Délka ¢asového intervalu 7 byla zvolena 960s a maximdlni krok At
na 0,1s.

Vypocet s timto nastavenim skoncil za 6 minut 34 sekund, ptivodnich
36 reprezentantt bylo zahusténo na 74.
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Bylo zjisténo, Ze velka ¢ast prostoru inicidlnich podminek je skute¢né
atrakéni mnozinou limitniho cyklu. Pro ¢ast prostoru inicidlnich podminek
blizko pocatku soustavy vsak trajektorie diverguji od cyklu aZ narazi na
hranici globalniho prostoru koncentraci a vlastnost P pro né ziistane ne-
rozhodnuta, jelikoZ je mozZné, Ze by se jesté otocily zpét a dokonvergovaly
k limitnimu cyklu, ale stejné tak mohou divergovat do nekonecna, to vSak
nelze uvnitt prostoru G" touto metodou rozhodnout.

Tento model tedy prokazal, Ze metoda je schopna detekovat atrakéni
mnoziny limitnich cykl a jejich hranice. Zaroven také prokazal, Ze je scho-
pen detekovat vlastni cyklus, tedy uzavienou trajektorii, resp. jeji diskreti-
zaci s kone¢nou presnosti, pomoci heuristiky extrémnich bodt cyklu (viz
kapitola 5).

Obrazek 4.4: Bayramov: Globalni prostor koncentraci G" s vysledky ana-
lyzy: zelend = P plati tedy ¢ast atrakéni mnoZiny cyklu uvnitf inicidlnich
podminek, modré = nerozhodnuto — trajektorie odtud vychazejici dosdhly
hranice G".
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Obrézek 4.5: Bayramov: BliZ8i pohled na hranici atrakéni mnoZiny limit-
niho cyklu.

4.4 Wilhelm: minimdlni bistabilni model

Tento model sloZeny jen z jedno a dvoumolekuldrnich reakci je minimalni
v poctu latek, reakci a poctu vyrazt na pravych strandch diferencidlnich

rovnic [34].

Sestdva ze ¢tyt latek, pficemz dvé z nich — substrat a produkt — maji
stabilni koncentrace, tudiZ pro né neni nutné uvazovat zmény v case.

S+Y M x4x
X+X - x4y

X+Y Byy4p

X Mp

— S
P—

ki =8,0
ko =1,0
ks =1,0
ki=1,5
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Dynamika latek je popsdna dvémi rovnicemi

dZ(] =16,0Y + (—1.0)X? + (=1.0) XY + (—1.5)
ay] _
= 1,0X? + (-8.0)Y

V tomto modelu by mély existovat dva rovnovazné body, jeden v oblasti
vyssich koncentraci a druhy u pocatku soustavy. V oblasti kolem pocatku
se také vyskytuje délici hranice mezi atrakénimi mnoZinami téchto dvou
stabilnich ekvilibrii, toto také znamend, Ze by se zde mél vyskytovat také
labilni rovnovazny bod.

Polozené otazky tedy byly, kde se vyskytuji ony rovnovazné body, kudy
prochézi hranice atrakénich mnozin a zda systém vykazuje bistabilitu.

Bistabilita mtize byt definovana formuli LTL G((propl = Gpropl) A
(prop2 = Gprop2)) kde propl a prop2 jsou vyrazy definujici jednu a druhou
oblast stability. Oblast ekvilibria s vysokou koncentraci byla definovéna vy-
razem (X > 5.0AY > 5.0), oblast u po¢atku soufadnic (X < 0.2AY < 0.2).

Globélnich prostor koncentraci byl omezenna G" = [0, 0; 8, 0] %0, 0; 8, 0],
prostor inicidlnich podminek byl zvolen Z" = [0, 1;3,0] x [0, 1; 3, 0], poca-
te¢ni podminky rozdéleny na tfi ¢asti na kazdé dimenzi. Délka ¢asového
intervalu 7 byla zvolena 20s a maximalni krok At na 0,01s.

Vypocet s timto nastavenim skoncil za 2 minuty 47 sekund, ptvodnich
16 reprezentantti bylo zahusténo na 97. Horni stabilni ekvilibrium bylo loka-
lizovano na soufadnicich [6,0; 4, 5], dolni v [0; 0] a labilni v bodé [2,0;0, 5].
Tyto hodnoty jsou v souladu s vysledky publikovanymi v ¢ldnku, z néhoz
byl model prevzat.

Definovana vlastnost bistability byla shleddna pravdivou (zelend barva)
pro vétSinu prostoru inicidlnich podminek, pficemz vyjimkou je ¢ast pro-
storu [0; 1] x [0, 5; 1] jelikoZ trajektorie z ni vychézejici opusti nami definova-
nou atrakéni mnozinu (X < 1AY < 1) a poté se do ni opét vrati (vyznaceno
Cervené). Vlastnost také zlistdva nerozhodnuta (modré barva) u nékolika
trajektorii na hranici obou atrakénich mnoZin, které bud’ uvizly v labilnim
rovnovazném bodé, nebo se priichodem v jeho blizkosti natolik opozdily, Ze
dosahly konce ¢asového intervalu, pro néjz byla vlastnost rozhodovéna.

Tento model tedy prokézal, Ze metoda je schopna detekovat bistabilitu,
hranice atrakénich mnozin, ekvilibria stabilni i labilni.

44



4. EVALUACE METODY

Obrazek 4.6: Wilhelm: Globalni prostor koncentraci G s vysledky analyzy:
zelend = P plati, cervend = P neplati, modra = nerozhodnuto.
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4. EVALUACE METODY

Obréazek 4.7: Wilhelm: BliZsi pohled na hranice atrak¢nich mnoZin, labilni
ekvilibrium a opoZdéné body.
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Kapitola 5

Navrh a implementace

5.1 Nastroje a specifika

Jako prostfedi pro vyvoj implementace navrhované metody jsem zvolil na-
stroj Processing 1.0.9. Jedna se o tfidu jazyka Java a pfidruzené vyvojové
prosttedi, které umoziiuje velmi rychle vizualizovat myslenkové koncepty
diky soustavé pfikaz{i notné zjednodusujicich praci s grafikou a zdkladnimi
datovymi objekty, avSak umoziujici stdle vyuZzivat plnych moZnosti jazyka
Java.

Toto je odklon od ptivodniho zadéni prace, které vyZzadovalo paralelni
implementaci v MPI. Povazuji to v8ak za rozhodnuti nejen vyhodné, ale
také spravné, nebot’ teprve potom co je metoda vyvinuta a evaluovéna jeji
schopnost a korektnost ma smyls se poustét do jeji optimalizace a paraleli-
zace.

Je v8ak potieba dodat, Ze pfi tvorbé implementace bylo pamatovano na
moZnou budouci paralelizaci a datovy model i schéma vypoctu ji umozZniuji.

V rdmci Processingu je vyuZita grafickd knihovna OpenGL. Pfi imple-
mentaci metody numerické simulace jsem se také snazil inspirovat existu-
jicimi metodami jako napiiklad Runge-Kutta-Fehlberg avsak nakonec jsem
z ¢asovych divodu pouZil jen jednoduchou Eulerovu integra¢ni metodu
s velkou chybou, tento aspekt vSak nebyl jadrem prace a bude moci byt
v budoucnosti pfipadné moduldrné vyménén.

5.2 Funkcionalita a interaktivita

Aplikaci je moZné z Processingu exportovat do webového appletu nebo
aplikace pro Windows, Mac ¢i Linux.

Po spusténi aplikace je moZné nacist model ve formatu *.ode stiskem
klavesy "0’ a soubor s vlastnosti v podobé Biichiho automatu stiskem kla-
vesy 'p’.

Po nacteni modelu (pokud neni dodédna explicitni vlastnost, pouZije se
implicitni Gtrue) mliZe uzivatel s prostorem koncentraci rotovat (levé tla-
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¢itko mysi a pohyb kurzorem), pfiblizovat a oddalovat (kldvesy plus a mi-
nus) ¢ posouvat (shift + rotace).

Vypocet se spousti a pozastavuje mezernikem. Vizualizaci vypoctu lze
zrychlit tim, Ze se snizi preciznost vykreslovani kfivek (D) nebo zvysi (E).

Klepnutim na objekty, jsou tyto vybirdny a jsou vizualizovany jejich
vlastnosti.

Jiz vypocitani diskretizace jsou tmavsi a prisvitnéjsi, u vybrané trajek-
torie jsou zobrazeny dil¢i body a priibéh vypoctu relace blizkosti.

Mnozina inicidlnich bodti je barevné oznacena podle platnosti defino-
vané vlastnosti nad diskretizaci vychdzejici z onoho bodu (Sed4 - vypocet
nedospél k rozhodnuti, zelend - splnéno, ¢ervend - poruseno, modré - nelze
rozhodnout).

Béhem chodu aplikace je do konzole jazyka Java smérovan textovy vy-
stup, z néhoz lze ziskat dalsi informace o pribéhu vypoctu (vklddani no-
vych reprezentant, koncové stavy dil¢ich vypocth atp.)

Na co je aplikace nachystana, avSak nebylo zatim realizovano, je pfepi-
néni zobrazeni latek na rtznych soufadnicich u vice-dimenzionalnich mo-
delti. Stejné tak moznost kontrakce ¢i dilatace kaZzdé z os nezavisle, by byla
velmi vhodna.

5.3 Popis formath

Popis vstupnich formétt je v souborech ode_format.txt a Itl_format.txt v ad-
resafi examples.

Formaét *.ode je prevzaty a modifikovany formdt *.bio nastroje BioDi-
VinE, *.Itl je restringovany formdt pouzivany nastrojem DiVinE pro popis
vlastnostnich automatti. Oba jsou to textové forméty s intuitivnim vyzna-
mem.

5.4 Struktura t¥id

Jednotlivi dil¢i tfidy jsou seskupeny do samostatnych souborti. Ve skute¢-
nosti jsou to v8echno vnitini tfidy vysledné aplikace, takZe vzdjemné volani
vnitfnich metod je jednoduché, avsak méné nuti do separace funkcionality
a zapouzdfenosti.

Nasleduje kratky popis tfid v jednotlivych souborech, u velké ¢asti z t¥id
jsou rozsdhlé komentéafe p¥imo ve zdrojovém kodu, u velké ¢asti vsak také
chybi z davoda velmi prekotného vyvoje nékterych casti aplikace v urci-
tych obdobich:
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AtomicPropositions.pde — definuje atomické propozice a jejich evalu-
aci v prostorovém bodé, navic i kompozici propozic do vyrazt

vvvvvv

Computation.pde — hlavni tfida fidici béh vypoctu, tiéi nejdtlezitéjsi
metody jsou extend_simulations — vypocitd dalsi kus diskreti-
zace kazdé trajektorie a check_simulation_distances — pocita
priibézné relaci blizkosti

CycleDetectionDataBlock.pde — obsahuje datové struktury a metody
pro detekci cyklu na diskretizaci pomoci heuristiky extrémnich bod

DistanceCheckDataBlock.pde — struktura udrZujici reprezentaci mno-
ziny podposloupnosti blizkych bodu, a vypocet relace blizkosti mezi
dvéma diskretizacemi

GUIpde - fidi uZivatelské rozhrani a interaktivitu

ODE.pde - reprezentuje dynamicky systém a jeho soustavu diferen-
cidlnich rovnic dohromady s prostorem globdalnich koncentraci, inici-
alnich podminek a metriky vzdélenosti bodt

ODEParser.pde — umoZriuje parsovat a nacitat *.ode soubory do tfidy
ODE

PointsDataBlock.pde — datovéa struktura umoznujici drZet body dis-
kretizace v zfetézenych blocich, aby bylo mozné je po kusech prenaset
nebo dealokovat, kdyZ uz nejsou potteba

Property.pde — reprezentuje vlastnostni automat

PropertyCheckDataBlock.pde — struktura provadéjici ovéfovani vlast-
nosti nad diskretizaci

PropertyParser.pde — parsuje *.1tl soubory do tfidy Property

SimulationData.pde — datové struktura sdruzujici vSechny potiebné
objekty obhospodarujici vypocet jednoho reprezentanta

SimulationStorage.pde — kontejner na reprezentanty
utility.pde — pomocné metody a konstanty

ViewPort.pde — tfida definujici uZivateltiv pohled na pravé probiha-
jici vypocet (rotace, pfiblizeni, zptisoby promitani...)

vizualizace.pde — hlavni zastfeSujici tfida kombinujici vie do jediné
aplikace
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5.5 Algoritmy

Algoritmy v metodé pouZité nejsou nikterak nové ani objevné a krom dvou
(vypocet mnoziny podposloupnosti blizkych bodu a detekce cyklu) jsou to
zékladni principy ovSem vzajemné dosti provdzané.

Detekce cyklti vychdzi z pozorovani, Ze kazdy cyklus musi mit pro kaz-
dou dimenzi extrémni bod, tedy takovy bod, jenz ma bud’ minimélni, nebo
maximélni hodnotu v této dimenzi. Staci si tedy pro kazdou dimenzi pa-
matovat nékolik poslednich extrémnich bodti a v okamZiku, kdy se zméni
derivace z kladné na zdpornou, vloZit tento bod jako dalsi, resp. porovnat
ho s témi, které uz v seznamu jsou.

V principu je tento postup heuristika, nebot’ 1ze nezavislou kompozici
vytvofit ze dvou oscilujicich dynamickych systémiui s nesoudélnou perio-
dou novy, s libovolné mnoha lokdlnimi extrémy, takze pro detekci tako-
vého umeélého pseudocyklu by nestacil libovolné velky seznam. Nastésti se
takové pfipady v redlnych dynamickych systémech nevyskytuji a tudiz pro
né tato heuristika funguje celkem dobfe.

Vypocet mnoziny podposloupnosti blizkych bodu pfimo kopiruje svou
formalni definici a vyuZzivé jen faktu, Ze opakované vkladani téhoZ prvku
do mnozZiny neni zapottebi.
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Kapitola 6
Zavér

Cilem préce bylo navrhnout a implementovat metodu analyzy dynamiky
systémil popsanych soustavou diferencidlnich rovnic vyuZivajici tradi¢ni
techniky numerické simulace a kombinujici je s metodami ovéfovani vlast-
nosti diskrétnich systémti vychdzejicich z metod ovéfovani modelu.

V této préci byla formdlné definovana relace blizkosti diskretizaci nu-
merické aproximace trajektorii feSeni dynamickych systémt, ktera umoz-
nuje konstrukci mnoZiny reprezentativnich diskretizaci. Ovéfenim vlast-
nosti vyjadfitelné formuli linedrni temporélni logiky a reprezentované Biichi-
ho automatem nad mnoZzinou takto ziskanych reprezentantti 1ze usuzovat
o chovani celé mnoziny feSeni ptivodniho dynamického systému.

Metoda byla implementovana v ndstroji Processing, vyuZzivajici jazyka
Java do podoby prototypu, ktery vizualizuje priibéh vnitinich vypoctt me-
tody. Toto je odlisnost od ptivodniho zadéni diplomové préce, kterd po-
zadovala paralelni implementaci v MPI. Divodem je hlavné moznost lep-
$tho chdpdani vnitiniho fungovani metody za ticelem dalsiho vyvoje, jeZ by
v prostiedi MPI nebylo tak snadné.

Metoda byla evaluovana na pfikladech malych dynamickych systémii a
byly prezentovany jeji schopnosti detekce vlastnosti vyjadfujicich se o do-
sazitelnosti, existenci rovnovaznych bodt, existenci cyklickych trajektorii a
bistability.

Z empirickych vlastnosti dynamickych systémt byla vyuZzita hlavné spo-
jitost zavislosti feSeni na poc¢ate¢nich podminkach, ne vSak pi#ili§ vlastnost
multiafinity. Metoda by tudiz mohla byt pouzitelna pro obecné dynamické
systémy popsané diferencidlnimi rovnicemi se spojitymi pravymi stranami,
avSak nékterd silné projevy multiafinity tak nadéle zhstavaji nevyuZzity a
¢ekaji na mozné vytéZeni v budoucnosti.
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