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Uvod

Mocninné fady jsou specidlnim ptipadem fad funkcénich. Mocninnou fadu

tedy ziskame, dosadime-li ve funk¢ni fadé Z f,(x) za fu(x) vyraz a,(x—a)".

n=1

0 0
(Funkéni fadu Z /. (x) dostaneme, nahradime-li v nekonecné fad¢ Zan cleny

n=1 n=1

a, funkcemi f, proménné x, definovanymi na intervalu /.)

Prvni kapitola obsahuje véty a definice tykajici se pojmi, které se v pribéhu
textu vyskytuji a je tfeba je znat, abychom textu porozuméli.

Druhd kapitola je jiz vénovana definici samotné mocninné fady a jeji
konvergenci.

Ve tfeti kapitole se sezndmime s pojmem polomér konvergence mocninné
fady a postupem pouzivanym pfii jeho urovani.

Ctvrtd kapitola pojednava o vlastnostech mocninné fady. Konkrétné o jeji
spojitosti v krajnim bod¢ konvergen¢niho intervalu, jeji derivaci a integraci.

Pata kapitola je vénovana specidlnim piipadim mocninné fady. Témi jsou
fada Taylorova a Maclaurinova.

Sesta a posledni kapitola je zaméfena na moznosti uziti mocninnych fad pii
vypoctu prirozeného logaritmu, vypoctu ¢isla m a pii feSeni diferencialnich rovnic.



Kapitola 1
Z.akladni pojmy

0
n=1

Definice 1.1. Ke kazdé ciselné posloupnosti {a,},, mizeme pfifadit novou

0

¢iselnou  posloupnost  {s,} _,, jejiz <¢leny jsou dany pfedpisem

s, =a,+a,+..+a, pro kazdé n a vyraz a, +a, +...+a, +..., ktery zapisujeme

0
symbolem Zan a nazyvame 7adou o ¢lenech a,,.

n=1

o0
Posloupnost {s,}"_, nazyvame posloupnosti castecnych souctii fady Zan a Cleny
n=1

posloupnosti sy, s2, ..., Sy, ... pak prvni, druhy, ..., n-ty, ... ¢aste¢ny soucet fady

o0
2.4,
n=1

Definice 1.2. Jestlize ma posloupnost ¢asteCnych souctt {s, }~_ Tfady Zan

n=l1

0
vlastni limitu s, fekneme, ze fada Z a, konverguje a ma soucet s, coz zapisujeme

n=1
0
bud a, +a,+...+a, +...=s nebo Zan =s.
n=1
0 . . A Y ¥ = . . :
limitu nemd, fekneme, Ze fada Zan diverguje. Je-li

n=l1

Jestlize posloupnost {s, }

n=1

lims, =+, fekneme, Ze fada E a, urcité divergujek £ oo .
n—>0
n=1

O divergentni fad¢, kterd neni urCité divergentni, fekneme, Ze osciluje.

Véta 1.1 (Nutna podminka konvergence). Jestlize fada Zan konverguje, potom
n=1

lima, =0.

n—»0

Definice 1.3. Bud’ Zan rada s libovolnymi ¢leny. Tuto fadu nazyvame absolutné
n=1
konvergentni, konverguje-li fada Z |an | .

n=1



Definice 1.4. Necht posloupnost funkeci {s,(x)} konvergentni na intervalu /
definuje funkci s(x) rovnici lims, (x) = s(x). Jestlize ke kazdému & > 0 existuje

index N takovy, Ze pro vSechna n> N a pro kazdé¢ x € plati

s, (x)— s(x)| <eg,

fekneme, Ze je posloupnost {s,(x)} stejnomerné konvergentni na intervalu /.

o0
O tadé z /. (x) tekneme, ze je stejnomérné konvergentni na intervalu /, je-1i na

n=1
tomto intervalu stejnomérné¢ konvergentni piislusna posloupnost caste¢nych
souctil.

Ke zjistovani, zda je dana fada konvergentni ¢i divergentni, existuje celd fada
kriterii. My si zde vSak uvedeme jen ta, ktera jsou pouzita pii dokazovani
platnosti vét v nasledujicim textu.

Véta 1.2 (Srovnavaci kriterium). Necht’ Zan , an jsou fady s nezapornymi

n=1 n=l

¢leny a pro vSechna n jsou splnény nerovnosti a, <b, . Pak plati: Konverguje-li

rada an , konverguje i1 fada Zan . Diverguje-li tada Zan , diverguje i1 fada

n=1 n=l1 n=1

Véta 1.3 (Limitni podilové kriterium). Bud’ Zan fada kladnych ¢isel. Necht’

n=1

. a
lim—%L = ¢,

n—x0 a
n

Je-li ¢ <1, potom fada Zan konverguje a je-li ¢ > 1, potom diverguje.

n=1

Véta 1.4 (Leibnitzovo kriterium). Je-1i {a,} ., klesajici posloupnost, ktera
konverguje k 0 pro n — o, potom fada a, —a, +...+(=1)"""a, +..., jejiz viechny

¢leny a, jsou kladna ¢isla, konverguje a ma soucet s splitujici nerovnost a; — a; <
<s<a.

Véta 1.5 (Weierstrassovo kriterium). Bud’ z f, (x) fada funkci definovanych na

n=l1

£, (x)| <y, pro kazdé n a kazdé x el. Necht ¢iselna fada

intervalu /. Necht



Zyn konverguje. Potom fada funkci z /., (x) konverguje stejnomérn¢ na

n=1 n=1

intervalu 1.



Kapitola 2

Mocninna rada

Definice 2.1. Mocninnou radou o stiedu v bod¢ a nazyvame fadu
>a,(x-a). [2.1]
n=0

Cisla ay, ai, az, ... nazyvame koeficienty tfady.

Je-li a = 0, dostaneme mocninnou fadu o stfedu v pocatku, ktera je tvaru

D ax". [2.2]

0 o0

PoloZime-li v fadé Zan (x—a)" za x Cislo a nebo v fadé Zanx” za x Cislo 0,
n=0 n=0

vidime, Ze fady konverguji a maji soucet ay.

Véta 2.1. Kazdd mocninna fada konverguje ve svém stiedu.

Poznamka. Substituci X = x — a ptejde kazdd mocninna fada tvaru Z a,(x—a)"
n=0

0

do mocninné fady tvaru ZanX " . Dale tedy budeme uvazovat jen mocninnou
n=0

fadu o stfedu v pocatku.

Véta 2.2. Jestlize mocninnd tada Zanx” konverguje v bodé¢ x,#0, potom
n=0

konverguje absolutné na otevieném intervalu (— P, p), kde p= |x0| a stejnomerné

na kazdém uzavieném intervalu <— 6o, Hp> ,kde 0 <@g <1.

Diikaz. Nejdiive ukazeme, Ze Z‘anx"‘ konverguje na intervalu (— P2, ,0), kde
n=0

,0:|x0|¢0. Z konvergence fady Zanxg plyne, Ze posloupnost ¢lent fady
n=0



konverguje k 0 pro n — o, je tedy omezena. Existuje tedy ¢islo M > 0 takové, ze

n
n n

- SMnZMi pro

Xo Xy Xo

<M pro kazdé n. Dale plati

. n n|l _ n
je ‘anxo a,x ‘ = la,x,

v 1z . X 1y X
kazdé n. Pro |x|<|x0|=p je —|<1 a tedy geometricka fada M + M|— +
X, Xo
2 n

X X . — ST
+M— + ... + M|—| + ... konverguje. Podle srovndvaciho kriteria fada

Xo Xo

Zanx” konverguje absolutng na intervalu (- p, p).
n=0

Tvrzeni o stejnomérné konvergenci dokédzeme néasledovné: Bud’ 0 < 6§ < 1, potom
geometrickd fada M + MO + M6O* +...+ MO" +... konverguje. Protoze pro kazdé

n

<M <mo pro || < @ tzn. pro xe(-6p,6p),
Xo Xo

n je splnéna nerovnost |a,x"

o0

fada Zanx” konverguje stejnomérné na tomto intervalu podle Weierstrassova
n=0

kriteria.

Véta 2.3. Bud’ Zanx" mocninnd fada o stfedu v pocatku. Jestlize tato fada
n=0
nekonverguje pro vSechna x#0, potom existuje Cislo » > 0 takové, ze fada

konverguje absolutng pro viechna |x| <+ a diverguje pro viechna |x|> r.

Diikaz. Kazdy bod x, #0, v némz mocninna fada konverguje, je krajnim bodem

intervalu (— P2, p), p:|x0
fada nekonverguje jen v pocatku, oznatme mnozinu vSech ¢isel x, v nichz
konverguje, pismenem M. Mnozina M je bud shora omezend nebo shora
neomezena.

, nanémz fada konverguje. Jestlize tedy mocninna

Je-1i M shora omezena, ozna¢me sup M = r. Ztejmé je 0 < r < . Je-1i pro n¢jaké

o0
x splnéna nerovnost |x| >r,potom x ¢ M a pro takové x mocninna fada Zanx”
n=0

diverguje. Je-li pro jiné x splnéna nerovnost |x| <r, potom existuje ¢islo x, € M
takové, Ze plati |x| < |x0| <r. Protoze v c¢isle xo mocninnd fada konverguje,

konverguje v Cisle x absolutné.

Neni-li M shora omezend, potom at’ je x jakékoliv Cislo, vzdy existuje x, e M

takové, ze |x| < X, a mocninnd fada tedy v ¢isle x konverguje absolutné.

10



Kapitola 3

Polomér konvergence mocninné rady

Definice 3.1. Cislo », o némz byla fe¢ v ptedchozi kapitole, nazyvame polomer
o0
konvergence mocninné fady Zanx” . Interval (— r, r) nazyvame konvergencnim

n=0
intervalem mocninn¢ fady.

Poznamka. V ptipadé, Zze mocninné fada konverguje jen ve svém stfedu, klademe
r = 0. Jestlize konverguje pro kazdé x (— 00, oo), klademe = oo.

00
Véta 3.1. Polomér konvergence » mocninné fady Zanx" je dan vzorcem
n=0

1
r=—,kde A=1im sup #f|a,|. 3.1
2 p 4la| [3.1]

Klademe =0 proA =+ ar= o pro 1 =0.

1
Diitkaz. Necht 4 = 0. Bud’ x, #0 libovolné ¢islo. Potom je zfejmé m>0.
Xo
1

Protoze je 4 = 0, existuje index N takovy, Ze je nerovnost %/|a,| < m splnéna pro
Xo

vSechna n> N . Odtud vyplyva, ze je |a,x, <2Ln pro skoro vSechna n a tedy

o0
podle srovnavaciho kriteria fada Zanx" v ¢isle x¢ konverguje absolutné, nebot’
n=0

. 1
geometricka fada Z—

: . : 1
X je konvergentni fada s kvocientem 5
n=0

Necht' 4 = +oo. Nejdiive provedeme tuto tivahu: Konverguje-li fada Zanx”
n=0

v ¢isle x, # 0, konverguje posloupnost ¢lenti fady {anx"} k 0 pro n— a je tedy

omezend. Tedy i1 posloupnost ‘anx(’)’ ‘} je omezend. Existuje proto ¢islo M; > 0

11



takové, ze plati nerovnost z/la,x; ‘ <M,. Odtud vyplyva, ze pro vSechna n plati

nerovnost M <M, kde M = % Tedy 1 posloupnost {!{/m} je omezena.

|x0|

Je-li tedy 4 = +00, znamena to, ze posloupnost

} je neomezend a tedy podle

al‘l

0
piedchozi ivahy nemtze fada Z a,x” konvergovat v zadném Cisle x # 0.
n=0

1 s
Necht’ 0 < A < +oo0. Bud’ x, takové cislo, ze |x0| <Z' Potom lze zvolit ¢islo p > 0

1 1
takové, ze |x0|< p<z. Je tedy —>A4 a pro skoro vSechna n plati nerovnost

<[M] . Podle
P

o0
srovnavaciho kriteria fada Zanx” konverguje v Cisle xo absolutné, nebot’

n=0
Dy ~ |xo . . . |x0|
geometricka fada z — | je konvergentni fada s kvocientem ~— < 1.
yo,

1

a

n

X
n 0
n anxo‘ < ; a

n
anx()

n

1
<— a tedy také nerovnost
yo,

n=0

1 1
Bud’ nyni x¢ takové ¢islo, ze plati |x0| >Z' Potom ﬂ < A. Pro nekone¢né mnoho
%o

o : , 1 ,
¢lenti posloupnosti |an|} tedy plati nerovnost %/|a, >ﬂ a tedy také
Xo

nerovnost|a, x, ‘ >1. Proto posloupnost {anxg} nekonverguje k 0 pro n — o0 a fada

Zanx” v bodé x¢ diverguje.

n=0

0
Poznamka. Polomér r konvergence mocninné fady Zanx” je tedy dan vlastnosti
n=0

posloupnosti W } Jestlize ma posloupnost W} limitu A, potom 7=

klademe » =0 pro A =+00 ar= oo pro A =0.

1
— a
A

n

Piiklad 1. Rada Zx— ma polomér konvergence r = 1.
n=0 N

12



n—0 n—0

ﬂ,=limn\/1=lim1 ~1, nebot’ lim&n =1. Takse r= L =1.
ey A

0 n

Priklad 2. Rada > =

n=0 N

ma polomér konvergence r = +co.

Bud’ k libovolné pfirozené ¢&islo. Potom pro n > kplati n!>klk"™" a tedy

k _k
wfn = 4k =4k l ", Protoze lim4/k! K =k, je lim4/n! > k. Odtud plyne,

n—>0

=0. Takze r = +o0.

. .1
ve lim4/n! = +o0 a tedy A =1im

n—» == 3 nl

Piiklad 3. Rada Zn"x" ma polomér konvergence = 0.
n=0

A =lim4/n" = limn = +o0. Tedy r= 0.

n—»0 n—0

13



Kapitola 4

Vlastnosti mocninnych rad

4.1 Spojitost v krajnim bodé konvergencniho intervalu

o0
Poznamka. SouCet mocninné fady s(x) =Zanx” je spojitd funkce uvnitf
n=0

konvergenc¢niho intervalu (—r, r), nebot’ ¢leny fady jsou spojitymi funkcemi a
stejnomeérné konvergentni na kazdém uzavieném intervalu lezicim uvnitf
konvergencniho intervalu.

Véta 4.1.1 (Abelova). Jestlize fada Zanx” konverguje v pravém (levém) krajnim
n=0

bod¢ konvergencniho intervalu, potom je soucet s(x) fady Zanx" v tom bod¢
n=0

funkce spojita zleva (zprava).

Diikaz. Necht fada Zanx" konverguje v pravém krajnim bod¢ » konvergencniho

n=eé

o0
intervalu (— r, r). Maéme dokazat, ze lims(x) = Zanr” )
X—or—
n=0

Lze predpokladat, ze » = 1, nebot” jinak provedeme substituci x = rz a misto fady

o0 00
Zanx" budeme uvazovat fadu Zanrnz" , ktera konverguje pro z = 1.

n=é n=0

Necht’ tedy Zanx" ma polomér konvergence » = 1 a konverguje pro x = 1.
n=0

Mame dokazat, ze lirln s(x) = Zan (=s(1)). Staci tedy dokazat, Ze fada konverguje
X—>1— =0

stejnomerné na uzavieném intervalu <0, 1> .

Oznacme s,(x) = ap + ax + iz + a, X" a ryn = Apnl +l Ame2 + ... + a,, kde ;1 > m.
+ + +
Potom Sn(X) - Sm(X) = am+1xm 1 T .2+ anx” = rm,m+21xm +3 (rm,m+2 - Vm,m+l)xm1 + ...
no__ m+ m+ m+ m+ n— n
+ (Vm,n - rm,n—l)x = rm,m+1(x —X ) + rm,m+2(x —X ) +...t Vm,n—l(x —X ) +

14



FanX'. Posloupnost zbytkd {7 { mn} konverguje k 0 pro n— o0, tedy ke kazdému &> 0

existuje index N takovy, Ze pro n>m= N plati

x” —x”*" > 0 pro kazdé ptirozené y. Tedy pro n>m=>N a 0<x <1 mame |s,(x) —

Sm(x)|<1/€|xmﬂ X" 4 g™ - X+ L+ Ve = X+ Veax = Vag(x™ ! —

o0
+2 +2 + —1 +1 v .
XX T X+ X)) = e < Ve < & Tedy fada Zanx” je

n=0
na intervalu <0, l> stejnomerné konvergentni.
x X X
P¥iklad. Rada In(1+x)= 15 +? -+ (- 1)”+1 +... ma polomér konvergence
n

|
r =1 a konverguje i pro x = 1, nebot’ alternujici fada 1—5+§—...+(—1)”+1 —+...
n

konverguje podle Leibnitzova kriteria. V diisledku Abelovy véty tedy plati

1 1 1
In2=1——+——... 1"+1
>3 +(=1)

4.2 Derivace

0
Definice 4.2.1. Derivujeme-li mocninnou fadu Zanx" ¢len po ¢lenu, dostaneme
n=0

novou mocninnou fadu
o0
n—-1 __ 2 n
Znanx =a, +2a,x+3a,x" +...+na x" +..., [4.2.1]
n=1

kterou nazyvame derivaci mocninné fady.

o0 o0
. L, .., . -1 . ;o\
Véta 4.2.1. Mocninna tada E a,x" a jeji derivace Znanx" maji tentyz
n=0 n=l1
polomér konvergence.

Diikaz. Protoze lim&/n=1>0, je hmsupJna lim%-limsup" a,

n—>0

=limsup4/|a,|. Tedy fady Za x" Zna x" maji tentyZ polomér konvergence.

n=1

15



00

sy r . —1 v . . o .

Ale druha tada se da psat ve tvaru x E na,x"" , takZe derivace mocninné fady ma
n=l1

tentyz polomér konvergence jako dand fada.

Véta 4.2.2. Je-li D _a,x" =s(x), potom Znanx”_l =5'(x), xe(-6,6), kde 0 <

n=0 n=l

<O<l1.

o0
1 05 -1 . v . sy , v s
Pozndamka. Rada Znanx" je op€t mocninna fada a ma tedy na konvergencnim

n=1
intervalu <—r, r> derivaci. Derivaci je opét mocninna fada stymZz polomérem

konvergence r.

Véta 4.2.3. SouCet mocninné fady je funkce, kterd ma na konvergencnim
intervalu derivaci libovolného tadu. Je-li k£ prirozené ¢islo, potom je

§ () = ik!(:janx"_k . (4.2.2]

1 :
Piiklad. Vime, ze 1+x+x +...=1— pro —1 < x < 1. Derivaci fady ¢len po
—X

&lenu dostaneme 1+2x+3x” +...= pro—1<x<1.

1-x)

4.3 Integrace

Definice 4.3.1. Mocninnou fadu s(x)= Zanx” s polomérem konvergence r
n=0
muzeme integrovat od 0 do x, kde |x| < r, ¢len po ¢lenu. Plati

X

J.s()c)alx=c103c+ﬂ9c2 +ﬁx3+...+£x”+..., [4.3.1]
0 2 3 n

kde s(x) = Zanx" . Polomér konvergence nové fady je opét r.
n=0

16



Diikaz. Rada Zanx” konverguje stejnomérné na intervalu (-6, 6), 0 < 0< 1,
n=0

fadu tedy miizeme integrovat ¢len po ¢lenu od 0 do x, kde x € <— o, t9r> .

Protoze lim¥n+1=1, je limsup:

n—»0 n—0

= lim -limsupz/|a

naoo" I’l+1 n—»0

11

n+l1

0

- a
=limsup4/|a,|. Tedy fady ax" a “—x" maji tentyz polomér
10 Z nz:‘) n+l

0

konvergence. Ale fada Z x" lze psat ve tvaru xz 1
n= n n=0 " +

n—1

x" , takze 1 tato fada

ma polomér konvergence r.

Priklad 1. Integrujeme-li ¢len po ¢lenu mocninnou fadu

L:1—x+x2— AED"T X+
I+x

v mezich od 0 do x, kde x e (— 1, 1), dostaneme fadu
2 3

X x x"
In(l+x)=x—"—+—— . +(-D)""=—+...
(1+x) > T3 (1) -

Tato tfada konverguje i pro x = 1, takze v tomto bod¢ plati uvedeny rozvoj podle
Abelovy véty.

Piiklad 2. Integrujeme-li ¢len po ¢lenu mocninnou fadu

1

=l-x>+x" =+ (=D X0 4
1+x°

v mezich od 0 do x, kde x €(—1,1), dostaneme fadu
3 5 2n-1
XX ot X
arctgx=x——+——...+(-1
g 31 S

Tato fada konverguje i pro x = 1 a x = —1, takze v téchto bodech plati uvedeny
rozvoj podle Abelovy véty.

17



Kapitola 5

Taylorova a Maclaurinova rada

5.1 Taylorova a Maclaurinova rada

Véta 5.1.1. Necht' funkce f(x) je dana souctem mocninné fady Za”x" na jejim
n=0

konvergen¢nim intervalu. Potom koeficienty a, jsou dany vzorci

(n)
_t '(0),n=0,1,2,.... [5.1.1]
n.

Diikaz. Pro funkci f{x) na konvergencnim intervalu plati:

fx) = atax+ax’+.+ax"+.,
f'(x) = a+2a,x+3ax +.+nax"" +..,
M'(x) = 1-2a,+2-3ax+..+(n—Dna,x"> +...,

P = 1-2-..na,+2-3-..-n(n+Da, x+..,

Jestlize polozime ve vSech rovnostech x = 0, dostaneme vzorce pro koeficienty
mocninn¢ fady.

Definice 5.1.1. Necht' funkce fix) ma v bod¢ x = a derivace libovolného fadu.

(@)

n!

Potom Ize napsat mocninnou fadu s n-tym koeficientem a, = ve tvaru

f'( ) f"( ) f("’( )

fla)+——— L (x—a) +. . +—Z(x—a)" +.. [5.1.2]

Skutecnost, ze tato fada ptislusi k funkci f{x), znacime

Sx)~ f(a)+f( )( +%(x—a)2+. fn)( )(x a)' +... .[5.1.3]

a takto utvofenou mocninnou fadu nazyvame Taylorovou radou funkce f(x)
v bod¢ a.
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Definice 5.1.2. Necht' funkce fix) ma v bod¢ x = 0 derivace libovolného fadu.

_ /") © o

Potom k funkci f{x) pfislusi mocninnd fada s koeficienty a, cozZ
n!

zapisujeme

[0 L0, L0,

S~ f0)+ o -

[5.1.4]

Tuto mocninnou fadu nazyvame Maclaurinovou radou funkce f(x). Je to tedy
Taylorova fada funkce f{x) v bod¢ a = 0.

Véta 5.1.2. Necht funkce f(x) ma na intervalu (a—J,a+d) derivace libovolného
fadu. Necht’ R,(x) je pro x (a -0,a+ 5) zbytek v Taylorové vzorci

f(x)= f(a)+f() +%(x—a)2+...+%(x—a)"+Rn(x)[5.1.5]

pro n =1, 2, 3, ... . Potom Taylorova tada funkce f{x) v bod¢ a konverguje
na intervalu (a—8,a+8) k funkce f{x), pravé kdyz posloupnost zbytki {Rn (x)} na
tomto intervalu konverguje k 0 pro n — .

Diikaz. Jestlize utvofime posloupnost ¢asteénych soucti {sn (x)} Taylorovy tady

pro xe(a—5,a+6), je

f"( ) f(”)( )

$,(0)=f(a)+ (x—a)+

I (x—a) +.+1—=

takze R,(x) = f{x) — su(x). Z této rovnosti plyne na intervalu (a -0,a+ 5), ze
lim s,(x ) = f(x), pravé kdyz lim R,(x) = 0.

5.2 Rozvoj funkce do Taylorovy a Maclaurinovy rady

Definice 5.2.1. Konverguje-li Taylorova fada funkce f(x) konverguje a ma-li
na konvergenénim intervalu soucet f{x), piSeme misto symbolu ~ rovnitko =.
Dostavame tedy vzorec

f'( ) f"( ) f(”)( )

f(x)=f(a)+—=(x—a)+IT—"(x—a)’ +..+ —2(x—a)" +..., [5.2.1]
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kterému tikame rozvoj funkce f(x) do Taylorovy rady v bod¢ a.

Je-li a = 0, dostavame rozvoj funkce do Maclaurinovy Fady ve tvaru

f'(o)x+f”(0)x2+...+wx" L

S =10+ o -

[5.2.2]

Véta 5.2.1. Jestlize jsou vSechny derivace funkce f(x) rovnomérné omezené
na intervalu (a—&,a+6), 5 > 0, potom posloupnost zbytki {R,(x)} na tomto
intervalu konverguje k 0 pro n — oo.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze existuje Cislo M > 0 takové, Ze jsou nerovnosti
‘f(") (x)‘ <M splnény pro kazdé n a kazdé x €(a—35,a+5).

M5n+1
(n+1)!

A3
(n+1)!

Protoze R, (x) = (x—a)"", mame

Rn(x)| = pro |x—a|<5.

n+l

Protoze lim
n>o (n+1)!

=0, je tedy i lim R,(x) = 0 na intervalu (a—é, a+5).

5.3 Rozvoje nékterych elementarnich funkeci
do Maclaurinovy rady

5.3.1 Rozvoj funkce ¢

Funkce f(x) = ¢' ma derivaci libovolného ¥adu pro x € (—o0,). Derivace n-tého
fadu je dana vzorcem

) =e\n=1,2,3,.... [5.3.1]

Pro hodnoty derivaci v bod& x = 0 dostaneme /(0) = 1.

Vsechny derivace funkce f{x) = ¢" jsou rovnomérné omezené na kazdém intervalu
(— R, R), nebot’ pro libovolné R > 0 plati nerovnosti 0 < ¢* < ¥, takze posloupnost
&

zbytkl {Rn(x)}, kde Rn(x):( e+ 1)'x”“, 0 < 6 < 1, na intervalu (—oo, oo)
n+1)!

n+l

konverguje k 0 pro n — o, protoze pro pevné x plati lim (na )] =
o (n+1)!
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Maclaurinova fada ma tvar
2 xn

e =1+ b+ xe(-om,0). [5.3.2]
2 n!

5.3.2 Rozvoj funkce sin x

Funkce f{x) = sin x mé derivaci libovolného ¥adu pro x € (—o0,0). Derivace n-tého
fadu je dana vzorcem

O () = sir{x+n§j_ [5.3.3]
Pro hodnoty derivaci v bod¢ x = 0 dostavame:
1 4k +1
fF70)=2 0 pron=1{ sudé,k=0,1,2,....
-1 4k +3
Vsechny derivace funkce fix) = sin x jsou rovnhomérné¢ omezené, nebot’

<1 pro kazdé n a kazdé xe(—oo,), takze posloupnost zbytki

. T
S| x+n—
( 2)

{Rn (x)} na intervalu (— 0, 00) konverguje k 0 pro n — .

Maclaurinova fada ma tvar

———+..., xe(-ow,0). [5.3.4]

5.3.3 Rozvoj funkce cos x

Funkce f{x) = cos x ma derivaci libovolného fadu pro x € (—o0,). Derivace
n-tého fadu je déna vzorcem

£ (x) :co{x+ng) [5.3.5]
Pro hodnoty derivaci v bod¢ x = 0 dostdvame:
1 4k
F70)=1 0 pron=1 liché,k=0,1,2, ....
-1 4k +2
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Vsechny derivace funkce f{x) = cos x jsou rovhomérné omezeng,

T
COoS| X +n—
( 2j

{Rn (x)} na (— 0, 00) konverguje k 0 pro n — .

<1 pro kazdé n a kazdé xe(—oo, oo), takze posloupnost zbytkil

Maclaurinova fada ma tvar

2 4 2
X n

cosx=1-" +——...+ (=1
20 4 (2n)!

+.y X €(—00,00). [5.3.6]

5.3.4 Rozvoj funkce In(1 + x)

Funkce f(x) = In(1 + x) ma derivaci libovolného tadu pro x (— L OO). Derivace
n-tého fadu je dana vzorcem

S0 =y e [5.3.7]
(1+x)""

Pro hodnoty derivaci v bod& x = 0 dostaneme £ (0)=(-1)""'(n—-1)!, n>1,
A0)=0.

Posloupnost zbytki {Rn (x)} na intervalu (— 1 1> konverguje k 0 pro n — .

Jestlize x € <O, 1>, napiSeme zbytek v Lagrangeové tvaru:

LU oD

R,(x) = —,kde 0<0<1.
(n+1)! n+1 (1+é&)"
_1 n n+l 1
Pro uvazovana x potom mame |Rn (x)| = S =< . Protoze
n+1 (1+&)" n+1

lim
n>op 41

=0, je-li imR,(x)=0a x&(0,1).

V ptipadé, ze x € (— L 0), napiseme zbytek v Cauchyoveé tvaru:

n+1 n+1

S=C0"A-0y i @c)"*"O<9<1'

R (x)=/""(@)-(1- 6’)”
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Pro wuvazovana x mame

o n x”“ | X|n+1 . 1_9 n
Rn(x)|—‘( 1)*1-6) 1+ 0™ S1_|x| (1_,_&) '

Protoze @-(x+1)>0, mame 1 + 6x > 1 — 6 > 0 a podil | gx
+

je kladny a mensi

nez 1, tedy lim( !

n—o| |

;g} = 0 pro kazdé xe(—l,O).

A

1=

Protoze Cinitel nezavisi na n, je lim R,(x) =0a xe(-1,0).
n—»o0

Maclaurinova fada ma tvar

2 3 n
Inl+x) =x— "+ (=)t xe(-1,1). [5.3.8]
2 3 n
Pro x = 1 tfada konverguje podle Leibnizova kriteria, pro x = —1 dostaneme

divergentni fadu.

5.3.5 Rozvoj funkce (1 + x)* kde a je realné &islo.

Funkce f{x) = (1 + x)%, kde a je redlné ¢islo, ma derivaci libovolného fadu pro
xXe (— 1,00). Derivace n-tého fadu je dana vzorcem

£ (x) = n!(“Ja + )" kde (aj _Ha=D.la=n+h [5.3.9]
n n

n!

a
Pro hodnoty derivaci v bod& x = 0 dostaneme f(0) = n!( ] )
n

Posloupnost zbytkli R,(x) na intervalu (—1, 1) konverguje k 0 pro n — o, nebot’
napiSeme-li zbytek v Cauchyov¢ tvaru, mame

Rn(X) — f(nﬂ)(@(f)(l_g)” x”"'l _ (n+1)|[ (94 j(l+@€)anl (1_0),, . xVH'l _
_ala=D.(a=mx" ( 1-6 ) 1+ )™
n! 1+ 6k

a tedy
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n+l

la(a—1)..(a—n)x

<
| ! ]

|a(a ...(c— n)x"“_(1—ej”‘(l+@c)al
n! 1+ éx

‘1—9"

fr+ n9x|0’_l

n+l

la(a—1)..(a—n)x
n! |

Prvni Cinitel na pravé strané je obecny Clen konvergentni

fady pro |x/<1, jak wvyplyva zlimitniho podilového kriteria, nebot

n+2
a—
hm—|a(a D.-(@=n(a=n= 1)| a 1—11m| n- ||x| |x|<1 Tedy
e | a(@—1)..(a—n) |(n+l)' e ]
posloupnost ¢lent konverguje k0O pro n— o, neboli
_ _ n+l

lima(a 1)"'(? nx =0 na intervalu (—l,l).
n—>0 n!

n

=0, nebot kladny podil 1=0
1+ 6k

. |1-
Pro druhy ¢initel je hm‘ je mensi nez 1.

o 1+ G

Treti ¢initel je omezeny, nebot’ lezi mezi &isly (1-|x)*" a (1+|x)*". Odtud

plyne lim R,(x) = 0 na intervalu (— L 1).

Maclaurinova fada ma tvar
a a a 2 a n
(1+x)" =1+ B D R I xe(-1,1). [5.3.10]
n

Nyni si uvedeme zvlastni piipady rozvoji funkce f{x) = (1 + x)*, kdyz

1 1
a)a=-1,b) a=—,¢c) a=——.
) ) > ) 5

Dostaneme:

a)L—l X+ =AD"+, xe(=11),

I+x
1 1 1-3 1-3-...-(2n-3)
b) V1+x=1+—x— X+ 1 l—x"+...,
) 2 24 2-4~6 AEY’ 2-4-...-2n
e(-1,1),
c) ! =1—lx+1'3x2—1'3'5x3+...+(—1)”—1 3""(2n_l)x"+ .
V1+x 2 24 2-4-6 2-4-...-2n
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e(-1,1).

o . i | , .
Jestlize polozime v fad€ pro f(x)= Tox misto x vyraz x*, dostaneme fadu
+X

1

d
)1+x

2:1—x2+x4— A=)+ ,xe(—l,l).

’ ’ 2 ¥
misto x vyraz —x~, dostaneme fadu

1
Polozime-li v fadé pro f(x) =
V1+x
¢) — 12+13ﬂ L33 o gy 220D oy
\/7 7 2.4-6 2:4-..-2n

xe(-1,1).

Kapitola 6
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Uziti mocninnych rad
6.1 Vypocet prirozenych logaritmu

Vypocet pfirozenych logaritmi kladnych cisel provedeme pomoci rozvoje
funkce In(1 + x) do Maclaurinovy fady, ktery je tvaru

2 3 n
In(+x) == +Z — ()" 4. pro xe(-1,1). (1)
1 2 3 n

Pomoci této fady tedy lze vypocitat logaritmy c¢isel z intervalu (0,2>. Jestlize

polozime v fadé (1) za x vyraz (— x) a uvazujeme-li |x| < 1, dostaneme
3
In(l-x)=—————-—7- e——=—... pro xe<—1,1). (2)

Po odecteni fady (2) od fady (1) dostaneme fadu

I1+x XX x>
In—=2|x+—+—+...+ +... ro xe(-11). 3
1 [ s Tt gy ) prowetL]) )

Pomoci fady (3) 1ze vypocitat logaritmy vSech kladnych cisel, nebot’ je-1i a kladné

1 -1 . -1
Cislo, staci polozit X a,odtud x = a—, pficemz plati —1<x = 477 21, Pro
-X a+l1 a+l
vypocet In a, a > 0 tedy do fady (3) dosadime x = a—_l.
a+

1+ 1
Priklad. Chceme-li napiiklad vypocitat In 3, polozime l_x =3, odtud x :5'
—X

3 5
In3=2 l+l(lj +l(1J +....
2 312 5\2

Tedy

6.2 Vypocet Cisla &t
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K vypoctu Cisla wt 1ze pouzit rozvoje funkci arsin x a arctg x do Maclaurinovy
fady.

Jestlize polozime v fadé

. 1x 1-3x° 1-3-5%
arcsmx=x+——+ — 4+ -
23 245 2.4.67

+.., xe(=11),

1
argument x = > dostaneme

1

1 -3 1 1-3-5 1
—+
2 2.

.L.’. —_
320 2452 24672

z
6

a tedy

1 1 -3 1 1-3:5 1
7=31+ —+ — e — ..
2.3 2% 2.4.5 2% 2.4.6-7 2°

Jestlize polozime v fadé
3 5 7
X x
arctgx=x——+——-——+..., xe(-11),
8 35 7 < >

argument x = 1, dostaneme

V4 |
—=l-—+—-—+
4 5 7
a tedy
ﬂ=4l—l+l—l+
3 5 7
Jestlize polozime argument x = ? , dostaneme

a tedy

6.3 ReSeni diferencialnich rovnic
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Vétsina diferencialnich rovnic prvniho fadu je tvaru y'= f(x, y), kde funkce
f(x,y) je mnohoClenem v proménnych x a y nebo funkci, kterou lze v okoli
kazdého bodu jejiho defini¢niho oboru rozvinout v Taylorovu fadu.

Véta 6.3.1 (Cauchyova). Necht lze funkci f(x, y), (x,y) € D, rozvinout v okoli
bodu (x,,y,) € D do Taylorovy fady. Potom existuje pravé jedno feSeni y(x)
diferencialni rovnice y'= f(x, y), které splituje v bodé xy pocatecni podminku
y(x,) =y, akteré Ize vyjadit mocninnou fadou

y(x) =y, +ian(x—xo)” [6.3.1]

konvergentni v jistém okoli bodu x.

Poznamka. Platnost véty lze rozsifit na ptipad obycejnych diferencialnich rovnic
vyssich fadh. Partikularni feSeni diferencialni rovnice y™ = f(x, y,y",..., y" ™),
které spliiuje v bodé xo pocateéni podminky y(x,)=y,, V'(x,)=¥,"» ---

Y (x,) =y, lze vyjadiit ve tvaru mocninné fady y(x)=>a,(x—x,)",

n=0

(n-1)

jestlize je funkce f mnohoclenem v proménnych x, y,y',...,» nebo ji lze

v okoli bodu (x,, ¥, ¥y's .., ') rozvinout do Taylorovy fady.

Priklad 1. Pro nalezeni partikularniho feSeni y(x) diferencidlni rovnice
y'=x>+2x+y, které vbodé xo = 0 spliiuje pocate¢ni podminku y(0)=a,,
pouzijeme tento postup:

Protoze prava strana dané diferencidlni rovnice je mnohoclenem v proménnych x
a y, lze podle Cauchyovy véty nalézt hledané partikuldrni feSeni ve tvaru

mocninné fady y(x) =a, + Zanx” , nebot’ y(0) =a,. Dosazenim této fady a jeji

n=l1

derivace do dané diferencialni rovnice dostaneme
a, +2a,x +3a,x> +da, x> +...=a, +(a, + 2)x + (a, = )x* + a. x> +...
o0 o0
Protoze ,,dvé mocninné fady Z ax" a anx" , konvergentni na jistém
n=0 n=0

intervalu, se sobé rovnaji, pravé kdyz a, = b, pro vSechna n*“, dostaneme
z ptedchozi rovnosti pro koeficienty ai, az, a3, ... pro n >3 tyto rovnice:

ap = Ao,

2=a;+ 2,
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3a3=a2— 1,

(n+ Day+1 = a,.

Odtud pro n>4

a —La

3 2 .3 0
1

a,=—a,.
n!

Hledané partikularni feSeni tedy nachazime ve tvaru

1 1 1
y(x)=a, +a0x+5(a0 +2)x° +§a0x3 +...+—'a0x” +o.=ae’ +x°

Piiklad 2. Pro nalezeni partikularniho feSeni y(x) diferencidlni rovnice
¥"'+y =11+2x+3x*, které v bodé& xo = 0 spliiuje pocate¢ni podminky y(0) =a,,

¥'(0) = a,, pouzijeme tento postup:

0
Partikularni feSeni hleddme ve tvaru mocninné fady y(x)=a,+ax+ Zanx” ,
n=2

nebot’ y(0)=a,, »'(0)=aq,.

Protoze y''(x) lze vyjadfit ve tvaru y'(x) = Z(n +1)(n+2)a,,,x", dostaneme
n=0
po dosazeni do diferencialni rovnice rovnici:

i[(n +)(n+2)a,, +a,x" =114 2x+3x*

n=0

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x na obou stranach rovnice dostaneme
pro koeficienty a, as, aa, ... pro n >3 tyto rovnice:

2a,+ ap=11,

6a3+a1=2,
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12a4+ a,=3,

(n+ D(n+2)au+a,=0.

Odtud
1
612 :E(ll—ao),
1
a4 zg(_5+a0)a
1
ag = —a(—5+a0),
1
a3 26(2_a1)5
as __l(z_al)a
5!
4=+ (2-a),
7!

Hledané partikuldrni feSeni tedy nachdzime ve tvaru
1 , 1 ; 1 4
yx)=a,+ax+—11-ay)x"+=2-a)x” +—=(-5+a,)x" -
2! 3! 4!
—342— )5—34—5+ )x° +
5 a,)x o a,)x’ +...

neboli

y(x) = (a, —5)-cosx +(a, —2)-sinx +5+2x +3x>.
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