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Shrnuti

Tato diplomova prace se zabyva souvislosti formélnich jazykt a predikdtové logiky. Je v ni
nejprve piedstaven zptsob, jakym popisovat formalni jazyky pomoci predikdtové logiky.
Poté je dokazan Biichiho slavny vysledek, podle kterého je libovolny jazyk reguldrni pravé
tehdy, kdyZ je moZzné ho popsat monadickou logikou druhého fadu s relacemi ,nasleduje”
a ,bezprostfedné nasleduje.” Déle je dokdzdn podobny vysledek McNaughtona, podle
kterého je libovolny jazyk star-free pravé tehdy, kdyZ je mozné ho popsat logikou prvniho
fadu s tymiz relacemi. Déle jsou pak definovany Ehrenfeuchtovy-Fraisseho hry, je ukdzéna
jejich souvislost s logikou a dokdzdn Thomastv vysledek, podle kterého je libovolny jazyk
lokéIné prahové testovatelny pravé tehdy, kdyZ je mozné ho popsat logikou prvniho fadu
jen s relaci ,bezprostiedné nasleduje.”
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Abstract

The thesis deals with connection between formal languages and predicate logic. First, the
way to define a formal language using predicate logic is described. Then the famous result
of Biichi, which states that the class of regular languages is equal to the class of languages
definable by monadic second order logic with “greater than” and “successor” relations, is
proven. Then we prove similar theorem of McNaughton, according to which the class of
star-free languages is equal to the class of languages definable by first order logic with the
same relations. Then Ehrenfeucht-Fraisse games are introduced and we show their relation
to first order definability of languages. We use this relation to prove the theorem of Thomas,
according to which the class of locally treshold testable languages is equal to the class of
languages definable by first order logic using only “successor” predicate.

vii



Kli¢ova slova

formalni jazyky, regularni jazyky, predikatova logika, monadickd logika druhého fadu, mo-
nadic second order logic, star-free, Ehrenfeucht-Fraisse, lokalné prahové testovatelné jazyky,
locally treshold testable languages

viii



Obsah

UVOd . o oo il
1 Formalni jazyky a predikatovalogika . . . . . ... ... ... .... ... ...
11 Syntaxe . . . .. .. ...
1.2 Sémantika . . . .. .. ..
2 Reguldrni jazyky alogika MSO[+1,<] ... ... ........ ... ........ 7
3 Star-free jazyky alogika FO[<] . . . . . . ... .. . ... ... 17
3.1 Star-freejazyky . . . . .. .. ... 17
3.2 Popisndsilalogiky FO[<] . .. ... .. ... ... ... ... . ... ...... 22
4 Ehrenfeuchtovy-Fraisséhohry . . . .. ... ... ... ... ... ... ... ... 29
41 Definice. . . . . . .. 29]
4.2 Souvislost s logikou prvnihofadu . . . .. ... ... .. ... ...... ... 32
43 PouzitinalogikuFO[<] . ... .. ... ... .. .. .. ... .. .. .. . ... 36]
5 Lokalné prahové testovatelné jazyky a logika FO[+1] . . .. ... ... ... ... 38]
5.1 Lokdlné prahové testovatelnéjazyky . . . . ... .. ... ... ... ..... 38]
52 Popisndsilalogiky FO[+1] . . . ... ... ... ... ... 40
- ) 46
Literatura . . . . . . . . . . e 47

ix



Uvod

Na popis reguldrnich jazykt je zndmych nékolik rtiznych formalism® — opera¢ni piistup
pomoci kone¢nych automatti, denota¢ni pfistup pomoci reguldrnich vyrazi, algebraicky
ptistup pomoci kone¢nych pologrup nebo generovani jazykt pomoci gramatik. V této praci
zavedeme dalsi formalismus, a to popis formélnich jazyka pomoci predikatové logiky. Kom-
binace myslenek logiky a formélnich jazykti neni ni¢im novym, jiZ v roce 1936 popsal Alan
Turing ve svém ¢lanku [Tur36] schopnost predikdtové logiky prvniho fddu popsat vypocet
Turingova stroje, a tim pfedvedl nerozhodnutelnost této logiky. Avsak zakladem této prace
bude ¢lanek J. Richarda Biichiho [Bii60], ktery ukazal, Ze kazdy regularni jazyk se da po-
psat formuli monadické logiky druhého fddu. Na rozdil od zminénych néstroji na popis
regularnich jazyki je tento piistup intenziondlni — ur¢uje piimo vlastnosti, které musi slova
spliiovat, aby mohla patfit do daného jazyka.

V prvni kapitole prace je tato logika predstavena formélné a je definovan zptusob, jak
pomoci ni popisovat formalni jazyky. Zaroven je jako pfiklad uvedeno nékolik jazyki a
zptisob, jakym je 1ze popsat pomoci monadické logiky druhého fadu s predikaty ,nasleduje”
a ,bezprostfedné nasleduje”. V nasledujici kapitole je uvedeno nékolik zdkladnich poznatkt
o této logice a zbytek této kapitoly je vénovan diikazu Biichiho véty, podle které je libovolny
jazyk reguldrni pravé tehdy, kdyZ ho lze popsat touto logikou. Ve tfeti kapitole jsou nej-
prve definovény star-free jazyky a je o nich dokdzano nékolik tvrzeni, které jsou pottebné
v nasledujicim textu. Zbytek této kapitoly je opét vénovan souvislosti této tfidy jazyk s logi-
kou — totiZ McNaughtonovy vété, podle které je libovolny jazyk star-free pravé tehdy, kdyz
ho 1ze popsat logikou prvniho fddu s predikaty ,nasleduje” a ,bezprosttedné nasleduje.”

Ve ¢tvrté kapitole jsou zavedeny Ehrenfeuchtovy-Fraisseho hry jako zptisob, kterym 1ze
dokazovat nevyjadritelnost nékterych vlastnosti v logice prvniho fadu. Tato souvislost her
s logikou prvniho fddu je v této kapitole dokdzéna a ilustrovdna nékolika pfiklady. Na konci
této kapitoly jsou Ehrenfeuchtovy-Fraisseho hry pouZity k diikazu tvrzeni, podle kterého
1ze logikou druhého fadu s predikaty ,ndsleduje” a ,bezprosttedné nasleduje” popsat vice
jazykl nez logikou prvniho faddu se stejnymi predikaty. V posledni, paté, kapitole je nejprve
definovéna tfida lokdIlné prahové testovatelnych jazykt a poté je tento koncept ilustrovan
na nékolika prikladech jazyki, o kterych je ukdzano, jestli jsou, nebo nejsou lokalné prahové
testovatelné. Na konci této kapitoly je pak uveden dikaz Thomasovy véty, podle které je li-
bovolny jazyk lokalné prahové testovatelny prave tehdy, kdyz je popsatelny logikou prvniho
fadu, kterd pouzivé jen predikat ,bezprostfedné nédsleduje.”

Od ¢tenéfe préce se pfedpoklddaji zakladni znalosti teorie formélnich jazyk® v rozsahu
prvnich dvou kapitol textu [CKKO06]. Jiné znalosti nejsou pro ¢teni této prace potfebné.
V praci je kladen diraz na co nejvétsi samostatnost — vSechna pouzivana tvrzeni jsou v textu
také dokdzana. Jednim z cil prace je dokdzat vSechny pottebné vysledky bez pouZiti alge-
braického popisu regularnich jazykti pomoci kone¢nych pologrup.



Kapitola 1

Formadlni jazyky a predikatova logika

Syntakticky se logika zavedend v této praci nijak nelisi od standardni definice monadické
logiky druhého ¥adu. Jedna se o klasickou predikatovou logiku rozsifenou o moZznost kvan-
tifikace pfes mnoZiny objektti. Jedinym rozdilem je, Ze p¥imo v definici mdme specidlni pre-
dikaty popisujici pfitomnost znakti abecedy na danych pozicich slova. Rozdil v sémantice
této logiky je patrnéjsi. NeuvaZujeme libovolné modely standardni monadické logiky
druhého fadu, ale jen konecné a linearné usporadané. To piesné odpovidd motivaci, se
kterou tuto logiku zavadime, chceme totiZ popisovat kone¢na slova. Pokud vynechdme
pozadavek konecnosti modelu, je mozné touto logikou popisovat jazyky nekonecnych slov.

V Biichiho ¢lanku je definovana logika s pfesné danymi predikaty. My zvolime obecnéjsi
definici, kterd urcuje zdkladni strukturu této logiky a umoZnuje k ni pfidat libovolné
vhodné predikaty. Zejména se budeme vénovat monadické logice druhého fddu s predikaty
,hasleduje” a ,bezprosttedné nasleduje” a ukdZeme o ni, Ze popisuje pravé vsechny re-
gularni jazyky. Formalismus pfedstaveny v této kapitole je kombinaci myslenek z [Str94]
a [Esp12]]. Z [Str94] pouzivame pravé moZnost definovat logiku s libovolnymi predikaty a
z [Esp12] pouzivame definici sémantiky pomoci interpretaci jako dvojic obsahujicich slovo
a zobrazeni, které urcuje hodnoty volnych proménnych.

1.1 Syntaxe

Definice 1.1. Necht X} = {z,y,z,...} je spotetnd mnoZzina proménnych prvniho ¥adu
s pfirozenym uspofddanim, > = {X,Y,Z,...} spocetnd mnozina proménnych druhého
fddu s pfirozenym uspofdddnim a ¥ = {a,b,c,...} konetna abeceda. Bud dale R =
{R1,Ra,..., Ry} konetnd mnozina predikatovych symbolti pro vhodné k € N. Ozna¢me jy,
aritu predikdtového symbolu Rj. Definujeme induktivné mnozinu MSO[Ry, Ra, . .., Ri|(X)
formuli monadické predikdtové logiky druhého fddu nad abecedou ¥ s rela¢nimi symboly
Ri, Ry, ..., Ry nasledujicim zplisobem:

1. Qq(x) je formule MSO[R1, Ra, ..., Rg](X) pro véechnaa € ¥, x € Xj.

2. Ri(x1,22,...,2j) je formule MSO[Ry, Ry,...,R;|(X) pro véechna 1 < i < k a
T1,T2,...,Tj; € X1.

3. z € X je formule MSO[Ry, Rs, ..., R|(X) pro vSechna z € X, X € X.
Pokud ¢; a 2 jsou formule MSOI[R;, Ry, ..., Ri](2), pak také
4. —p1 je formule MSO[R1, Ry, ..., Rg](X2),

5. @1 A o2 je formule MSO[Ry, Ry, . .., Rp](2),
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6. 3z ¢1 je formule MSO[R1, Ry, . .., Ri](X) pro vSechna z € &),

7. 3X ¢1 je formule MSO[Ry, Ra, . .., R;|(X) pro vSechna X € Xj.
Nic jiného neni formule MSO[Ry, Ry, ..., Ri|(X).
Definice 1.2. Pokud z pfedchozi induktivni definice vypustime body 3 a 7, mluvime o
FO[Ry, Ra, . .., Ri](X) — mnoziné formuli predikdtové logiky prvniho fadu nad abecedou
¥ s relacnimi symboly Ry, Ra, ..., Ry.
Definice 1.3. Formuli ¢, kterd vznikla jen pomoci bodu 1, 2 nebo 3, nazveme atomickou
formuli. Pokud je formule ¢ atomickou formuli nebo negaci atomické formule, nazveme ji

literdlem.

Pro snadnéjsi vyjadifovani budeme v nésledujicim textu pouzivat nasledujici syntaktické
zkratky:

1 V 3 jako zkratku pro —(—p1 A —p2)

©1 — 2 jako zkratku pro —p; V 2

@1 > 2 jako zkratku pro (o1 — @2) A (2 = ¢1)

Vax jako zkratku pro -3z —¢

Definice 1.4. Nechf ¢ je formule MSO[Ry, Ry, . . ., Ri](X). Induktivné vzhledem ke struktufe
formule ¢ definujeme mnozinu free;(¢) volnych proménnych prvniho fddu formule ¢ a
mnozinu frees(¢) volnych proménnych druhého fddu formule .

e Je-li ¢ = Qq(x), pak free; () = {z} a freea(p) = 0.

e Je-lip = Ri(x1,x2,...,xj,), pak freei (@) = {x1, x2, ..., 25, } afreea(p) = 0.

* Je-lip =2 € X, pak free; (¢) = {x} afreez(¢) = {X}.

* Je-li ¢ = —yy, pak free; (¢) = free; (¢1) a freea(p) = freea(¢1).

o Je-lip = p1 Ao, pak freeq (¢) = free; (1) Ufree; (¢2) a freep(p) = freea (1) Ufrees(p2).

e Je-li ¢ = 3z 1, pak free; (@) = free; (1) \ {z} a freea(p) = freea(v1).

e Je-li o = 3X ¢y, pak free; () = free1(¢1) a freea(p) = freea(pr) \ { X}
Pokud z € free;(y), fikdme, Ze proménnd prvniho fddu x se ve formuli ¢ vyskytuje volné.
Pokud X € frees(yp), fikame, Ze proménnd druhého fadu X se ve formuli ¢ vyskytuje volné.

Jako free(y) oznalime free;(p) U freea(p). V piipadg, Ze free(p) = 0, nazveme formuli ¢
uzavienou.
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1.2 Sémantika

Nyni popiSeme sémantiku formuli této logiky. Nasim cilem je definovat relaci |= takovou,
Ze w [=  intuitivné znamena, Ze formule ¢ fika néco pravdivého o slové w € ¥*. Protoze
budeme tuto relaci definovat induktivné vzhledem ke struktufe formule ¢, neni mozné se
omezit jen na uzaviené formule. Z tohoto divodu nebudeme pravdivost formule ¢ uréovat
jen pro slova w € ¥*, ale také pro interpretace (w, J), které kromé samotného slova w obsa-
huji i hodnoty volnych proménnych formule (.

Definice 1.5. Interpretaci formule ¢ € MSO[Ry, Ra, . .., R;](X) nazveme dvojici (w, J ), kde
w € ¥* a J je zobrazeni, které kazdé volné proménné prvniho fadu x formule ¢ pfifazuje
pozici J(z) € {1,...,|w|} a kazdé volné proménné druhého fadu X formule ¢ pfifazuje
podmnozinu pozic J(X) C {1,..., |w|}.

Definice 1.6. Realizaci logiky MSO[R1, Ra, ..., Rg](¥) nazveme zobrazeni R, které
kazdému j-drnimu predikdtovému symbolu R; pfifadi relaci R(R;) C (Z1)J.
Definice 1.7. Nechf f: A — B jelibovolné zobrazeni. Pak zapisem f[b/a]: AU{a} — BU{b}

rozumime zobrazeni uréené pro libovolné x € A U {a} pfedpisem

b, jestlize x = a,

ojalta) = { G B

Definice 1.8. Nechf ¥ je abeceda a w € X* slovo. Pak pro kazdéi € {1,...,|w|} jako w(i] € &
oznac¢ime pismeno slova w na pozici .

Definice 1.9. Pro formuli ¢ € MSO[R;, R, ..., R;](X), jeji interpretaci (w, J) a realizaci R
definujeme relaci =™ induktivné vzhledem ke struktute formule ¢:

def

(w,J) ):R Qu(r) = wlJ(x)] =a

def

® (w7j) ):R Ri(thQ? . "xji) — (j(ml)aj(x2)7 . 7'-7(‘7;]1)) € R(Rl)

(w0, J) ER v € X &L 7(2) € 7(X)

(w,T) ER =1 €5 (0, T) R o1

d f z ~
(w0, T) E® o1 Ao €5 (0, T | o) BT 01 azéroven (w, I o) E 92

(w, J) ER 3z 1 &Ly ¢ free(p1), lw| > 1a (w, J) =R ¢1, nebo
x € free(p1), lw| > 1 aprongakéi € {1,...,|w|} plati

(w, Tli/z]) E® o1

(w,J) ER 3X o1 €L X ¢ free(py) a (w, J) ER @1, nebo
X € free(p1) apronéjaké S C {1, ..., |w|} plati

(w, J[S/X]) E® o1

Pokud (w, J) E® ¢, tkdme, Ze interpretace (w, J) je modelem formule . Pro uzav¥enou

formuli ¢ navic klademe w = ¢ JLUN (w,0) ER ¢.
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Poznimka 1.10. V pfedchozi definici bylo nutné pro formuli ve tvaru 3z ¢, kde x neni volna
proménnd formule ¢, definovat sémantiku odliSnym zptisobem. V takovém ptipadé totiz
dvojice (w, J[i/x]) neni interpretaci formule ;. Pro formuli 3X ¢, je situace podobna.

Definice 1.11. Necht ¢ € MSO|[Ry, Ra, ..., R;|(2) je uzaviena formule a R realizace logiky
MSO[Ry1, R, . .., Ri](%). Pak jazyk L(¢) = {w € X* | w E® ¢} nazveme jazyk defino-
vany formuli ¢. Jazyk L C ¥* nazveme MSOIR;, Ry, ..., Ri]-definovatelny, pokud existuje
formule ¢ € MSO[Ry, Ra, . .., R;|(X), kterd ho definuje.

Definice 1.12. Nechf ¢ € MSO[R;, Ry,...,Ri](2) a ¢ € MSO|[Ry, Ro, ..., R)](X) jsou
formule. Bud dale R realizace logiky MSO[R;, Ry, ..., Ri](X) a R realizace logiky
MSO[}?il, ﬁg, . ,ﬁl](E). Pak fikdme, Ze formule ¢ a v jsou ekvivalentni, kdyZ maji stejné
volné proménné a pro vSechny jejich interpretace (w, J) plati

(w,T) R ¢ & (w,7) ER ¢.

V dalsim textu budeme jako predikdtové symboly pouzivat pfevdzné relace +1 a <. Re-
alizaci logiky MSO[+1, <]|(X) je zobrazeni R takové, ze

R(+1) =
R(<) =

(m,n) € 2" xZ" [ m =n+1},
(m,n) € Z™ x ZT | m < n}.

—~

Pfipadné pouZijeme vhodna ztZeni tohoto zobrazeni pro logiky obsahujici jen jeden z téchto

predikdtovych symbolti. Misto <(x,y) budeme psit + < y a misto +1(z,y) budeme psat

x = y + 1. Pokud bude realizace logiky zfejma z kontextu, budeme misto =~ psét jen |=.
Dale budeme pouZivat nédsledujici syntaktické zkratky:

e 1z = yjako zkratku pro =(z < y) A =(y < z)
e first(z)jako zkratku pro -3y (x =y + 1)
* last(z) jako zkratku pro -3y (y = =z + 1)

Piiklad 1.13. Ukéazeme piiklady MSO[+1, <]-definovatelnych jazyk.

e L ={a}{a,b}* C{a,b}*. Tedy L, je jazyk vsech slov, ktera za¢inaji pismenem a. Jazyk
L mtiZeme popsat formuli

p1 = J2 (Qq(x) A first(x)).

Tato formule tikd, Ze v kazdém slové existuje pozice x takovd, Ze na ni je pismeno a a
x je prvni pozice ve slové.

o Ly = {a}{b}* C {a,b}*. Tedy Ls je jazyk vSech slov, kterd za¢inaji pismenem a a za nim
mohou nésledovat jen pismena b. Jazyk L, mtiZzeme popsat formuli

w2 = 3z (Qq(x) A first(z) AVy (xz <y — Qu(y))).

Tato formule ¥1k4, Ze v kazZdém slové opét existuje pozice x takovd, Ze na ni je pismeno
a, x je prvni pozice ve slové a na vSech pozicich odlisnych od z je pismeno b.
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Ly = {a,b}*{ab}{a,b}* C {a,b}*. Tedy Ls je jazyk vSech slov, ktera obsahuji podslovo
ab. Jazyk Lz miZeme popsat formuli

w3 = 2Ty (Qu(x) AN Qu(y) Ny =z + 1).

Tato formule fika, zZe v kazdém slové existuji pozice = a y takové, Ze na pozici z je
pismeno a, na pozici y je pismeno b a pozice y nasleduje bezprostfedné za pozici .

Ly = {a,b}*{c}{a,b}*{cHa,b}* C {a,b, c}*. Tedy L4 je jazyk vSech slov, kterd obsahuji

pravé dva znaky c. Jazyk L4 miizeme popsat formuli

pa = 323y (=(2 = y) A Qel2) A Qe(y) ANV2(Qe(2) = (2 =2V 2 =y))).

Tato formule fikd, Ze v kaZdém slové existuji dvé rozdilné pozice x a y takové, Ze na
obou pozicich je pismeno c a zdroven kazdé pismeno c je na jedné z téchto pozic.

Ls = {e} C {a,b}*. Jazyk Ls miiZeme popsat formuli
w5 =Vr—(x = x).

Tato formule fika, Ze pro vSechny pozice z plati ~(z = z). Ale z = =z plati pro
kazdou pozici, takze tuto formuli spliiuje jenom slovo, ve kterém zadné pozice nejsou
— prazdné slovo.

Le = 0 C {a,b}*. Jazyk Ls miizeme popsat formuli
w6 = Jz-(x = x).

Vyznam této formule je podobny formuli o5, ale s tim rozdilem, Ze poZadujeme exis-
tenci pozice z. Tim vylouc¢ime i prdzdné slovo, protoZe v tom zaddnd takova pozice z
neexistuje.

L7 = ({a,b}?)* C {a,b}*. Tedy L7 je jazyk vSech slov nad abecedou {a, b} kladné sudé
délky.

w7 =3X (Fz (x € X A first(x))A
Ay (=(y € X) A last(y))A
NaVy (y=x+1— (x € X < —(y € X)))).

Tato formule fika, Ze v kaZdém slové existuje podmnoZina pozic X takovd, Ze prvni
pozice ve slové do X patfi, posledni pozice do X nepatii a pro kazdé dvé nasledujici
pozice do X patfi pravé jedna z nich. Tedy do X patfi pravé kazda lichd pozice ve
slové.



Kapitola 2

Regularni jazyky a logika MSO[+1, <]

Pfirozenou otézkou je, jakou popisnou silu ma pravé definovana logika. Odpovéd na tuto
otdzku samoztejmé zavisi na volbé predikatt, které dovolime pouzivat. Napifiklad pomoci
logiky MSO[+] 1ze popsat nékteré jazyky, které jsou kontextové a nejsou bezkontextové,
ale nelze pomoci ni popsat nékteré regularni jazyky (viz [Tho06]). Nebo, jak ukazal Godel
v [G634], pomoci logiky MSO[1, =, +, ><] lze popsat vsechny rekurzivné spocetné jazyky.
Jak uz jsme naznadili v tvodu préace, logikou MSO[+1, <] Ize popsat pravé vsechny re-
guldrni jazyky. Tento vysledek nyni dokdZeme spolu s nékolika dal$imi tvrzenimi o MSO
logice s rliznymi kombinacemi predikatti =, +1 a <.

Jak ukazuje nésledujici véta, nepotfebujeme k definovani syntaktické zkratky = = y v lo-
gice druhého fadu ve skute¢nosti Zadny dalsi predikat. Avsak syntaktickou zkratku z = y
budeme pouZivat i v logice prvniho fddu, a proto jsme ji zavedli pomoci predikatu <.

Véta 2.1. Nechf ¥ je libovolnd abeceda. Jazyk L C X* je MSO[|-definovatelny pravé tehdy, kdyZ je
MSO|[=]-definovatelny.

Diikaz. Implikace = je zfejma. Pro diikaz implikace <« staci ukdzat, Ze formuli = y logiky
MSO[=] 1ze vyjadfit jako ekvivalentni formuli ¢(z,y) € MSO]]. Takovou formuli je

o(x,y) =VX (VzVw (z € X © w € X)).

Pokud J(z) a J(y) jsou opravdu stejné pozice, formule ¢(z,y) zfejmé plati. Naopak,
pokud jsou J(x) a J(y) razné pozice, formule z € X < w € X neplati pro volbu J(X) =
{T(@)}, T(2) = T(x) a T (w) = T (y). O

Véta 2.2. Nechf X je libovolnd abeceda. Jazyk L C ¥* je MSO[<|-definovatelny privé tehdy, kdyz je
MSO|[+1]-definovatelny.

Diikaz. ,=": Stati ukazat, Ze predikét < lze vyjadfit v logice MSO[+1](X). UkdZeme tedy,
ze umime najit formuli ¢(z,y) € MSO[+1](X) s volnymi proménnymi z a y ekvivalentni
formuli p =z < y.

Pro ptfehlednost vysledné formule zavedeme c¢tyfi pomocné formule, které vyuZijeme
pfi konstrukci formule . Formule continuous(X,z,y) md volné proménné X, z a y a je
pravdiva v interpretaci (w, J), pravé kdyz J(X) tvoii souvisly blok pozic, ktery na levé
strané muiZze skoncit pouze zacatkem slova nebo pozici 7 (z) a na pravé strané koncem slova
nebo pozici J (y). Tedy pokud je né&jaka pozice v v J(X) a je odlisnd od J (), tak jeji levy
soused musi také patfit do J (X ). Analogicky musi platit, Ze pokud je néjaka pozice z v 7 (X)

1. Realizace predikatovych symbolil této logiky je zobrazeni takové, ze R(1) = {1}, R(=) = idz+, R(+) =
{(m,n, k) € (ZT)? | m+n=k}aR(x)={(m,n,k) € (Z")3| mn = k}.
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aje odlisna od y, pak jeji pravy soused musi také patfit do J(X).

continuous(X,z,y) =VaVo(v=2+1—=((v e X A-(z=v)) > z€ X)A
ANzeXN=(y=2)) »veX)))

V této pfedchozi formuli nemtiZeme pouZit definovanou syntaktickou zkratku pro x = v,
protoZe v logice MSO[+1] nemame predikat <. Misto toho je potieba pouZit formuli defino-
vanou v dtikazu Véty 2.1}

Dalsi dvé formule jsou leftBoundary(X,z) a rightBoundary(X,z). Formule
leftBoundary(X,z) md volné proménné X a z a (w,J) je jejim modelem, pravé kdyz
pozice J (z) patii do J(X) a levy soused J (z) (pokud existuje) v 7 (X) nelezi. Analogicky
rightBoundary(X, z) je pravdivd, kdyz pozice J(z) patii do mnoziny [J(X) a jeji pravy
soused (pokud existuje) do ni nepatfi.

leftBoundary(X,z) =z € X A3z (z € X ANz =2+1)
rightBoundary(X,z) =z € X A-Jz(z € X Az=2+1)

Posledni formule je twoConsecutive(X), kterd ma jednu volnou proménnou X a (w, J)
je jejim modelem, praveé kdyz 7 (X) obsahuje néjaké dvé sousedni pozice.

twoConsecutive(X)=3FzFv(z e X ANve X Av=2z+1)

Pak hledana formule 1) je:

Y(x,y) = 3X (leftBoundary(X, z) A rightBoundary(X, y)A
A continuous(X,z,y) A twoConsecutive(X))

Formule ¢ je skute¢né ekvivalentni s formuli ¢ = x < y. Pfedpokladejme J(z) < J(y),
pak mnozina S = {J(z),...,J(y)} tvoii souvisly blok pozic, J(x) je jeji levy okraj, J(y)
je jeji pravy okraj a mnoZina S ma alespori dva sousedni prvky. Pfedpoklddejme naopak,
Ze mnozina J (X) tvoii souvisly blok pozic, J(x) je jeji levy okraj, J (vy) je jeji pravy okraj a
J(X) mé alespon dva po sobé nésledujici prvky. Pak jisté 7 (z) < J(y).

,~=": Naopak ukdzeme, Ze predikat +1 lze vyjad¥it v logice MSO[<](X). UkaZeme tedy,
Ze umime najit formuli ¢ (x,y) € MSO[<](X) s volnymi proménnymi z a y ekvivalentni
formuli ¢ = y = x + 1. Takova formule je

Y(xyy) =z <yA-Jz((z<2)A(z<y)). O

Disledek 2.3. Nechf X je libovolnd abeceda. Jazyk L C X* je MSO[<, +1]-definovatelny pravé
tehdy, kdyz je MSO[+1]-definovatelny.

Diikaz. Jedna inkluze je zfejma, protoze z definice plati MSO[+1] C MSO|[<, +1]. Druh4 in-
kluze vyplyva z predchoziho dtikazu, ve kterém jsme ukézali, Ze libovolna MSO|[<] formule
se da vyjadfit jako ekvivalentni formule logiky MSO[+1]. Toto tvrzeni sta¢i pouZzit v indukci
vzhledem ke struktufe formule MSO[<, +1]. O
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Lemma 2.4. Nechf ¥ je libovolnd abeceda. Kazdy requlirni jazyk L C X* je MSO[+1]-
definovatelnyj.

Diikaz. Bud X abeceda a L C X* regularni jazyk. Tedy existuje konetny determinis-
ticky automat A = (Q, %, 0, qo, F') takovy, zZe L(A) = L. Stavy automatu oznacime @) =
{q0,q1,---,qm}. Dale bud w = wijwsy...w, € T* libovolné slovo. UkaZeme, Ze vlastnost
,vypocet automatu A nad slovem w skonéi v akceptujicim stavu” 1ze vyjadfit formuli ¢4
logiky MSO[+1].

Budeme piedpokladat, Ze ¢ € L. V opatném ptipadé pouZzijeme dale popsanou kon-
strukci, abychom ziskali formuli ¢’ takovou, Ze L(¢') = L\ {¢}, a vyslednou formuli ¢) 4 pak
vyjadifme jako ¢4 = ¢’V @5 (kde 5 = Vo —(z = ) je formule z pifkladu([1.13} kterd definuje
jazyk {e}).

UkéZeme, Ze slovo w patii do jazyka L, pravé kdyz existuji mnoZiny

Py, Py, .., Py, C{1,2,...,n},

které spliiuji nasledujici podminky:

1. MnoZiny Py, P, ..., P, jsou po dvou disjunkini a jejich sjednoceni je mnoZina
{1,2,...,n}.
2. 1€ Pd(qo,un)'
3. Pokud j € Py, aj <n,pakj+1€ Psy ;)
4. ne |J P,
qeF

Bud w € L. Pak automat A akceptuje slovo w. Definujeme pro libovolné ¢ € Q mnoZinu
P, predpisem

P,={je{1,2,....n} | §(q0, wrws ... w;) = q}.

Tedy pozice j patfi do mnoziny P,, pravé kdyZ automat .A po piecteni prvnich j znaki
slova w skon¢i ve stavu ¢. Pak mnoziny Py, Py, ..., P, jsou po dvou disjunktni a jejich
sjednoceni je mnozina {1,2,...,n}, protoze po kazdém kroku je automat pravé v jednom
stavu. Po pfecteni prvniho pismene je automat ve stavu 6(qo, w1), a tedy 1 € Py w,)- Pokud
je automat ve stavu ¢; a nepiecetl cely vstup, bude po pfecteni nasledujictho pismene ve
stavu 0(q;, wj+1). A protoze w € L, plati 5(qo, wiwsy ... wy,) € F,atedy takén € |J P,

qeEF

Bud'te naopak P,,,..., P, mnoziny spliujici tyto 4 podminky. ProtoZe tyto mnoZiny
jsou po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je mnozina {1, 2,...,n}, miZeme pro kazdé i €
{1,2,...,n} oznacit symbolem [i| stav ¢ € @ takovy, Ze i € P,. Pak ukdZeme, Ze pro kazdy
neprazdny prefix w’ slova w plati §(go, w') = [|w'|]. Ditkaz povedeme indukci vzhledem
k délce slova w':

* Pro |w'| = 1 plati w' = w;. Z druhé podminky dostdvame 1 € Py,
6(qo, w1) = 0(qo, w’).

a tedy [1] =

0,Ww1)”

* Pro [w'| = k > 1 plati w' = wiwy...wy. Pak z indukéntho pfedpokladu
d(qo, wiws ... wi—1) = [k — 1]. Podle tfeti podminky k£ € Ps((k—1),wy,)- Celkové tedy

~ ~

0(g0, w') = 6(0(g0, wrws - .. wr—1), wi) = 0([k = 1], wi) = [k] = [Jw']]
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ProtoZe w je prefix w, tak také &(qo, w) = [Jw|] = [n]. Tedy podle &tvrté podminky plati
5(go, w) € Faprotow € L.

Oznatme pro kazdé a € ¥ symbolem i, € {0,...,m} takovy index, pro ktery plati
d(qo,a) = gi,. K dokonceni diikazu tvrzeni tedy stali najit formuli logiky MSO[<, +1], ktera
popisuje existenci takovych mnozin Py, Py, , ..., P,,,, které spliiuji uvedené podminky.

Uvedeme zvl1ast formuli pro kazdou podminku:

pr=ve | \/ zeXin N\ (@eXi—agX))

0<i<m 0<i<g<m
o = Jx <First(m) A (\/ (Qa(z) Nz € Xl-a)>>
acy
Yg=VaVy ly=xz+1— \/ (x € Xi NQaly) Ny € X))
acx
1,j€{0,...,m}
8(qi,a)=q;

Yy = Jz | last(z) A \/ (r € X)

1€{0,...,m}
¢ EeF
Pak hledana formule je
wAEE|X0§|X1...E|Xm<7,b1/\1/}2/\w3/\w4). ]

Pozndmka 2.5. Ve formuli 11 jsme pouzili zapis \/<,;-,,(z € X;), ktery neni soucasti defi-
nice syntaxe nasi logiky. Av8ak \/ .., (z € X;) chdpeme jako syntaktickou zkratku pro
disjunkci m + 1 formuli, kde i-t4 formule vznikne z x € X; dosazenim hodnoty ¢. Podobné
pouzivame takeé syntaktické zkratky Ag<;j<n(¢) @ V,ex(9), jejichz zamysleny vyznam je
zfejmy. V pfipadé formule \/ .. (¢) je vSak nutné, aby mnoZina ¥ byla kone¢na.

Nasim dals$im cilem bude ukézat, Ze implikace z pfedchozi véty plati i druhym smérem,
tedy Ze kazdy MSO[+1]-definovatelny jazyk je reguldrni. ProtoZe budeme z formule defi-
nujici jazyk L induktivné konstruovat automat, ktery tento jazyk akceptuje, musime se opét
vypofadat s volnymi proménnymi. Potfebujeme tedy interpretace (w, J) vyjad¥it jako slova
nad néjakou vhodnou abecedou. Pro formuli s £ volnymi proménnymi bude touto abecedou
mnoZina ¥ x {0, 1}*. Intuitivné — ke kazdé pozici pfiddme navic informaci, jestli je v dané
interpretaci hodnotou proménné prvniho fddu, respektive jestli ndlezi do mnoziny pozic
urcenych proménnou druhého fadu.

Definice 2.6. Nechf X je abeceda a ¢ je formule logiky MSO|R;,..., R,,|(X) s volnymi
proménnymi prvniho fadu zq,22,...,2p a volnymi proménnymi druhého fadu
X1,Xs,...,X;. Déle bud (w,J) interpretace formule ¢ pro w = wiws...w, € X*
Pak zapisem enc(w, J) rozumime slovo vjvs . .. v, nad abecedou X x {0, 1}++! takové, Ze

v; = (w;, T1, T2, - . ., Tk, X1, X2y ..., X))

10
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pro viechna 1 < ¢ < n, kde

[ 1, jestlizei = J(x;),
771 0, jinak.
v _ [ L jestlizei € 7(X;),
7710, jinak.

Tedy slovo enc(w, J) nezavisi sémantice konkrétni formule, ale jen na jejich volnych
proménnych. Pro lepsi vizualni reprezentaci budeme znaky abecedy % x {0, 1}**! misto do
fadku zapisovat do sloupce.

P¥iklad 2.7. Ukazeme piiklad slova enc(w,J) pro n&aké w a J. Nechf ¢ je formule
s volnymi proménnymi prvniho faddu z,y, z a volnymi proménnymi druhého fddu X,Y.
Bud' déle w = abaab a J zobrazeni takové, Ze

J(x) =4,

J(y) =1,

J(2) =1,
J(X) = {1,3,4},
J(Y)={3,5}

Potom

enc(w,J) =

_ o O O oo

— O O O Q9

oo o o oc
SO = O O = Q

O R Rk Rk O 9

Definice 2.8. Nechf ¥ je libovolna abeceda, ¢ formule logiky MSO|R1,...,Ry]|(2) s k
volnymi proménnymi prvniho ¥fddu a [ volnymi proménnymi druhého fadu. Pak Enc(y) C
(2 x {0, 1}*+1)* zna¢ime jazyk {enc(w, J) | (w, J) je interpretace formule }.

Definice 2.9. Nechf ¥ je abeceda, ¢ formule logiky MSO[Ry,..., R,](X) a = jeji volna
proménna prvniho fadu. Bud' déle freei(¢) = {z1,...,zx}, freea(p) = {X1,...,X;} a
1 <4 < k takovy index, pro ktery x; = x. Oznaéme X%~" a 2= nasledujici mnoziny.

25 = {(a, 1) € 2 x {0, 1} [ pi (1)
a,l

i =1)
2220 = {(a,1) € 5 x {0, 11* | pf¥1(1) = 0}

1

Lemma 2.10. Nechf X je libovolnd abeceda a o formule logiky MSO[+1](X). Pak jazyk Enc(yp) je
requldrni.

Diikaz. Bud ¥ libovolna abeceda a ¢ formule logiky MSO[+1](X) s k& volnymi proménnymi
prvniho ¥adu a [ volnymi proménnymi druhého fadu. Jediné omezeni, které musi slovo

11
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w € ¥ x ({0,1}*+)* spliiovat, aby pattilo do jazyka Enc(y), je, Ze hodnota kazdé volné
proménné prvniho fadu se musi v tomto slové vyskytnout pravé jednou. A proto

Enc(p)= () (S50 == (350"
x€freer (p)
Tento jazyk je regularni, protoZe se jedna o kone¢ny prinik reguldrnich jazyki. O

Lemma 2.11. Nechf X je libovolnd abeceda a o formule logiky MSO[+1](X). Pak jazyk {enc(w, J) |
(w,J) = @} je requldrni.

Diikaz. Bud ¥ = {ay,as,...,as} libovolna abeceda. Tvrzeni dokdZzeme indukci vzhledem
ke struktufe formule .

e Je-lip = Qq(x): Pak free(p) = {z}.Jazyk {enc(w, J) | (w,J) = ¢} je regularni, protoze
je rozpozndvany nasledujicim kone¢nym automatem.

5] 3] 5] 3]
@ ] @

° Jellip =y = o+ 1proy # x: Pak free(p) = {z,y}. Vztah (w,J) = ¢ plati praveé
tehdy, kdyz J(y) = J(z) + 1. Jazyk {enc(w,J) | (w,J) = ¢} je regularni, protoze je
rozpoznavany nasledujicim kone¢nym automatem.

-

* Je-li p = 2 = x + 1: Protoze (w,J) = * = = + 1 neni pravda pro Zddnou interpretaci

(w, J), plati {enc(w, J) | (w,J) Exz =2+ 1} =0.

e Je-li ¢ = 2 € X: Pak free(p) = {z,X}. Vztah (w,J) = ¢ plati pravé tehdy, kdyz
J(x) € J(X).Jazyk {enc(w, J) | (w,J) = ¢} je reguldrni, protoZe je rozpoznavany
nésledujicim kone¢nym automatem.

12
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HESH O
56 B

e Je-li ¢ = —¢p;: Pak z indukéniho pfedpokladu je jazyk {enc(w,J) | (w,J) E ¢1}
regularni. Navic, protoze free(y) = free(y1), plati

{enc(w, 7) [ (w, J) = ¢} = Enc(e) \ {enc(w, ) | (w, T) |= ¢1}-

TakZe z Lemmatu a uzavienosti reguldrnich jazyk na rozdil plyne, ze jazyk
{enc(w, J) | (w, J) [= ¢} je regularni.

Je-li ¢ = ¢1 A pa: Pak podle indukéniho pfedpokladu jsou jazyky L; = {enc(w,J) |
(w,J) = ¢1}aLls={enc(w,T) | (w,J) = 2} reguldrni. Ale protoZe formule ¢ a ¢
nemusi mit stejné volné proménné, neni vzdy pravda, Ze jazyk {enc(w, J) | (w,J) =
¢} je pranikem téchto dvou jazykt. Nejprve musime interpretace obou formuli ¢; a ¢
rozsifit tak, aby obsahovaly hodnoty vSech proménnych z free(y) = free(p;) Ufree(ps).
K tomuto vyuZijeme uzavienost reguldrnich jazyki na tplny vzor v libovolném homo-

morfismu. Necht

freei (p) = {x1,x2,..., 21},
freea(v) = { X1, Xo, ..., Xi},
freet (1) = {2, 25, ..., 2},
freea(p1) = { X1, X5, ..., X }.

Pro libovolné 1 < i < m oznaéme num(x}) takové 1 < j < k, pro které z, = x;.
Analogicky pro libovolné 1 < i < n oznatme num(X}) takové 1 < j < [, pro které
X! =X;.
Definujeme tedy funkci f1: ¥ x {0,1}*+ — 3 x {0,1}™" pro kazdé a € Y a I ¢
{0, 1}**! predpisem
fi (@ 1) = (a (PEEL o (Do L o (DB ) (D BEEL (D))
Funkci f; rozsifime na homomorfismus f; : (£ x {0, 1}¥7)* = ( x {0, 1}™7)*:
hie)=e
Fibw) = f1(b) - fi(w) prokazdé b € X x {0, 1} aw e (T x {0, 1}F+)*
Analogicky definujeme homomorfismus o (2 x {0, 1} — (2 x {0, 1}freele2)lyx,
Pak jazyk {enc(w, J) | (w, J) = ¢} je regularni, protoze
~—1 ~—1
{enc(w, 7) | (w,T) e} =fi (Li)Nfe (L2),

reguldrni jazyky jsou uzaviené na prinik a tplny vzor v libovolném homomorfismu.

13
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e Je-liy = Jr ¢y ax ¢ free(yp;): Pak zindukéniho predpokladujejazyk L; = {enc(w, J) |
(w, J) [= ¢1} reguldrni. Z definice sémantiky plati {enc(w, J) | (v, J) = ¢} = L1\{e},
a tedy jazyk {enc(w,J) | (w,J) = ¢} je také reguldrni z uzavienosti reguldrnich
jazykt na rozdil.

e Je-li ¢ = Jr ¢y ax € free(p;): Pak z indukéntho pfedpokladu je jazyk {enc(w,J) |
(w,J) = ¢1} regularni a free(y) = free(¢1) \ {z}. Tedy interpretace formule ¢ od-
povidaji interpretacim formule ¢; bez hodnoty volné proménné z. Definujeme ho-
momorfismus f: (2 x {0, 1}1Fee(@Dl)™ 5 (53 x {0, 1}17ee(®))", ktery z interpretaci od-
strani hodnotu proménné z. Nechf

freei(p1) = {z1,22,..., 21},
freeg(cpl) = {Xl,XQ, .. .,Xl}

a nechf 1 < i < k je takové, Ze z; = z. Pak definujeme funkci f: ¥ x {0,1}F —

¥ x {0, 1} prokazdé a € X a I € {0,1}**+ ptedpisem
f (@, D) = (a, (P (A), ... o (D), P ), - (D))

a tuto funkci opét rozsifime na hledany homomorfismus f pfedpisem

~

f(bw) = f(b) - f(w) prokazdé b€ ¥ x {0,1}*aw € (E x {0, 1}’“”)

*

Pak {enc(w, J) | (w,J) = ¢} je reguldrni, protoze
{enc(w,J) | (w,J) ¢} =  {enc(w, J) | (w,T) = ¢1})
a regularni jazyky jsou uzavfené na obraz v libovolném homomorfismu.

e Je-lli p = IXp1 a X & free(¢r): Pak z indukéniho pfedpokladu je jazyk L =
{enc(w,J) | (w,J) E ¢1} regularni. Z definice sémantiky plati L = {enc(w,J) |
(w, J) = ¢}, a proto je tento jazyk také reguldrni.

* Je-li p = 3X 1 a X € free(y;): Dikaz je analogicky s piipadem pro ¢ = 3z 1. O

P¥iklad 2.12. Nechf X = {a,b} je abeceda a ¢ = 23y (Qu(z) Ay = x + 1) je formule logiky
MSO[+1](X). UkdZeme, jak pfedchozim postupem zkonstruovat automat akceptujici jazyk
{enc(w, J) | (w,J) E ¢} C (£ x{0,1}°)". Postupné budeme konstruovat automaty od
nejmensich podformuli.

1. Automat rozpoznavajici jazyk {enc(w, J) | (w,J) = Qa(z)}.

o)1 o) 1o
i Q

14
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2. Automat rozpoznévajici jazyk {enc(w, J) | (w,J) EFy =z + 1}.

o

O
O

3. Abychom mohli udélat prinik téchto dvou jazykt, musime do prvniho automatu
pfidat volnou proménnou y, aby mély obé interpretace stejné volné proménné. Tim
dostaneme automat

L
B

e

4. Automat rozpoznavajicijazyk {enc(w, J) | (w,J) E Qq(z) Ay = x+1} zkonstruujeme
paralelni synchronni kompozici pfedchozich dvou automat.

i

O

5. Automat rozpoznavajici jazyk {enc(w,J) | (w,J) E Jy(Qu(z) Ny = = + 1)}
ziskame odstranénim informace o hodnoté proménné y z interpretaci akceptovanych
pfedchozim automatem.

i) Lo
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2. REGULARNI JAZYKY A LOGIKA MSO[+1, <]

6. A kone¢né automat rozpoznavajici jazyk {enc(w,J) | (w,J) E JzIy (Qu(z) Ny =
x + 1)} ziskdme odstranénim informace o hodnoté proménné x z interpretaci akcepto-
vanych pfedchozim automatem.

[a] , [8] [a] , [¢]

a N ). 1 Q
\_/

Disledek 2.13. Nechf X je libovolnd abeceda a L C X* je MSO[+1]-definovatelny jazyk. Pak jazyk
L je requldrni.

Diikaz. Necht ¢ € MSO[+1](X) je formule definujici jazyk L. Podle pfedchozi Véty je
jazyk {enc(w,0) | (w,0) = ¢} C (Z x {0,1}°)" reguldrni. Uvazme funkeci f: £x{0,1}° — £*
urc¢enou pro kazdé a € ¥ predpisem

f((a,0)) = a

ajeji rozsifeni na homomorfismus f: (¥ x {0,1}°)" — ©*. Pak f({enc(w,0) | (w,0) = ¢}) =
L, a tudiz jazyk L je reguldrni. O

Disledek 2.14 (Biichi). Nechf I je libovolnd abeceda. Pak jazyk L C * je requldrni pravé tehdy,
kdyz je MSO[+1]-definovatelny.

Ditkaz. P¥imy dtsledek Lemmatu [2.4)a pfedchoziho dtsledku. O
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Kapitola 3

Star-free jazyky a logika FO[<]

Tato kapitola je zaméfena na prvotfddovy fragment dfive definované logiky MSO[<, +1] -
logiku FO[<]. Ukdzeme, Ze tfidu jazykt definovatelnych touto logikou lze charakterizo-
vat také pomoci varianty reguldrnich vyrazi, ve kterych nahradime Kleeneho hvézdi¢ku
operaci dopliiku. Takto popsatelné jazyky se nazyvaji star-free jazyky. TudiZz hlavnim cilem
této kapitoly je diikaz véty, podle které je jazyk FO[<]-definovatelny, pravé kdyz je star-
free. V této kapitole vSak nedokdZeme, Ze pomoci logiky MSO|[<, +1] Ize popsat vice ja-
zykli nez pomoci logiky FO[<]. Pfikladem MSO|<, +1]-definovatelného jazyka, ktery neni
FO[<, +1] je jazyk {aa}*. Tento fakt ukdzeme v ndsledujici kapitole pomoci Ehrenfeuch-
tovych-Fraisseho her — nastroje teorie modelti, jimZ 1ze dokazat nevyjadfitelnost nékterych
vlastnosti v logice prvniho fadu.

3.1 Star-free jazyky

Jak bylo uvedeno vyse, star-free jazyky jsou pravé takové jazyky, které 1ze popsat regularnim
vyrazem, ve kterém nahradime Kleeneho hvézdi¢ku operaci dopliiku. Da se ukazat (viz
[Sch65]]), Ze reguldrni jazyk L C X* je star-free praveé tehdy, kdyZ existuje takové ¢islo k£ > 0,
e pro viechna slova z,y,z € ¥* plati 2y*2 € L < xy**12 € L. Proto se nékdy star-free ja-
zyky oznacuji jako noncounting jazyky. Neformdlné se jednd o vlastnost, Ze piislusnost slov
do star-free jazyka se nemtize cyklicky fidit po¢tem v nich obsaZenych znakt pocitdno ve
zbytkovych tfidach modulo néjaké ¢islo. Jak je poznamenano v [Reg09], toto omezeni neni
ve vétsiné prirozenych ani umélych jazyk nijak svazujici — stéZi najdeme napiiklad progra-
movaci jazyk, ktery by v nazvech proménnych vynucoval pocet nékterych znakt délitelny
pevné danym ¢&islem.

Definice 3.1. Nechf X je libovolna abeceda. Definujeme induktivné mnoZinu star-free re-
guldrnich vyrazii nad abecedou ¥ nésledujicim pfedpisem.

1. Pro kazdé a € ¥ je a star-free regularni vyraz nad abecedou .
2. () je star-free regularni vyraz nad abecedou X.

Pokud r a s jsou star-free reguldrni vyrazy nad abecedou ¥, pak také
3. r U s je star-free reguldrni vyraz nad abecedou 3,
4. r - sje star-free regularni vyraz nad abecedou 3,
5. co-r je star-free regularni vyraz nad abecedou X.

Nic jiného nenti star-free reguldrni vyraz nad abecedou X.
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

Definice 3.2. Ke kazdému star-free reguldrnimu vyrazu r nad abecedou ¥ definujeme in-
duktivné jazyk L(r) C ¥*, ktery popisuje.

1. L(a) = {a}

=~ ) N
/-h\ — —
=
; -
»
~—
I
™~
—
2
C
=
z

5. L(co-r) =%*\ L(r)

Definice 3.3. Jazyk L C X* nazveme star-free, pokud existuje takovy star-free reguldrni
vyraz r nad abecedou ¥, ktery spltiuje L(r) = L. Mnozinu vSech star-free jazykt nad abece-
dou X znac¢ime SF(X).

Protoze z De Morganovych pravidel vyplyva uzavienost tfidy vSech star-free jazykt
na prunik a rozdil, zavedeme syntaktické zkratky » N's = co-(co-rUco-s)ar\s =
r N co-s. Zaroven budeme v zépisu star-free regularniho vyrazu vynechavat operacni sym-
bol zfetézeni, pokud tim bude zachovana jednoznacnost zapisu. Pro libovolnou abecedu X
1ze jazyk ¥* popsat star-free regularnim vyrazem co- (). Proto zavedeme také syntaktickou
zkratku X* = co- ().

Ptiklad 3.4. Uvedeme piiklady nékolika star-free jazyki.

¢ Kazdy kone¢ny jazyk L, je star-free, protoze lze vyjadfit jako sjednoceni jednoprv-
kovych jazykit, odpovidajicich sloviim jazyka L;.

e Jazyk Ly = {a,b}*{ab}{a, b}* nad abecedou {a, b} je star-free, protoze lze popsat star-
free vyrazem X*ab¥*.

e Jazyk L3 = {a}*{b}* nad abecedou {a,b} je star-free, protoze lze popsat star-free
vyrazem co-(¥X*baX*). Jazyk Lz obsahuje totiz pravé takova slova, kterd neobsahuji
podslovo ba.

e Jazyk Ly = {ab}" nad abecedou {a, b} je star-free, protoZe 1ze popsat star-free vyrazem
(abX*) N (X*ab) N (co-(X*aaX*)) N (co-(X*bbX*)). Jazyk L4 obsahuje totiZ prave takova
slova, kterd zac¢inaji a konéi na ab a zaroven neobsahuji dva znaky a, ani dva znaky b
za sebou.

¢ Pro libovolnou abecedu ¥ a podmnoZzinu A C ¥ je jazyk A* nad abecedou X star-free,
protoZe lze popsat star-free regularnim vyrazem co-J, g4 (X"aX").

* Zejména tedy jazyk Ls = {¢} = 0* je star-free.
Véta 3.5. Nechf ¥ a ® jsou libovolné abecedy spliiujici ¥ C ®. Pak plati SF(X) = SF(®) N 2%,

Diikaz. Nejprve ukézeme, Ze plati inkluze SF(X) C SF(®) N 2*". Nechf L € SF(X) je libo-
volny star-free jazyk nad abecedou X. Tedy existuje star-free reguldrni vyraz r nad abecedou
¥ splnwujici L(r) = L. Neni vSsak mozné pouze pouzit vyraz r jako star-free reguldrni vyraz
nad abecedou @, protoZze pak by kvtili odlisné sémantice dopliiku mohl popisovat jiny ja-
zyk. Misto toho nicméné staci induktivné nahradit v r kazdy vyskyt vyrazu co- s vyrazem
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

Y*Nco-s. V ptikladé|3.4/jsme ukézali, Ze jazyk X* je star-free jazyk nad abecedou @, protoze
plati ¥ C ®. Tedy plati SF(X) C SF(®). Inkluze SF(X) C 2% je ziejma.

Déle ukdZeme, Ze plati i opa¢na inkluze SF(X) 2 SF(®) N 2*". Indukci vzhledem ke
struktufe star-free regularnitho vyrazu ukdzeme, Ze pro libovolny star-free regularni vyraz
r nad abecedou ® existuje star-free reguldrni vyraz r’ nad abecedou ¥ takovy, Ze L(r') =
L(r)nx*.

e Je-lir=qa,kdea € X, pak 1’ = a.
e Je-slir =a,kdea ¢ %, pak r’' = 0.
e Je-lir =0, pak+’ = 0.

e Je-li r = s Ut, pak z indukéniho pfedpokladu existuji star-free reguldrni vyrazy s, ¢/
nad abecedou ¥ takové, Ze L(s') = L(s) N ¥* a L(t') = L(t) N X*. Tedy sta¢i zvolit
r’ = ¢ Ut, protoZe pak bude platit

L")y =L("YUL{) = (L(s)NY*) U (L) NE*) = (L(s) UL(t)) NT* = L(r) N T*.

e Je-lir = s-t, pak z indukéniho pfedpokladu existuji star-free regulérni vyrazy s, t' nad
abecedou ¥ takové, Zze L(s') = L(s)NYX* a L(t') = L(t) N X*. Tedy stadi zvolitr’ = s’ - ¢/,
protoze pak bude platit

L")y =L(s") - L") = (L(s) N %) - (L) NX*) = (L(s) - L(t)) N ¥* = L(r) N ©*.

e Je-li r = co- s, pak z indukéniho pfedpokladu existuje star-free regularni vyraz s’ nad
abecedou X takovy, Ze L(s") = L(s)NX*. Tedy stali zvolit ' = co- s/, protoZe pak bude
platit

L(r"y =\ L(s') = X"\ (L(s)NXZ*) = (Z*\ L(s))NEZ* = (" \ L(s))NZ* = L(r)NX*.

Bud L € SF(®) libovolny jazyk, ktery splituje L C ©*. Pak existuje star-free reguldrni vyraz
r nad abecedou ® takovy, ze L(r) = L. PouZitim pravé dokdzaného tvrzeni dostaneme, Ze
existuje takovy star-free reguldrni vyraz r’ nad abecedou X, pro ktery plati L(r') = L(r)NX*.
Ale L(r) C ¥*, takze plati L(r') = L(r) = L, a tedy L € SF(X). Tim je dokdzdna i opa¢na
inkluze. O

Nasledujici lemma ukazuje, Ze kazdy star-free jazyk l1ze pomoci libovolnych dvou dis-
junktnich podmnoZin jeho abecedy rozloZit do urcitého tvaru, ktery vyuZijeme pii dikazu
souvislosti star-free jazykt s definovatelnosti pomoci logiky FO[<]. Toto tvrzeni a jeho
diikaz pochézi z [DGO8].

Lemma 3.6 (splitting lemma). Bud X libovolnd abeceda, A, B C ¥ disjunktni podmnoZiny a
L C X% star-free jazyk. Pak jazyk L N B* AB* Ize psit ve tvaru

LNB*AB* = | KiaLi,

1<i<n

kden € Na K;,L; € SF(B),a; € Aprokazdé1 <i <n.
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

Diikaz. Tvrzeni sta¢i dokdzat pro ptipad, kdy A = {a}. V pfipadé, kdy |A| > 1, lze totiz
jazyk L N B*AB* vyjadfit jako L N B*AB* = |J, (L N B*{a'}B*) a pouZit tvrzeni pro
piipad, kdy mnozina A je jednoprvkova. Naopak pokud A = 0, plati LN B*AB* = (), a tedy
staci zvolit n = 0.

Tento ptipad dokdzeme indukci vzhledem ke struktufe star-free regularnitho vyrazu,
ktery popisuje jazyk L.

® Je-li L = L(a) proa € A, pak LN B*AB* = {e}A{c}.
e Je-li L = L(b) prob ¢ A, pak L N B*AB* = () = (| A{.
e Je-li L = L(()), pak LN B*AB* = () = ) A

* Je-li L = L(r U s), pakje platnost tvrzeni zfejma.

e Je-li L = L(r - s), pak z indukéniho pfedpokladu lze jazyky L(r) N B*AB* a L(s) N

B* AB* psét jako
Lir)nB*AB* = |} KL,
1<i<m
L(s)NB*AB* = | ] MaN;
1<i<n

provhodnd m,n € N, K;, L; € SF(B) prokazdé 1 <i <ma M;, N; € SF(B) pro kazdé
1 <4 < n.Navic plati
(L(r) - L(s)) N B*AB* = ((L(r) N B*AB™) - (L(s) N BY))
U ((L(r)n B*) - (L(s) " B*AB"))
= (KiaL; - (L(s)N B*))U U ((L(r) N B*) - M;aN;).

1<i<m 1<i<n

Tvrzeni pak vyplyva z Véty 3.5 protoZe L; - (L(s) N B*) € SF(B) prokazdé1 <i<m
a(L(r)nB*)-M; € SF(B)prokazdé 1 <i <n.

e Je-li L = L(co-r), pak z indukéniho pfedpokladu lze jazyk L(r) N B*AB* psat jako

L(r)N B*AB* = U K;aL;
1<i<n
pro vhodnén € Na K;, L; € SF(B) prokazdé 1 < i < n.

Bez Gijmy na obecnosti miZzeme piedpoklddat, Ze mnoZiny K; jsou po dvou disjunktni.
V opaéném piipadé, kdy K; N K; # () pronéjakd 1 < i < j < n, miZeme sjednoceni
K;AL; U K;AL; pfepsat do tvaru

K;AL; U KjALj = (Kz \ I(J>14LZ U (KJ \ KZ)AL] U (Kz N KJ)A(Lz U LJ)

Také miizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze J,;.,, K = B*. V opatném

piipadé mtiZzeme sjednoceni |J K;AL; ptepsat do tvaru
1<i<n

| KiAL; = ( U KiALi) U ((B*\ U K) A@) .
1<i<n 1<i<n 1<i<n
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

Tedy mnoZzina { K; }1<i<y, tvofi rozklad mnoZziny B*. UkdZeme, Ze pak plati

(L(co-r))NB*AB* = | ] K;A(B*\ L))

1<i<n

Bud w € (L(co-7))NB* AB* libovolné slovo. TudiZ w = uav pro n&jaké slova u, v € B*.
Protoze mnozina {K;}i<i<p tvofi rozklad mnoziny B*, musi existovat takové 1 < i <
n, pro které u € K;. Ale w ¢ L(r), takze v ¢ L;, a proto w € K;A(B* \ L;).

Bud naopak w € J;c;,, KiA(B* \ L;). TudiZ existuje takové 1 < i < n a slova
u € K;,v € (B*\ Li)_, Ioro kterd w = wuawv. Jisté plati w € B*AB*. Pro diikaz spo-
rem piedpoklddejme, Ze plati také w € L(r). Tedy existuje takové 1 < j < n, pro které
w € K;ALj. Protoze mnoZina {K;}i<i<y, tvofi rozklad mnoziny B*, plati K; = K, a
tedy také L; = L;. TudiZz v € L;, coZ je spor. O

Trida star-free jazyk( neni na rozdil od tfidy regularnich jazykt uzaviend na tplné ob-
razy v homomorfismech, takZe v ditkazu souvislosti star-free jazyki s definovatelnosti v lo-
gice FO[<] nebude mozné pouzit tuto uzavérovou vlastnost podobné, jako jsme ji pouzili
v dtikkazu Lemmatu Jako protipfiklad uvazme abecedu £ = {a}, jazyk L = {a}* nad
touto abecedou a homomorfismus f: ¥* — ¥* jednozna¢né uréeny podminkou f(a) = aa.
Pak jazyk f(L) = {aa}* neni star-free, coZ ukdZeme v nasledujici kapitole.

Na tdplné vzory v libovolném homomorfismu tfida star-free jazykt uzaviend je
[CMMP12]. V dalsim textu vSak bude stacit tvrzeni, podle kterého je tfida star-free jazykt
uzavfend na uplny vzor v kazdém homomorfismu, ktery navic spliiuje uréitou podminku.
Nasledujici definice a véta pochdzi z [PSTO1]. Tvrzeni dokdzané v [PST01] je silnéjsi — podle
néj aplny vzor jazyka v abecednim homomorfismu nemtize zvysit jeho hvédnou vysku.
Véta je specidlnim piipadem, kdy uvaZujeme star-free jazyk, tedy jazyk hvézdné vysky
0. Slabsi formulace tohoto tvrzeni ndm umoZni podat diikaz bez pouziti teorie kone¢nych
pologrup.

Definice 3.7. Necht ¥ a ® jsou libovolné abecedy. O homomorfismu f: £* — ®* fekneme,
Ze je abecedni, pokud f(a) € ® U {e} pro kazdé a € X.

Véta 3.8. Necht . a ® jsou libovolné abecedy, f: X* — ®* libovolnyj abecedni homomorfismus a L
libovolny star-free jazyk nad abecedou ®. Pak f~(L) € SF(X).

Diikaz. Bud f: ¥* — ®* libovolny abecedni homomorfismus. UkaZzeme indukci vzhledem
ke struktufe, Ze pro kazdy star-free reguldrni vyraz r nad abecedou ¢ existuje takovy star-
free regularni vyraz 7’ nad abecedou ¥, ktery splituje L(r') = f~1(L(r)).

e Jellir = a, pak f7HL(r)) = {w € ¥* | f(w) = a}. Oznaéme ¥. C ¥ mnozinu
Y. = {be ¥ | f(b) = ¢}. Pak

{wes | flwy=a}= J BT,
bex
fb)=a
a tedy jazyk f~1(L(r)) je star-free, protoZe je kone¢nym sjednocenim star-free jazyka.

o Je-lir =0, pak f~HL(0)) = f~10) = 0 = L().
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

o Jellir = sUt, pak fH(L(sUt)) = fYL(s) UL(@) = f1(L(s)) U fHL(t)). Z in-
dukéniho pfedpokladu existuji takové star-free reguldrni vyrazy s, t' nad abecedou %,
prokteré L(s') = f~1(L(s))a L(t') = f~1(L(t)). Atudiz f~1(L(sUt)) = L(s)UL(t') =
L(sut).

o Jellir =s-t,pak f~H(L(s-t)) = f~Y(L(s) - L(t)). Z indukéniho predpokladu existuji
takové star-free reguldrni vyrazy s, ¢’ nad abecedou ¥, pro které L(s') = f~1(L(s)) a
L) = f~Y(L(t)). Ukazeme-li, e plati f~1(L(s)- L(t)) = f~Y(L(s)) - f~1(L(t)), potom
fYL(s) - L(t)) = L(s') - L(t') = L(s' - V') a tento ptipad bude dokazan.

Nejdtive ukdzeme, Ze plati inkluze f~1(L(s) - L(t)) C f~*(L(s)) - f1(L(t)). Bud w €
f7YL(s) - L(t)) libovolné slovo, tedy f(w) € L(s) - L(t). Takze existuji takova slova
u € L(s),v € L(t), pro kterd f(w) = uv. Rozlisime tfi pf¥ipady.

— Pokud u = f(w)av = ¢, pak f(w) € L(s)a f(¢) = € L(t). Tudizw € f~1(L(s))-
FHL).
- Pokud u = € av = f(w), tvrzeni plyne analogicky.

— Jinak ozna¢me w = w; ... wy, kde w; € ¥ pro kazdé 1 < i < n. ProtoZe f je ho-
momorfismus, plati f(w) = f(w1)- f(w2) ... f(w,). ProtoZe f je dokonce abecedni
homomorfismus, plati f(w;) € ® U {e} pro kazdé 1 < i < n. Tudiz musi existovat
takové 1 < k < n, pro které u = f(wi1)... f(wg) av = f(wgs1) ... f(wy). Tedy
flwi) ... flwg) = flwi...wp) € L(s) a f(wis1) .- fwn) = f(Wig1...wn) €
L(t). Tim padem plati w; ... wy € f~1(L(s)) @ wgy1 ... w, € F7H(L(t)), a proto
we [ L(s)) - fUEA).

Nyni ukdZzeme, Ze také plati inkluze f~1(L(s) - L(t)) 2 f~Y(L(s)) - f~H(L(t)). Bud
tedy w € f~1(L(s)) - f~1(L(t)) libovolné slovo. Pak existuji slova u € f~1(L(s)), v €
f7Y(L(t)) takovd, Ze w = wv. Tudiz plati f(u) € L(s), f(v) € L(t), a tedy f(uv) =

f(u) - f(v) € L(s) - L(t). Tim dostdvame w = uv € f~1(L(s) - L(t)).

e Je-lir = co-s, pak f~1(L(co-s) = f~1(®*\ L(s)) = ¥* \ f~Y(L(s)), protoze pro libo-
volné zobrazeni aplny vzor a doplnék komutuji. Z indukéniho pfedpokladu existuje
takovy star-free reguldrni vyraz s’ nad abecedou ¥, pro ktery L(s') = f~(L(s)). Tedy
f~Y(L(co-5)) = L(co-§). O

3.2 Popisna sila logiky FO[<]

Jak bylo naznaceno v tivodu této kapitoly, dokdZeme nyni tvrzeni, podle kterého je libovolny
jazyk FO[<]-definovatelny pravé tehdy, kdyz je star-free. K tomu formulujeme a dokdZzeme
na zacatku této ¢asti Vétu o relativizaci, kterou v dikazu vyuzijeme. Nejprve viak ukazeme,
Ze stejné jako v piipadé logiky druhého faddu lze predikat +1 vyjadfit pomoci formule
pouZivajici predikat <. Poznamenejme, Ze na rozdil od logiky druhého fddu neplati opacné
tvrzeni a logiky FO[<] a FO[+1] nejsou stejné silné. Avsak prostiedky potfebné k dikazu
tohoto tvrzeni budou vybudovany aZ v nasledujici kapitole.
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Véta 3.9. Necht S je abeceda. Jazyk L C ¥* je FO[+1, <]-definovatelny pravé tehdy, kdyz je FO[<]-
definovatelnyj.

Diikaz. Diikaz je analogicky s ditkazem Véty[2.2] O

Definice 3.10. Necht X je abeceda, ¢ formule logiky FO[<] takova, Ze =z € free(yp).
Bud' dile (w,J) interpretace formule . Nechf w = w;...w, € ¥*. Definujeme slova

wgz,ng,wgz,wgz € ¥* jako

def
b U)"zz = wi...Wy(z)-1s

o o, J def
WS, = wj(x)H oo Wiy,

def
L4 wgm = w1 ...wj(x),

b ’ng déf Wg(g) -« Wn-

Tedy napiiklad w?, je takovy prefix slova w, za kterym nasleduje pozice uréena hod-
notou x v interpretaci (w, J). Je zfejmé, Ze pro délku takto definovaného slova plati vztah
lwZ,| = J(x) — 1. Jak ukazuje nasledujici véta, ktera pochdzi z [Str94], 1ze ke kazdé formuli
¢ logiky FO[<] najit formuli ¢, s volnou proménnou z, ve které vSechny proménné for-
mule ¢ mohou oznacovat jen pozice pfed pozici uréenou hodnotou z. Toto tvrzeni nasledné
vyuzijeme k diikazu, Ze kazdy star-free jazyk je FO[<]-definovatelny.

Véta 3.11 (o relativizaci). Nechf X je abeceda a o formule logiky FO[<](3). Pro kaZdou proménnou
x prontho ¥adu spliiujici x & free(y) existuje formule ¢, € FO[<](X) s volnymi proménnymi
free(p<y) = free(p) U {z} takovd, Ze pro kazdou interpretaci (w, J ) formule o, plati

(0, T) E vz & (W, j|free(@)) je interpretace formule p a (wZ,, j\free(w)) E . (3.1)

Diikaz. Necht ¥ je abeceda, ukaZeme indukei vzhledem ke struktufe, Ze ke kazdé formuli
¢ € FO[<](X) a proménné z prvniho fadu splitujici = ¢ free(yp) existuje formule ¢, € FO[<
](2) s volnymi proménnymi free(p<,) = free(p) U {x} spliiujici podminku (3.1).

e Je-li ¢ = Qq(y), pak free(y) = {y}. UkdZeme, Ze hledana formule je
P<z = Qa(y) Ny <.

Necht (w,J) E Q.(y) ANy < =z, pak w[T (y)] = a a zérovenr J(y) < J(z). Tudiz
J(y) < |wg$], a proto je (ng, j|{y}) interpretace formule . Navic wggc (J(y)] =a,a

tudiZ plati také (ng, j‘{y}) = Qa(y).

Nechf naopak (w?Z,, j‘{y}) je interpretace formule ¢ a (wZ,, .7|{y}) E Qa(y). Tedy

jiste J(y) < lwl,| = J(x) —1 < J(z), a proto (w,J) = y < x. Navic w[T (y)] =
wZ,17(5)] = a,a tedy (w, ) = Qa(y). Celkovs tedy (w, ) = Quly) Ay < .
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

e Je-lip =y < z, pak free(p) = {y, z}. UkdZeme, Ze hledana formule je

Pz =yY< zNz<uwx.

Necht (w, J) E <z =y <zAz<z,pak J(y) < J(2) < J(z). Tudiz J(y) < J(z) <
lw,|,aprotoje (wZ,, j‘{y Z}) interpretace formule . Navic plati také (w7, J| w Z}) =
y < z.

Nechf naopak (wZ,, J | (v ]e interpretace formule ¢ a (wZ,, J ‘ (0.2} ) Ey <z Tedy
J(y) < J(z). Stejné jako v predchozmn piipadé se ukdze J(z) < J(x), a tudiz plati
(w, J) ):y<z/\z<x

e Je-lip =1 Ao, pak free(p) = free(¢p) U free(o). UkdZeme, Ze hledand formule je
Pz = Pz N Oy

Necht (w,J) E <z A o<z, pak z definice sémantiky plati (w, J ‘free( wq)) =
Pey a (w,j‘free(aq)) = 0<z. Z indukéniho pfedpokladu je dvojice (ng,j‘freew))
interpretace formule 1, dvojice (wZ,,J | free(a)) je interpretace formule o a plati

(wfx,j‘freew)) = 1Y a (ng,j|free(0)) = o. Protoze free(yp) = free(y)) U free(o), je
(wZ,, J ‘ free(y M)) interpretace formule ¢ = ¢ A 0. Z definice sémantiky plati také

(ng, j‘free(w/\a)) ': Y Ao

Nechf naopak (wZ,,J | free(@)) je interpretace formule ¢ = ¢ A o a plati
(ng,j]free(w)) = ¢ A o. Pak, protoZe free(p) = free(y) U free(o), je dvojice
(wZ,, T | free( w)) interpretace formule ¢ a dvojice (wZ,, J | free(a)) je interpretace formule
o. Navic z definice sémantiky plati (w7, j‘free(w)) = a (w,, j|free(0)) = o.Zin-

dukéniho pfepokladu pak dostaneme (w, j‘free(w<z)) E < a (w, J‘free(aq)) = 0<s.
Celkové tedy z definice sémantiky plati (w, J) = ¢z A 0<y.

* Je-li o = ), pak free(p) = free(r)). UkdZeme, Ze hledand formule je

<z = 7(Y<a) A /\ (y <x).

y€Efree(v))

Necht (w,J) E @<z Pak z definice sémantiky plati (w,J) F 1<, a pro kazdé
y € free() plati J(y) < J(x). Tedy (wZ,, j}free(w)) je interpretace formule 1. Z in-

dukéniho piedpokladu dostaneme, ze (wZ,,J | free( w)) neni interpretace formule
nebo (wZ,, J ‘free( w)) K- 4. Protoze uz vime, ze (wZ,, J | free 1/))) je interpretace formule
¥, plati (wZ,, J| freo w)) #~ 1. Tedy z definice sémantiky také plati (wZ,, J| free w)) =
—1p. A protoze free(p) = free(1)), je toto tvrzeni ekvivalentni s (w?,, J ‘free ) E .

Nechf naopak (wZ,, J | free(s ]e interpretace formule ¢ = — a plati (wZ,, J ‘ free(s ) =

—. Dvojice (w,, J ‘free ) ]e jisté také interpretaci formule 9. Z definice semantlky

plati (wZ,, j]free ) = . A tedy, protoze free(y) = free(v)), plati (wZ,, ‘7|free(w)) - 4.
Z indukéniho predokladu pak dostaneme (w, J) = ¢<4. Z definice sémantiky tudiz
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

plati (w,J) = .. Bud dale y € free(y) libovolné. Protoze (wZ,, j‘free(w)) je in-

terpretaci formule t, musi platit 7(y) < |[wZ,| < J(z). Celkové tedy dostdvame
(’IU, j) ): P<z-

* Je-li ¢ = Jy), pak free(p) = free(y) \ {y}. Ukdzeme, Ze hledana formule je
<z =Ty (Y<u Ny < ).

Necht (v, J) E ¢<z. Tedy |w| > 1 a existuje takové i € {1,...,|w|}, které spliiuje

(w, Ti/y]) F b<wa(w, Ji/y]) Fy < a Tudizplatii = J[i/y](y) < T[i/yl(x) = T (2).
Tedy z induk¢niho pfedpokladu dostaneme, Ze

(wﬂl/y] yJi/y] |free(w)>

je interpretace formule 1 a plati
Jli .
(w2, T10/9) eagy) b= ¥
Rozlisime dva pfipady.

— Pokud y & free(v), pak plati free(p) = free(yp) a J[i/y] ‘free W = j}free(w'
Tim padem plati (w? /¥, 7 | free(y)) = - TudiZ z definice sémantiky plati také
(w7 j‘free(w = Jyv. A z free(p) = free(v) a wl/Y = wZ, dostaneme, ze
(wZ,, J ] froe g0)) je interpretace formule ¢ a plati (w?,, J ‘free ) E Jy .

- Pokud naopak y € free(v)) a free(p) = free(y)) \ {y}, plati rovnost J[i/y] ‘free 0 =
(7| freo() )i/y] = (T free(p )[2/y]. Tim padem také plati

( J[l/y] (j‘free ) /y]) = 1)

A protoze w<£/y} =wZ,aic {1,...,|wZ,|}, dostaneme, Ze (wZ,, j|free(¢)) je

interpretace formule ¢ a plati (wZ,, J | free(s) ) = Jy .

Nyni ukédZeme opaénou implikaci. Tedy nechf naopak (wZ,, J | free(s) ) je interpretace

formule p a (w7, J| froe (w)) = . Opét rozlisime dva ptipady.

— Pokud y ¢ free(v)), plati z definice sémantiky |w?,| > 1 a (ng’j‘free(cp)> =
1. Pak, protoze plati free(¢) = free(e), dostaneme z indukéniho pfedpokladu
(w,J) = <y Tedy pokud zvolime J(y) = 1, plati J(y) < J(x), a proto plati
také (w, J) = Jy (V< Ny < @)

— Pokud naopak y € free(v)), pak |wZ,| > 1 a existuje takové i € {1,...,|wZ,|},
které spliiuje

(0o (et i/91) 0.
Opét pouZijeme rovnosti J[i/y] |free( n = 7 | e [1/Y] = (T ‘ free()[1/Y] 2
wgf/ vl = w?, a dostaneme

(wg:[vl/y s Ii/y] ‘free(w)> = .
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3. STAR-FREE JAZYKY A LOGIKA FOI[<]

Tento vztah davd smysl, protoze pokud i € {1,...,|wZ,|}, pak je
také (wZ! Ti/y] L Jli /y” free w)) interpretaci formule . TudiZ podle indukéniho
predpokladu plati (w, J[i/y]) = ¢<s. Navic plati

Ji/yl(y) =i < T (z) = T[i/y)(x).
Celkoveé tedy dostaneme pozadovany vztah (w, ) = Jy (Y<z Ay < ). O

Definice 3.12. Formuli ¢, z pfedchozi véty nazyvame relativizaci formule ¢. Analogicky
zavedeme relativizace ¢~;, <z a P>4.

Lemma 3.13. Necht 3 je libovolnd abeceda. Kazdy star-free jazyk L C %* je FO[<]-definovatelny.

Diikaz. Ukazeme indukci vzhledem ke struktufe star-free reguldrniho vyrazu popisujiciho
jazyk L, Ze existuje uzaviend formule ¢ € FO[<](X), kterd definuje jazyk L.

e Je-li L = L(a), pak L = {a} a tento jazyk definuje uzavfena formule ¢ = 3z (Qq(z) A
Yy (x = y)).

e Je-li L = (), pak tento jazyk definuje uzaviend formule ¢ = 3z =(z = z).

e Je-li L = L(r Us), pak L = L(r) U L(s). Z indukéniho pfedpokladu existuji takové
uzavfené formule ¢, 0 € FO[<](X), Ze L(v)) = L(r) a L(o) = L(s). Tedy jazyk L(r U s)
se da definovat uzavienou formuli ¢ = ¢ V 0.

e Je-li L = L(r - s), pak L = L(r) - L(s). Z indukéniho pfedpokladu existuji takové
uzaviené formule ¢,0 € FO[<]|(X), Zze L(¢) = L(r) a L(c) = L(s). UvaZme dva
piipady.

— Pokud ¢ ¢ L(s), zvolime ¢ = 3z (<5 Ao>,). UkdZeme, Ze pak L(p) = L(r) - L(s).
Nejprve ukdzeme inkluzi L(y) C L(r) - L(s). Bud tedy w € L(p) libovolné
slovo, tedy plati [w| > 1 a pro n&aké i € {1,...,|w|} plati (w,0[i/x]) E V<, a
(w,0[i/z]) | o> . ZVéty o relativizaci (3.11) pak vyplyva (wg[;/m],(b[i/x ‘free )) =
wa (Wl 0[i/2]| ) = 0 Protoze free(ys) = free(o) = 0, tak také (wﬂ[;/ﬂ, 0) =
Y a (w 2[;/5’*“, 0) E o. Tedy w7 e L) a w>[;/x] € L(s), a proto w = =
Wl e L(r) - L(s).

Nyni ukdzeme inkluzi L(¢) 2 L(r) - L(t). Bud tedy naopak w € L(r) - L(s) libo-
volné slovo, tudiz w = uv pro vhodnd slova u € L(r) a v € L(s). Vime, Ze plati

(u,0) E v a(v,0) = 0. Zvolme i = |u| + 1. Pak i < |w|, protoze v # e. Uvazme
0[1/&"}

interpretaci (w, 0[¢/z]) formuli ), a 0>,. Pro tuto interpretaci plati u = w2

a
v = w>[l/x} Tim padem také (wg[;/x, ) Eva (w@>[;/x] 0) k= o. Protoze free(w) =

free(c) = 0, tak jisté plati (w2, 0[i/];00(y) ¥ @ @/, 00i/2][ ) F o
Tedy opét z Véty o relativizaci vyplyva (w,0[i/z]) = <z a (w,0i/z]) E 0>4.
Celkové tedy plati (w, () = 3z (¢Y<z A 0>4), a proto w € L(yp).

- Pokud ¢ € L(s), 1ze jazyk L psatjako L = L(r) U (L(r) - (L(s) \ {€})). Protoze
jsme uz ukézali platnost tvrzeni pro sjednoceni a pro zfetézeni, ve kterém druhy
jazyk neobsahuje prazdné slovo, sta¢i najit formuli definujici jazyk L(s) \ {€}.
Bud z takova proménnd, pro kterou plati ¢ free(s). Potom jazyk L(s) \ {} je
definovatelny formuli 3z o.
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® Je-li L = L(co-r), pak L = ¥* \ L(r). Z indukéniho pfedpokladu existuje takova
uzavfena formule ¢ € FO[<|(X), Ze L(¢)) = L(r). Tedy jazyk ¥* \ L(r) se da definovat
uzavienou formuli ¢ = —). O

Stejné jako v pfipadé logiky druhého fddu dokdZeme i druhy smér této implikace, podle
kterého je kazdy FO[<]-definovatelny jazyk star-free. Postup bude analogicky jako v pfipadé
logiky druhého fddu — nejprve ukaZeme, Ze pro libovolnou formuli ¢ € FO[<](X) je jazyk
Enc(yp) star-free, a poté, Ze také jazyk {enc(w, J) | (w, J) = ¢} je star-free.

Lemma 3.14. Nechf ¥ je libovolnd abeceda a ¢ formule logiky FO[<]|(X). Pak jazyk Enc(yp) je
star-free.

Diikaz. V dtikazu Lemmatu jsme zdtivodnili rovnost
Enc(p) = (] (Z50) =135
x€&free(yp)
A tedy jazyk Enc(y) je star-free, protoZe se jedna o kone¢ny priinik star-free jazykda. O

Lemma 3.15. Nechf X je libovolnd abeceda a ¢ formule logiky FO[<](X). Pak jazyk {enc(w, J) |
(w,J) = ¢} je star-free.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme indukci vzhledem ke struktufe formule (.
° ]e_h Y= Qa($), pak

{enc(w, 7) | (0, J) E o} = (Z57°)" - (a, (1)) - (Z57°)"
* Je-lip =2 <y, pak

{enc(w,J) | (w,T) = ¢} = (zgzomzfo)*-zgﬂ-(E;jfong:o)*-zgzl-(zg:%zg:o)*.

* Je-li p = ¢, pak z indukéniho pfedpokladu je jazyk {enc(w,J) | (w,J) = 9} star-
free. Jazyk {enc(w, J) | (w,J) = ¢} je tedy také star-free, protoze plati

{enc(w, J) | (w, J) = ¢} = Enc(p) \ {enc(w, T) | (v, J) = 1}
a jazyk Enc(y) je star-free podle Lemmatu

e Je-li ¢ = 11 A 1pg, 0znalme free(p) = {z1,...,z,}. Pak z indukéniho pfedpokladu
jsou jazyky L1 = {enc(w,J) | (w,J) = 1} a Ly = {enc(w, J) | (w,T) |= 12} star-
free. Ozna¢me k = |free(¢1)| a | = |free(e)2)|. Stejné jako v pFipadé logiky druhého
fadu nemusi byt hledanym jazykem prinik téchto jazyki, protoZe formule v a )2 ne-
musi mit stejné volné proménné. Uvazme vSak homomorfismy fi: (2 x {0,1}")* —
(% x {0,1}%)* a fo: (2 x {0,1}")* — (2 x {0,1}")*, které odeberou hodnoty volnych

proménin’fch, které se v pfislusnych formulich nevyskytuji, definované v dikazu Lem-

2.11

matu ProtoZe homomorfismy fiaf jsou abecedni, z Véty dostaneme, Ze také
jazyk
~-1 ~-1
{enc(w,J) [ (w, T) et =fi (Li)Nf2 (L2)
je star-free.
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e Je-lip =3xypax & free(yp), pak z indukéniho pfedpokladu je jazyk L; = {enc(w, J) |
(w, J) = 1} star-free. Z definice sémantiky plati {enc(w, J) | (w,J) = ¢} = L1\ {¢},
a tedy jazyk {enc(w,J) | (w,J) = ¢} je také star-free, protoze jazyk {c} je star-free
(viz Ptiklad a tfida star-free jazykd je uzavfend na rozdjil.

° Je-li p = Jzyp ax € free(p), oznalme free(yp) = {z1,...,2,}. Pak z indukéniho
predpokladu je jazyk L, = {enc(w,J) | (w,J) = 1} star-free. Proto mtizeme pouZit
Vétua volbou A = %7=" a B = ¥7=" dostaneme, e jazyk Ly N (X5=°)*25=! (2570)*
lze psat ve tvaru

le(zm o)lezmo U K, Li,

kdem € Na Kj;, L; € SF(B), ¢; € Aprokazdé 1 < i < m. ProtoZe navic plati inkluze
L, C B*AB*, plati rovnost L = L1 N B*AB*, a tedy

U KiaiL,

1<i<m

Oznacme 1 < i < n takovy index, pro ktery x; = x. Pfipomenime znovu funkci f: ¥ x
{0,1}" — % x {0,1}"1, kterou jsme pouzili v diikazu Lemmatu definovanou pro
kazdéa € ¥ al € {0,1}" pfedpisem

f(a, 1)) = (a,(py (D), ..., pia (D), pia (D), - - (1))

v 2.

Tentokrat tuto funkci roz§ifime na homomorfismus f: (foo)* — (B x {0, 1} 1)
pfedpisem

~

fle)=¢,
Fbw) = f(b) - f(w) prokazdé b e £5 aw € (2570)".

ProtoZe tento homomorfismus je navic izomorfismus, jsou jazyky f F(K;) a f(L;) star-
free jazyky nad abecedou ¥ x {0,1}"~! pro kazdé 1 < i < m. A tedy jazyk

{enc(w, 7) | (,7) = o} = | FUK) - f(ai)- F(L)
1<i<m
je star-free. O

Dtisledek 3.16. Nechf X je libovolnd abeceda a L C * je FO[<]-definovatelny jazyk. Pak jazyk L
je star-free.

Diikaz. K dﬁkazu lze pouZit stejny argument jako v Diisledku protoZe definovany ho-
momorfismus f je jisté izomorfismus. O

Diisledek 3.17 (McNaughton). Nechf X je libovolnd abeceda. Pak jazyk L C X* je star-free pravé
tehdy, kdyz je FO|[<]-definovatelny.

Diikaz. P¥imy dasledek Lemmatu a pfedchoziho dusledku. O
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Kapitola 4

Ehrenfeuchtovy-Fraissého hry

V ptedchozi kapitole jsme popsali jazyky definovatelné logikou FO[+1]. Pfirozené se nabizi
otazka, jestli je tato tfida, obdobné jako v pfipadé logiky druhého fadu, shodna se tfidou ja-
zykt popsatelnych logikou FO[<]. Abychom mohli odpovédét na tuto otazku, pfedstavime
Ehrenfeuchtovy-Fraissého hry — nastroj teorie modelti, kterym lze dokazat nevyjadfitelnost
danych vlastnosti v logice prvniho fddu s danymi predikaty.

Ehrenfeuchtova-Fraissého hra je hrou dvou hraca. Dvé struktury povaZujeme za stejné,
pokud spliiuji pravé stejné formule dané logiky. Prvni hrac se snazi poukdzat na rozdil dvou
struktur. Naopak druhy hra¢ se snazi napodobovat jeho tahy tak, aby rozdily mezi obéma
strukturami zakryl, a tim ukazal, Ze obé struktury jsou vzhledem k dané logice stejné.

Motivaci mtZe byt napiiklad dokazat, Ze dana struktura spliuje formuli Vz ¢(z). Tento
tkol se dé chapat v kontextu teorie her — protivnik vybere libovolny prvek a této struktury a
nasim tkolem je ukazat, Ze plati formule ¢(a). Pokud formule neni splnitelna, protivnik ma
vitéznou strategii. Podobné v pfipadé formule 3z () jsme na tahu prvni a nasim tikolem je
najit takovy prvek a, pro ktery plati ¢(a). V pfipadé slozitéjsich formuli se tahy obou hraca
v tomto smyslu sttidaji.

Alternativni charakterizaci podminky, kterou dvé struktury musi spliovat, aby byly
ekvivalentni vzhledem k dané logice, popsal Roland Fraissé [Fra54]. Vyjadfeni této
podminky v podobé& hry dvou hrach pak pochédzi od Andrzeje Ehrenfeuchta [Ehr61]. Tento
néstroj zde nebudeme formulovat v plné obecnosti, ale s ohledem na logiku definovanou
v této praci. Tedy budeme pracovat jen s kone¢nymi a linedrné uspofddanymi strukturami
— kone¢nymi slovy. Nasledujici definice, mirné upravena pro nasi logiku nad slovy, pochézi
z [Imm99]]. Myslenky nékterych diikazti pak pochézi z [Str94].

4.1 Definice

Definice 4.1. Hra G,, nad logikou FO[R;, Ry, ..., R;|(X) s realizaci R je hrou dvou hraca,
kterou hraji hraci Spoiler a Duplicator s dvojici slov v a v nad danou abecedou X. Hra G,, se
hraje m tahti s m pary hratelnych kamenti. V kazdém tahu poloZi Spoiler jeden z hratelnych
kamenti na vybranou pozici v libovolném ze slov u a v. Duplicator pak poloZi odpovidajici
kdmen na vybranou pozici v druhém z téchto slov. Na zac¢atku hry mtZou byt navic na obou
slovech poloZeny fixni kameny. Vzdy vSak z kazdého paru fixnich kamenti neni umistén ani
jeden, nebo je na kazdém slové jeden.

Ozna¢me 7 mnoZinu fixnich kamenti. Pozici po r-tém tahu je moZzné vyjadiit jako dvé
parcidlni funkce a,: 7 U {z1,...,zn} = {1,...,ju|} a Br: TU{z1,..., 20} — {1,...,|v|}.
Takovou dvojici funkci (o, 8,) nazveme m-konfiguraci, pokud maji shodné defini¢ni obory,
tedy dom(a,) = dom(f,).

Pokud se hra nachézi v m-konfiguraci (o, 5,) a plati o, (z;) = 1, B,(x;) = I/, znamena4 to,
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Ze po r-tém tahu se jeden z kament z; nachazi na I-té pozici slova v a druhy z kament z;
se nachdazi na I’-té pozici slova v. Pokud funkce «, a (3, nejsou pro argument x; definovény,
znamena to, Ze kameny z; jesté nebyly umistény na Zadné ze slov.

Zavedeme notaci G, (u, ap,v, fp) pro inicidlni konfiguraci hry s m kameny a slovy w,
v. V této konfiguraci plati dom(ag) = dom(f5y) = 7, a tedy zddny z hratelnych kament
jesté neni umistén na Zddném slové. V r-tém tahti vezme Spoiler zatim neumistény hratelny
kdmen z, a umisti ho na vybranou pozici [ v libovolném ze slov. Duplicator pak vezme
odpovidajici druhy kdmen z, a umisti ho na vybranou pozici I’ ve druhém ze slov. Po-
kud Spoiler umistil kdmen na prvni slovo, m-konfigurace po r-tém tahu bude (., 3,) =
(ap_1[l/2y], Br=a[l'/y]). V opainém piFipadé, pokud Spoiler umistil kimen na druhé slovo,
bude m-konfigurace po r-tém tahu (o, 8,) = (ar—1[l'/21], Br—1[l/zr]).

Po kazdém tahu ur¢uje m-konfigurace relaci S0, ! C {1,..., |ul} x {1,...,|v|}, ve které
jsou pozice ve slovech u a v, na kterych jsou umistény odpovidajici si kameny. Rekneme, Ze
Duplicator vyhral r-ty tah hry, pravé tehdy, kdyz pro kazdy kamen y € 7U {z1,..., 2.} plati

ular(y)] = v[Br(y)] (4.1)

a pro kazdy j-arni relaéni symbol R; a kazdou j-tici kamenti (y1, ..., y;) € (TU{x1,...,2,})’
plati

(ar(yl)v ) ar(yj)) € R(Rz) = (Br(y1)7 ) Br(y])) € R(Rz) (4'2)

Intuitivné — Duplicator vyhrédl r-ty tah hry, pokud se mu na kazdy z r kamenti
poloZenych Spoilerem podaftilo najit ve druhém slové takovou pozici, aby pozice uréené ka-
meny v jednom slové spliiovaly pravé ty stejné atomické formule, jako spliiuji pozice uréené
odpovidajicimi kameny ve slové druhém.

Kone¢né fekneme, Ze Duplicator vyhral celou hru, pokud vyhral kazdy tah této hry.

Definice 4.2. Pro libovolnou abecedu ¥ a logiku FOI[R;, Ry, ..., R;](¥) definujeme pro
kazdé m € N binarni relaci ~,.

Pro slova u,v € ¥*, mnozinu fixnich kamenu 7 a funkce ag: 7 — {1,...,|u|},Bo: 7 —
{1,...,|v|} klademe (u, ag) ~m (v, o) pravé tehdy, kdyz ma Duplicator vitéznou strategii
pro m-tahovou hru nad odpovidajici logikou za¢inajici v konfiguraci G, (u, ag, v, fo).

Ptiklad 4.3. Ukadzeme piiklady Ehrenfeuchtovych-Fraisseho her pro rtizné logiky. Zvolme
abecedu ¥ = {a, b}.

1. Uvazme logiku FO[|(X). Pak plati (ab, 0) 71 (aa, 0).
Vitéznd strategie pro Spoilera je poloZit v prvnim tahu hry kdimen na pozici pismena b
ve slové ab. Pak Duplicator zfejmé nema odpovidajici tah, protoZe ve slové aa neexis-
tuje Zadnd pozice i, pro kterou by platilo aali] = b.

2. Uvazme opét logiku FO[](X). Pak plati (babb, ) ~y, (baaa, () pro kazdé m € N.

Bud m € N libovolné pfirozené &islo. Pak vitéznd strategie v m-tahové hfe pro Du-
plicatora je po kazdém tahu Spoilera na pozici i v libovolném slové v € {babb, baaa}
odpovédét tahem na takovou pozici j ve druhém slové, na které je pismeno u[i]. Pak
je podminka po kazdém Duplicatorové tahu zfejmeé splnéna, a proto po m tazich
Duplicator zvitézi.

3. Nyni uvaZzme stejna slova jako v pfedchozim pfipadé, ale tentokrat budeme hrat hru
nad logikou FO[=|(X). Pak plati (babb, 0) ~; (baaa, (), ale (babb, D) %2 (baaa, D).
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Vitéznd strategie v jednotahové hfe je pro Duplicatora stejnd jako v pfedchozim
piipadé, tedy poloZzit kimen z; na pozici se stejnym pismenem, na které poloZil sviij
kdamen z; Spoiler. Pak je jisté splnéna podminka (4.I). Podminka (4.2) je spInéna také,
protoZe jedind mozna dvojice kamenti je (x1, 1) a pro tu jisté plati oy (z1) = o (z1) &
Br(z1) = Pr(z1).

Vitéznd strategie v dvoutahové hie pro Spoilera je v prvnim tahu polozit kamen
z1 na jedno z pismen a ve slové baaa. A nezavisle na Duplicatorové odpovédi ve
druhém tahu polozit kimen z2 na odlisné pismeno a ve slové baaa. Pak Duplicator
nema odpovéd, pro kterou by platilo babbaz(z1)] = baaalBa(x1)] = a, babblas(z2)] =
baaalBa(x2)] = a a fa(x1) # Pa2(x2), protoze ve slové babb nejsou dvé rtizné pozice, na
kterych je pismeno a.

. Uvazme opét logiku FO[=](X). Pak (baab, §) ~y, (abab, ) pro libovolné m € N.

Bud m € N libovolné pfirozené &islo. Pak vitézna strategie v m-tahové hte pro Du-
plicatora je po kazdém tahu Spoilera na pozici ¢ v libovolném slové u € {baab, abab}
odpovédét tahem na takovou pozici j ve druhém slové, na které je pismeno u[i]. Tim
zarudi platnost podminky ([#.I). Navic musi Duplicator tuto pozici zvolit tak, Ze pokud
jiz na pozici 7 je néjaky kdmen, vybere ve druhém slové takovou pozici, na které se
v ném nachdzi odpovidajici kdmen. A naopak pokud na pozici ¢ zatim zadny kdmen
neni, musi Duplicator zvolit takovou pozici v druhém slové, na které také zatim Zadny
kamen neni. To je vzdy mozZné, protoZe slova baab a abab obsahuji pravé stejny pocet
v8ech pismen. Tim zarudi také platnost podminky (4.2).

. Nyni uvaZzme opét slova baab a abab, ale tentokrat budeme hrat hru nad logikou FO[<
|(X). Pak plati (baab, 0) ~1 (abab, D), ale (baab, D) o (abab, D).

Vitéznd strategie v jednotahové hfe je pro Duplicatora stejnd jako v pfedchozim
piipadé. Po prvnim tahu je jisté splnéna podminka (.1I), protoze Duplicator polozil
kdmen na stejné pismeno. Podminka je splnéna také, protoZe jedina mozna dvo-
jice kament je (x1, z1) a pro tu jisté plati a1 (x1) < o (z1) & Bi(z1) < fi(z1).

Vitézna strategie v dvoutahové hie pro Spoilera je v prvnim tahu polozit kimen z; na
prvni pismeno ve slové baab. Duplicator musi jako odpovéd polozit kdmen na né&jaké
pismeno b ve slové abab. V druhém tahu Spoiler polozi kdmen x5 na prvni pismeno
ve slové abab. Pak Duplicator nemé odpoveéd. Ve slové baab totiz neexistuje zadna
pozice, kam by Duplicator polozil kdmen z5 a poté by platilo 1 = aa(x1) > ag(z2).
Tato podminka vyplyva z toho, Ze musi platit $2(x1) > 1, protoZe na prvni pozici
slova abab neni pismeno b, a f2(z2) = 1, a tedy Sa(z1) > Ba(z2).

Nézorné vypada situace pfed druhym tahem Duplicatora takto. Podle volby Duplica-

tora v prvnim tahu nastane bud

baab abab,
T Toxy

nebo

baabd ababd.
1 2 1

V ani jednom pt¥ipadé nemd Duplicator odpovéd, kterd by zarucila stejné potadi ka-
menu x1 a 2 v obou slovech.
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Véta 4.4. Pro libovolnou abecedu ¥, logiku FO[R1, Ra, ..., Rg|(X) a m € N je relace ~, ekviva-
lence.

Diikaz. Relace ~, je zfejmé reflexivni. Vitéznou strategii Duplicatora je pokladat kameny
na stejné pozice jako Spoiler, ale ve druhém slové. Relace ~, je také zfejmé symetricka. Po-
kud mé Duplicator vitéznou strategii pro hru zac¢inajici v konfiguraci G, (u, ag, v, Bp), mize
vyhrat aplné stejnymi tahy hru G,, (v, o, u, o).

Zbyva ukézat tranzitivitu. Bud'te u,v,w € ¥* libovolna slova nad abecedou ¥, 7 li-
bovolnd mnozina fixnich kamenti a ag: 7 — {1,...,|u|}, Bo: 7 — {1,...,|v|]} ayo: T —
{1,...,|wl|} libovolna zobrazeni. Ukdzeme, Zze pokud plati (u,ap) ~m (v,0B0) a zdroven
(v, Bo) ~m (w,70), pak také musi platit (u, ag) ~pm, (w,70).

Predpokladejme tedy, Ze Duplicator md vitéznou strategii pro m-tahové hry zacinajici
v konfiguracich G, (u, oo, v, Bo) a Gm (v, Bo, w,v0), a definujeme Duplicatorovu strategii pro
m-tahovou hru zac¢inajici v konfiguraci G,,, (v, ag, w, 70). Intuitivné, Duplicator bude zarover
hrat obé hry G,,(u, ag,v, fo) a Gm (v, Bo, w, 7o) tak, aby v obou téchto hrach byly na slové
v poloZené stejné kameny a na stejnych pozicich. Tahy Spoilera v jedné z téchto her bude
Duplicator simulovat pomoci své vitézné strategie ve druhé hte.

UvaZme tedy pro libovolné 0 < r < m situaci po r-tém kole m-tahové hry zacinajici
v konfiguraci G, (u, ag, w, o). Tedy je odehrdno také r kol ve hte zacinajici v konfiguraci
Gm(u, ap, v, Bp) a r kol ve hie zatinajici v konfiguraci G, (v, 8o, w, ), a navic ve slové v
jsou v obou téchto hrach poloZeny kameny na stejnych pozicich. Pfedpoklddejme, Ze Spoiler
v tahu r 4 1 polozil kdmen x,1 na pozici [ ve slové u. PoloZil-li Spoiler kdmen z, 1 na slovo
w, je argumentace analogicka.

Duplicator v tahu r + 1 pouZije svoji strategii ve hfe zacinajici v konfiguraci
Gm(u, g, v, Bo), aby ziskal odpovidajici pozici I’ ve slové v. Poté ve hie zatinajici v konfigu-
raci G, (v, Bo, w,Y0) poloZi Spoilertiv kdmen na pozici I’ ve slové v a pouzije svoji vitéznou
strategii v této hie, aby ziskal odpovidajici pozici I” ve slové w. Duplicatorova strategie pak
je odpovédét v tahu r + 1 hry zacinajici v konfiguraci G, (u, ag, w, 7o) polozenim kamene
zy4+1 Na pozici I” ve slové w. Po tomto tahu jsou opét na slové v v obou hrach polozeny
kameny na stejnych pozicich.

Tato Duplicatorova strategie je vitéznd. Po kazdém tahu m-tahové hry zacinajici v kon-
figuraci G, (u, g, w, o) jsou podminky a splnéné, protoze jsou splnéné v obou
hrach a ve slové u jsou v obou hrach poloZené kameny na stejnych pozicich. O

4.2 Souvislost s logikou prvniho fadu

Definice 4.5. Pro libovolnou logiku FO[R;, Ry, . .., R;](X) definujeme induktivné vzhledem
ke struktufe formule ¢ € FO[Ry, Rs, ..., Ri|(X) jeji kvantifikdtorovou sloZitost c(¢) € N.

* Je-li ¢ = Qa(x), pak c(p) = 0.

* Je-li p = Ri(x1,22,...,2j), pakc(p) = 0.

* Je-lip = =gy, pak c(p) = c(p1).

* Je-lip =1 A gy, pak ¢(p) = max(c(e1), ¢(p2))-

o Je-lip = 3w ¢y, pak c(p) = c(p1) + 1.
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ProtoZe se v dalsim textu budeme potfebovat souhrné vyjadiovat o interpretacich libo-
volné formule z logiky FO[Ry, Ra, . . ., Ri](X), zavedeme oznaceni interpretace proménnych,
které ndm takové vyjadfovani usnadni.

Definice 4.6. Pro libovolnou abecedu ¥ nazveme interpretaci proménnych dvojici (w,J),
kdew e ¥*aJ:V — {1,...,|w|} pronéakou konetnou podmnozinu proménnych prvniho
raduV - Xl.

Definice 4.7. Pro libovolnou abecedu 3, logiku FO[R1, R, ..., Ri](X), jeji realizaci R a
prirozené ¢islo m € N definujeme binérni relaci =,,, na interpretacich proménnych. Pro in-
terpretace proménnych (u, 7,), (v, J,) klademe (u, J,,) = (v, Jy) praveé tehdy, kdyz kazda
formule ¢ kvantifikatorové slozitosti nejvyse m splituje obé nésledujici podminky.

1. Dvojice (u, J,,) je interpretace formule ¢ praveé tehdy, kdyz dvojice (v, J,) je interpre-
tace formule ¢ — tedy, kdyZ zobrazeni 7, a J, maji stejny defini¢ni obor.

2. Pokud jsou obé dvojice (u, J,) a (v, J,) interpretacemi formule ¢, vztah (u, J,,) E® ¢

plati pravé tehdy, kdyZ plati vztah (v, 7,) EX .

Relace =,, je zfejmé ekvivalence. Nasim cilem bude ukazat, Ze relace ~,, a =,, jsou
totozné. V diikazu tohoto tvrzeni budeme potiebovat fakt, Ze pro libovolnou logiku a
kone¢nou podmnoZinu proménnych prvniho fadu ¥V C &) existuje jen kone¢né mnoho lo-
gicky neekvivalentnich formuli této logiky s kvantifikdtorovou sloZitosti ¢, které obsahuji
jen proménné z V. Tento fakt nyni dokdZeme spolu s jednim pomocnym lemmatem, které
v ditkazu poZadovaného tvrzeni pouZijeme jako bazi indukce.

Lemma 4.8. Pro libovolnou logiku FO[R1, Ra, ..., Ri](X) a libovolnou konecnou podmmnoZinu
proménnych proniho ¥adu V C X existuje jen konecné mnoho logicky neekvivalentnich formuli
kvantifikdtorové sloZitosti 0, které obsahuji pouze proménné z V.

Diikaz. Vidélijsme, Ze pfiddnim operace disjunkce do logiky FO se nezmént jeji popisnd sila,
protoZe ji 1ze vyjadfit pomoci konjunkce a negace. Po pfiddni disjunkce jako nové operace
1ze kazdou formuli kvantifikdtorové sloZitosti 0 pfevést do disjunktivni normdlni formy a
diky idempotenci a komutativité obou operaci odstranit opakované vyskyty podformuli.
Tudiz kazda formule kvantifikatorové slozitosti 0 je ekvivalentni s formuli, ktera se sklada
z disjunkci, ve kterych je kazdy disjunkt konjunkci literald.

Atomickych formuli, které obsahujf jen proménné z V, je v logice FO[R1, Ry, . .., Ri](%)
jisté kone¢ny pocet — jedna formule Qq(x) pro kazdé a € ¥ a z € V a jedna formule pro
kazdy j-arni predikatovy symbol R; a j-tici proménnych z V7. Ozna&me tento pocet jako m.
Pak literald je 2m. Jejich konjunkci, ve kterych se neopakuiji konjunkty, je 2*™ — 1. A kone¢né
disjunkci takovychto konjunkci, ve kterych se neopakuji disjunkty, je tedy 92" =1 _ 1, O

Lemma 4.9. Pro libovolnou logiku FO[R1, Ry, ..., Ri](X) a libovolnou konecnou podmmnoZinu
proménnych proniho ¥ddu V C X existuje jen konecné mnoho logicky neekvivalentnich formuli
kvantifikdtorové sloZitosti c, které obsahuji pouze proménné z V.

Diikaz. Indukci dokdZeme, ze pro kazdé ¢ € N je jen konecné mnoho logicky neekviva-
lentnich formuli formuli, které maji kvantifikdtorovou sloZitost c.

¢ Je-li ¢ = 0, sta¢i pouzit pfedchozi lemma.
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* Je-li ¢ > 0, pak lze kazdou takovou formuli pfepsat jako disjunkci konjunkci for-
muli ve tvaru 3z ¢1, =3z p1 nebo ¢, kde c(p1) < c. Z indukéniho pfedpokladu je
takovych logicky neekvivalentnich formuli ¢; kone¢ny pocet. Ozna¢me ho jako p.
Protoze vime, Ze x € V, je logicky neekvivalentnich formuli ve tvaru 3z ¢, =3z ¢y
nebo ¢; nejvyse 3p|V|. Proto logicky neekvivalentnich konjunkci takovychto formuli je
nejvyse 2371V — 1. A proto je logicky neekvivalentnich disjunkci takovychto konjunkci
nejvyse 2271-1 _ 1, 0

Véta 4.10. Pro libovolnou abecedu %, logiku FO[R1, Ra, ..., Rg](X), interpretace proménnich
(u, Ju), (v, Ty) a prirozené ¢islo m € N jsou ndsledujici dvé tvrzent ekvivalentni.

1. (u, Ju) ~m (v, To)
2' (U,ju) =m (Uvjv)
Diikaz. Implikaci (1) = (2) dokdZeme indukci vzhledem k m.

e Je-li m = 0, pak pfedpokladame (u,J,) ~o (v, J»). Chceme ukdzat, Ze plati vzah
(u, Ju) =0 (v, Jp) — tedy, Ze pro kazdou formuli ¢ kvantifikatorové slozitosti 0 je dvo-
jice (u, Jy,) interpretace formule ¢ praveé tehdy, kdyz dvojice (v, J,) je interpretace for-
mule ¢, a kdyZjsou obé tyto dvojice interpretacemi formule ¢, pak Ze vztah (u, J,,) = ¢
plati pravé tehdy, kdyz plati vztah (v, J,) = ¢.

Z ptedpokladu (u, J,) ~o (v,Jy) vyplyvd, Ze Duplicator ma vitéznou strategii pro
hru za¢inajici v konfiguraci Go(u, Jy, v, Jp). Z definice Ehrenfeuchtovy-Fraisseho hry
plati, ze funkce J, a J, maji stejny defini¢ni obor, a tudiZ jsou obé dvojice (u, Jy,),
(v, Jp) interpretacemi formule ¢, nebo neni interpretace formule ¢ Zaddnd z nich. Navic
z podminek a z téZe definice vyplyva, Ze jsou-li interpretacemi libovolné ato-
mické formule obé z dvojic (u, Ju), (v, J»), pak obé tuto formuli spliiuji, nebo ji obé
nespliiuji. Tim padem také obé splnuji formuli ¢, nebo ji obé nesplrnuji, protoze for-
mule kvantifikdtorové sloZzitosti 0 jsou pravé formule vzniklé konjunkcemi a negacemi
z atomickych formuli.

e Je-li m > 0, pak pfedpokladame (u,J,) ~m (v,Jy). Z definice Ehrenfeuchtovy-
Fraisseho hry tedy opét plati, Ze funkce 7, a J,, maji stejny defini¢ni obor, a tudiZ jsou
interpretacemi libovolné formule obé dvojice (u, J,), (v, J,), nebo neni interpretace
z&dna z nich. Pfedpoklddejme déle pro diikaz sporem, Ze existuje takova formule ¢
kvantifikdtorové slozitosti m, kterd od sebe odlisuje jejich interpretace (u, J,) a (v, J»),
a tedy plati (u, J,) = ¢ a (v, Jv) ¥~ ¢, nebo (u, J,) = ¢ a (v,Jy) = ¢. Pokud by byla
takovéa formule ve tvaru ¢ = 91 A 1o, plati tato podminka pro jednu z formuli 91, 5.
Podobné¢, pokud by byla takova formule ve tvaru ¢ = —4, plati tato podminka pro
formuli ;. Bez Gjmy na obecnosti tedy miizeme predpoklddat, Ze takova formule je
ve tvaru ¢ = dz .

Bez Gijmy na obecnosti dale pfedpoklddejme, Ze nastala situace, ve které (u, J,) = ¢ a
(v, Jy) = . Protoze ¢ = Jx 1), plati |u| > 1 a existuje takové i € {1,...,|u|}, pro které
(u, Juli/z]) = 1. Uvazme hru zaéinajici v konfiguraci G, (u, Jy, v, Jy), ve které Spoiler
polozi v prvnim tahu kdmen na pozici i. Protoze predpokladame (u, J,) ~m (v, Tv),
ma Duplicator vitéznou strategii pro m-tahovou hru zac¢inajici timto tahem. Ozna¢me j
pozici ve slové v, na kterou Duplicator poloZzi odpovidajici kdmen. KdyzZ pfidame novy
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fixni kdmen z, ktery reprezentuje stav po prvnim tahu, a prvni tah vynechdme, dosta-
neme (m—1)-tahovou hru zaéinajici v konfiguraci G,,—1 (u, Ju,[i/z], v, Ju[j/z]). Pro tuto
hru ma jisté Duplicator téz vitéznou strategii. Tedy plati (u, Jy[i/x]) ~m—1 (v, Tu[j/2]).
Z indukéniho pfedpokladu dostavame vztah (u, Jyli/x]) =m—1 (v, Ju[j/z]). Protoze
formule 1) md kvantifikdtorovou slozitost m — 1, musi platit (u, 7,[i/z]) | ¢ pravé
tehdy, kdyz plati (v, 7,[j/z]) = ¥. A tudiz, protoZze ¢ = 3z, plati (v, J,) = ¢, coZje
spor.

Platnost opa¢né implikace (2) = (1) dokdZeme téZ indukci vzhledem k m.

* Je-li m = 0, pak pfedpokladdme (u,J,) =0 (v,Jy). Tedy funkce J, a J, maji
stejny defini¢ni obor, protoze pro kazdou formuli jsou jejimi interpretacemi obé dvo-
jice (u, Ju), (v, Jy), nebo ani jedna. Tudiz (., J,) je skute¢né 0-konfigurace 0-tahové
Ehrenfeuchtovy-Fraisseho hry. Navic dvojice (u, J.), (v, J,) spliiuji pravé stejné for-
mule kvantifikdtorové sloZitosti 0, jejichZ jsou obé interpretacemi. Mezi takové formule
patfi zejména atomické formule. TudiZ podminky a jsou splnény, a proto ma
Duplicator vitéznou strategii v 0-tahové hte.

e Jeli m > 0, pak pfedpokldddme (u,J,) =m (v,Jy). Pro dtkaz sporem
pfedpokladejme, Ze Spoiler ma vitéznou strategii pro m-tahovou hru za¢inajici v konfi-
guraci G, (u, Ty, v, Jp), a tedy (u, Jy) #m (v, J»). Bud prvni tah Spoilera v této strategii
poloZeni kamene z1 na pozici i ve slové u. Libovolnd odpovéd Duplicatora musi byt
poloZeni druhého kamene 1 na pozici j ve slové v. Pokud je Spoilertiv tah ve slové v,
situace je symetricka.

Opét mtzeme ze stavu po prvnim tahu odvodit (m — 1)-tahovou hru zacinajici
v konfiguraci G,,—1(u, Juli/x1],v, Tp[j/x1]). TudiZz Spoiler ma také vitéznou strate-
gii pro (m — 1)-tahovou hru, a tedy (u, Ju[i/z1]) #m-1 (v, To[j/x1]). Z indukéniho
ptedpokladu pak vyplyva (u, Juli/x1]) #m-1 (v, J[j/x1]). Podle Lemmatu 4.9 je lo-
gicky neekvivalentnich formuli kvantifikdtorové sloZitosti nejvyse m — 1, jejichZ jsou
obé dvojice (u, Jyu[i/x1]) a (v, Tp[j/x1]) interpretace, jen kone¢né mnoho. Ozna¢me
tedy jako A mnoZzinu vSech takovych formuli. UvaZzme formuli ) definovanou jako

b= A e

peA
(w,Juli/z1]) e

Pakjisté plati (u, Jy[i/x1]) = a (v, Tu[j/z1]) & . Tedy z definice sémantiky také plati
(u, Ju) E Fz11. Protoze jsme jako j uvazovali libovolnou Duplicatorovu odpoved,
plati také (v, J,) = 3x1 9. Ale to je spor s piedpokladem (u, J.,) =m (v, Jy), protoze
formule 3z v ma kvantifikdtorovou sloZitost m. O

Ptiklad 4.11. UkaZeme, co znamenaji vysledky pfedvedené v P¥ikladu[4.3)v kontextu pravé
dokdzané véty. Opét uvazujme abecedu ¥ = {a, b}.

1. Uk4zali jsme, Ze pro logiku FO[|(X) plati (ab,0) 1 (aa,0), a tudiz musi existovat
formule ¢ € FO[J(X) kvantifikatorové sloZitosti 1 takova, Ze ab = ¢ a aa - ¢. Takovou
formuli je

» = Jx Qp(x).

35



4. EHRENFEUCHTOVY-FRATSSEHO HRY

. Ukazali jsme, ze pro logiku FO[|(X) plati (babb, 0) ~y, (baaa,() pro libovolné m € N.
Tudiz pro kaZdou uzavfenou formuli ¢ € FO[|(X) plati babb |= ¢ < baaa = ¢. Z toho
vyplyva, Ze kazdy FO[]-definovatelny jazyk obsahujici slovo babb musi obsahovat také
slovo baaa a naopak.

. Ukézalijsme, Ze pro logiku FO[=](X) plati (babb, 0) ~1 (baaa, ) a (babb, B) %2 (baaa, D).
Tudiz slova babb a baaa od sebe nejsou rozlisitelna Zadnou uzavienou formuli logiky
FO[=](X) kvantifikdtorové sloZitosti 1, ale jsou rozlisitelna néjakou uzavienou formuli
¢ € FO[=](X2) kvantifikdtorové slozitosti 2. Takovou formuli je

= 33y (Qa(2) A Quly) A —(z = y)).

. Ukadzali jsme, ze pro logiku FO[=](X) plati (baab, ) ~, (abab, ) pro libovolné m € N.
Tudiz pro kazdou uzavfenou formuli ¢ € FO[=](X) plati baab |= ¢ < abab = ¢. Z toho
vyplyvd, ze kazdy FO[=]-definovatelny jazyk obsahujici slovo baab musi obsahovat
také slovo abab a naopak.

. Ukézalijsme, Ze pro logiku FO[<](X) plati (baab, 0) ~1 (abab, 0) a (baab, ) o (abab, D).
Tudiz slova baab a abab od sebe nejsou rozlisitelna Zadnou uzavienou formuli logiky
FO[<](X) kvantifikdtorové sloZitosti 1, ale jsou rozlisitelna néjakou uzavienou formuli
¢ € FO[<](X) kvantifikdtorové slozitosti 2. Takovou formuli je

o =32 (Qp(z) ANVY (Quly) = = < y).

4.3 Pouziti na logiku FO[<]

Nyni ukaZeme, jak lze pravé dokdzany vysledek o souvislosti Ehrenfeuchtovych-Fraisseho
her s logikou prvniho fadu pouzit k diikazu toho, Ze existuji jazyky, které jsou MSO[<]-
definovatelné, ale nejsou FO[<]-definovatelné.

Lemma 4.12. Pro abecedu ¥ = {a}, logiku FO[<](X) a libovolné ptirozené ¢islo m € N plati
(a®,0) ~p, (aFT1,0) pro kazdé k > 2™.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme indukci vzhledem k m.

o Je-lim = 0, pak jisté plati (a*,0) ~o (a**1,0), protoze (0, ) je vitézna 0-konfigurace
pro hréace Duplicator.

* Je-li m > 0, pak predpokladame (a*,0) ~,,—1 (a**1, 0). UkdZeme, Ze Duplicator ma
k k+1

vitéznou strategii i pro m-tahovou hru. Ozna¢me u = a*av =a
— Jestlize Spoiler v prvnim tahu polozi kdmen na pozici i < 2™~! v libovolném
slové, pak Duplicator odpovi poloZenim odpovidajictho kamene na i-tou pozici
ve druhém slové.

Tim se obé slova rozpadnou na dvé ¢asti, které 1ze znazornit jako

u=a'-a""

v=da- ak:—z—l—l.
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Strategii pro kazdou z obou &ésti 1ze fesit zvlast, protoZe stifdanim &asti Spoiler
nemiize ziskat Zddnou vyhodu — pro kdmen z; z levé ¢asti a kdimen z, z pravé
¢asti bude v kazdém tahu r vzdy platit o (z1) < a,(22) a zarovenl 5(z1) < S(z2).
Pokud Spoiler poloZi nasledujici kdmen na pozici j < i v libovolném slové, Dupli-
cator odpovi poloZenim odpovidajictho kamene na j-tou pozici ve druhém slové.
Touto strategii Duplicator jisté zvitézi, protoZe levé ¢asti obou slov maji stejnou
délku.
Zbyva urcit Duplicatorovu strategii pro pripad, ve kterém Spoiler poloZzi kdimen
na pozici j > 4 v libovolném slové. Z indukéniho predpokladu vyplyva
(@', 0) ~m_1 (aF+1,0) pro kazdé k' > 2™~ 1. Protoze k > 2™ ai < 2™, jisté plati
k—i > 2m"1 Celkové tedy plati (a*~%,0)) ~,,—1 (a*~+1 ), a proto ma Duplicator
vitéznou strategii pro (m — 1)-tahovou hru nad slovy a*~% a a*~#*!. Pokud Spoiler
tedy umisti kdmen na pozici j > i, sta¢i Duplicatorovi pouZit tuto strategii.

— Jestlize Spoiler v prvnim tahu polozi kdmen na pozici i > 2™, je postup Dupli-
catora analogicky. O

Véta 4.13. Jazyk L = {aa}* nad abecedou ¥ = {a} neni FO[<]-definovatelny.

Diikaz. Pfedpokladejme pro dhkaz sporem opak - tedy, Ze existuje uzaviend formule
¢ € FO[<|(X) takovd, ze L(p) = L. Oznatme m = c(y) jeji kvantifikdtorovou slozitost.
Z ptedchoziho lemmatu vyplyva (a®", 0) ~, (a®"*1,0). Pak ale diky Véte[t.10/plati a®" |= ¢
praveé tehdy, kdyz plati a®" ! = ¢, coZ je spor. O

Dusledek 4.14. Jazyk L = {aa}* nad abecedou ¥ = {a} nent star-free.
Diikaz. Pi¥imy duasledek pfedchozi véty a Lemmatu O

Disledek 4.15. Trida FO[<|-definovatelnych jazykii je vlastni podt¥idou tridy MSO[<]-
definovatelnijch jazyki.

Diikaz. Piimy disledek pfedchozi véty, Véty[2.4|a faktu, Ze jazyk L = {aa}* je reguldrni. [
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Kapitola 5

Lokalné prahové testovatelné jazyky a logika FO[+1]

Stejné, jako jsme v Kapitole 3| ukdzali, Ze tfida FO[<]-definovatelnych jazykt 1ze charakteri-
zovat i bez pomoci logiky, ukdzeme v této kapitole alternativni charakterizaci tfidy FO[+1]-
definovatelnych jazyka. Cilem této kapitoly je ukazat, Ze tfida FO[+1]-definovatelnych ja-
zykt odpovida piesné tfidé lokdIné prahové testovatelnych jazykii.

Lokalné prahové testovatelné jazyky jsou zobecnénim konceptu lokdlné testovatelného
jazyka, ktery nezéavisle na sobé zavedli McNaughton a Papert v [MP71] a Brzozowski a Si-
mon v [BS73]. Lokalné testovatelné jazyky jsou takové jazyky, pro které existuje takova kon-
stanta k, Ze piislusnost slova w do jazyka lze urcit jen podle toho, jaka neprdzdnd podslova
délky nejvyse k slovo w obsahuje. Pro takové jazyky existuje algoritmus pro rozhodovéni
prislusnosti do jazyka, ktery cte slovo zleva doprava pomoci ¢tectho okna délky k a uklada
si, na kterd neprazdna podslova narazil.

Vétsina definic a diikaz je pfevzatd z [Str94], upravend pro notaci pouZitou v této praci
a v ptipadé potfeby rozsifena.

5.1 Lokélné prahové testovatelné jazyky

Lokalné prahové testovatelné jazyky jako zobecnéni pojmu lokdIné testovatelného jazyka
zavedli Beauquier a Pin v [BP89]]. Lokalné prahoveé testovatelné jazyky jsou takové jazyky,
pro které existuji takové konstanty k a r, Ze pfislusnost slova w do jazyka lze ur¢it jen podle
toho, kolik riznych vyskyth neprazdnych podslov délky nejvyse k slovo w obsahuje. Pfitom
pocet téchto podslov pocitdme nejvyse do r. Ziejmé kazdy lokalné testovatelny jazyk je také
lokalné prahové testovatelny pro r = 1.

Definice 5.1. Pro libovolnou abecedu ¥ a slova u € ¥*, v € ¥ ozna&ime Fact(u, v) € N &islo
udévajici pocet riznych vyskytt slova v jako podslova slova u.

Ptiklad 5.2. Napiiklad plati

Fact(abbabbaa, ab) = 2,

Fact(baabaabaaa, aa) = 4.

Definice 5.3. Pro libovolnou abecedu ¥ a libovolna cela ¢isla k,r > 0 definujeme bindrni
relaci ~FC ¥* x ©*,

Pro slova u,v € X* klademe u ~* v pravé tehdy, kdyZ |u| < k au = v, nebo |u| > k ajsou
splnény vSechny tfi ndsledujici podminky.

1. Slova u a v maji stejny prefix délky k& — 1.

2. Slova u a v maji stejny sufix délky & — 1.
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3. Pro kazdé slovo w € ©1 takové, Ze |w| < k, plati bud’
Fact(u, w) = Fact(v, w) < r,
nebo plati Fact(u, w) > r a zdroven Fact(v, w) > 7.

Definice 5.4. Pro libovolnou abecedu X a pfirozené ¢islo k ozna¢me PN jazyk vsech
slov nad abecedou ¥ délky nejvyse k. Tedy

s ()

0<i<k
Véta 5.5. Pro libovolnou abecedu Y. a celd &isla k,r > 0 je relace ~F ekvivalence s kone¢nym indexem.

Diikaz. Pro kazdou abecedu ¥ a cel4 &isla k,r > 0 je relace ~* ziejmé ekvivalence.

Pro kazdé slovo u € ¥* takové, Ze |u| < k, je tfida ekvivalence obsahujici v jednoprv-
kova. Pro kazdé slovo u € ¥* takové, Ze |u| > k, je tfida ekvivalence obsahujici slovo u
jednoznacné urcena trojici (prefix, suffix, factors), kde prefix je prefix slova v délky k — 1,
suffix je sufix slova u délky k — 1 a factors: (X=F\ {e}) — N je zobrazeni uréené pro kazdé
w € X5K\ {¢} predpisem

factors(w) = min(Fact(u, w),r).
Slov délky nejvyse k — 1 i takovychto trojic je jisté kone¢né mnoho, a proto m4 relace ~F
kone¢ny index. O

Definice 5.6. Bud X libovoln4 abeceda. Jazyk L C ¥* nazveme lokdlné prahové testova-
telny, pokud existuji takova celd ¢isla £, > 0, pro ktera je jazyk L sjednoceni néjakych tfid
ekvivalence ~F.

P¥iklad 5.7. Nechf X = {a, b}. Jazyk

L= {w € X" | wzatina a kon& pismenem a a w obsahuje nejvyse jedno pismeno b}

je lokalng prahové testovatelny, protoZe je sjednocenim néjakych tiid ekvivalence ~3. Plati
totiz

L ={a} U{aa} U {aa}{a}* U {aba} U {aaba, abaa}U
({aa}{a}"{ba} U {ab}{a} {aa} U {a}{a}"{b}{a}{a}").

UkéZzeme, Ze kazdy z téchto jazyk je tfida ekvivalence ~43.
* Podle definice je slovo a ekvivalentni jen samo se sebou, protoZe |a| < k = 2.
* Jazyk {aa} je t¥ida ekvivalence urcena trojici

(prefix, suffix, factors) = (a, a,{a — 2,b — 0,aa — 1,ab +— 0,ba — 0,bb — 0}).

e Jazyk {aa}{a}" je tiida ekvivalence uréena trojici

(prefix, suffix, factors) = (a, a,{a — 2,b — 0,aa — 2,ab > 0,ba — 0,bb — 0}).
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* Jazyk {aba} je tfida ekvivalence urc¢ena trojici

(prefix, suffix, factors) = (a,a, {a — 2,b+— 1,aa +— 0,ab +— 1,ba > 1,bb — 0}).

e Jazyk {aaba, abaa} je t¥ida ekvivalence urcend trojici

(prefix, suffix, factors) = (a,a,{a — 2,b+— 1,aa — 1,ab+— 1,ba > 1,bb — 0}).

e Jazyk {aa}{a}"{ba} U{ab}{a}"{aa} U{a}{a}T{b}{a}{a}T je tfida ekvivalence urtend
trojici

(prefix, suffix, factors) = (a,a, {a — 2,b+— 1,aa — 2,ab+ 1,ba > 1,bb — 0}).

Poznimka 5.8. Jazyk L z pfedchoziho pfikladu vsak neni lokdlné testovatelny. Pro kazdé
k > 0 totiz plati a*ba® ~ a*ba*ba*, protoze slova a*ba* a a*ba*ba®* maiji stejny prefix délky
k — 1, stejny sufix délky k£ — 1 a obsahuji pravé stejnd podslova délky nejvyse k. TakZe jazyk
L nemitiZe byt sjednocenim tfid ekvivalence ~# pro zadné k > 0.

Piiklad 5.9. UkaZeme, Ze kazdy kone¢ny jazyk je lokdlné prahoveé testovatelny.
Bud' ¥ libovoln4 abeceda a L C ¥* libovolny kone¢ny jazyk nad touto abecedou. Zvolme
k = max{|w| | w € L}. Pak jazyk L je sjednocenim né&jakych t¥id ekvivalence ~**!, protoze

kazdé slovo délky mensi neZ k + 1 urcuje vlastni jednoprvkovou tfidu ekvivalence.

Pozndmka 5.10. Z pfedchoziho diikazu vyplyvé, Ze kazdy kone¢ny jazyk je také lokaIné tes-
tovatelny.

Pfiklad 5.11. Nechf ¥ = {a,b, c}.Jazyk L = {a}*{b}{a}*{c}{a}* C =* neni lokalné prahové
testovatelny.

Predpoklddejme pro ditkaz sporem, Ze jazyk L lokalné prahové testovatelny je. Tedy je
sjednocenim t¥id ekvivalence ~* pro né&jaka celd &isla k, 7 > 0. Pro kazdé r ale plati

a*bakca® =F aFcakba®,
protoZe obé slova maji jisté délku alespori k, maji stejny prefix délky k — 1, stejny sufix délky
k — 1 a kazdé neprazdné slovo délky nejvyse k se v obou slovech a*ba*ca® a a*ca*ba® vysky-
tuje jako podslovo stejnékrat.
Tedy dostavame a*ca’ba* € L, coZ je spor s definici jazyka L.

5.2 Popisna sila logiky FO[+1]

Jak bylo naznaceno v tvodu této kapitoly, nyni dokdZeme, Ze libovolny jazyk je lokalné
prahové testovatelny praveé tehdy, kdyz je FO[+1]-definovatelny.

Véta 5.12. Nechf ¥ je libovolnd abeceda. Kazdy lokdlné prahové testovatelny jazyk L C X* je
FO[+1]-definovatelny.

Diikaz. Bud ¥ libovolna abeceda a L C X* lokalné prahové testovatelny jazyk. Tedy exis-
tuji celd &isla k,r > 0 takovd, Ze jazyk L je sjednocenim néjakych tfid ekvivalence ~F.

Podle Véty [5.5 ma ekvivalence ~F kone¢ny index, a tudiZ je jazyk L sjednocenim kone¢né
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mnoha tfid ekvivalence. Sta¢i ukdzat, ze kazda t¥ida ekvivalence z’ﬁ je definovatelnd v lo-
gice FO[+1], protoZe potom formuli definujici jazyk L ziskdme jako disjunkci vSech formuli
definujicich tfidy ekvivalence, jejichZ je jazyk L sjednocenim.

Nejprve ukdzeme, Ze logikou FO[+1] 1ze vyjadFit predikéty, které odpovidaji vlastnostem
,dané slovo ma prefix u”, ,dané slovo ma sufix v”, ,dané slovo je stejné jako slovo u” a
,v daném slové se vyskytuje alespon r-krat podslovo u.”

Pro libovolné slovo v € ¥* mliZeme sestrojit formuli prefix, takovou, Ze pro libovolné
slovo w € ¥* bude platit w |= prefix, pravé tehdy, kdyz slovo u je prefix slova w. Ozna¢me
u = uj...u,. Pokud u = ¢, je slovo u prefixem kazdého slova, a tedy prefix, = Vz (z = z).
V opacném ptipadé je formule prefix,

prefix, = dx13zs ... Iz, /\ (Qu,;(x;)) A first(zy) A /\ (i1 =2 + 1)

1<i<n 1<i<n—1

Analogicky definujeme pro kazdé u € ¥* formuli sufix, takovou, Ze pro libovolné slovo
w € ¥* bude platit w |= suffix, pravé tehdy, kdyz je slovo u sufixem slova w.

Podobné 1ze definovat formuli equal,,, jejimz modelem bude jen slovo u. Pokud u = ¢, je
takovou formuli equal,, = Vz (=(z = x)). V opaéném piipadé je takovou formuli

equal, = 3z13xe ... 3z, /\ (Qu;(x;)) A first(zy) A last(zy) A /\ (Tig1 =x; + 1)
1<i<n 1<i<n—1

2 vz

Pro libovolné slovo u € ¥F a celé &islo 7 > 0 mtizeme také sestrojit formuli fact=" tako-
vou, Ze pro libovolné slovo w € X* bude platit w = fact=" pravé tehdy, kdyZ Fact(w, u) > 7.
Ozna¢me opét u = uj . . . u,. Pak takovd formule fact=" je

factf’" = 3%17133}172 - El.anEL’L‘QJ e erm ( /\ /\ (Qu] (:IJZ'J‘))/\

I<i<r1<j<n

Nl =z50))A

1<i<j<r

/\ /\ (xi7j+1 = Ty j + 1)) .

1<i<r 1<j<n—1

V této formuli vSak nemtizeme pouZit pro z = y ndmi definovanou syntaktickou zkratku
—(x < y) A =(y < z), protoZe v logice FO[+1] neni predikat <. Misto toho = = y definujeme
jakoVz (2 = 241 & z = y+1). Proménna z; ; ve formuli fact=" intuitivné zna&i j-tou pozici
v i-tém vyskytu podslova u. VyZadujeme, aby na této pozici byl opravdu i-ty znak slova u,
aby kaZdé z podslov zac¢inalo na jiné pozici a aby na sebe jednotlivé znaky kazdého vyskytu
podslova navazovaly. S pouZitim této formule mtizeme sestrojit formule fact % = —fact=*
a fact;® = fact=F A factTFF1. Zamysleny vyznam téchto formuli je zfejmy.

Budeme chtit vyjadfit formuli tfeti podminku z definice relace ~F. Proto definujeme pro
kazda slova u € ¥*, w € ¥ a celé ¢islo r > 0 formuli satisifiesFactors;, ,, takovou, Ze
libovolné slovo v € X* je modelem formule satisifiesFactors;, ,, pravé tehdy, kdyZ plati
Fact(u,w) = Fact(v,w) < r, nebo Fact(u,w) > r a zdroven Fact(v,w) > r. Pokud plati
Fact(u,v) < r, takovou formuli je

e £ /S =Fact(u,w)
satisifiesFactors, ,, = fact,, .
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V opacném piipadé je takovou formuli
E ) r — >r
satisifiesFactors, ,, = facty’.

UvaZme tfidu ekvivalence ~* obsahujici slovo u = u; ...u, € ¥*. Pak pokud |u| < k,
obsahuje tato tfida jen slovo w, a Ize ji proto popsat formuli ¢ = equal,,. Pokud naopak plati
|u| > k, je hledanou formuli

A SUFFiXu, 4 s un A /\ (satisifiesFactorsy, ). O
weNSk\{e}

p = prefix

Up... Uk —1

Opét budeme chtit dokdzat i druhou implikaci, podle které je kazdy FO[+1]-
definovatelny jazyk také lokadlné prahoveé testovatelny. K tomu nejprve definujeme nékteré
potiebné pojmy:.

Definice 5.13. Nechf ¥ je libovolna abeceda, w = wy ... w, € ¥* slovo nad touto abecedou

ai,j € N pfirozena ¢isla splitujici podminku 1 < i < j < n. Pak zapisem w(i, j] rozumime
vyskyt podslova w;wi1 ... wj.

Definice 5.14. Nechf X je libovoln4d abeceda a w € ¥* slovo nad touto abecedou. Dva vyskyty
podslov u = w[i, j] a v = wlk, ] nazveme oddélené pokud k > j+ 1 nebo i > [+ 1. Tedy dva
vyskyty podslov jsou oddélené, pokud je mezi nimi alespoii jedno pismeno.

Definice 5.15. Nechf ¥ je libovolna abeceda, w € ¥* slovo nad touto abecedou a vyskyty
podslov u = w[i,j] a v = wlk,!] nejsou oddélené. Pak sjednocenim téchto dvou vyskytt
podslov rozumime podslovo w[min(i, k), max(j, [)].

Pro libovolnou mnoZinu A vyskytt podslov slova w definujeme jeji sjednoceni | J A jako
mnozinu vyskytt podslov slova w takovou, Ze vSechny vyskyty podslov z | J A jsou po dvou
oddélené, kazdy vyskyt podslova z A je také podvyskytem né&jakého vyskytu podslovaz | A
a mnozina | J A ma nejmensi soucet délek vsech vyskytii podslov z | J A ze vSech mnoZin,
které spliiuji tyto dvé podminky.

Priklad 5.16. Jako pfiklad uvazme slovo w = abbababba nad abecedou {a,b}. Vyskyty pod-
slov w[l,2] = ab a w[3,3] = b nejsou oddélené a jejich sjednocenim je vyskyt podslova
w([1,3] = abb. Vyskyty podslov w([l,2] = ab, w[4,6] = aba a w[8,9] = ba jsou po dvou
oddélené.

Sjednocenim mnoziny A = {w[1, 2], w[3, 3], w[4, 6], w[8, 9]} téchto vyskytt podslov je pak
mnozina vyskytt podslov {w][1, 6], w[8,9]} = {abbaba, ba}.

Lemma 5.17. Nechf & je libovolnd abeceda, wy,wo € X* slova nad touto abecedou a r > 0 libovolné
R

kladné celé cislo. Oznacme R = 3. Pak pokud plati wy ~35', wo, tak také plati wy ~, wo.
Diikaz. Ukazeme, Ze v r-tahové Ehrenfeuchtové-Fraisseho hie nad logikou FO[+1] ma Du-
plicator vitéznou strategii.

Myslenkou této Duplicatorovy strategie je udrZovat si po kazdém kroku kolem kazdého
dosud poloZeného kamene podslovo o ur¢itém poloméru, v jehoZ stiedu je pfislusny kdmen,
a hrat tak, aby tato podslova byla v obou slovech stejna a byly na nich polozené stejné ka-
meny na stejnych pozicich. Pokud né&jaka takova dvé podslova nebudou oddélend, budeme
pracovat s jejich sjednocenim. V kazdém kroku hry pak bude Duplicator poloméry postupné
zmensovat. Tim se mtiZou slova ptivodné vznikld sjednocenim vice podslov kolem rtiznych
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kamenti rozpadnout na vice oddélenych podslov. Na konci hry pak budou poloméry pod-
slov kolem kamenti zkraceny az na délku délku 0. Tudiz kazdé takové podslovo bude obsa-
hovat jen pozici, na které je néjaky kdmen, pokud na sousednich pozicich nejsou polozené
jiné kameny, nebo takové podslovo bude obsahovat jen nékolik po sobé nésledujicich po-
zic, na kterych je poloZeny néjaky kdmen. ProtoZe Duplicatorova strategie je volena tak, aby
kazdé podslovo v jednom slové odpovidalo i s pozicemi kament né&jakému podslovu ve
slové druhém, budou na konci hry platit obé podminky a (2.

V priibéhu hry tedy mohou podslova kolem dosud poloZenych kamenti na jednom ze
slov vypadat pro néjaké pozice kamenti z,, x4, xs napfiklad nasledovné. Jednotlivd oddélena
podslova zndzornime tu¢nou ¢arou.

V dalsim tahu hry se mohou diky zkraceni polomérti slov kolem kamenti ptivodné sjedno-
cena slova rozpadnout na vice oddélenych podslov.

Na konci hry pak budou poloméry podslov kolem poloZenych kamenti rovny nule.

Tuto intuici nyni zachytime formdalné. UvaZzme situaci po k-tém tahu hry. Tedy zatim
byly umistény kameny z1,...,z;. Oznacme pro kazdy kamen z; vyskyty podslov u; 1, a
Uk,2,i jako

up1,; = wi[max(1, ag(z;) — 37F + 1), min(|wy |, g (2;) + 3% — 1)),

Uk,2,; = wo[max(1, B(z;) — 3k 4 1), min(|wa|, Bk (z;) + 3r—k _ 1)].

Oznacme dale pro kazdé j € {1, 2} zdpisem U}, ; mnoZinu sjednoceni vsech vyskytti podslov
uy,j; prokazdé 1 <i < k.

Mnoziny vyskyth Uy 1 a Uy 2 nazveme izomorfni, pokud existuje bijekce f: U1 — Uy 2
takova, Ze pro libovolny vyskyt podslova u € Uy 1 jsou podslova v a f(u) stejnd a ve vyskytu
podslova u se vyskytuji pravé tytéZ kameny a na stejnych pozicich jako ve vyskytu podslova
f(w).

Uké&Zeme-li, Ze Duplicator ma pro kazdé 0 < k£ < r takovou strategii pro k-tahovou hru,
Ze na konci hry jsou mnozZiny Uy, 1 a Uy, 2 izomorfni, potom z piipadu k£ = r dostaneme tvr-
zeni lemmatu. Pokud totiZ jsou na konci hry libovolné kameny z,, z, poloZeny na pozicich,
pro které plati o, (x,) = a,(z4) + 1, pak musi byt oba kameny poloZeny ve stejném vyskytu
podslova z U, ;. A tedy ve vyskytu podslova f(u) jsou oba kameny poloZeny na stejnych po-
zicich, a proto plati také g, (z,) = Br(z4) + 1. Stejny argument 1ze pouZit pro opacny piipad,
ve kterém pfedpokladame 5, (xp) = 5, (xq) + 1.

UkaZeme tedy indukci vzhledem k k, Ze Duplicator ma pro kazdé 0 < k£ < r takovou
strategii pro k-tahovou hru, Ze na konci hry jsou mnoziny Uy ; a Uy 2 izomorfni. Pro k = 0
tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme tedy, Ze Duplicator ma strategii pro k-tahovou hru, na
jejimZ konci jsou mnoZziny Uy, 1 a Uy, 2 izomorfni. Chceme ukdzat, Ze pak Duplicator mé také
strategii pro (k + 1)-tahovou hru, na jejimz konci jsou mnoziny Uy41.1 a Ugy1,2 izomorfni.

43



5. LOKALNE PRAHOVE TESTOVATELNE JAZYKY A LOGIKA FO[+1]

Oznacme tedy fj: U1 — Uy 2 izomorfismus mnoZin Uy, ; a Uy, 2. Budeme definovat Dupli-
catorovu strategii pro (k + 1)-tahovou hru a izomorfismus fi1: Upy1,1 — Ukt1,2 mnoZin
Uk+1,1 @ Ug412. O definovaném zobrazeni f;41 nejprve ukdZeme, Ze splituje poZadované
podminky a poté zdtivodnime, Ze z nich nutné vyplyva bijektivita zobrazeni fi;.

Pro prvnich k tahti pouZijeme Duplicatorovu strategii z indukéniho pfedpokladu. Tuto
strategii rozsifime o tah k + 1. Pfedpoklddejme, Ze Spoiler tahu %k + 1 polozil kimen na m-
tou pozici ve slové w;. Pro pfipad, ve kterém Spoiler poloZzil kdmen na slovo w», je diikaz
analogicky. Uvazme libovolny vyskyt podslova u € Uj41,1.

Pokud vyskyt podslova u ve slové w; neobsahuje kdmen .1, musel vyskyt slova u
vzniknout sjednocenim néjakych vyskyt podslov z w4111, - - -, uk+1,1,%- TakZe vyskyt pod-
slova u ve slové w; musi byt také podslovem néjakého vyskytu podslova v € Uy ;. Proto
staci za fj11(u) zvolit odpovidajici vyskyt podslova u ve vyskytu podslova fi(v) € Uy 2.

Pokud naopak vyskyt podslova u obsahuje kdmen x4 1, uvaZme dvé mozZnosti. Jestlize
vyskyt podslova u € Uj41,1 leZi cely uvnitt né&jakého vyskytu podslova v € Uy 1, staci Dupli-
catorovi polozit kimen z, na odpovidajici pozici ve vyskytu podslova fi(v) ve slové ws.
Poté staci opét za fi1(u) zvolit odpovidajici vyskyt podslova u ve vyskytu podslova fi(v).

Predchozi dvé situace pro vétsi prehlednost zndzornime. V nésledujicim obrazku je u;
vyskyt podslova, ktery neobsahuje kdmen xj 1, a us je vyskyt podslova, ktery kimen x4
obsahuje a leZi cely uvniti néjakého vyskytu podslova v z Uy, ;.

Ul U2
fr(v)
frer1(ur) Jr1(u2)

Yo~z

Pokud vyskyt podslova u obsahuje kdmen z;; a neleZi cely uvnité Zddného vyskytu
podslova z Uy, 1, ukdZeme, Ze pak musi vyskyt podslova u byt oddéleny od vSech vyskyti
podslov U1 1, na kterych je poloZeny néjaky kamen z x1,...,z;. Pak bude platit v =
ug+11 k+1. Bud tedy z; libovolny kdimen z z1, . . ., 7. Predpokladejme, Ze plati m > ay41(z;),
opacny pfipad se ukdze stejné. Pak, protoze vyskyt podslova wuj41,1,1+1 nelezi cely uvnitf
74dného vyskytu podslova z Uy 1, plati m +3" "%t —1 > a1 (z;) + 3" % — 1. Proto také plati

m — ak+1(xi) > 37‘—k _ 3T—k—1 — (3 _ 1)31”—k‘—1 —9. 37‘—]{:—1’

a tudiz vyskyt podslova w11 x+1 je oddéleny od vyskytu podslova z Uy 1,1, na kterém je
poloZeny kdmen z;.

Budeme chtit ukazat, Ze ve slové wy je néjakd pozice, na kterou kdyz Duplicator
polozi kdmen z; 1, bude platit w411 5+1 = Ukt1,2k+1 @ Vyskyt podslova uj41 241 bude
také oddéleny od vsech vyskyth podslov z Uy, na kterych je poloZeny né&jaky kdmen
Z 21,...,x. Pak staci zvolit fii1(u) = ugt12k4+1 @ po tomto tahu Duplicatora budou
poZadované podminky také platit.

Soucet délek vech podslov z Uy, 1 je nejvyse k(2-3" 7% —1) < k-37F1 < 371 atedy pod-
slovo ug41.1 k+1 Se jako podslovo n&jakého z podslov z Uy ; vyskytuje méné nez 3" +1-krét.
Oznacme tento pocet jako n. ProtoZe mnoZziny Uy 1 a Uy 2 jsou z indukéniho pfedpokladu
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izomorfni, vyskytuje se podslovo uj1 1 k41 praveé n-krat i jako podslovo néjakého z podslov
V4 Uk72.

Celkové tedy nejméné jeden vyskyt podslova uyi1,1k+1 neleZi cely uvnitf Zadného
vyskytu podslova z Uy a dalsich n < 3""! vyskytd slova ugi11k+1 jsou jako podslova
néjakého podslova z Uy ;. Protoze podslovo uji1,1x+1 mé délku 2 - k-1 _1 < 37,
z pfedpokladu w; mSRR wy vyplyva, Ze slovo uy1.1 x+1 se jako podslovo slova ws vyskytuje
také nejméné (n + 1)-krat. Tedy nejméné jeden z téchto vyskyti neni podslovem zddného
podslova z Uy, 9, a je proto oddéleny od vSech vyskyth podslov z Uy 2.

Zbyva ukézat, Ze pravé definované zobrazeni fj1; je bijekce. Nejprve se presvédcime
o injektivité tohoto zobrazeni. UvaZme tedy libovolné dva vyskyty podslov u,v € Upy11
takové, ze fri1(u) = fr+1(v). Pak z podminek kladenych na zobrazeni fi11 vyplyva, ze
podslova u, v a fr41(u) jsou a stejnd a ve vyskytu podslova u se vyskytuji praveé tytéz ka-
meny a na stejnych pozicich jako ve vyskytu podslova v. Tudiz vyskyty podslov u a v jsou
stejné. Zobrazeni fj 1 je také surjektivni, protoZe libovolny vyskyt slova v € Uj41 2 obsahuje
alespori jeden kdmen, a tedy pro vyskyt podslova v € Uy 1, ktery obsahuje tentyz kdmen,

plati u = fi41(v). O

Véta 5.18 (Thomas). Necht X je libovolnd abeceda. Jazyk L C %* je lokdlné prahové testovatelny
privé tehdy, kdyz je FO[+1]-definovatelny.

Diikaz. Implikace ,=" vyplyva z Lemmatu[5.12}

Naopak bud’ L libovolny FO[+1]-definovatelny jazyk. Tedy existuje uzaviend formule
¢ € FO[+1](X), kterd ho definuje. Ozna¢me r kvantifikdtorovou sloZitost této formule. Tedy
jazyk L je sjednocenim néjakych tfid ekvivalence =,. Z Véty pak vyplyva, Ze jazyk
L je také sjednocenim néjakych t¥id ekvivalence ~,. Podle Lemmatu je tedy jazyk L
sjednocenim né&jakych t¥id ekvivalence ~3, ,,, a je tedy lok4lng prahové testovatelny. ]

Dusledek 5.19. T7ida vSech FO[+1]-definovatelnyjch jazykii je vlastni podtida t¥idy vsech FO[<]-
definovatelnijch jazykii.

Diikaz. V Ptikladu jsme ukazali jazyk L = {a}*{b}{a}*{c}{a}*, ktery neni lokalné pra-
hové testovatelny. A tedy podle pfedchozi véty neni ani FO[+1]-definovatelny. AvSak jazyk
L je FO[<]-definovatelny, protoZe je definovany formuli

o =Ty (@ <y A Qo) A Qely) AVz((—(z = &) A=z = 1)) = Qul2))). =

Dtisledek 5.20. Bud X libovolnd abeceda. Predikit x < y nelze vyjadrit jako ekvivalentni formuli
logiky FO[+1](X).

Diikaz. Pfedpokladejme opak. Pak plati, Ze kazdy FO[<]-definovatelny jazyk je také FO[+1]-
definovatelny. To je spor s pfedchozim dtsledkem. O
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Zaveér

V préci jsme shrnuli vysledky z nékolika rtznych zdroji o souvislosti tfidy regularnich ja-
zykt a nékolika jejich podttid s vyjadfenim jazykd pomoci logiky druhého fadu. Vysledky
ze vSech téchto zdroji jsme vyjadrfili stejnym formalismem a v pfipadé nutnosti rozsifili a
ilustrovali p¥iklady. Nékteré z diitkazti jsou vlastnim dilem autora [4.4),
nékteré jsou zna¢né upravené (2.11}3.11} 4.10} |5.12) a nékteré jsou pfepsané do jednotného
formalismu, popsaného v préci, a v pfipadé potieby rozsifené a opravené.

Mezi moZznymi pokrac¢ovanimi této prace je popsani jazykt definovatelnych formulemi
FO[<](X) kvantifikatorové sloZitosti nejvyse ¢ pro pevné dané ¢ € N. Tim ziskame kvan-
tifika¢ni hierarchii jazykt. Da se ukdzat, Ze tato hierarchie je shodnd s dot-depth hierar-
chif star-free jazyka [Tho82]. Dalsi moZnosti rozsifeni je pfidani dalSich predikata k lo-
gice FO[<](X) — napfiklad jako v [Str94] mtZeme pFidat moduldrni predikaty, kterymi lze
vyjadfit pro libovolnd 0 < r < ¢ vlastnost ,pocet pozic, které spliiuji danou formuli, je kon-
gruentni s r modulo ¢”. Takovou logikou miiZeme popsat vice jazykt nez logikou FO[<](X),
protoZe je ziejmé mozné definovat napiiklad jazyk {aa}*, o kterém jsme ukdazali, Ze neni
FO[<]-definovatelny. Je také mozné uvazit logiku, ve které bude budou mit pozice dva
rtizné nasledniky — tim ziskame logiku popisujici binarni stromy.
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