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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva analyzou funkciondlnich dat pro klimatické modely.
Zaméfuje se predevSim na popis teorie analyzy funkciondlnich dat, konkrétné na repre-
zentaci a vyhlazovani dat a popis funkciondlniho linedrntho modelu. Tato teorie se pak
aplikuje na realnd data s vyuZzitim baliku ”fda” jazyku R. Primarnim cilem préce je nalezeni
statistického modelu, ktery popisuje vztahy mezi regiondlnimi a globalnimi klimatickymi
modely. Tyto vztahy jsou modelovany pomoci funkciondlni analyzy rozptylu. Ziskané
odhady jsou nakonec porovnany s vysledky z metody pro dopliiovani dat, kterd jizZ byla
diivéji aplikovédna na uvedend data.



Abstrakt

Tato diplomova praca sa venuje analyze funkciondlnych dat pre klimatické modely.
Zameriava sa predovSetkym na popis tedrie analyzy funkciondlnych dat, konkrétne na
reprezentdciu a vyhladzovanie dat a popis funkcionélneho linedrneho modelu. Tato tedria
sa potom aplikuje na redlne déta s vyuzitim balika ”fda”jazyka R. Primarnym cielom prace
je ndjdenie Statistického modelu, ktory popisuje vztahy medzi regiondlnymi a globalnymi
klimatickymi modelmi. Tieto vztahy si modelované pomocou funkciondlnej analyzy rozp-
tylu. Ziskané odhady sa nakoniec porovnaji s vysledkami z metédy pre dopliianie dat, ktord
uz bola aplikovand na uvedené data v minulosti.



Abstract

This diploma thesis deals with the analysis of functional data for climate models. It
focuses mainly on the description of the functional data analysis theory, specifically on the
representation and smoothing of data and description of the functional linear model. This
theory is then applied on real data using the ”fda” package of the R language. The primary
aim of this work is to find a statistical model which describes relationships between regional
and global climate models. These relationships are modeled using functional analysis of
variance. The estimates obtained by this model are then compared with the results of
method of filling in the missing data, which has already been applied to the data.
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Prehlad pouzitého znacenia

Pre jednoduchsiu orientdciu v texte predkladame prehlad zdkladného znacenia, ktoré sa v
celej praci vyskytuje.

X funkcionédlna ndhodna veli¢ina

X pozorovana funkciondlna ndhodna veli¢ina
D™x(t)  m-ta derivécia funkcie x v bode ¢

A vyhladzovaci parameter

PEN(x) penaliza¢na funkcia

tr(A) stopa matice A

RCM regiondlny klimaticky model

GCM globalny klimaticky model

—Xii—



Uvod

Hlavnou témou tejto diplomovej prace je analyza funkciondlnych dat, ktord predstavuje
jeden z aktudlnych smerov matematickej Statistiky. Medzi odvetviami, kde nachddza svoje
uplatnenie, je nepochybne aj klimatoldgia. Prave v sivislosti s iou sa budeme funkciondl-
nymi ddtami zaoberat’.

Cielom prace je najskor popisat’ teériu analyzy funkciondlnych dét a nésledne apli-
kovat tieto poznatky na redlne data z oblasti klimatoldgie. V prvej kapitole sa preto pre
zoznadmenie s touto témou struéne popise klimaticky systém a klimaticky model. Dalgie
Styri kapitoly sa venuju tedrii analyzy funkciondlnych dat. Najskor sa zadefinujui zédkladné
pojmy pre funkciondlne premenné. V dalSich Castiach si popisané postupy pre reprezen-
tdciu dat pomocou systémov biazovych funkcii spolu s dvomi vyhladzovacimi metédami.
Ddlezitou Castou je kapitola popisujica funkciondlny linedrny model - konkrétne model
funkciondlnej analyzy rozptylu.

Poslednu kapitolu predstavuje uz spominand aplikacnd Cast. Tu je realizovany jeden
z hlavnych cielov price a to ndjst model, ktory popisuje vztahy medzi klimatickymi
modelmi. V zdvere tejto kapitoly a zdroven celej prace sa porovnaju vysledky ziskané
danym modelom s tym, ¢o uz bolo k danej téme vytvorené. Konkrétne ide o metédu
dopliiania chybajicich dat, ktord bola zostrojend a realizovana v bakalarkej praci [10].

V zadani prace je okrem uZ spomenutych cielov uvedené takisto vyuZitie semimetrik.
AvSak medzi¢asom uZ bol tento pristup vyuzity v [13], z toho ddvodu sa uz takymto
sposobom nepostupovalo a zvolila sa ind forma spracovania.



Kapitola 1

Klimatické modely

V uvodnej kapitole tejto prace popiSeme zdkladné pojmy z oblasti klimatickych modelov,
s ktorymi budeme neskor v texte pracovat. Budeme pritom Cerpat’z [1],[2],[3] a [4].

1.1 Klimaticky systém

Pre porozumenie klimatickému modelu je nutné najskor zadefinovat’ pojmy klima a kli-
maticky systém.

Klima v uZSom slova zmysle je definovana ako Statisticky popis pomocou priemeru a
variability relevantnych kvantit za dané ¢asové obdobie alebo velmi zjednoduSene pove-
dané “’priemerné pocasie”. Casovym obdobim pritom mdZu byt mesiace, tisice az miliény
rokov. Za klasickd diZku Gasového obdobia je Svetovou meteorologickou organiziciou
(WMO) povazovanych 30 rokov. Spominanymi kvantitami su najcastejSie povrchové pre-
menné ako teplota, vlhkost, atmosféricky tlak, zrazky a dalsie meteorologické ukazovatele.
Klima v SirSom slova zmysle je stav klimatického systému, ¢o zahfiia aj vySSie spominany
Statisticky popis.

Klimaticky systém je komplexny systém pozostdvajuci z piatich hlavnych zloZziek:
atmosféra, hydrosféra, kryosféra, povrch pevniny a biosféra, a interakcie medzi nimi.
Klimaticky systém sa vyvija v Case pod vplyvom svojej vlastnej vniitornej dynamiky a
takisto v désledku vonkajSich sil ako vulkanické erupcie, soldrne vykyvy a ludsk4 aktivita,
napr. meniace sa zloZenie atmosféry v dosledku znecistenia ¢i zmena vo vyuZziti povrchu
pevniny. Hoci zloZky klimatického systému sa vyznamne liSia vo svojej stavbe, fyzikdlnych
a chemickych vlastnostiach, Struktire a spravani, vSetky su previazané pohybom hmoty a
energie, pri¢om vSetky podsystémy st otvorené a prepojené.

1.2 Klimaticky model

Klimaticky model definujeme ako matematicku reprezentéciu fyzikdlnych a chemickych
dejov prebiehajicich v klimatickom systéme. Klimatické modely poskytuju vysledky, ktoré
su diskrétne v Case a priestore, ¢o znamend, Ze reprezentuji priemery pre oblasti, ktorych
velkosti zdvisia na rozliSeni modelu. Modely sa liSia vo svojej komplexnosti, po¢niic od
najjednoduchsich, bez dimenzii, az po zloZzité, komponované z viacerych podmodelov.

_2_



Kapitola 1. Klimatické modely 3

Vyuzivaju sa na mnoZzstvo ucelov od Studia dynamiky klimatického systému po predpo-
vede budiceho stavu klimy. Prave predpoved patri k najddleZitej$im cielom klimatoldgie.

1.2.1 Globalny klimaticky model

NajsofistikovanejSim sucasnym typom modelov su tzv. GCM (z angl. Global Climate
Models/General Circulation Models), teda Globalne klimatické modely alebo VSeobecné
modely cirkulécie. Zatial' ¢o prvy z pojmov je vSeobecnejsi, v praxi si oba nizvy ¢asto
pouzivané v rovnakom zmysle a zamenitelné.

Pod GCM, pdvodne sa zaoberajici predovsetkym cirkuldciou atmosféry, klimatolégo-
via postupom ¢asu zahrnuli viacero zloZiek zemského systému. Zemsky systém pozostidva
z pevniny, ocednov, atmosféry a l'adu (p6lov). Zahftia prirodzené cykly planéty (cyklus
vody, dusika, uhlika, atd’) a takisto hlboké zemské procesy. Tieto boli kedysi simulované
pomocou samostatnych modelov. Globélny klimaticky systém ma4 teda niekolko Casti,
Standardne ide o model atmosféry, model ocednu, model I'adu, model biosféry a sdstavu
chemickych modelov. Najnovsie boli ako podmnoZzina do GCM zahrnuté aj biochemické
cykly (prenos chemickych latok medzi Zivymi vecami a ich prostredim) a ich interakcia
s klimatickym systémom. KIti¢ovou vypocétovou ¢astou je vSak model cirkuldcie atmo-
sféry.

Cirkuldcia atmosféry je spojity proces, pri ktorom sa hodnoty jednotlivych veli¢in
(rychlost pridenia, tlak, teplota, atd.) v Case a priestore kontinudlne menia. Tieto procesy
su popisané pomocou diferencidlnych rovnic. Zdkladom modelu cirkulacie atmosféry je
sustava diferencidlnych rovnic, ktord tvori tzv. dynamické jadro modelu.

Problémom je skuto¢nost, Ze v sti€asnosti nevieme ziskat presné rieSenie tejto sustavy,
teda hodnoty skimanych veli¢in v Case a priestore. Pre konkrétne zadanie preto odhadu-
jeme hodnoty pomocou numerickych metdd. Numerické rieSenie uzko stuvisi s chybami
klimatickych modelov. Diferencidlne rovnice opisuju, ako sa skiimand veli¢ina vyvija na
nekonecne malom priestorovom alebo ¢asovom tseku. Principom numerického rieSenia
je zvacSenie tohto limitne malého tdseku na konecny. V priestore sa vytvori siet’ vzajomne
prepojenych bodov vzdialenych od seba kone¢nd dizku a priblizné riesenie hladdme
v uzloch tejto siete. V priebehu vypoctu kazdy uzol siete vygeneruje jednu linedrnu rovnicu,
z ktorej ziskavame hodnotu veli¢iny v uzlovom bode siete.

GCM vyobrazuju stav klimatického systému pomocou trojrozmernej mriezky pokry-
vajticej celd zemegulu (Obr. 1.1), ktord ma typicky horizontélne rozliSenie od 250 do 600
km (10 az 20 vertikdlnych vrstiev v atmosfére, v oceanoch niekedy az 30).

1.2.2 Regionalny klimaticky model

V naSej préci sa budeme primérne venovat Regionalnym klimatickym modelom RCM (Re-
gional Climate Model). Funguji podobne ako GCM, ale su limitované len na obmedzent
Cast’ Zeme, region.

Lokélne klimatické zmeny st vyznamne ovplyvnené lokdlnymi topografickymi prv-
kami, napr. pohoriami. GCM nie st schopné vziat’' do dvahy tieto prvky, kedZe pouZzivaji
relativne nizke rozliSenie. Regiondlny klimaticky model je klimaticky model s vyS$S§im
priestorovym rozliSenim ako globalny. VysSie rozliSenie modelu v tomto pripade znamena
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Obr. 1.1: Siet’ uzlov okolo Zeme (Zdroj: [4])

YV,

menSie vzdialenosti uzlov siete, a Via¢8i vplyv topografickych objektov. Toto moze byt
velmi uzito¢né napriklad v pobreZznych oblastiach alebo pohoriach, kde mdze vzdialenost’
50 km znamenat vyrazni zmenu v pocasi. S rasticim poctom uzlov vSak rastie vypoctova
ndrocnost’ a prave preto sa RCM obmedzujd len na Specificki oblast, typicky priblizne
5000km x 5000km, teda napr. oblast’ velkosti vychodnej Eurépy alebo juZnej Afriky.

Nevyhodou je, Ze kedZe RCM pokryvaji iba obmedzenu oblast, hodnoty na jej hra-
niciach musia byt explicitne dané. Na to aby mohli regiondlne modely simulovat’ klimu
vnitra daného tseku, preto zavisia na informdcii dostupnej v horizontdlnych hraniciach,
oznacovanej ako hrani¢né podmienky. Preto sa musia RCM v snahe o simulédciu pocasia
pre konkrétnu geograficku oblast’ spoliehat na GCM, aby im poskytli hrani¢né podmienky
v pravidelnych intervaloch (napriklad Sesthodinovych), aby regionalny model mohol vy-
tvorit detaily o regiondlnej klimy vo svojej oblasti.

Je preto dodlezité povedat, Ze regiondlne modely nenahrddzaji globdlne modely, ale
moZu poskytnit pridand informéciu k simuldcidm vykonanym s globdlnymi modelmi.

Problémom pri zmenSovani vypocetnych krokov modelu je, Ze so zjemnovani siete
velmi rychlo rastd ndroky na vypocetny vykon. Pre predstavu o tejto vzrastajuicej ndro-
&nosti si vezmime z vypocetnej siete modelu kocku, ktorej hrana méd dizku trojnasobku
vzdialenosti uzlovych bodov. Takéto siet’ (Obr. 1.2 vlavo) obsahuje 64 uzlovych bodov. Pre
spresnenie vysledkov mdzeme skrétit’ vzdialenost’ uzlov na polovicu. Dostdvame tak siet
(Obr. 1.2 vpravo), ktord uz obsahuje 343 bodov. D4 sa ukdzat’ v§eobecny vztah. Oznac¢me
pocet uzlov v povodnej sieti n. ZmenSenim vzdialenosti medzi uzlovymi bodmi k-krat,
ziskame novd siet’ obsahujicu ((/n—1)k+ 1)3.

Nérast suvisi s faktom, ze modely pracuji v trojrozmernom priestore a beruc do tivahy,
Ze vypocetnou oblastou je celd zemegula, je zrejmé, Ze pri snahe o ¢o najdetailnejSiu
modelovi siet mdéZeme rychlo prist'na hranicu vypocetnych moZnosti sicasnych pocitacov.
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Obr. 1.2: Zjemnenie vypocetnej siete. (Zdroj:[2])

1.2.3 DalSie druhy modelov

e EBM (Energy Balance Models) NajstarSimi a najzakladnej$imi klimatickymi mo-
delmi si EBM - Modely rovnovahy energie. EBM nesimuluji klimu, ale miesto
toho bert do tvahy rovnovdhu medzi energiou vstupujicou do atmosféry zo Slnka a
energiou (teplom), ktoré sa uvoliiuje spiat’do vesmiru. V ich najjednoduchsej forme,
pritom berd Zem ako jeden bod, poskytujiic iba globédlne spriemerované hodnoty
vypocitanych premennych.

e RCM (Radiative Convective Models) Tieto modely simuluji prenos energie verti-
kalne naprie¢ atmosférou, napriklad stipanie teplého vzduchu smerom nahor. Do-
kazu vypocitat'teplotu a vlhkost'r6znych vrstiev atmosféry. Tieto modely st zvycCajne
jednodimenziondlne - beric do tvahy iba presun energie iba vo zvislom smere - ale
moZu byt rozsirené.

o JAM (Integrated Assessement Model) Tieto modely zahfiiaju do klimatického mo-
delu aj aspekty spolo¢nosti, simulujic ako populécia, ekonomicky rast a vyuZitie
energie ovplyviiuji klimu a interagujd s fou.



Kapitola 2

Analyza funkcionalnych dat

V nasledujucich Styroch kapitolach popiSeme vybrané Casti z tedrie analyzy funkciondlnych
dat. Pri definovani jednotlivych pojmov a opise postupov budeme Cerpat’ predovSetkym
z [5], [6], [8] a [7], a vyuZijeme tieZ [12], [10] a [11].

Zozndmme sa teraz s hlavnou témou préice. V Statistike beZne pracujeme s pozorova-
niami, kde jednému elementu prislicha jedna alebo viacero samostatnych hodnot. AvSak
pokrok vo vypoctovych ndstrojoch v sii¢asnosti umoZziiuje zbierat, ale aj spracovavat’ coraz
viac ddajov a pre jeden jav tak Casto pozorujeme velké mnoZstvo premennych. V mno-
hych odvetviach, vratane klimatoldgie, tak vznikaju situédcie, ked’ sa ukazuje uZitonejsie
pri pozorovaniach uvazovat o v§eobecnejsich objektoch ako len o diskrétnych bodoch.

Majme napriklad premennd, ktord pozorujeme v rdoznych casovych okamihoch na
nejakom intervale (fyn,tnqyx)- Tieto pozorovania mézeme vyjadrit’ aj formou zobrazenia
{X(tj)} j=1,...s. Pri urCitej hustote a blizkosti pozorovan{ je potom rozumné zacat’ o datach
uvazovat’ ako o spojitom zobrazeni X = X(); t € (fyin,tmax), kedy hodnoty pozorujeme
na nejakom kontinuu 7. Tym byva zvy&ajne Cas, ale stretneme sa aj s vlnovou dizkou,
pravdepodobnostou a inymi.

Rastici pocet takychto situdcii motivoval vyvoj smeru, ktory nazyvame analyza fun-
kciondlnych ddt. Hlavnou mysSlienkou je pozerat sa na data skor ako na samostatné objekty
- funkcie - nez ako na postupnosti pozorovani.

2.1 Funkcionialna nidhodna veli¢ina a funkcionalny na-
hodny vyber

Chceme teda ako o ndhodnych veli¢indch uvazovat o funkcidch. Zndme pojmy nédhodna
veli¢ina a ndhodny vyber mdZeme roz$irit na nekonecne rozmerné priestory a definovat’
tak funkciondlnu ndhodnu veli¢inu a funkciondlny ndhodny vyber.

Definicia 1. Ndhodnd velicina X sa nazyva funkciondlna ndhodnd velic¢ina (f.n.v.), ak
berie svoje hodnoty v nekonecne rozmernom priestore (alebo funkciondlnom priestore) E.
Pozorovania y; su realizdciami f.n.v X a nazyvame ich funkciondlne ddta.
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Definicia 2. Funkciondlnym ndhodnym vyberom nazyvame n funkciondlnych ndhodnych
velicin Xy,...,X, rovnako rozdelenych ako f.n.v. X. Realizdciou funkciondlneho ndhod-
ného vyberu je funkciondlny statisticky subor, ktory znacime X1,..., Xn.

V pripade, Ze funkciondlnou ndhodnou veli¢inou, resp. jej pozorovanim, je krivka,
dostavame implicitne vztah X = {X(z); t € T'}. Krivka je v8ak iba $pecifickym jednoroz-
mernym pripadom, kde 7 C R. Je doleZité spomenut, Ze oznacenie funkciondlna premenna
zahfna §irSiu skupinu dtvarov ako iba krivky. MéZe ist’'o rozne zloZité matematické objekty.
Dalej v tejto praci sa viak budeme zaoberat iba krivkami.

2.2 Vybrané sihrnné Statistiky

Uvedieme tu zdkladné popisné Statistiky, s ktorymi sa v tejto praci viackrat stretneme.
Definujeme si ich empirické verzie.
Nech {x1,...,x:} je vyber n funkciondlnych pozorovani. Vyberovy priemer potom

definujeme vztahom
n

1
70)=-Y R.
x(1) n;x (t) pre vt €

Vyberovy rozptyl je definovany

1 1 i[li(f) —%(1))* pre Vt € R.

1

var(t) =

S

A nakoniec vyberova kovariancia

1
n—1

-

covar(t) = [xi(s) —x(s)][xi(t) —%(¢)] pre Vs,t € R.

i=1
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Reprezentacia dat

Dita, s ktorymi pracujeme vo funkciondlnej analyze zvycajne nepozorujeme priamo

v podobe funkcii. Predpokladdme vSak, Ze existuje nejaka funkcia x, ktord dava vznik tymto
hodnotdm. Zaroven nedisponujeme pozorovaniami v kazdom bode ¢, ale iba odmedzenym
po¢tom merani. Pre jedno pozorovanie funkcie x; mame zvyc€ajne zdznam pozostavajuci z
n parov (tij,yij), j=1,...,n. Jednym z prvych krokov vo funkciondlnej analyze je ndjst
pre pozorované body ich funkciondlne vyjadrenie.

Funkciu x; zvycajne zostrojujeme osobitne pre kazdd sériu pozorovani (;;,y;;), a to
nezavisle na i. Pre zjednoduSenie budeme teda v tejto Casti predpokladat, Ze odhadujeme
jednu samostatni funkciu a pouZivat' zjednodusené znacenie x.

Je dolezité podotkniit, Ze eSte pred prevedenim do funkciondlnej podoby predpokla-
dame urcitd uroven hladkosti dat. V pripade, Ze by za sebou idice pozorované hodnoty
boli navzdjom prili§ vzdialené, by nemalo velky zmysel pristupovat'k premennym ako
k funkciondlnym, ale postacoval by pristup ako v pripade viacerych nezavislych premen-
nych.

3.1 Systém bazovych funkcii

Pre vyjadrenie hladanych funkcii pouZijeme reprezentdciu pomocou systému bdzovych
Sfunkcii. Ide o uzitocni metddu, ktord umoziiuje uchovat informdcie o datach a zaroven
poskytuje potrebnu flexibilitu. Je to nastroj s dostatoénou vypoctovou silou pre pracu

s velkym mnoZstvom udajov.

Pri stavbe funkcie x pouZivame mnoZzinu tzv. bdazovych funkcii. Ide o mnoZinu zndmych
funkceif {¢ }ren s vlastnostou, Ze ak vezmeme linedrnu kombindciu dostatoéne velkého
poctu K tychto funkcif, kazdd funkciu vieme Iubovolne dobre aproximovat. S jej pomocou
potom mdzeme funkciu x(¢) vyjadrit v tvare linedrneho rozvoja ako

x(1) =Y, cxde(0),
k=1

ktory nazyvame rozvoj bdzovych funkcii v bode t. Parametre ¢y, ¢y, . . ., cx st koeficientami
rozvoja.

Situdciu, kedy mame sdbor N funkcif aich vyjadreni x;(t) = YX_, cud(t), i=1,...,N,
moZeme zapisat' v maticovom tvare ako

_8—
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x(1) = Co(1),
kde x(t) je vektor dizky N, C matica koeficientov s rozmermi N x K a ¢ (¢) vektor bazovych
funkcii dlZzky K. V tejto Casti vSak nadalej uvaZujeme iba samostatnu funkciu x.
Pre prehladnost’ a jednotnost’ s dal§imi operdciami si eSte zavedieme operdtor D pre
m-tu derivaciu
d"x(t)
dem

aplati Dx(¢t) = x(t) aD~' f(t) = [ x(s)ds. Spomeiime, Ze vyuZitie derivicif je jednou
z charakteristickych ¢ft analyzy funkciondlnych dat.

D"x(t) = =x"(1), m>1

3.2 Typy baz

Vyber bazy predstavuje podstatny krok pri analyzovani funkciondlnych dat. Zavisi na
konkrétnom type dét, s ktorymi pracujeme. V tejto praci sa bliZsie pozrieme na dva

v sticasnosti najpouzivanejsie systémy bazovych funkcii: Fourierovu bdzu a B-splajnovii
bdzu.

3.2.1 Fourierova baza

Definujeme teda najskor Fourierovu bdzu zloZend z konStantnej funkcie a zo sinov a
kosinov:

Po(t) =1
021 (1) = sin(rot), prer=1,2,...
02 (1) = cos(romt).

Ako nédzov napovedd, baza sdvisi s Fourierovym radom, a to tak, Ze x(f) mdZeme
vyjadrit pomocou kone¢ného poctu ¢lenov Fourierovho radu ako

M M
x(t) =co+ Z cisin(ior) + Z c2it1cos(iot).
i=1 i=1
Celkovy pocet bazovych funkcii je teda rovny K = 2M + 1, pri urovani poctu funkcii
totiz zvykneme uvazovat o celych paroch. V tomto pripade ide o periodickd bazu, kde je
peridda T urlend parametrom @ = 27 /T . KedZe reprezenticia mad periodicky tvar, ide
o prirodzent volbu pre tento typ dat.
Volba Fourierovej bazy ma niekol’ko vyhod sivisiacich najmi s jej vypoctovou jedno-
duchostou. Uvedme napriklad jednoduchost’ vypoctu derivécii:
Dsinrot = rocos(rot), 3.1
Dcosrot = —r@sin(rot), '
pri¢om je vidiet, Ze aj derivacie vysSich radov by boli pomerne l'ahko spocitatelné.
Séria grafov 3.1 az 3.4 vyobrazuje funkcie Fourierovej bazy na intervale ¢ € [—1,1]
pre rozne hodnoty r a periddy T'.
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g / \/ \k/ g
—]‘..0 —0‘.5 OTO 0.‘5 1T0 —]‘..0 —(;.5 OTO OiS l.‘O
Obr. 3.1: Prvé 3 funkcie bazy; T =1 Obr. 3.2: Prvé 3 funkcie bazy; T = 2
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o(t)
0
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Obr. 3.3: Prvych 5 funkcii bazy; T =1 Obr. 3.4: Prvych 5 funkcii bazy; T = %

3.2.2 B-splajnova baza

NajcastejSou volbou pre neperiodické funkciondlne déta sd splajnové bazy. Ide o bazy
splajnovych funkcii, ktoré st zloZené po Castiach z polynémov. Vdaka tomu pontikaji
vypoctovi jednoduchost polynémov, avSak s podstatne va¢Sou flexibilitou, Casto s vyuZitim
iba nevelkého poctu bazovych funkcii.

V tejto Casti najskor popiSeme Struktiru splajnovej funkcie a potom bizovy systém,
ktory sa zvyCajne pouZziva na jej vystavbu - B-splajn systém.

Prvym krokom je rozdelenie intervalu, na ktorom chceme funkciu aproximovat, na L
podintervalov oddelenych hodnotami 7;, [ = {1,...,L — 1}. Deliace hodnoty nazyvame
zlomové body. Okrajové body intervalu oznacime 7y a 7z.. KId¢ovym pojmom pri splajno-
vach bazach su vSak uzly. Plati, Ze kazdy uzol méd hodnotu rovni nejakému zlomovému
bodu, ale naopak, v ur¢itom bode zlomu moze byt niekol’ko uzlov. Vychodzou situéciou
vo vicsine pripadov je vSak jeden vnutorny uzol na jeden zlomovy bod. Bez pritomnosti
vnutornych uzlov sa splajnovd baza redukuje na klasicky polynom.

Na kazdom intervale je splajnové funkcia tvorend polynémom pevného rddu m. Rad
polynému je pocet konstant potrebnych na jeho definovanie a je o jedno vySsi nez stupert
polynému m. S prechodom do dalSieho intervalu sa meni charakter polynému, susediace
polynémy st ale spojené hladko, teda v bodoch spoja st funkcie obmedzené tak, aby mali
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rovnaké hodnoty.
Pre tvar splajnovej funkcie je rozhodujuci:

e rad polyndmovych segmentov m,
e postupnostou uzlov 7.

Pocet K bazovych funkcii v splajnovom bdzovom systéme je v situdcii jedného uzlu
na jeden zlomovy bod rovny sictu rddu polynémov a poctu vniatornych uzlov, tj.

K=m+L-1.

Existuje viacero spdsobov, ako konStruovat’ systém béazovych funkcii pre splajnovu
bazu, jednym z najpouzivanejSich je B-splajnovy bdzovy systém.

Pre postupnost’ uzlov 7; definujme i-ty B-splajn rddu j funkcie pomocou rekurzivneho
vztahu ako

lak 7 <t <711 at <7y,
Biolt) = 0 inak

t—1 Tyl —t
B ;(t) = LBy (r) + —

=— Bis1,j-1(t)
J—1)
Tivj— T Titj+1 — Tit1

Potom splajnova funkcia S(¢) tvorend B-splajnovymi funkciami je definovand ako

m+L—1
S(t)=x(t) = Z cxBi(t,7T),
k=1

kde By(t,7) predstavuje hodnotu B-splajnovej funkcie v bode ¢ definovand postupno-
stou 1;.

Na grafoch 3.5 az 3.8 st bazy tvorené B-splajnovymi funkciami na intervale [—1, 1].
Podla vysSie uvedeného pravidla je pocet funkcii K vzdy rovny stctu poctu vnitornych
uzlov, ktory bol v tomto pripade pevne zvoleny 8, a rddu polynémov postupne

m={1,2,3,4}.

15
1.5

1.0
0

B(t)

05

B(1)

05
|

-0.5 0.0
-0.5 0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obr. 3.5: K =9 bazovych funkcii; m =1 Obr. 3.6: K = 10 bazovych funkcii; m = 2
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Obr. 3.7: K = 11 bazovych funkcii; m =3 Obr. 3.8: K = 12 bazovych funkcii; m = 4

Existuje velké mnoZstvo dalSich baz, ktoré uz nie s tak ¢asto vyuzivané, ale nachadzaji
svoje uplatnenie v Specifickych situdciach. Spomenime napriklad najjednoduchsiu z bz -
konstantnii bdzu, tvorent jedinou konstantnou funkciou @ (r) = {1}, &i monomidlnu bdzu
o(t) = {t',12,13,...}, ktord pred prichodom B-splajn bazy patrila k velmi obltibenym
bidzam.
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Vyhladzovanie dat

V predchéddzajicej Casti sme objasnili, Ze zvyCajne nepozorujeme priamo funkciu x(z), ale
diskrétne body, pomocou ktorych chceme ziskat’jej odhad. Dalej treba povedat, Ze funkciu
x(t) navySe zvykneme pozorovat's nejakou chybou merania €. Pozorovand funkcia ma tak
tvar

y(t) = x(t) + &(7).

Dalej sa teda zameriame na metddy, ktoré pri hl'adani vyjadrenia x(t) zohladtiujd aj
chybu merania. BliZSie si predstavime dva pristupy.

4.1 Linedrna regresia

Jednoduchsi z tychto pristupov vyuZiva metddu odhadu najmensSich Stvorcov. Pripometime,
Ze vychadzame z n dvojic pozorovani (y(¢;),t;), pre ktoré mame vztah y(¢;) = x(¢;) + £(t;).
Vyuzitim tychto pozorovani chceme ziskat’ vyrovnané (angl. fitted) hodnoty pozorovane;j
funkcie y pomocou odhadu x. Pripomefime, Ze ten ziskame linedrnou kombindciou kone-
¢ného poctu K bazovych funkcii

K
x(1) =Y cu(t) =c'9,
=1

kde ¢ je vektor koeficientov ¢; a ¢ vektor bazovych funkcii ¢;. Problém hlada-
nia vhodnych koeficientov ¢, mdZeme previest’ na hladanie koeficientov linedrneho re-
gresného modelu, kde je odozvou y(¢;) a K premennymi si hodnoty bazovych funkcif

O1(2;), 92(2)), - - Pk (27)-

Na zéklade popisanych vztahov tak dostdvame regresny model v tvare:

y(t) =x(t1) +e(t1) =c191(t1) + - +crdp(t1) +£(t1),
y(t2) = x(t2) +€(t2) = c191(t2) + - + i (t2) + €(22),

y(tn) = x(tn) + 8(tn) =101 (tn) + o +Ck¢k(tn) + S(In)-

—13-
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Prevedenim do maticového tvaru mame
y=x(t)+€=Pc+e,

kde @ je matica o rozmeroch n x K obsahujicu hodnoty ¢(t;).kde x(¢) je vektor hodnot
funkcie x pre vektor ¢ a € je vektor chyb. Predpokladdme, Ze chyby € st nezdvislé, rovnako
rozdelené ndhodné veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a konstantnym rozptylom 2.

Odhad béazovych koeficientov ¢ potom ziskame minimalizaciou sictu vyhladenych
stvorcov chyb (angl. smoothed sum of squared errors):

n K
SMSSE(yle) = Y. [v; — Y cxdu(t)))? 4.1)
j=1 k=1
V maticovej forme ma tento vyraz tvar

SMSSE(y|c) = (y — ®c)'(y — Pc),
= |ly—@cl*.

Vysledny odhad koeficientov, ktory minimalizuje (4.1), je potom

¢=(P'P) '@y,

a odtial ziskany vektor vyrovnanych hodnot

=0 =0(P'P) 'dy.

Treba poznamenat, Ze nejde o velmi komplexnd metédu a jej vyuZitie je limitované.
Nevyhodou je, Ze vyhladzovanie vieme regulovat’ len v obmedzenej miere; tento pristup
funguje len v pripade, Ze zvolime vyrazne mensi pocet K bazovych funkcii, nez pocet
dostupnych bodov n.

4.2 Regularizacia

O nieco silnejSim nastrojom pre aproximdciu diskrétnych dat funkciou je regularizdcia
alebo vyhladzovanie pomocou penalizacnej funkcie. V praxi je vyuZzivanejsi, neZ predcha-
dzajuici sposob, avSak ten sme si uviedli ako metddu, z ktorej budeme teraz vychadzat. Pri
vyhladzovani dat pomocou regularizicie potrebujeme najskor urcit' mieru hladkosti, resp.
“hrubosti” odhadovanej funkcie pomocou tzv. penalizacnej funkcie PEN(x). Nasledne
minimalizujeme sucet Stvorcov, ktory iou modifikujeme.

Na vyber je viacero penalizaénych funkcii, uvedieme si dve, ktoré patria k najpouzi-
vanejS$im.

e Operator D

Prvy spdsob vychddza z vyjadrenia hrubosti funkcie pomocou derivécie. Za dokonale
hladku funkciu urcite povazujeme rovnu priamku, ktord ma derivaciu rovnu nule.
VyuZzitim operétora D, ktory sme zaviedli v Casti 3.1, méZeme definovat zakrivenie
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krivky v bode # ako druhii mocninu jej druhej derivacie [D?x(¢)]?. Za vhodnid mieru
hrubosti potom povaZujeme

PEN;(x) = / (D%x(s)|2ds,

kedZe viade tam, kde je funkcia velmi premenlivd, ma vyraz [D?x(t)]? velkd hod-
notu, ktorad bude penalizovana.

Zovseobecnenim tohto pojmu pre m-td derivaciu dostdvame

PENy(x) = / (D" x(s)]2ds.

¢ Harmonicky akcelerator

Hladkost’ vSak nemusi vZdy suvisiet' iba s derivaciou funkcie. O nieo vSeobecnejsie
moZeme tvrdit, Ze ide o odklon pozorovanej funkcie od nejakej zékladnej verzie”
krivky. Napriklad pri periodickych diatach mdze byt takouto krivkou sinusoida.
Zavedme harmonicky akcelerdtor v tvare L = @*D + D?, pre ktory plati Lsin(wx) =
0 = Lcos(wx). Prislusnd penaliza¢nd funkcia je potom

PEN(x) = / [Lx(s)]?ds.

4.2.1 Penalizované vyhladzovanie

Pri vyhladzovani pomocou penalizacnej funkcie chceme modifikovat sicet najmensich
Stvorcov tak, aby tdto funkcia mala vplyv na odhad x(¢). Musime sa pritom vysporiadat’
s dvomi protichodnymi cielmi: ziskat’ ¢o mozno najhladSiu funkciu a zdroven dostato¢ne
kopirovat povodné data tak, aby sme uchovali ¢o najviac informdcii. Nasledujici vyraz
predstavuje kompromis medzi tymito poZiadavkami. Definujeme tak penalizovany siicet
stvorcov chyb (angl. penalized sum of squared errors) ako

PENSSE, (dy) = 3" [y — Y extu)J + APEN()
=1 k
— (y—x(t))'(y—x(t)) + APEN ()
= ||y —x(1)||* + APEN(x), (4.2)

kde x(t) je vektor hodnot funkcie x pre vektor t. Parameter A nazyvame vyhladzovci pa-
rameter. UrCuje pomer medzi variabilitou funkcie x a blizkostou odhadu k pozorovanym
hodnotdm. S rastiicou hodnotou parametra A st nehladké funkcie vo vi¢sej miere pena-
dat. Preto pre A — o sa odhadovana krivka bliZi k Standardnej krivke linedrnej regresie.
Naopak, pre A — 0 je v odhade Coraz viac variability a bliZime sa k interpolacii dat.
Ukazme si teraz postup minimalizdcie pre konkrétnu penalizacnd funkciu. Zvolme
PEN,,(x). Vieme, Ze x(t) = ¢’@(t). Penalizadnu funkciu potom vyjadrime v maticovom
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tvare nasledovne:
PENy(x) = / D"x(s)]2ds
= [ 8(5)ds
— [ D9 ()79 (5)cds
= [ [ D"9(5)D"¢'(5)dsle
=c/Re,

Maticu R nazyvame penalizacnd matica a z predchadzajiceho vztahu vidime, Ze

R— / D"¢(s)D" 9 (s)ds.

Suctom sumy $tvorcov chyb SSE (y|c) a A-ndsobku penaliza¢nej funkcie PEN,,(x) tak
dostavame vyjadrenie pre (4.2) v tvare

PENSSE,,(y|c) = (y —®c)'(y — ®c) + Ac'Re
= ||y —®c||* + Ac'Re

Odhad koeficientov ¢ pomocou penalizovanych najmensich Stvorcov je

¢=(®'®+AR) Dy,

s vektorom odhadnutych hodn6t

y=®(@'D+AR) @'y

Vektor y potom mdzeme vyjadrit’ aj v tvare

y="S8s,¥
kde

Sps=P(@P+AR) D (4.3)

Maticu S, 5 nazyvame aj vyhladzovaci operdtor. Pre dand volbu vyhladzovacieho para-
metra A a bazovych funkcii ¢.

4.2.2 Vyber vyhladzovacieho parametra A

Utinnym néstrojom na volbu vyhladzovacieho parametra A je zovSeobecnend krizovd
validdcia. 1de o upravenud kriZovii validdciu, ktorej nevyhodou je, Zze zvykne podhla-
dzovat, teda nedostatocne vyhladzovat’ dita. Vyraz pre zovSeobecnenu krizovu validdciu
definujeme nasledovne:

n~1SSE

GOV = Tl =8, )1
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¢o vieme prehl'adnejsie zapisat’ aj ako

GCV(A) = <n_gf<x>> <n—S§§“>

vyuzijic fakt, Ze poCet stuptiov volnosti pre vyhladzovaci parameter ziskame ako stopu
matice vyhladzovacieho operdtora df(A) = tr(S, ; ), ktory je definovany v (4.3). Metéda
voli hodnotu A, ktord minimalizuje predchddzajice vyrazy.

Vplyv vyhladzovacieho parametra

Ukézme si teraz vplyv vyhladzovacieho parametra na simulovanych pozorovaniach. Pre
naSu pracu ma vyznam predovSetkym Fourierova baza, preto si priklad ilustrujeme prive
na nej. Majme funkciu x definovand na intervale [—5,5], ktord ddva vznik pozorovaniam
y(t1),...,y(t15). Pomocou tychto pozorovani chceme funkciu x odhadniit. Zvolime pevny
pocet K = 9 bazovych funkcii. Chceme ilustrovat, ako sa meni odhad funkcie pri meniace;j
sa hodnote A, resp. inej metéde vyhladenia. Na Obr. 4.1 je pre vyhladenie pouzitd metéda
linearnej regresie. Penalizacnd funkcia teda nie je pritomna. Vidiet, Ze odhadnuta krivka
je v porovnani so skuto¢nou prili§ ”zvIinena”, privelmi Kopiruje pozorovania s chybou.
Hovorime teda, Ze data si podhladené. Zavedieme preto do minimaliza¢ného vztahu
penalizacnd funkciu a uvidime, ako sa zmeni aproximadcia.

—— skutocna funkcia x

10
|

—— vyhladenie lin. regresiou

Obr. 4.1: Vyhladenie pomocou linedrnej regresie

Zvolili sme najskdr pomerne nizku hodnotu parametra A = 0,05 (Obr. 4.2). Uz tu
pozorujeme, ako sa odhad v porovnani s linedrnou regresiou pribliZil skuto¢nej hodnote.
Stéle je v8ak v odhade neZiadidco velké mnoZstvo variability.

Pri volbe A = 1,5 vidime vyrazné zlepSenie. Odhadovand krivka (Obr. 4.3) je velmi
blizko svojej skuto¢nej hodnote a miera vyhladenosti je tomto pripade uspokojiva.
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10
|

—— skutocna funkcia x

—— vyhladenie penalizéciou

Obr. 4.2: Penalizované vyhladenie pre A = 0,05

10
|

—— skutocna funkcia x

—— vyhladenie penalizaciou

-5

-10

Obr. 4.3: Penalizované vyhladenie pre A = 1,5

Ukazku, o by sa stalo, keby sme pokracovali vo zvy$ovani hodnoty A, vidime na Obr.
4.4, Zvolili sme hodnotu A = 10. To, ¢o vidime, je v stlade s vySSie popisanou tedriou.
Pri zviacsujicej sa hodnote vyhladzovacieho parametra je stile vacsi doraz kladeny na
vyhladenie krivky a blizime sa k vysledkom ako v Standardnej linearnej regresii. V tomto
pripade hovorime o prehladenych datach, resp. krivke.
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°
3 ] —— skutocna funkcia x
—— vyhladenie penalizéciou

n -

O —

0 _]

|

o

T .

Obr. 4.4: Penalizované vyhladenie pre A = 10
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Kapitola 5

Funkcionalny linearny model

V predchadzajicich kapitolach sme popisali, ako diskrétne data prevedieme na funkci-
ondlne. Dalej sa budeme zaoberat’ tym, ako pre takéto pozorovania zostrojit’ linedrny
model, presnejSie funkciondlny linearny model. Funkciondlny linedrny model predstavuje
linedrny vztah medzi dvoma alebo viacerymi premennymi, priCom aspoil jedna z tychto
premennych md funkcionélny charakter. Funkciondlne modely potom dalej rozliSujeme
podTla toho, ¢i je takouto premennou zavisld premennd, nezavisld premennd, pripadne obe.

5.1 Funkcionalna analyza rozptylu

V tejto préci sa snaZime ndjst’a popisat vztahy medzi jednotlivymi regiondlnymi, resp. glo-
balnymi klimatickymi modelmi, v zdvislosti na teplote. Teplotné pozorovania prevedieme
do funkciondlnej podoby a budeme o nich uvazovat’ ako o zdvislej premennej. Ku kazde;j
z tychto teplotnych kriviek potom vieme priradit’ jednak globdlny a jednak regionélny
model, ¢o vyjadrime pomocou kategoridlnych premennych. Z toho dovodu sa budeme
blizsie zaoberat iba funkciondlnymi linedrnymi modelmi pre pripad funkcionédlnej odozvy
a skalarnych kovariatov.

Specifickym pripadom takéhoto modelu je situdcia, kedy koviaridty nadobudaji iba
hodnoty 0 a 1. Hovorime vtedy o funkciondlnej analyze rozptylu, skratene z angl. functional
analysis of variance - fANOVA.

Zadefinujme si teraz tento model. Majme J skupin nezavislych funkcionalnych nahod-
nych veli¢in X;;, kde i = 1,...,n;, j=1,...,J, priCom plati N = ny +--- + n;. Majme
potom jednofaktorovy model funkciondlnej analyzy rozptylu definovany ako

Xij(t) = p(r)+aj(r) +&;(z), (5.1

kde 1 (t) je spolo¢na strednd hodnota pre vSetky X; ;, o;(¢) je j-ty efekt faktora a predstavuje
odchylku jeho j-tej skupiny od celkovej strednej hodnoty a &;(¢) je chyba merania. Pre
chyby v modeli musi platit Eg;;(¢) = 0.

Vsimnime si, Ze na rozdiel od klasickej analyzy rozptylu, vSetky parametre v tomto
modeli maju funkciondlny charakter a zdvisia na premennej ¢. Ich odhady ziskame ako

—20—
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NN _l J
() =X(r) = Nj_le_IXU(r),
55(1) = i :mj(r) X))

Pre odhady chyb modelu &;; dostdvame vztah

é,‘j(t) = X,‘j(l‘) —,ﬂ(l‘) - &j(l‘).
Predstavuju variabilitu, ktord nie je vysvetlena prisluSnostou pozorovania k nejakej katego-

rif j. Potrebujeme eSte zabezpecit, aby boli jednotlivé efekty jednoznacne identifikovatelné.
Je preto potrebné pridat’ podmienku nulového sictu parametrov:

J
Z Otj(l‘) =0.
=1

Dvojfaktorova funkcionalna analyza rozptylu

V pripade, kedy mame pritomné dva faktory, hovorime o dvojfaktorovom modeli funkci-
ondlnej analyzy rozptylu. RozSirime tak vztah (5.1) o novy faktor s K skupinami. Majme
teraz N nezavislych f.n.v X rozdelenych do J skupin faktoru A a zarovefi K skupin
faktoru B, kde i = 1,...,np;j = 1,....Jak=1,....,K aplati N = ¥J_| Y& np;n; =
lec(:l I’ljk an, — Z§:1 l’ljk.

Dostdvame potom model v tvare

Xij(t) = () +out) + % (t) + &(t), (5.2)

kde p(t) je celkova strednd hodnota pre vietky X;ju, «;(t) je j-ty efekt faktoru A a
predstavuje odchylku strednej hodnoty j-tej skupiny od celkovej strednej hodnoty (¢),
% (1) je k-ty efekt faktoru B a predstavuje odchylku strednej hodnoty k-tej skupiny od
celkovej strednej hodnoty () a €;x(¢) je chyba. Pre chyby opit plati Eg; () = 0.

Pre odhady parametrov potom dostdvame

j=li=1
a pre odhady chyb &; ; dostavame vztah

A ~

Eiji(t) = Xij(t) — fu(t) — a;(t) — fu(t).
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Opit plati, Ze parametre musia byt jednoznacne identifikovatelné, teda musi platit’

J K
Faro= fo-

V tejto prici vyuZijeme prave model dvojfaktorovej fANOV'Y. Model pre jeden faktor
bol popisany ako vychodzi model pre zavedenie a zadefinovanie zdkladnych vztahov.
Spomenme tu, ze pre pripad dvoch faktorov existuji podobne ako v klasickej analyze
rozptylu modifikacie modelu, napr. pridanie interakéného ¢lenu. Ako sa vSak neskor ukaze,
z povahy dét vyplyva, Ze sa budeme zaoberat’ iba modelom bez interakcie.

5.1.1 Linearny model

Prevedme teraz vztah (5.2) do podoby v§eobecnejSieho zdpisu funkcionédlneho linedrneho
modelu. Majme stbor premennych z4; a zpi, kde j=1,...J,k=1,... K, reprezentujucich
jednotlivé skupiny postupne faktorov A a B. Definujeme ich nasledovne:

I X;jk patri do j-tej skupiny
A =
700 inak

I X;jk patri do k-tej skupiny
2Bki = .
0 1inak

Pomocou tychto premennych potom mdzeme definovat’ aj maticu planu Z pozostava-
jicu z nil a jednotiek. Kazdy riadok matice predstavuje jedno pozorovanie, kazdy stipec
prindleZi postupne premennym z4; a zgi, pre j=1,...J ak=1,...K. Dalej definujme
prisluSni mnozinu parametrov. V tomto pripade su regresnymi parametrami funkcie. De-
finujeme teda mnoZinu funkcii B ako vektor dizky ¢ = J + K + 1 pomocou vztahov

Bo=u,
Bi=oy,....Br=ay,
Brs1=",---,Bryk = ¥k

Maéme teda funkciondlny linedrny model v tvare

yl]k( + Z ZA]lBJ + Z ZBkzﬁJ—i—k +811k( ) (5.3)

kde y(¢) je funkciondlna odozva, By, ..., Bx+s sd regresné koeficienty, pre ktoré musi platit’

Zﬁ/ Z BJ+k =

a pre chybu Eg; j; (1) = 0.
Vztah (5.3) m6Zeme v maticovom tvare zapisat ako

y(1) =ZB(t) +e(),
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kde y(1),&€(t) st vektory dizky N, Z je matica N x ¢ a B vektor dizky g. V§imnime si, Ze
matica Z ma rovnaku stavbu ako v pripade klasickej analyzy rozptylu. Takto zostaveny
model sa tak od bezného linedrneho modelu 1i§i iba v tom, Ze vektory y, B nie st vektormi
Cisel, ale vektormi funkecii.
Uvedme tu eSte, preco neuvadzame predpoklady pre model tak, ako ich pozname

z analyzy rozptylu. Dévodom je, Ze vzhladom na to, Ze sa nachddzame vo funkciondlnom
priestore, predpoklady normality a zhodnosti rozptylov nevieme definovat’ a overit’ tak,
ako sme zvyknuti.

5.1.2 Odhad regresnych parametrov

Dal3im krokom je odhad funkcii B. V pripade $tandardnej regresnej analyzy by sme tak
urobili pomocou minimaliz4cie Stvorcov reziduii. Rovnako mdéZeme postupovat aj
v pripade funkciondleho modelu, musime vSak upravit minimaliza¢né kritérium bertc
ohlad na skutoénost, Ze vyraz y(r) — Z (t) je teraz funkcia.

Chceme teda minimalizovat’ stvorce chyb v linedrnom modeli v tomto tvare:

LMSSE(B) = [Iy(t) ~ZB (1)) y(1) - ZB (1)l

AvSak rovnako ako pri vyhladzovani funkcii odozvy y, aj v tomto pripade m6Zeme pri
odhadovani B vyuzit'k vyhladeniu tychto funkcii regularizaciu. Uvedieme si rovno postup
pre tento pripad. Odhad pre situdciu bez pridanej penalizacnej funkcie potom ziskame
jednoducho poloZzenim A = 0.

Predpokladajme, Ze pozorované funkcie y maji svoje bazové vyjadrenia. To znamen4,
Ze ich vieme vyjadrit’ v tvare

y(t) =Co(1),

kde y je vektor s N pozorovaniami zavislej premennej, C je matica N x K koeficientov
rozvoja a ¢ je vektor bazovych funkcii dizky K, kde dolny index oznacuje, Ze v tomto
pripade ide o bazu vztahujicu sa na vyjadrenie odozvy. Pomocou bdzového rozvoja chceme
teraz vyjadrit’ aj hladany odhad regresnych parametrov ako B = B0, kde B je matica
g % Kg a Kg je poCet bazovych funkcii pouZitych na vyjadrenie parametrov B. Uvedme
tu, Ze predpokladdme, Ze bazy zvolené pre funkcie odozvy a tie pre regresné parametre sa
nemusia zhodovat. Naopak, pre vsetky regresné koeficienty budeme predpokladat’ pouzitie
rovnakej bazy. Pre ucely tejto préce je takéto urCenie vyhovujuce.

Predpokladajic nejaki volbu operatora L, definujme dialej penaliza¢ni funkciu pre 8
ako

PENL(B) = | (LB(5)) [LB())ds. (5.4)

Pre zjednoduSenie zapisu uz dalej argumenty (s) a ds vynechdme. Pre penalizované
najmensie $tvorce potom dostdvame nasledujuci vyraz:

PENSEE(y|B) = /(c¢ —ZB0) (C¢ —ZB0) +7L/(LBO)’(LBO). (5.5)

Pomocou zadefinovania matic
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J¢¢:/¢¢’, 199:/99’, J¢9:/¢9’, R:/(LO)(LO)’

a vychadzajic zo skutocnosti, Ze operdcie integrovania a sictu v (5.5) si navzdjom zame-
nitelné, mdzeme (5.5) prepisat’ na tvar

PENSEE(y|B) =t(C'Clyp) + tr(ZZBJ goB') — 2tr(BJ 9yC'Z) + Atr(BRB').  (5.6)

Ked7Ze chceme minimalizovat tento vyraz, potrebujeme spocitat’ jeho derivdciu vzhla-
dom na maticu B a to polozit rovné nule. Tymto postupom dostaneme, Ze B spliia

(Z'ZBJ 9o+ ABR) = Z'Cl 4.

K dalej tprave budeme potrebovat’ Kroneckerov sucin. Detaily a vlastnosti tejto ope-
racie, ktoré sme vyuzili, je mozno ndjst’'v [5]. Z predchadzajiceho vztahu teda dostivame

oo ®(Z'Z)+ R Avec(B) = vec(Z'Cl ),

kde maticova operécia vec(A) predstavuje preusporiadanie prvkov matice A do stipco-
vého vektora. Odhad B, ktory hl'addme, potom dostdvame ako rieSenie systému linedrnych
rovnic

vec(B) = [Joo ® (Z'Z) + RO ML) 'vec(Z/Clyy). (5.7)

Niaslednym prevedenim vec(B) spit' na maticu g x Kp a dosadenim do vztahu pre
béazové vyjadrenie, ktory sme si definovali na za¢iatku, dostdvame odhad koeficientov B
v tvare

B = Be.
5.1.3 Rozptyl odhadu regresnych parametrov

Chceli by sme teraz eSte vyjadrit rozptyl pre odhady, ktoré sme si odvodili. Budeme
k tomu potrebovat’ maticu, ktord zobrazuje pozorovania y na maticu koecifientov ¢. Tu
sme si uz zadefinovali v Casti (4.2). Pripomefime, Ze ide o maticu zo vztahu

Cc = S¢7)Ly.

Tento vztah teraz potrebujeme rozsirit pre N pozorovani (kazdé ziskané z n diskrét-
nych bodov). Povodné déta teda tvoria maticu N X n, ktord chceme zobrazit’ na maticu
koeficientov C s rozmermi N x K. Maticu tohto zobrazenia budeme znacit’ Y2C. Mdme
teda vztah

C=YS,,,

ktory opit pomocou Kroneckerovho sucinu mdzeme previest’ na tvar
vec(C) = (844 @ I)vec(Y),

vdaka ¢omu potom moZeme vyjadrit’ hladani maticu zobrazenia Y2C ako
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Y2C =S, o1 (5.8)

Z predoslej kapitoly uZ vieme, Ze S 5 md tvar
Sps =D(®'D+4,R,) P, (5.9)

kde A, je vyhladzovaci parameter pouZity na vyhladenie dat a R, je prislusna penaliza-
¢nd matica. Ak fiou nahradime maticu vo vztahu (5.8), dostivame plné vyjadrenie pre
zobrazenie Y2C.

Druhd matica, ktort potrebujeme definovat, je ta, ktord zobrazuje maticu koeficientov
C pre funkcie odozvy na maticu koeficientov B pre regresné koeficienty B. Ozna¢me toto
zobrazenie C2B.
Miernou tpravou vyrazu (5.7) dostdvame

vec(B) = [Jog W Z'Z+Rg @ Agl] ™! (J}yg @ Z')vec(C'),

kde Ag a Rg st vyhladzovaci parameter a penaliza¢nd matica tentokrdt spojené s vyhla-
dzovanim parametrov . Odtial uZ potom dostdvame samotné zobrazenie C2B v tvare

C2B =8p = [Jog ®Z'Z+Rp @ Agl] ™' (J}g6Z').
Teraz mdZeme definovat’ zobrazenie Y2B spojenim zobrazeni Y2C a C2B:

Y2B = S5(8,, ®1)

a prislusny vztah
vec(B) = 8g(Sy 2 @ I)vec(Y').

Rozptyl povodnych dét je dany

var[vec(Y')]| = £, ®1,

kde X, je kovariacnd matica rezidui modelu a I je matica N x N.
Spojenim predchéddzajicich vztahov teda konecne dostdvame pre bazové koeficienty
regresnych parametrov 8 rozptyl v tvare

var[vec(B)] = Sp(Sp 2 @I)(Ze@I)(Sy 2 ®I)Sb
a pre rozptyl samotnych parametrov
var[vec(B)] = (O R I)S5(Sy 5 ®1)(Z. @1)(Sy, @ SHORI),

kde @ je N x Kg matica hodndt bazovych funkcii pre B vyhodnotena v pdvodnych bodoch
pre pozorované dita odozvy.
Za predpokladu, 7e matice Z'Z a J g¢ st invertibilné, mdZeme vyraz zjednodusit na

var[vec(B)] = (o400, ZeSo 1, T 00 50] ® (Z'Z) "
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5.2 Posudenie kvality odhadu

Rovnako ako v beZznom linedrnom modeli, aj v tomto pripade sa pri posudzovani kvality
odhadu pozrieme na hodnoty koeficientu R? a F-test. Rozdiel spo&iva v tom, Ze sledujeme
aj vyvoj tychto veli¢in v zdvislosti na Case ¢.

Permutovany F-test

Chceme zostrojit test, ktory by ndm umoznil overit, ¢i ma model, tak ako sme ho zostavili,
vyznamny vplyv na ziskané vysledky.

Typickym ndstrojom na postdenie celkovej kvality modelu je pri beZnej analyze rozp-
tylu F-test. Ten je vSak zaloZeny na znalosti rozdelenia, z ktorého pochddzaji hodnoty
Statistiky. V pripade funkciondlnej analyzy je prave tento bod problematicky. VyuZziva sa
preto modifikovana verzia testu, tzv. permutovany F-test. Rozdelenie pre pripad platnosti
nulovej hypotézy sa v tomto pripade konStruuje priamo z pozorovani. Zaklad4 sa na my-
Slienke, Ze v pripade, Ze medzi vystupnou premennou a kovaridtmi nie je nami skimany
vztah, ndhodné preusporiadanie parov odozva-kovaridty by nemalo mat'na vysledok vplyv.
Chceme teda testovat’ nulovd hypotézu, Ze prisluSna kombindcia kovaridtov nema vplyv
na zavisld premennu.

Najskor definujeme funkciondlnu verziu F-Statistiky

var([y(7)]
5 L0i(t) = 3i(1))*
ktord vyjadruje pomer rozptylu predikovanych kriviek a sumy Stvorcov rezidui.

Spocitame tuto Statistiku pre nd§ model. Jej funkciondlnu podobu potom zredukujeme
do podoby samostatnej hodnoty ur¢enim maxima tejto funkcie

F(t)=

F*= max F(t),

re [[mimlmax}

kde [tin, tmax| je interval, na ktorom definujeme pozorovania y(t).

Hodnotu F* potom vezmeme za pozorovani testovi §tatistiku. Dal§im krokom je zo-
strojenie empirického rozdelenia pomocou permutécii. Sformalizujme teraz tento postup.

Nasledujuce kroky opakujeme D-krit:

1. Permutujeme mnoZinu indexov pozorovani {1,...,n} a dostivame nové indexy

(it in).

2. Preusporiadame hodnoty zavislej premennej podla nového indexovania, pri¢om ma-
tica pldnu ostdva nezmenena.

3. Spocitame F-Statistiku pre takéto usporiadanie a ur¢ime prislusni hodnotu F;.
4. Porovname F; s pdvodnou hodnotou F*. Definujeme premennu

1 ak F; > F*,

(5.10)
0 akF; <F*.

;=
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P-hodnotu testu potom uréime ako pomer vSetkych spocitanych F'-Statistik a tych, ktoré
su vicsie ako F-Statistika pre povodné usporiadanie:

1 D
= — 1. 5.11
p Ddz,ld (5.11)

Nevyhodou tohto testu je, ze vieme posudit’iba vplyv celého linearneho prediktoru, nie
jednotlivych kovaridtov samostatne. Naopak, vyhoda spociva v tom, Ze nie sme viazani
predpokladmi pre rozdelenie. Pre lepSie porozumenie konstrukcii a priebehu testu si ho
detailnejSie ilustrujeme na redlnych détach v praktickej Casti tejto prace.

R? - $tvorcovy Koeficient nasobnej korelacie

Dal$fm ndstrojom na postdenie kvality modelu je Stvorcovy koeficient ndsobnej koreldcie
R?. Potrebujeme najskor definovat’ dva vyrazy, a to sumu tvorcov rezidui:

= y(t) - ZB ()],

a sumu Stvorcov chyb v pripade modelu pozostavajiceho iba z priemeru fi:

Teraz mdZeme definovat koeficient R? ako

SSE(1)
CSSY ()

R =1 (5.12)

Tak, ako sme zvyknuti, R? udédva mieru toho, ako dobre vieme dant zavisld premennu
v modeli predikovat’ pomocou linedrnej kombinacie zvySnych premennych.
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Aplikacia na realne data

V tejto kapitole aplikujeme doteraz popisanud tedriu funkciondlnych dat na redlne data.
Skimame vztahy a zavislosti medzi jednotlivymi klimatickymi modelmi. Spracovanie je
realizované pomocou programu “R a predovSetkym balika fda, Specidlne ureného pre
pracu s funkciondlnymi datami.

6.1 Popis datového siboru

Détovy subor, ktory v tejto praci spracovavame, obsahuje teplotné merania zhotovené
pocas 30 ro¢ného casového intervalu. Mame tak k dispozicii priemerné mesacné teploty pre
roky 1971-2000. Merania boli realizované vzdy pomocou dvojice klimatickych modelov
- globdlny model a regiondlny model. V tomto pripade pracujeme s 8 roznymi globdlnymi
modelmi (alebo len ’"GCM”): CNRM, CanESM, EC-EARTH, HadGEM?2, IPSL, MICRO,
MPI, NorESM; a 5 regiondlnymi modelmi (alebo len "RCM”): RCA, RACMO, WREF,
CCLM, RegCM.

Pre kaZzdu takidto dvojicu mame tabulku 360 hodnot (12 mesiacov x 30 rokov). AvSak
datovy subor povazujeme za nekompletny, pretoZze neobsahuje pozorovania pre vSetky
kombindcie regiondlneho a globalneho modelu. Z plného poc¢tu moznych 40 dvojic tak
mame k dispozicii zdznamy iba pre 12. Ndhl'ad na nekompletny stibor pozorovani vidime
v tabulke 6.1, kde st uvedené dostupné hodnoty pre janudr 1971. Vsetky hodnoty sd
uvadzané v Kelvinoch.'

Vidime odtial, Ze zastdpenie pozorovani je pomerne nerovnomerné, obzvlast v pripade
regiondlnych modelov. Pre RCA model mdme k dispozicii aZ 7 pozorovani, zatial’ ¢o pre
zvy$né modely jedno, pripadne dve pozorovania.

Uvedme si na tomto mieste, ako budeme dalej uvazovat nad ddatami v rdmci nasej
analyzy. Cielom analyzy je popisat’ vztahy medzi jednotlivymi modelmi, k omu vyuZi-
jeme namerané hodnoty teplot. KedZe vyuZivame metddy analyzy funkciondlnych dat,
nebudeme dalej uvazovat o teplotnych meraniach ako o individudlnych pozorovaniach,
ale za pozorovania vezmeme celé krivky. V pripade, Ze by sme uvazovali teplotnd krivku
pre celych 30 rokov ako jedno pozorovanie pre nejaki kombindciu RCM-GCM, mali by
sme 12 pozorovani. Takyto pocet pozorovani je sim o sebe nizky. Ked naviac vezmeme

11K =-272,15°C

_28—
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Tabulka 6.1: Priemerné hodnoty pre janudr 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HDGEM2 | IPSL | MICRO | MPI | NorESM
RACMO 268,912
RCA | 270,709 | 272,331 269,176 | 269,380 | 267,507 | 274,552 | 273,754
WRF 269,874 268,980
CCLM 267,507
RegCM 264,541

do tvahy poc¢et modelov, s ktorymi pracujeme, zd4 sa byt nedostatocny pre popis vzdjom-
nych vztahov. PoCas analyzy sa ukdzalo ako najuZito¢nejSie uvazovat nad pozorovaniami
zvlastpre jednotlivé roky. Dostdvame tak 30 funkciondlnych pozorovani pre kazdui dvojicu
RCM-GCM, ¢im mdme k dispozicii celkovo 360 pozorovanych kriviek. Pripometime, Ze
zatial stéle len vo forme diskrétnych bodov.

Na Obr. 6.1 su vykreslené vSetky dostupné hodnoty. Ako sa dalo oCakévat, kedZe
hovorime o teplotnych meraniach, vidime isty periodicky charakter pozorovani. Z tohto
prvotného ndhl'adu mézeme dalej pozorovat’ mierne zvicSeny rozptyl pre zimnd sezénu
oproti zvy$ku roka. Vidime tu tiez niekolko odl'ahlejsich hodnét.
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Obr. 6.1: Priemerné mesacné hodnoty pre vSetky modely

6.2 Uprava a vyhladenie dat

Prvym krokom analyzy je reprezenticia a vyhladenie dat. Ani pri vy$Som pocte zvolenych
bazovych funkcii neviedla tato volba k ujme na vyhladenosti kriviek. Vdaka tomu a pre
uchovanie ¢o najviac¢siecho mnozstva informécii sme zvolili pocet bazovych funkcii 13. Ako
najlepsia volba sposobu vyhladenia sa ukdzala metdda regularizacie pomocou Fourierovej
bédzy za pouzitia harmonického akceleritora ako penaliza¢nej funkcie. Z hl'adiska bazy aj



Kapitola 6. Aplikdcia na redlne ddta 30

Teplota
270 275 280 285 290

Mesiac
Obr. 6.2: Povodné a vyhladené hodnoty pre rok 1971 - model CNRM-RCA

penaliza¢nej funkcie ide zdroven o typické volby pre pripad periodickych déat. Optimdlnu
hodnotu parametra A sme urcili pomocou zovseobecnenej krizovej validacie, tato hodnota
vySla A = 1,02. Na Obr. 6.2 je ukdzka povodnych merani spolu s vyhladenou krivku pre
dvojicu modelov CNRM-RCA a pre rok 1971.

VysSie popisand volba je aplikovand na vSetky pozorovania. Ich prevedenim do fun-
kciondlnej podoby dostdvame 360 vyhladenych kriviek zndzornenych na Obr. 6.3.
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Obr. 6.3: Vsetky vyhladené krivky

BliZsie sa teraz pozrieme na rozptyl dat. UZ z Obr. 6.1 a 6.3 bolo mozné vidiet, Ze vicSia
variabilita medzi pozorovaniami je pritomnd v zimnych a letnych mesiacoch. Rovnaky
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Obr. 6.4: Priemer pre vSetky krivky Obr. 6.5: Rozptyl pre vsetky krivky

zaver mdzZeme vyvodit'aj z Obr. 6.5. Rozptyl je v tomto obdobi dvoj- aZ trojndsobny oproti
zvysku pozorovaného intervalu. Na Obr. 6.4 uvddzame aj priemernu teplotnd krivku pre
pozorovania. Priemerné teploty sa pohybujd priblizne od 272K po 290 K. Pre lepSiu
predstavu, v eurépskych jednotkach ide o interval zhruba od 0 °C po 18 °C.

6.2.1 Skupiny klimatickych modelov

Prvym krokom pri skimani vztahov medzi klimatickymi modelmi bude graficky posudit’
vzajomnu blizkost’ a podobnost’jednotlivych pozorovanych kriviek v rdmci skupin naprie¢
modelmi. Pripomenime, Ze skupinu predstavuje jedna z 12 kombinécii regiondlneho modelu
a globdlneho modelu. Vykreslili sme si teda spolo¢ne vSetky krivky, pri¢om zvyraznené su
vzdy tie, ktoré prislichaji danej dvojici modelov.

Sprévanie, ktoré pozorujeme, v tomto pripade napovedd o dalSom smerovani v analyze.
Celkovo moZeme konStatovat, Ze krivky v rdmci jednej skupiny su si vzdjomne pomerne
blizko, a zaroven vidime, Ze napriec r6znymi skupinami sa liSia troviiou aj tvarom krivky.
je predovietkym v zimnych mesiacoch a &iastone v letnych. Dalgie vyraznejsie vzorce
spravania nesledujeme. Ako problematické moZeme ale napriklad vidiet zimné mesiace
pre dvojicu WRF-IPSL (Obr. 6.17).
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Obr. 6.6: Modely RCA-NorESM Obr. 6.7: Modely RCA-CNRM
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Obr. 6.8: Modely RCA-CanESM Obr. 6.9: Modely RCA-HadGEM?2
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Obr. 6.10: Modely RCA-IPSL Obr. 6.11: Modely RCA-MPI
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Obr. 6.12: Modely RCA-MICRO Obr. 6.13: Modely RCA-HadGEM?2
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Obr. 6.14: Modely RCA-EC-Earth Obr. 6.15: Modely RegCM-HadGEM2
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Obr. 6.16: Modely WRF-EC-Earth Obr. 6.17: Modely WRF-IPSL

Uvodny ndhl'ad na pozorovania teda napoveds, 7e klimatické modely, pomocou ktorych
boli uskuto¢iiované merania teploty, maji vplyv na hodnoty danych merani. Ulohou je
teraz ndjst’ Statisticky model, ktory ¢o najlepsie popiSe tieto vplyvy. O to sa pokiisime

v nasledujice;j Casti.

6.3 Model

Chceme ndjst model, ktory popiSe vztahy medzi nameranou teplotou a klimatickymi
modelmi. Ukédzalo sa vhodné pouZit' model funkciondlnej analyzy rozptylu. KedZe ide
o dva rozliné subory klimatickych modelov, presnejSie pdjde o model dvojfaktorovej
funkciondlnej analyzy rozptylu. Vzhladom na to, Ze nemdme k dispozicii pozorovania
pre vSetky mozné kombindcie tychto faktorov, zvolili sme model bez interakcie. Mdme
teda model v tvare, kde pozorované teplotné krivky su funkciondlnou premennou a sd
prerozdelené do 5 skupin faktoru rcm a 8 skupin faktoru gem.

Dany model fANOVA potom definujeme ako

yijk(t) = “(t) + arcm,j(t) + '}/gchc(t) + gijk(t)a (6.1)

kde Qyem, j(1) je j-ty efekt faktoru rem a Yoem i (¢) je k-ty efekt faktoru gem



Kapitola 6. Aplikdcia na redlne ddta 34

pre j=1,...,5;k=1,...,8. Podmienka identifikovateInosti ma potom tvar

5 8
Z O‘rcm,j(t) - Z chm,k(t) -
j=1 k=1

Definujme dalej pre regiondlny a globalny model indikatorové premenné zcp,j @ Zgem ks
ktorych pozorovania maji hodnoty 0 alebo 1.
Model (6.1) ma potom ekvivalentnt formuldciu

8
yz]k( + Z Zrcm,]tB] + Z chm,kiﬁkJrS (t) + 8ijk<t) (62)
j= k=1

a musi opit platit’
5 8
Y Bi(t) Z Br+s(t)
j=1 k=1

Daliim krokom je konstrukcia matice plianu Z. Konstruujeme ju rovnako ako v pripade
klasickej analyzy rozptylu. Majme teda maticu s rozmermi 360 x 14, kde kazdy riadok re-
prezentuje jedno pozorovanie. Stipce potom predstavuji postupne celkovi strednd hodnotu
a jednotlivé efekty faktorov. V prvom stipci pre strednii hodnotu ma matica samé jednotky,
v dalich stlpcoch si jednotky tam, kde prislu$né pozorovanie patri ku konkrétnej sku-
pine daného faktora, zvySok su nuly. Potrebujeme eSte oSetrit’ otdzku indentifikovatelnosti
efektov. Existuje na to viacero postupov, my pouzijeme ten, ktory vyuZziva pridanie ’nulo-
vych pozorovani”, ¢o zabezpecime volbou nulovych koeficientov ¢ pre tieto pozorovania.
Priddme teda dve nulové pozorovania a zdroven do matice planu priddme koreSpondujice
riadky. Pre kazdy faktor vytvorime riadok, ktory ma jednotky na miestach (prisluSnych
stipcoch matice) vietkych svojich skupin, viade inde nuly.

Dal3im krokom je samotny odhad parametrov B. Ako bolo uvedené v &asti (5.1.1), ide

o funkciondlne objekty, volime preto opit’ bdzové funkcie, pomocou ktorych ich vyjadrime.
V (5.1.2) sme predpokladali, Ze tiato baza sa nemusi zhodovat s bazou, ktord sme pouZili
na vyhladenie pozorovani. Doplnime, Ze nemusi ist' ani o rovnaky typ bazy. Opit’ sme
v8ak zvolili Fourierovu bazu s 13 bazovymi funkciami. Volba regulariza¢nej metddy pre
vyhladzovanie parametrov v tomto pripade nepriniesla Ziadne zlepSenie odhadov modelu,
vystacili sme si preto s metddou linearnej regresie.

Na obrazku 6.18 je uz spolo¢ne pit odhadnutych regresnych koeficientov pre regionélne
modely, na 6.19 su koeficienty pre globdlne modely. Vidime, Ze najvyraznejs$i vplyv na
teplotu ma spomedzi regiondlnych modelov RCA model. V zimnych mesiacoch vidiet az
takmer trojstuptiovi odchylku od priemeru. Naopak odhad pre WRF model sa od priemeru
neodliSuje o viac ako pol stupiia.

V pripade globdlnych modelov na Obr. 6.19 pozorujeme viacero modelov s vyraznejSim
vplyvom, u EC-Earth, MPI a CanESM modelov vidime v urcitych mesiacoch opit’ az
trojstupniovy odklon od priemeru.

Séria grafov 6.20-6.33 zobrazuje parametre samostatne, spolu s ich intervalmi spolahli-
vosti. Uvedme, Ze je treba byt opatrny pri pripadnej interpretécii tychto intervalov spolah-
livosti. Ide iba o bodové odhady intervalu v pevnom Case. Nejde teda o globélne intervaly
spolahlivosti pre celé krivky parametrov.
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Obr. 6.18: Odhady pre RCM modely

—— CNRM
—— CanESM
—— EC-Earth
—— HadGEM2
— IPSL
— MPI

—— MICRO
—— NorESM

Obr. 6.19: Odhady pre GCM modely
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Obr. 6.20: Odhad spolo¢ného priemeru
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Obr. 6.22: Odhad 8 pre RACMO
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Obr. 6.24: Odhad 8 pre CCLM
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Obr. 6.21: Odhad 8 pre RCA
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Obr. 6.23: Odhad 8 pre WRF
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Obr. 6.25: Odhad 3 pre RegCM
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Obr. 6.26: Odhad 8 pre CNRM
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Obr. 6.28: Odhad 8 pre EC-Earth
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Obr. 6.30: Odhad 3 pre IPSL
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Obr. 6.27: Odhad 8 pre CanESM
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Obr. 6.29: Odhad 8 pre HadGEM2
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Obr. 6.31: Odhad 8 pre MPI
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Obr. 6.32: Odhad 8 pre NorESM

6.3.1 Posudenie modelu
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Obr. 6.33: Odhad 8 pre MICRO

UkéaZzme si teraz, ako vyzeraju predikované hodnoty z modelu. Krivky sa spocitaji pomocou

vztahu:

Viji(t) :ﬁo(t)+3j(t)+[§k+5(t)7 (6.3)

kde ﬁo je odhadnutd spolo¢nd stredna hodnota, 3 ; st odhady efektov faktoru rcm a ﬁk+5
odhady efektov faktora gcmpre j=1,...,5;k=1,...,8. Pre kazdd kombinéciu klimatic-
kych modelov dostavame jednu odhadnutu krivku, mdme tak spolo¢ne 40 kriviek. Tie su

zobrazené na grafe 6.34.

Vychddzajic dalej zo vztahov (6.2) a (6.3), pre rezidud modelu mame vyjadrenie:

Eijk(t) = Yijk — Jijk = Yijk — 30(1) —31@ - Bk+5(t)'
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Obr. 6.34: VSetky predikované krivky

Graf 6.35 zobrazuje rezidud modelu. Tak ako bolo na zaciatku vidiet aj u povodnych
bodov a neskor vyhladenych kriviek, vyskytuje sa tu niekol’ko pozorovani, ktoré sa javia



Kapitola 6. Aplikdcia na redlne ddta 39

.....

v zimnej sezéne. V tomto obdobi sa hodnoty vicSiny rezidui pohybuju do 4 teplotnych
stupniov, vo zvySnych mesiacoch je to do priblizne 2,5 — 3 stuptiov.
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Obr. 6.35: Rezidua modelu
F-test a R2

Chceli by sme sa teraz pozriet, ¢i si vztahy, ktoré sme odhadli, vyznamné. Ako uz bolo
avizované v teoretickej Gasti, pouZijeme k tomu permutovany F-test a koeficient R”.

V prostredi R vSak funkcia, ktord pocita tento test nie je dplne vhodna pre situdciu, kedy
zavadzame podmienku nulového suctu. Vytvorili sme preto funkciu, ktora sa s tymto prob-
lémom vysporiada. Na obrazku 6.36 je vykreslend krivka prislu$nej F'-Statistiky spocitanej
pre naS model.
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Obr. 6.36: Pozorovana F-Statistika
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Ako bolo uvedené v Casti 5.2, tuto Statistiku, resp. jej maximum, porovnavame

s F'-Statistikami spocitanymi pre modely s permutovanymi pozorovaniami. V tomto pripade
bol zvoleny pocet permutédcii D = 200. V spodnej Casti grafu 6.36 sd vykreslené vSetky tieto
Statistiky. Sd tu zndzornené pre porovnanie so Statistikou z pdvodného modelu. Vidiet, Ze vo
vSetkych pripadoch su ich hodnoty na celom intervale velmi blizko nule, niekolnondsobne
menSie ako povodna Statistika. Presny priebeh kriviek je potom lepSie vidiet na grafe 6.37.
Na tomto grafe je zaroven vykreslend bodova 5%-n4 kriticka hodnota.
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Obr. 6.37: F-Statistiky permutécii, D = 200

Urcenim maxima pre vSetky spocitané krivky a nasledne uréenim 95%-ného kvantilu
tychto hodndt dostdvame maximdlnu droven kritickej hodnoty. T4 je v tomto pripade
rovna Fy g5 = 0,07. Tento postup je zndzorneny na 6.38.
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Obr. 6.38: Maximélne hodnoty F'-Statistik



Kapitola 6. Aplikdcia na redlne ddta 41

Zhriime teda vysledky testu. Pozorovand hodnota F'-Statistiky vysla F* = 1,48, uréena ako
maximum funkcie zndzornenej na grafe 6.36, zatial' ¢o0 95%-ny kvantil m4 hodnotu 0,07, ¢o
vyrazne sved¢i v prospech pritomnosti efektu skupin na vystupné hodnoty modelu. Naviac,
vychadzajic zo vztahu (5.11), hodnoty F* pre nd$ model a grafu 6.38 rovno vidime, Ze
p-hodnota testu je rovna nule. Zamietame teda nulovi hypotézu o nepritomnosti efektov
klimatickych modelov, tak ako sme ich stanovili v modeli.

Dalej uvadzame hodnoty koeficientu R%, ktory uddva aky podiel variabilty medzi pozo-
rovaniami je vysvetleny pomocou modelu. V tomto pripade sa hodnoty pohybuji okolo
50%, co méZeme povazovat za celkom uspokojivy vysledok.
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|
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Obr. 6.39: Koeficient R?

Pri oboch krivkach vidime velmi podobny trend. Najsilnejsi test a najvyssia hodnota R?
vysla pre letné a zimné mesiace. Naopak v prechodnych obdobiach jary a jesene st vysledky
horSie. M6Zeme si to vysvetlit tym, Ze v tychto obdobiach, kde je medzi skupinami vicSia
variabilita , boli jednotlivé efekty I'ahSie identifikovateIné. Naopak, v jarnych a jesennych
mesiacoch si boli pozorovania aj naprie¢ skupinami pomerne blizke.

6.4 Porovnanie vysledkov

V predchddzajticej Casti sme posudzovali celkovi kvalitu modelu. V tejto Casti sa poku-
sime porovnat’ vysledky, ku ktorym sme sa dopracovali, s tym, ¢o uz bolo k danej téme
urobené. Datovy subor, ktory sme spracovévali, uz bol predmetom analyzy v bakalarske;j
praci [10]. K problému sa ale pristupovalo odliSne. Podrobny postup je popisany v [10], na
tomto mieste si iba nacrtneme metddu, ktora tu bola vytvorend. K datam sa opét pristupo-
valo ako k funkciondlnym, avSak vztahy sa skumali skor lokélne, neZ globdlne. Bola teda
skonstruovand metéda, pomocou ktorej sa bodovo dopliiali jednotlivé hodnoty v nekom-
pletnych tabulkéch pre diskrétne pozorovania. I ked’ déta boli sic¢asne vyhladené na celom
30-ro¢nom intervale, algoritmus pocital hodnoty pre kazdy mesiac a rok samostatne. Cie-
Tom v tejto Casti je porovnat  vysledky, ktoré poskytuje nami ndjdeny model s vysledkami
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pochéadzajicimi z popisaného algoritmu. Pri volbe hodnot, ktoré porovndvame, budeme
vychadzat’ z tych, ktoré si zvolili v uvedenej prici. V tomto pripade boli vybrané dve
casové obdobia. Mesiac janudr v roku 1971 a mesiac jil v roku 1986. Na zdklade limita-
cii, ktoré vyplyvali z povahy posudzovania hodndt v danej préci, sa nakoniec pouZili pre
porovnanie iba Styri dvojice modelov z moZnych 12. Celkovo tak porovndvame 8 hodnot.
Cielom tohto porovnania je zistit, ktory z uvedenych postupov poskytuje lepsi odhad, teda
generuje menSiu chybu. Pre dané body preto porovndme odhady so skuto¢nou hodnotou
z datového suboru a ur¢ime chybu.

Povodné merania

Uvedieme najskor pdvodné hodnoty, z ktorych sa pri analyze vychadzalo. Tie su v tabu-
Tkdch 6.2 a 6.3.

Tabulka 6.2: P6vodné hodnoty pre januar 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA 269,176 | 269,380
WRF 269,874 268,980
CCLM
RegCM

Tabulka 6.3: P6vodné hodnoty pre jil 1986

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 | IPSL | MICRO | MPI | NorESM
RACMO
RCA 295,986 | 287,757
WRF 289,393 289,017
CCLM
RegCM

6.4.1 Vysledky ziskané pomocou modelu
Odhady - model fANOVA

Pre ziskanie odhadov v konkrétnych ¢asovych bodoch pre na§ model sme prislusné predi-
kované krivky vy¢islili v tychto bodoch. Hodnoty st obsiahnuté v tabulkéach 6.4 a 6.5.

Tabulka 6.4: Odhadnuté hodnoty pomocou modelu - januér 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM

RACMO
RCA 272,749 | 272,757
WRF 271,154 270,262
CCLM

RegCM
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Tabulka 6.5: Odhadnuté hodnoty pomocou modelu - jil 1986
CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA 295,986 | 287,757
WRF 289,393 289,017
CCLM
RegCM

Chyby - model fANOVA

Ako uz bolo povedané, zaujimaji nds chyby, ktorych sa dopustame pri odhadoch pomocou
zvoleného modelu fANOVA. Spocitame teda rozdiel rozdiel odhadnutych a pévodnych
hodnot. Tabulky 6.6 a 6.7 uvadzaju tieto hodnoty.

Tabulka 6.6: Chyby - model fANOVA - januar 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA -3,573 -3,378
WRF -1,280 -1,283
CCLM
RegCM
Tabulka 6.7: Chyby - model fANOVA - jil 1986
CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 | IPSL | MICRO | MPI | NorESM
RACMO
RCA 4,458 -1,715
WRF 0,300 -2,121
CCLM
RegCM

Vidime, Ze zrejme najlepSie odhady model poskytuje pre dvojicu WRF a EC-Earth, zatial
¢o hodnoty pre modely HadGEM?2 a RCA sa javia ako najproblematickejSie.

6.4.2 Vysledky ziskané pomocou algoritmu

V [10] bola uvedend dopliiovacia metéda aplikovand v dvoch modifikdcidch. Rozdiel
spocival v spOsobe reprezenticie dat, resp. vo volbe bdzy. Pripomefime skuto¢nost, Ze
k ditam sa tu pristupovalo ako k pozorovaniam na celom intervale 30 rokov. V prvom
pripade i3lo o Fourierovu bdzu s periédou dizky jedného roku. V druhom pripade sa pouZila
B-splajnova baza. Vysledky z ndSho modelu porovndme s oboma tymito postupmi.
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Chyby - metéda dopiiiania - Fourierova béza

Uvedieme najskor chyby, ktoré generovala metdda pri pouziti Fourierovej bazy s 13
bazovymi funkciami a ro¢nou periédou. Tabulky 6.8 a 6.9 obsahuju tieto hodnoty.

Tabulka 6.8: Metéda dopliiania - Fourierova béza - janudr 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA -2,240 -2,605
WRF -0,776 -3,389
CCLM
RegCM
Tabulka 6.9: Metéda dopliiania - Fourierova béza - jil 1986
CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA 5,141 -3,052
WRF -0,226 -0,156
CCLM
RegCM

Vysledky, ktoré boli obdrzané v tomto pripade, si podobné tym, ktoré sme spocitali
pomocou modelu. Model HaddGEM?2 sa opit zd4 byt problematickym, obzvI4st pre mesiac
jul.

Chyby - metéda dopiiiania - B-splajn baza

V pripade volby B-splajnovej bazy bol zvoleny pocet bazovych funkcii tak, aby bol uzol v
kaZzdom bode merania, ¢iZe vyrazne vyssi ako v pripade Fourierovej bazy. Chyby, ktorych
sa dopustil algoritmus pri pouZiti tejto bazy sd uloZené v tabulkach 6.10 a 6.11.

Tabulka 6.10: Metéda dopliiania - B-splajn baza - januar 1971

CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA -0,786 -1,406
WRF 0,882 -0,717
CCLM
RegCM
Tabulka 6.11: Metéda dopliiania - B-splajn baza - jil 1986
CNRM | CanESM | EC-Earth | HGEM2 IPSL MICRO MPI NorESM
RACMO
RCA 6,283 -1,699
WRF 1,879 1,491
CCLM
RegCM
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Porovnanie uvedenych hodnét s chybami ndSho modelu v tomto pripade nie je na prvy
pohlad také jednozna¢né. Zda sa, Ze v mesiaci janudr poskytuje algoritmus znacne lepSie
odhady, ale pre jul vidime moZné zhorSenie. V zdverecnej Casti sa podrobnejSie pozrieme
na tieto vysledky.

Zhrnutie

Zhrnieme teraz vystup zo vietkych uvedenych postupov. Tabulka 6.12 obsahuje priemerné
hodnoty chyb, ktoré vznikli pri pocitani odhadov tromi vysSie popisanymi spdsobmi.
Uvadzame priemery zv1ast pre obe Easové obdobia a takisto celkovii priemernt chybu pre
dand metddu.

Tabulka 6.12: Priemerné chyby pocitané tromi sp6sobmi

Model fANOVA | Algoritmus - Fourier | Algoritmus - B-splajn
Januar 1971 2,378 2,253 0,948
Jul 1986 2,148 2,144 2,838
Spolocne 2,263 2,198 1,893

Tu uz vidime kvantifikované to, ¢o sme doteraz pozorovali. Ako najlepsSia metdda, teda
generujlica v priemere najmensie chyby, sa ukézal byt dopliiaci algoritmus s pouZitim
B-splajn bazy. Zvysné dva pristupy, vritane toho, ktory je reprezentovany v tejto praci,
poskytuji o nieco horSie, ale vzdjomne velmi podobné vysledky.

Dané porovnanie mé vSak svoje limitécie. Zvoleny pocet bodov je bohuzial pomerne maly.
Vo viacerych tabulkédch sme si mohli v§imnit, Ze jedno &islo je vyrazne vysSie neZ vSetky
ostatné. Zvycajne i8lo o dvojicu modelov HadGEM2-RCA. Aj spocitané priemery mozu
mat’ preto obmedzenti vypovedni hodnotu.

Rozdiel v dvoch metédach, ktoré boli pouzité v bakalérskej praci, spo¢ival vo volbe bazy.
KTic¢ovym rozdielom vSak nebol samotny typ bazy, ale pocet bazovych funkcii. Ako sa
v praci aj uvadza, rozdiel vo vysledkoch sa pripisuje prave tomuto dévodu. Je to naviac
v sulade aj s naSimi vysledkami. V pripade Fourierovej bazy s periédou rovnou jednému
roku sa predpokladalo velmi podobné spravanie kriviek naprie¢ jednotlivymi periédami
a individudlne vplyvy rokov sa tu viac-menej zotierajui. Postup, ktory sme zvolili v tejto
diplomovej praci ma vSak prave ten isty nedostatok. MnoZzstvo pozorovani z rdznych rokov
sme vyuZili na uréenie jednej priemernej hodnoty reprezentujicej skupinu kriviek. Prave
z tejto skutoCnosti mdze plynut podobnost’ vysledkov pre spomenuté dva postupy.

Nie je preto az takym prekvapenim, Ze pri volbe velmi vysokého poétu bazovych funkcii
a individudlnych bodovych odhadoch sboli dosiahnuté lepSie vysledky. Aj ked pre krivky
v naSom modeli bol takisto pouZity relativne vysoky pocet bazovych funkcii (13 bazovych
funkcii pre merania v 12 ¢asovych bodoch), pri modelovani priemernych efektov sa Cast’
tejto variability nevyhnutne potladi.



Zaver

V tejto préci sme sa venovali analyze funkciondlnych dat ako jednému zo sicasnych tren-
dov matematickej Statistiky. Prva ¢ast prace sa zameriavala na popis prisluSnej teérie. Boli
popisané postupy pre prevedenie diskrétnych pozorovani na funkcionélne data. Konkrétne
sa definovali najpouZzivanejSie systémy bazovych funkcii, Fourierov a B-splajnovy. Na-
sledne sa popisala metéda linedrnej regresie a regularizdcie ako vyhladzovacie metddy.
Rozsiahlu ¢ast’ tvoril popis funkciondlneho linearneho modelu a odhadu jeho parametrov.
V dal$ej Casti sme tieto poznatky aplikovali na redlne ddta, ktorymi boli teplotné merania
ziskané pomocou série klimatickych modelov.

Cielom prace bolo ndjst model, ktory popisuje vztahy a zdvislosti medzi jednotlivymi
klimatickymi modelmi. Vhodnym modelom sa ukazal byt dvojfaktorovy model funkci-
ondlnej analyzy rozptylu. Pomocou tohto modelu sme odhadli, aky vplyv maju jednotlivé
globdlne a regiondlne modely na merania teploty. Tieto vysledky sme overili pomocou
vhodnych testov a ukdzali sa ako vyznamné.

V zéavereCnej Casti sme potom hodnoty ziskané pomocou modelu este porovnali s vysled-
kami, ktoré vychddzaju z metédy uvedenej v [10]. Z porovnavanych hodnét vyslo, Ze
tato metdda poskytuje o nieco lepsie alebo podobné vysledky, v zdvislosti na volbe bazy,
ako nami zvoleny model fANOVA. Avsak nezanedbatelnou prednostou, ktord ma postup
uvedeny v tejto préci je, Ze pomocou modelu, ktory sme zostrojili, vieme popisat’ vztahy
medzi klimatickymi modelmi globdlne a potencidl analyzy funkciondlnych dat je v tomto
pripade vyuZity vo vicSej miere.
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