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Abstrakt

Tato bakalaiska prace je sbirkou piikladd, kterd je urcena k procvic¢ovani latky z pied-
métu MUC31 Linearn{ algebra. Obsahuje tlohy na procviceni teorie a pocetnich piiklada
z kapitol "Matice a determinanty” a ”Soustavy linedrnich rovnic”. Tyto ulohy byly vy-
tvareny tak, aby mohly byt pouZity v aplikaci Informac¢niho systému Masarykovy univerzity
—”Odpovédniky”.

Abstract

This bachelor’s thesis is a collection of examples, that was created to practice the subject
MUC31 Linear Algebra. It contains exercises for practicing theory and numerical exer-
cises from the chapters Matrices and determinants” and ”Systems of linear equations”.
The examples were created, so they can be used in the application of Masaryk University
Information System — "Odpovédniky”.
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Uvod

Tato bakalarska prace byla sestavena jako sbirka piikladi k procvicovani témat "Matice a
determinanty” a ”Soustavy linedrnich rovnic” z pfedmétu MUC31 Lineérni algebra.
Cilem této bakalarské prace je shromdzdit sady piikladi, které budou studentim slouZit
k opakovani latky ve formé& odpovédnikti v Informaénim systému Masarykovy univerzity.
Prace obsahuje otdzky s riznymi typy odpovédi - doplnéni slova nebo ¢isla, vybirani jedné
popf. vice spravnych odpovédi ¢i vybirdni téchto ze seznamu. Formulace otdzek je ome-
zena moznostmi Informacniho systému, nelze tedy vytvéret sady s otevienymi otdzkami
typu “uvedte ptiklad”, apod. U otdzek s moznosti vice spravnych odpovédi je nutné dat
studentdm vybér moznych feseni.

Prace je ¢lenéna na kapitoly a podkapitoly shodujici se s u¢ebnim textem prof. Janysky [1].
Kazda podkapitola zacind vyctem definic, jeZ slouzi k zopakovani dané latky. Déle jsou
zde sekce s tlohami na procviceni teorie a sekce s pocetnimi piiklady. Na konci kazdé
podkapitoly je sepsdno, jakym zptisobem jsou nastaveny mnou vytvorené ukazkové odpo-
védniky v Informacnim systému Masarykovy univerzity.

Hlavnimi zdroji pocetnich prikladi jsou [2], [3], [4] a[5]. Z u¢ebniho textu [ 1] jsou pifevzaty
definice a véty vyskytujici se v bakaldfské praci. Clenéni této price vychazi z obdobné
prace, kterd byla napsana jiz diive [6].






Kapitola 1
MATICE A DETERMINANTY

1.1 Poradi a permutace

Definice. Nechf M = {1,2,...,n}. Pak libovolnd uspofddand n-tice utvofend ze vSech
prvkd mnoZziny M se nazyva potadi z n prvki 1,2,...,n nebo stru¢né poradi.
NechtR = (ry,...,r,) je libovolné poradi. Rekneme, Ze dvojice r;, r; je inverze v poradi
1 yin ity
R, jestlize i < j a r; > rj (4. jestliZe v€tSi z obou Cisel pfedchazi v daném pofadi Cislu
mensimu).
Potadi, v némz celkovy pocet inverzi je sudé ¢islo (resp. liché ¢islo), se nazyva sudé

poradi (resp. liché poradi). Hovotime pak téz o parité poradi.

Definice. Nechf R = (ry,...,r,), S = (s1,...,5,) jsou dv& pofadi. Nechf existuji indexy
i# jtak, Ze s; =r;,s; = ryaddle ry = s; pro k # i, j. Potom fekneme, Ze pofadi S vzniklo
z potadi R provedenim jedné transpozice.

Definice. Necht M = {1,2,...,n} je kone¢nd mnoZina o n prvcich. Pak bijektivn{ zobra-
zeni P mnoZiny M na sebe se nazyva permutace mnoZiny M nebo kratce permutace.
Permutaci P, definovanou piedpisem: P(i;) = j;, prot = 1,...,n, budeme zapisovat ve tvaru

dvouradkové tabulky:
i1 Ir ... 1y
U J2 o Jn )

Definice. Permutace P se nazyva sudd permutace, resp. lichd permutace, jestlize soucet
poctu inverzi v hornim a dolnim fadku tabulky permutace P je sudé Cislo, resp. liché Cislo.
Hovotime pak t€Z o parité permutace.

1.1.1 Priklady na teorii
Priklad 1.1.1

Nechf je déno pofadi R = (1,5,3,4,2,6). Které z ndsledujicich pofadi vzniklo z pofadi R
provedenim jedné transpozice?
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moznosti: feSeni:
a) (1,3,5,4,6,2) b)
b) (2,5,3,4,1,6)
¢) (1,5,3,4,2,6)

d) (4,5,2,1,3,6)

Priklad 1.1.2

Nechf je déno poradi R = (1,5,3,4,2,6). Které z ndsledujicich pofadi vzniklo z pofadi R
provedenim dvou transpozic?

moznosti: reSeni:
a) (3,2,1,6,5,4) c)
b) (1,5,3,4,2,6)
c) (3,2,1,4,5,6)

d) (6,5,3,4,2,1)

Priklad 1.1.3

Urcete x,y tak, aby potadi (4,x,3,6,y,1) bylo sudé.

moznosti: reSeni:
a) x=2,y=35 a)
b) x=5,y=2

Priklad 1.1.4

Urcete x,y tak, aby potadi (3,x,2,5,y) bylo liché.
moznosti: reSeni:
a) x=4,y=1 b)

b) x=1,y=4
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Priklad 1.1.5

Necht n je pevné prirozené Cislo. Z nasledujicich tvrzeni vyberte vSechna pravdiva.

moznosti:

a) Z nprvki lze utvofit celkem (n+ 1) riznych poradi.

b) Vsech n! poradi z n prvki lze sefadit tak, Ze provedenim jedné transpozice obdrzime
z predchoziho poradi, pofadi nasledujici.

¢) Z nprvki lze utvofit celkem (n+ 1)! riznych potadi.
d) Z n prvku lze utvofit celkem n riznych poradi.
e) Z n prvki lze utvorit celkem n! riznych poradi.
reseni: b), e)
Piiklad 1.1.6

Vyberte vSechna pravdiva tvrzeni.

moznosti:

a) Bijektivni zobrazeni P mnoZiny M na sebe se nazyva inverze.
b) V sudém potadi je lichy pocet inverzi.
¢) V sudém potadi je sudy pocet inverzi.
d) Jestlize mame S-prvkové poradi, pak v tomto potadi je pravé 60 poradi sudych.
e) Celkovy pocet permutaci 7-prvkové mnoziny je roven Cislu 49.
reseni: c), d)
Priklad 1.1.7
Provedeni jedné transpozice (1) paritu daného poradi.
moznosti: feSeni:
(I1): a) zméni b) nezméni a)
Priklad 1.1.8
Necht n > 2. Pak z celkového poctu n! riznych poradi z n prvkt je (1) potadi sudych a
(2) potadi lichych.

moznosti: een
W) (=D B3 of &5 0

@: a2 B2 o (m-1) 2 d)



Priklad 1.1.9
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Necht n > 2. Pak z celkového poctu n! rtiznych permutaci n-prvkové mnoZziny je (1)

permutaci sudych a (2) permutaci lichych.

moznosti:

(1):a) (n—1)! b5 o nj’ d) (nle)!

@) a) S B2 onl dyn?

Priklad 1.1.10

Permutace mnoziny M je (1) M — M.

moznosti:

(1):  a) injektivni zobrazeni
b) surjektivni zobrazeni

c¢) bijektivni zobrazeni

Priklad 1.1.11

Jakému Cislu je roven pocet riznych permutaci n-prvkové mnoziny?

moZnosti:
a) (n—1)!
b) (n—1)
¢) n!
d) n?

1.1.2 Pocetni priklady
Priklad 1.1.12

Vyberte vSechna potadi pro n.
(1): n=5

a) (2,4,8,5,3)

b) (2,5,3,1,4)

c) (3,4,2,5,1)

d) (6,5,2,1,3,4)

e) (3,4,2,5,6)

reSeni:
c)
b)
FeSeni:
c)
reSeni:
c)
2): n=6
a) (8,1,2,3,5)
b) (4,5,2,6,1,3)
¢) (6,5,1,3,4,6)
d) (4,5,2,3,1,6)
e) (9,8,5,4,6,1)
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(3): n=6 4): n=4
a) (4,5,2,8,1,3) a) (4,3,2,1)
b) (4,1,2,3,5,6) b) (5,1,2,3)
¢) (9,8,5,4,6,1) c) (2,1,4,3)
d) (6,5,1,3,4,6) d) (2,4,3,1)
e) (6,5,1,3,4,2) e) (2,5,1,3,4)
(5): n=4 (6): n=5
a) (4,2,3,4) a) (4,5,2,6,1)
b) (4,2,3,1) b) (5,1,2,3,5)
c) (8,1,2,3) c) (4,5,2,3,1)
d) (2,1,4,3) d) (5,1,3,4,2)
e) (5,1,3,4) e) (9,4,1,2,3,4)
feSeni: (1) b, c (2)b,d (3)b, e (4)a,c,d (5)b,d (6)c,d
Priklad 1.1.13
Vyberte vSechna poradi pro n.
(1): n=38 (2): n=10

4,5,2,6,1,3,4,9
4,5,2,3,1,6,8,6

a) ( ) 1,6,10,3,4,8,2,7,9,5)
b) ( )
¢) (8,1,2,3,5,6,7,4)
d) ( )
e) ( )

a) (

b) (8,1,2,3,5,4,9,10,6,7)

c) (4,5,2,3,1,6,5,6,10)
9,8,5,4,6,1,7,3 d) (
6,5,1,3,4,8,7,2 e) (

6,5,9,3,4,7,2,10,9,8)
9,7,5,8,6,1,2,7,3,4)

(3): n=8 4): n=9
a) (8,5,2,6,1,3,4,9) a) (4,8,5,4,9,8,2,3,7)
b) (4,1,2,3,5,6,8,7) b) (5,8,9,2,1,3,7,6,4)
©) (7,8,5,4,6,1,7,3) ©) (9,7,5,8,6,2,1,6,7)
d) (6,5,1,3,4,8,7,2) d) (9,7,4,3,1,1,3,4,7)
e) (4,5,2,3,1,6,5,6) e) (9,4,8,6,3,5,2,7,1)

(5): n=10 6): n=9
a) (6,5,9,3,4,7,2,10,9,8) a) (8,7,5,8,6,2,1,6,7)
b) (9,7,5,8,6,1,2,7,3,4) b) (9,7,4,3,2,1,6,4,7)
©) (4,5,8,2,1,9,3,10,7,5) ©) (3,2,8,7,5,1,9,4,6)
d) (5,6,8,7,3,9,10,1,2,4) d) (1,8,2,6,7,3,9,4,5)
e) (6,8,5,4,7,3,9,10,1,2) e) (6,5,9,3,4,7,2,9,8)



reseni: (1)

Priklad 1.1.14

Vyberte vSechna sudd potadi pro n.

C, € (2)a, b

(I): n=6

a)
b)
C)
d)
e)
B): n=6
a)
b)
c)
d)
e)
5): n=17

a)
b)

c)
d)

e) (7,1,5,4,6,3,2

reseni: (1) b, d, e (2

Priklad 1.1.15

Vyberte vSechna licha poradi pro n.

(1): n=7

o~ o~ o~ o~

a) ( )
b) ( )
¢) (4,7,2,5,1,6,3)
d) ( )
e) ( )

(4,5,2,6,1,3)
(4,1,3,2,5,6)
(7,5,2,3,1,6)
(6,5,1,3,2,4)
(2,3,5,4,6,1)

(4,5,2,6,3,1)
(7,3,5,4,6,1)
(4,1,2,3,5,6)
(4,5,2,3,1,6)
(6,5,1,3,4,2)

4,3,2,7,6,5,1
4,7,2,5,1,6,3
7,5,2,3,1,6,4
6,4,1,5,3,2,7

4,3,2,7,6,5,1
7,5,2,3,1,6,4

6,4,1,5,3,2,7
7,1,5,4,6,3,2

3)b,d

)
)
)
)
)
)b, e

(4)b, e

2): n=7

4): n=238

a) ( )
b) ( )
¢) (4,5,2,3,1,7,8,6)
d) ( )
e) ( )

(3)a,d 4

2): n=8

a) (
b) (
c) (
d) (
e) (

a) ( )
b) ( )
©) (9,5,2,3,1,6,4)
d) ( )
e) ( )

Kapitola 1. MATICE A DETERMINANTY

S)d, e

4,5,2,7,1,6,3
4,1,2,3,7,6,5

6,5,1,3,4,7,2
7,2,5,4,6,1,3

7,5,2,6,1,3,8,4
8,1,2,3,5,6,7,4

6,5,1,3,4,8,2,7
7,8,5,4,6,1,3,2

)b, c

7,5,2,6,1,4,8,3)
8,1,2,3,5,6,4,7)
4,5,2,3,1,7,8,6)
6,5,1,3,4,8,2,7)
7,8,5,4,6,1,3,2)

©6)c,d

5)a,b,e
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(3): n=6 4): n=17
a) (4,1,3,2,5,6) a) (4,5,2,7,1,3,6)
b) (4,5,2,6,1,3) b) (4,1,2,3,7,6,5)
c) (4,5,2,3,6,1) c) (7,5,2,3,4,1,6)
d) (6,5,1,3,2,4) d) (6,5,1,3,4,2,7)
e) (2,3,5,4,6,1) e) (7,2,5,4,6,1,3)
5): n=6
a) (4,5,2,6,1,3)
b) (4,1,3,2,5,6)
c) (4,5,3,2,1,6)
d) (2,3,5,4,6,1)

e) (6,5,1,2,3,4)
feSeni: (1) b, d (2)b,d, e 3)b, c 4)c,d (5)a,c,e

1.1.3 Nastaveni odpovédniku

Priklady na teorii

Odpovédnik na piiklady z teorie tvori jeden piiklad z 1.1.1 az 1.1.4 a tfi priklady z 1.1.5 aZ
1.1.11. Poradi odpovédi u otdzek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné
tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi otdzek.

Bodovéni je nastaveno tak, Ze za kaZdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearni algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni pifiklady je sloZen ze Ctyf otazek, ty tvoii vZdy jedna z moZnych
variant z kazdého ptikladu 1.1.12 az 1.1.15. Poradi odpovédi u otazek, kde vybirame z vice
odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi
otazek.

Bodoviéni je nastaveno tak, Ze za kaZdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearni algebra.
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1.2 Matice a determinanty

Definice. Necht T je Ciselné téleso, m,n jsou prirozend Cisla. Pak obdélnikové schéma

tvaru:
ai agp - dig
A a1 azxp - Ay ’
Aml Am2 - dmn
kdeagjj € Tproi=1,...,ma j=1,...,n, se nazyva matice typu m/n (nad télesem T).

Oznaceni: A = (a;;) typu m/n. Cisla a;; € T se nazyvaji prvky matice A.

Matice A = (a;j) typu m/n a matice B = (b;;) typu p/q jsou si rovny, jestlize jsou
stejného typu (tj. m = p An = q) a je-li a;; = b;; pro kazdé i, j.

Mnozinu vSech matic typu m/n nad télesem T budeme oznacovat Mat,,,(T ).

Definice. Necht A = (g;;) je matice typu m/n nad T. Potom:

1. je-li a;; = 0 pro kazdé€ i, j (tj. vSechny prvky matice jsou rovny nule), matice se
nazyva nulovd matice (typu m/n) a oznaCuje se symbolem 0,

2. je-li m = n (tj. pocet fadku je roven poctu sloupctl), matice A se nazyva ctvercovd
matice rddu n

3. matice A’ = AT typu n/m, kterd vznikne z matice A ziménou F4dki za sloupce, tj.:

ail azr - Aami

aiz az - am
A =AT =

Aip d2p - dmn

se nazyva transponovand matice k matici A

4. &tvercovd matice takovd, ze AT = A (respektive AT = —A, kde —A = (—a;;)) se
nazyva symetrickd matice (respektive antisymetrickd matice).

Definice. Nechf A = (a;;) je Ctvercovd matice fadu n nad t€lesem 7. Pak determinant
matice A je &islo z t€lesa T oznacené det A (nebo téZ |A|) a definované vztahem:

detA — Z (_1)1(]177/7!) .aljl .a2j2 ..... a”jn?
(j17~-~7jn)

kde I(j1,...,jn) znadi celkovy pocet inverzi v permutaci:

(1 2 ... n)
JU J2 o Jn
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pouzitych fadkovych a sloupcovych indexti. S¢itani se provadi pres vSechna riizna poradi
(j1s---,jn) sloupcovych indexu.
Vyraz

(_1) (]] ]n) . aljl . a2j2 ..... anjn

se nazyva ¢len determinantu.

Definice. Nechf A = (a;;) je ¢tvercovd matice fadu n. Nechf je zvoleno k jejich fadkd a
sloupct (k < n),asice: 1 <ij <ip <---<ip<m,resp. | <jj < jp<---<jr<n.Pak
matice vytvorend ze zvolenych fadku a sloupcd, tj. matice

Aiyjy Qiyjy " Qigjy
Airji  Gigjy " Aigjy
M= A .
igji Qigja -+ Qi
se nazyva submatice matice A urCend fadky iy, ..., a sloupci jy,..., ji. Jeji determinant

|M| se nazyva minor fadu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) fadky a (n — k) sloupci je uréena submatice M matice A, kterd se
nazyva doplitkovd submatice k submatici M a jeji minor W se nazyva doplnék minoru
|M|. o

Ozname sy =iy +ip+ - +ix+ j1 + - - - + ji. Pak Cislo (—1)*™ - |M| se nazyva alge-
braicky dopinék minoru |M|. Clen dopliiku [M]| vyndsobeny &islem (—1)*™ se pak nazyva
Clen algebraického doplitku minoru |M]|.

Determinant submatice tvofené stejnymi fadky a sloupci, tj. iy = ji,...,ik = jk, S€
nazyva hlavni minor rddu k.

Definice. Nechf A = (g;;) je ¢tvercovd matice fadu n. Pak algebraicky dopln€k minoru
Jjednoprvkové submatice sestavajici z prvku a;; budeme krétce nazyvat algebraicky doplnék
prvku a;j a oznaCovat symbolem A;;.

1.2.1 Priklady na teorii

Priklad 1.2.1

Necht A je ¢tvercova matice fadu n, pak:

Prvky a;;, i=1,---,n, tvofi (1) matice A.

Prvky a;j, i+ j=n+1 tvoii, (2) matice A.

Jestlize pro kazdé i, j = 1,--- ,n plati aj; = a;;, pak se matice A nazyvd (3).

Jestlize pro kazdé i, j = 1,--- ,nplati a;; = —a;;, pak se matice A nazyva (4) .

moznosti: reSeni:
(1): a) hlavni diagondlu b) vedlejsi diagonélu a)

(2): a) hlavni diagondlu b) vedlejsi diagonélu b)
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(3): a) symetricka b) antisymetricka a)
(4): a) symetrickd b) antisymetricka b)
Priklad 1.2.2

Determinant matice A je roven nule, tj. det A = 0, jestlize (vyberte vSechna pravdiva tvr-
zeni):

moznosti: feSeni:
a) dva rizné fadky jsou shodné a),d), e)
b) matice A je jednotkova
¢) matice A je ve schodovitém tvaru
d) jeden sloupec je ndsobkem jiného sloupce

e) matice A obsahuje nulovy fddek

Piiklad 1.2.3

Determinant matice A je roven nule, tj. det A = 0, jestlize (vyberte vSechna pravdiva tvr-
zeni):

moznosti: FeSeni:
a) matice A je jednotkova b), d), e)
b) dva rtizné sloupce jsou shodné
¢) matice A je ve schodovitém tvaru

d) néktery fadek je linedrni kombinaci ostatnich radkt

e) matice A obsahuje nulovy sloupec

Priklad 1.2.4

Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n, nechf |M| je minor fadu k matice A (k < n). Pak sou¢in
libovolného ¢lenu algebraického doplitkku s libovolnym ¢lenem minoru je ¢len determi-
nantu.

moznosti: FeSeni:
a) Ano a)

b) Ne
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Priklad 1.2.5

Nechf A je ¢tvercova matice fadu n a nechf je pevné zvoleno k fadkt matice A, kde 0 < k < n.
Pak (1) matice A je roven (2) vSech ( "

1 ) (3) minor( fadu k, vybranych ze zvolenych
k ¥adkd, s jejich (4) .

moznosti: feSeni:
(1): a) dopln€k b) minor c¢) determinant d) algebraicky doplnék c)
(2): a) souctu b) soucinu a)
(3): a) souctu b) soucinu b)
(4): a) determinanty b) algebraickymi dopliiky ¢) minory b)
Priklad 1.2.6

Necht matice B vznikne z matice A zdménou dvou riznych radk, pak:

moznosti: feSeni:
a) det B=detA c)
b) det B=1t-detA
c) det B=—detA

Priklad 1.2.7

Necht matice B vznikne z matice A vyndsobenim jednoho fadku pevnym ¢islem ¢t € T', pak:
moznosti: feSeni:
a) detB=t-detA a)
b) det B=detA
c) det B=—detA

Priklad 1.2.8

Nechf matice B vznikne z matice A zdménou dvou riznych sloupcii, pak:

moznosti: feSeni:
a) det B=det A b)
b) det B= —detA

c) detB=t-detA
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Priklad 1.2.9

Necht matice B vznikne z matice A vyndsobenim jednoho sloupce pevnym cislem 7 € 7,
pak:

moznosti: FeSeni:
a) det B=—detA c)
b) det B=detA

c) detB=1t-detA

Priklad 1.2.10

Transponovanim matice A se hodnota determinantu:
moznosti: feSeni:
a) zmeéni b)

b) nezméni

Priklad 1.2.11

Jestlize k jednomu fadku matice A pficteme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich fadki.
Pak se determinant matice A:

moznosti: FeSeni:
a) zmeéni b)

b) nezméni

Priklad 1.2.12

Jestlize k jednomu fadku matice A pricteme libovolny ndsobek jiného fadku. Pak se deter-
minant matice A:

moznosti: FeSeni:
a) zmeéni b)

b) nezméni
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Priklad 1.2.13

Jestlize k jednomu sloupci matice A pri¢teme libovolny nasobek jiného slupce. Pak se
determinant matice A:

moznosti: reSeni:
a) zmeéni b)

b) nezméni

Priklad 1.2.14

Jestlize k jednomu sloupci matice A pfi¢teme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich
sloupct. Pak se determinant matice A:

moznosti: reSeni:
a) zmeéni b)

b) nezméni

1.2.2 Pocetni priklady
Priklad 1.2.15

Urlete determinant matice A.

1 23 1 23 51 2
(WA= 21 4 QA= 51 2 B3)A=| 21 4
51 2 2 1 4 1 2 3
1 4 2 8 4 2 8 1
“HA=| 6 3 5 5 A= 1 4 2 6)A=1| 4 3
2 8 4 6 3 5 215
reSeni:
(H21 ) -21 3) -21 @0 (®)X4 (6) —34
Priklad 1.2.16
Urcete determinant matice A.
1 -2 3 -2 1 3 8
(HhA=| 2 -1 4 2)A= -1 2 4 B3A= -1 4 5
5 1 -2 1 5 =2 — -7
—1 4 5 —4 2 1 —4 2
dHA= -2 6 -7 5)A= 3 -5 4 (6)A = 6 2 —1
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reSeni:
(1) —29 (2) 29 (3) —151 4) —151 (5) 102 (6) —102
Priklad 1.2.17

Necht je ddna matice A. UrCete parametr a tak, aby determinant matice A byl roven nule.
Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b, popt. —a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

2 3 8 a a 4
(I)A:(a 5) (2)A:(5 2) (3)A:(—1 7)
11 2 2 —4 45
o-(1) o) e ()

FeSeni:
Ha=2  @a=% @Ga=-2 @Wa=22 (S)a=-10 (6)a=-2
Priklad 1.2.18

Necht je dana matice A. UrCete parametr a tak, aby determinant matice A byl roven nule.
Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b, popt. —a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

2 a 3 a 2 5 3 8 —a
(LhA=1[ 5 -1 4 2)A = 31 2 B3)A=]| 2 5 1

6 2 -3 4 6 7 3 =2

7 4 =2 532 -2 7 3
HA=|5a 3 A= a 7 4 6)A = 4 5 2

01 7 5 8 1 3 3 —a
reSeni:

Ha=-3 @a=%7 @Qa=-3 @a=4g ©Oa=4 ©Oa=-7

Priklad 1.2.19

Je ddna matice A. Urcete jeji determinant.

531 =2 -1 523
421 3 5 600
MA=1350 o A= 7 900
260 0 2 -5 7 1
257 3 531 =2
006 5 4 21 4
(3)A= 009 7 WA=13 30 o
1 2 8 4 260 0
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-1 5 2 4
2 0 0 5
A = 300 2
8 9 4 1
reSeni:
(1) 40 (2) —57 (3) —27 4) 72 (5) —22
Priklad 1.2.20

Je dana matice A. Uzitim Laplaceovy véty a definice determinantu urcete determinant.

102030 102030
514273 325 4 3 3
104000 104000

MA=11¢ 15300 @DA=15 10200
910000 910000
100000 110000
120000 102031
340000 320000
124100 1 40000

@DA=1 ¢ 15100 WA=1 3531400
6 35415 115200
1970090 9 03 4 31
102030 51 4 13 4
5141 4 3 21 3 100
120000 42 4 300

OA=142000 0 ©A=1 97 0o 000
9 1 4300 112 0 000
123200 23 1 52 4

resSeni:

(1) —108 (2) 576 (3) —90 4)0 (5) 54 (6) 140

Piiklad 1.2.21

Nechf je ddna matice A = . Urcete algebraicky doplnek prvki Azj,A3.

W B~
— N W
~ 0 O

reSeni:
Ay = —6
Axyy =77
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Priklad 1.2.22

Necht je ddna matice A = | — . Urcete algebraicky doplnék prvki Az, Ass.

N =
W W N
wn B~ W

reSeni:
Ay = —17
Ay =14

Priklad 1.2.23

(O8]

2
Nechf je ddna matice A= | 4 7 2 |. UrCete algebraicky dopln€k prvka Aj;, Asj.
3

[E—

FeSeni:
Ay =23
A3 =39

Priklad 1.2.24

Nechf je ddnamatice A= | 2 1 —3 |. UrCete algebraicky doplnék prvka A3,, Ay3.
FeSeni:

Ay =29
A3 =-9

Priklad 1.2.25

6

Nechf je dana matice A= | 7 3 1 |. UrCete algebraicky dopln€k prvki Ay, Ajs.
5

FeSeni:

Ay =12
App=-23

Priklad 1.2.26

Necht je ddna matice A = . Urcete algebraicky doplnék prvki Ay, Aps.

~ =
N L W
(NS RN \)

reSeni:
A =24
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Priklad 1.2.27
1 -3 -2 7
. . _ 4 -1 50 . . (1 =2
Je dédna matice A = 71 o 4 |alerd submatice M = ( 4 5 )
1 0 -8 2

Urcete doplnék a algebraicky doplné€k minoru |M|.

feSeni:
Doplnék: 2
Algebraicky doplnék: —2

Priklad 1.2.28
1 -3 =27
. . B 4 -1 50 . . (=T 1
Je ddna matice A = 7 1 o 4 |aled submatice M = ( 1 0 >
1 0 -8 2

Urcete doplnék a algebraicky doplnék minoru |M|.

reSeni:
Doplnék: —35
Algebraicky doplnék: —35

Priklad 1.2.29
1 -3 -2 7
. ) _ 4 —1 50 .. . B 2 4
Je dana matice A = 7 1 > 4 a jeji submatice M = ( g 9 )
1 0 -8 2

Urcete doplngk a algebraicky doplnék minoru |M]|.

feSeni:
Doplnék: 11
Algebraicky doplnék: 11

Priklad 1.2.30
1 -3 -2 7
e e s 0| L . -1 0
Je d4na matice A = _q 1 5 4 | e submatice M| = ( | 4 )
1 0 -8 2

Urcete doplnék a algebraicky dopln€k minoru |M|.
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feSeni:
Doplnék: —6
Algebraicky doplnék: 6

Priklad 1.2.31
1 -3 =27
. . B 4 -1 50 . . (=3 =2
Je ddna matice A = 7 1 o a4 |aiefd submatice M = ( 1 2 )
1 0 -8 2

Urcete dopln&k a algebraicky dopln€k minoru |M|.

feSeni:
Doplnék: 8
Algebraicky doplnék: —8

1.2.3 Nastaveni odpovédniku

Priklady na teorii

Odpovédnik na piiklady z teorie tvoii dva pfiklady z 1.2.1 az 1.2.5, dva piiklady z 1.2.6
az 1.2.9 a dva piiklady z 1.2.10 az 1.2.14. Potadi odpovédi u otdzek, kde vybirame z vice
odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi
otazek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenavany do poznamkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otizkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni ¢asové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linedrn{ algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni piiklady je sloZen z osmi otdzek, z toho prvnich Sest tvoii vzdy
jedna z moznych variant z kazdého piikladu 1.2.15 az 1.2.20. Dale je zahrnut jeden z pii-
kladt 1.2.21 az 1.2.26 a posledni otazku tvoii jeden z pifikladi 1.2.27 az 1.2.31 v tomto
poradi.

Bodovini je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkam a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearn{ algebra.
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1.3 Algebra matic
Definice. Necht A = (a;;), B = (b;j) € Mat,,,(T), t € T libovolné. Pak:
1. matice A+ B = (c;j) € Mat,,,(T) definovan:
cij=ajj+bjj proi=1,....m, j=1,...,n
se nazyva soucet matic A, B
2. maticet-A = (d;;) € Maty,,(T) definovana:
dij=t-a;j proi=1,....m, j=1,....n

se nazyva soucin cisla t s matici A nebo nasobek matice A ¢islem z.

Definice. Necht A = (q;;) je matice typu m/n, B = (b;;) je matice typu n/p (obé nad tymz
t€lesem 7'). Pak matice A- B = C = (c;;), typu m/p, kde:

n
cij= Y aibyj,
k=1

proi=1,....m, j=1,...,p, se nazyva soucin matic A, B (v tomto poradi).

Definice. Ctvercovd matice fadu n (nad T') tvaru:

1 00 - 00
010 -- 00
Ey=|: ool
000 -- 10
000 --- 01

(tj. matice majici v hlavni diagondle samé jednicky a vSude jinde samé nuly) se nazyva
Jjednotkovd matice (fadu n).

Definice. Ctvercové matice A se nazyva reguldrni matice, je-1i det A # 0, resp. singuldrni
matice, je-li det A = 0.

Definice. Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n. Matice X s vlastnosti:
A-X=E, N X-A=E,

se nazyva inverzni matice k matici A s ozna¢uje se symbolem A~!.

Definice. Necht A = (g;;) je ¢tvercovd matice fadu n. Pak matice

A Ay o Ap
. | Az An - Ap
A A - Am

se nazyva adjungovand matice k matici A.



22 Kapitola 1. MATICE A DETERMINANTY

1.3.1 Priklady na teorii
Priklad 1.3.1

Vzhledem k operacim s¢itani matic a sou¢inu ¢isla s matici je mnozina Maty,, (T') nad téle-
sem T vektorovy prostor a jeho dimenze je rovna:

moznosti: FeSeni:
a) m+n b)
b) m-n
c) m—n

Priklad 1.3.2

MnoZina vSech matic typu m/n nad télesem T s operaci s¢itani matic, tj. (Maty,(T),+)
je:

moznosti: feSeni:
a) Nekomutativni grupa C)
b) Téleso

¢) Komutativni grupa

d) Obor integrity

Priklad 1.3.3

Ndsoben{ matic je asociativni, tj. nechf matice A je typu m/n, B je typu n/p a C je typu
p/q. Pak plati:

moznosti: reSeni:
a) A+ (B-C)=A -(B+C) b)
b) A-(B-C)=(A -B)-C
c) A-(B+C)=A -B+A -C

Priklad 1.3.4

Nasoben{ matic je distributivni vzhledem ke s¢itani matic, tj. nechf matice A je typu m/n,
resp. B,C jsou typu n/p. Potom plati:

moznosti: FeSeni:

a) A-(B+C)=A -B+A -C a)
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b) A-(B+C)=A -B—A -C

¢) A+(B+C)=A -B+A -C

Piiklad 1.3.5

MnozZina vSech ¢tvercovych matic fddu n (nad 7T') s operacemi sCitdni matic a ndsobeni
matic, tj. (Mat,,(T),+,-),je (1) sjedniC¢kou. (2) jepron>2 (3) a (4) délitele nuly.

moznosti: reSeni:
(1): a) okruh b) pologrupa a)
(2): a) Tato pologrupa b) Tento okruh b)
(3): a) komutativni b) nekomutativni b)
(4): a) obsahuje b) neobsahuje a)
Priklad 1.3.6

Necht A, B jsou ¢tvercové matice faddu n. Pro ndsobeni matic plati:

moznosti: feSeni:
a) det(A -B) =detA +detB b)
b) det(A -B) =detA -detB

c) det(A+B) =detA -detB

Priklad 1.3.7

Ke ctvercové matici A fadu n existuje matice inverzni (1) A je reguldrni matice.

moznosti: reSeni:
(I):ay<= b= o<« c)
Priklad 1.3.8

Necht A, B jsou reguldrni matice fadu n. Pak plati (vyberte vSechna pravdiva tvrzeni):

moznosti: feSeni:
a) (A7) =4 a)c)d)f)
b) (A-B)"'=B-A

¢c) (A-B)"'=B"1.4"1



24

Kapitola 1. MATICE A DETERMINANTY

d A7 =g

e) (A-B)"'=B+A

D (A7) =@

Priklad 1.3.9

Mnozina vSech regularnich matic fadu n (nad télesem T) s operaci nasobeni matic je (1)
(1 slovo), ktera je pron > 2 (2) (1 slovo).

FeSeni:
(I) grupa

(2) nekomutativni

1.3.2 Pocetni priklady

Priklad 1.3.10

Spoctéte matici A - B.

Il

|

\S}
N =

I

|
—
o0
(@)

o0
N
[S—
W
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(7)) A=

FeSeni:

0 ( 20 44

-7 29
3) (

(&) (

(7

92
16

89
=31

—61 88
33 10

5
—23
7

Piiklad 1.3.11

0
21

37
—16

51

32
34

—65

115 77
—18 36

71 13

11

71

Spoététe matici (A+B) - C.

2 31
(HA=| 52 4
312
1 3
2)A=| 2 1
1 -1
-2 3
3) A= 6 2
2 =3
5 8
@ A= 115
1 3
3 -7
BG)yA=1| 8 11
4 6
reSeni:
33 21 —6
(1) 24 23 3
24 23 9

)

—10 54

)
)

2)

75 —1
29 4
83 9
32 65 13 45
(2)<13 63 32 48
—8 84 53
(4)<37—338—
—61 88 32
© | 33 10 34
~7 59 49
302 12 1
1 2] c=[31 =2
-1 3 43 1
12 1 23 1
31 2| c=(524
43 1 3012
31 4 21 3
235 )| c=|-122
173 425
g8 1 12 2 3
8 11 18 | C= 1 4
6 8 5 3 -5
2 3 6 3012
4 1 5| c=| -4 23
7 -8 10 2 3 1
38 19 28 18 19 36
8 15 5 @) | 39 32 67
32 23 21 34 27 57

)

78
49

25

)
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63 83 -5 53 30 9
4 | 59 58 13 (35) 2 57 67

49 55 15 47 16 19
Piiklad 1.3.12

Spoététe inverzni matici A~! k matici A. Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b, popf.
—a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

reSeni:

oaer(33) (3 )
5) A =L —; _;

Priklad 1.3.13

Spoctéte inverzni matici A~! k matici A.

1 2 -3 2 5 7 2 31
(hAa=|01 2 QA= 6 3 4 3A=[1 =2 5
00 1 5 -2 -3 3 4 2
4 2 13
4 A= 2 3 —1
10 5
FeSeni:
1 - 7 1 -1 1
HhAa =0 1 =2 QA = —38 41 —-34
0 1 27 —29 24
—24 -2 17 —15 10 41
(3) A~ = 13 1 -9 A= 11 =7 =30

10 1 -7 3 -2 _8
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1.3.3 Nastaveni odpovédnikii

Priklady na teorii

Odpovédnik na priklady z teorie tvori ¢tyti priklady z 1.3.1 az 1.3.9. Potadi odpovédi u ota-
zek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku
zcela ndhodné 1 poradi otdzek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodu.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentiim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenévéany do pozndmkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Piistup maji pouze studenti
predmétu MUC31 Lineérni algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni ptiklady je sloZen z péti otdzek, z toho prvni tvoii dvé z moZnych
variant z pfikladu 1.3.10, pak postupné vZdy jedna z moznych variant z kazdého prikladu
1.3.11 az 1.3.13 v tomto poradi.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodu.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentiim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenévéany do pozndmkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Piistup maji pouze studenti
predmétu MUC31 Lineérni algebra.

1.4 Hodnost matice

Definice. Nechf A je matice typu m/n nad T. Pak dimenze podprostoru vektorového
prostoru 7", ktery je generovan fadky matice A, se nazyva hodnost matice A a oznacuje se
symbolem h(A).

Definice. Nechf A je matice typu m/n nad té€lesem 7. Pak kazda z nésledujicich dprav
matice A se nazyva elementdrni rddkovd iiprava matice A:

1. libovolna zdména poradi radkda,

2. vyndsobeni libovolného fadku nenulovym cislem z T,

3. k jednomu fadku pficteni jiného fadku vyndsobeného libovolnym ¢Eislem z 7.

Definice. Nechf A je matice typu m/n. Rekneme, Ze A je matice ve schodovitém tvaru,
jestlize v matici A kazdy nenulovy fadek zac¢ina vétSim poctem nul neZ predchozi fadek.
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1.4.1 Priklady na teorii

Priklad 1.4.1

Necht A je nenulovad matice typu m/n. Pak hodnost matice A je rovna (1) z fadii nenulo-

vych minord matice A.
moznosti:

(1) a) maximalnimu b) minimalnimu

Priklad 1.4.2

Hodnost matice je (1) (2) poctu jejich linedrné (3) fadka.
moZzZnosti:

(1) @a)> b= ¢)<

(2) a) maximdlnimu b) minimalnimu

(3) a) zavislych b) nezévislych

Priklad 1.4.3

Hodnost matice je (1) (2) poctu jejich linedrné (3) sloupcd.
moznosti:

(1) 2)a)> b= o<

(2) a) maximalnimu b) minimalnimu

(3) a) zavislych b) nezdavislych

Priklad 1.4.4

Nechf A je matice typu m/n a B je matice typu n/p, pak: (1) a (2)
moznosti:
(1) a) h(A-B) <h(A) b)h(A-B)=h(A) c)h(A-B)>h(A)

(2) a) h(A-B) < h(B) b)h(A-B) =h(B) c¢)h(A-B) > h(B)

FeSeni:

a)

FeSeni:
b)
a)

b)

FeSeni:
b)
a)

b)

FeSeni:
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Priklad 1.4.5

Nechf A je matice typu m/n a nechf R je reguldrni matice fadu n a S je reguldrni matice
fadu m, pak: (1) a (2).

moznosti: reSeni:
(1) a) h(A-R) <h(A) b)h(A-R)>h(A) ¢)h(A-R)=h(A) D)
(2) a) h(S-A) <h(A) b)h(S-A)=h(A) c)h(S-A) > h(A) b)
Priklad 1.4.6

Nechf A je ¢tvercova matice fadu n. Pro reguldrni matici A plati:

moznosti: feSeni:
a) h(A) <n b)
b) h(A)=n
) h(A)>n

Priklad 1.4.7

Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Vyberte vSechny ekvivalentni vyroky s vyrokem:
Matice A je regulérni.

mozZnosti: feSeni:
a) radky matice A jsou linedrné zavislé b), d)
b) sloupce matice A jsou linedrné nezavislé
c¢) sloupce matice A jsou linedrné zavislé

d) fadky matice A jsou linedrné nezdvislé

Piiklad 1.4.8

Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n. Pro singularni matici A plati:

moznosti: reSeni:
a) h(A)=n b)
b) h(A) <n

c) h(A) >n
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Priklad 1.4.9

Nechf A je Ctvercova matice faddu n. Vyberte vSechny ekvivalentni vyroky s vyrokem:
Matice A je singuldrni.

moZznosti: FeSeni:
a) sloupce matice A jsou linearné zavislé a), d)
b) radky matice A jsou linedrné nezavislé
¢) sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé

d) fadky matice A jsou linedrné zavislé

Priklad 1.4.10

Vyberte vSechna pravdiva tvrzeni.

moznosti: feSeni:
a) Z4dnou matici nelze pfevést na schodovity tvar. c),d), g
b) Provedeni elementarni fadkové upravy zméni hodnost matice.
¢) KaZdou matici Ize prevést na schodovity tvar.
d) Provedeni elementdrni fadkové ipravy nezméni hodnost matice.
e) Elementarni fadkova tprava je zdména Cisel v fadku.
f) Je-li A nenulova matice, pak jeji hodnost je rovna nule.

g) Vyndsobeni libovolného fadku nenulovym cislem je elementarni faddkova dprava.

1.4.2 Pocetni priklady
Priklad 1.4.11

Urcete hodnost matice A (nad R).

moznosti:
4 8 18 7 1 =2 3 45
0 4 10 1 2 -3 456

WA=1 % 12 17 3 @DA=1 1 o1 2 3
10 18 40 17 3 3205
1 2 -3 2 1 2 -2 3
2 -3 5 — 2 4 -2 6

@DA=1 1 o 2 4 #HA= 36 —6 19
2 1 4 =2 -5 2 11 4
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3 -2 4 2
1 2 —4 1
) A= 2 0 15
2 3 -1 2
Feseni:

() h(A)=3 () hA)=3 @) h(A)=4 @) h(A)=4 (5) h(A)=4

Priklad 1.4.12

Urcete ¢isla a, b tak, aby hodnost matice h(A) = 2. Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b,
popt. —a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

moznosti:
2 —1 a b a —1 32
(HA=1]1 3 -1 1 QA= 1 3 b 1
1 10 -6 1 10 —6 1
2 —1 2 3 —1 2 3
B)A=1]1 a 3 b @»HA=1|1 2 31
3 -6 6 a —6 b
3 —1 a b
G)A=1]1 2 31
-7 -6 1
FeSeni:

(ha=3 b=2 () a=2 b=-1 (3) a=-3 b=7F

@) a=-7 b=1 (5) a=2 b=3

1.4.3 Nastaveni odpovédniki

Priklady na teorii

Odpovédnik na piiklady z teorie tvoii dva ptiklady z 1.4.1 az 1.4.5 a dva ptiklady z 1.4.6 aZ
1.4.10. Potadi odpovédi u otazek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné
tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi otdzek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd’ dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodii.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentlim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Lineérni algebra.
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Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni piiklady je sloZen ze Ctyf otazek, ty tvoii vzdy dv€ z moZnych
variant z kazdého ptikladu 1.4.11 a 1.4.12. Potadi odpovédi u otdzek, kde vybirdme z vice
odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi
otazek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo zZadnou odpovéd 0 bodd.

Pocet bodi i spravné vysledky se studentlim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenavany do poznamkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linedrni algebra.

1.5 Dalsi vlastnosti a uziti matic

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7" a nechf uy,...,u, a vi,...,v, jsou
dvé baze prostoru V. Nechft ddle je:

Vi = an-up+taz -u+---+ay -,
Vo = app-up+ap-ut-oo+agn-u,
Vo = Qip-Up+ay,-uy+---+dap, -,
Pak matice
ap an aln
A azi 0.22 azn
anl af.12 Unn
se nazyva matice prechodu od bdze uy, ... ,n, k bdzi vi,...,vy.

1.5.1 Priklady na teorii

Priklad 1.5.1

Necht A je reguldrni matice fadu n nad télesem T. Vyberte vSechna pravdiva tvrzeni.
moznosti:

a) Matici A lze kone¢nym poctem elementéarnich fadkovych dprav prevést na jednot-
kovou matici.

b) Matici A lze koneCnym poctem elementarnich fadkovych uprav prevést na nulovou
matici.
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c) Matici A 1ze kone¢nym poctem elementérnich sloupcovych tprav prevést na jednot-
kovou matici.

d) Matici A 1ze konec¢nym poctem elementérnich sloupcovych tprav prevést na nulovou
matici.

e) Provedeni jedné fddkové elementarni dpravy matice A je ekvivalentni vyndsobeni
matice A zleva jistou regularni matici fadu n.

FeSeni:

Priklad 1.5.2

Nechfuy,...,u, avy,...,v, jsou dvé baze vektorového prostoru V. Nechf matice A je ma-
tici prechodu od baze uy,...,u, kbazivy,...,v,. Potom matici pfechodu od baze vy, ..., v,
k baziuy,...,u, je matice (vyberte vSechna pravdivé tvrzeni):

moznosti: reSeni:

a) A b) d)

1.5.2 Pocetni priklady
Priklad 1.5.3

Rozhodnéte, zda dané matice A, B,C, D tvoii bazi vektorového prostoru Maty;(R).

11 30 2 2 11
(1)A:(2 —3) B:<3 —6) C:(6 4) D:<3 13)

oa(22)e=(13) = (38) o= (2 %)
oa=(37) 2= 5) (5 ) p=(3 2)
wa=(5 3)p=(34) c=(33)r=(33)
oa-(5 ) e (T4) e-(43) o-( 4 3)
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2 1 4 2 6 3 1 1
(6)“‘:(—3 1> B:(—6 2) C:(—9 3) D:(l 1)
reSeni:
(1) Ano (2)Ne (3) Ano (4) Ano (5) Ano (6)Ne

Priklad 1.5.4

Naleznéte matici prechodu od baze (a) k bazi (b) vektorového prostoru V = R3.

1) @ ur=(3,1,1),u = (6,3,4), uz = (0,0,2)

(b) V1 = (1 , ) V) = (3,0,3),V3 = (30, 14,24)
2) @ u=(1,1,2),u = (2,1,2), u3 = (0,3,7)

®) vi = (12,16,35), v» = (—1,9,21), v = (0,11,26)
3) (@ wu :(17 )’ ) (173; 1)9113:(274)_1)

(b) vy :( ’ 71) (117177_8)"73 = (37137_2)
(4) (@) ug :( 17 7 ) (0,—2,2),“3:(3,0,4)

®) vi = (10,-8,25), v = (—10,-6,0), v3 = (6, — 10, 19)

(5) (a) ul_(2 2 2) U2—(1,—1,3),U3:(—4,0,—2)
(b) vi = (18,18, 12), v2 = (—36, ~8,4), v3 = (27,9,1)

reSeni:
1 3 2 2 1 =2 -2 5 -3
M [ 2 -1 4 5 -1 1 3) 10 4
0O 2 3 3 3 4 0 3 1
11 22 3 0 —44 21
@ [ -7 —-19 2 S 6 10 1
7 4 3 3 12 —4

1.5.3 Nastaveni odpovédniki

Priklady na teorii

Odpovédnik na priklady z teorie tvoii piiklady 1.5.1 a 1.5.2. Potadi odpovédi u otdzek,
kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela
ndhodné 1 poradi otazek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otizkdm a upravovat je. Prichod odpovédniku neni ¢asové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
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pfedmétu MUC31 Lineérni algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni piiklady je sloZen ze Ctyt otdzek, ty tvoii vZdy dvé z moZnych
variant z kazdého piikladu 1.5.3. a 1.5.4. Potadi odpovédi u otazek, kde vybirdme z vice
odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i potadi
otazek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spradvnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodu.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentiim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendavany do poznamkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Prichod odpovédniku neni ¢asové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
predmétu MUC31 Lineérni algebra.






Kapitola 2
SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

2.1 Gaussova metoda reseni soustav linearnich rovnic

Definice. Necht 7 je ¢iselné téleso. Pak soustava rovnic:

anxy+apxy+--+apx, = b
arix|+apxs+---+aux, = b 2.1)
A X1 +axa +- -+ apxp = by

kde a;; € T, b; € T, se nazyva (nehomogenni) soustava k linedrnich rovnic o n neznamych
(nad 7).

Reseni soustavy (2.1) je kazda uspofddand n-tice (fq,...,t,) prvki z T takovd, Ze
po dosazeni t; za x; (i = 1,...,n) vSechny rovnice v (2.1) ptejdou v identity, tj. plati:
anty +aptr+---+amt, = by
aity +apty+---+apty, = by
apity Fapt+---+agt, = by

Definice. Soustava linedrnich rovnic se nazyva resitelnd soustava (resp. neresitelnd sou-
stava), jestlize existuje alespon jedno jeji feSeni (resp. neexistuje Zadné jeji feseni).

Dvé soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych (nad tymz télesem T) se nazyvaji
ekvivalentni soustavy, jestlize mnoZiny jejich feSeni si jsou rovny. Jakakoliv uprava dané
soustavy linedrnich rovnic, po niZ vznikne soustava ekvivalentni, se nazyva ekvivalentni
iiprava dané soustavy linedrnich rovnic.

_37—
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2.1.1 Priklady na teorii
Priklad 2.1.1

Z Gaussovy metody vyplyva:
moznosti: feSeni:
a) kolik nezndmych volime za volné neznamé a které to jsou b)

b) kolik nezndmych volime za volné neznamé, nikoliv vSak, které to jsou

Priklad 2.1.2

Necht mdme soustavu tif linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych, pomoci elementarnich
Uprav pirevedeme na matici ve schodovitém tvaru a ziistanou nam 2 linedrné nezavislé
radky. Kolik musime volit volnych nezndmych?

Napiste ¢islo (1)

reseni: (1) =2

Priklad 2.1.3

Nechf mdme soustavu tfi linedrnich rovnic o péti neznamych (nad R), pomoci elementar-
nich tprav pfevedeme na matici ve schodovitém tvaru a ziistanou nam 2 linearn€ nezavislé
radky. Kolik musime volit volnych nezndmych?

Napiste ¢islo (1)

reseni: (1) =3

Priklad 2.1.4

Nechf mdme soustavu Ctyt linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych (nad R), pomoci ele-
mentarnich dprav pfevedeme na matici ve schodovitém tvaru a zistanou nam 2 linearné
nezdvislé fadky. Kolik musime volit volnych nezndmych?

Napiste ¢islo (1)

reseni: (1) =2

Priklad 2.1.5

Necht mame soustavu tii linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych (nad R), pomoci ele-
mentarnich Gprav pfevedeme na matici ve schodovitém tvaru a zdstanou ndm 3 linearné
nezdvislé fadky. Kolik musime volit volnych nezndmych?

Napiste ¢islo (1)

reSeni: (1) =1
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Priklad 2.1.6

Nechf mdme soustavu péti linearnich rovnic o péti nezndmych (nad R), pomoci elementar-
nich dprav pfevedeme na matici ve schodovitém tvaru a zistane ndm 5 linedrné nezévislych
radkd. Kolik musime volit volnych neznamych?

Napiste ¢islo (1)

reseni: (1)=0

Priklad 2.1.7

Nechf mdme soustavu ¢tyf linedrnich rovnic o Sesti nezndmych (nad R), pomoci elementar-
nich uprav pfevedeme na matici ve schodovitém tvaru a zlstanou ndm 3 linearné nezavislé
radky. Kolik musime volit volnych nezndmych?

Napiste ¢islo (1)

reseni: (1)=3
2.1.2 Pocetni priklady

Priklad 2.1.8

Pomoci Gaussovy metody feSeni linedrnich rovnic urcete, kolik feSeni ma tato soustava.

3x; — Sx + 2x3 4+ 4xq = 2 2x1 — 3x + 2x3 = 1
() Sx1 + Txp — 4x3 — 6x4 = 3 2) x1 — 2% 4+ x3 =
Tx1 — 4x + x3 + 3x4 = 5 5xt — 9% + 5x3 =5
6x; — 9% + Tx3 + 10x4 = 3 5xq1 + S5x% — 9x3 = 1
B) 2x1 — 3x — 3x3 — 4x4 =1 @& 2x1 — x — x3 =
2x; — 3xp + 13x3 4+ 18x4 = 1 2x1 — 3x + 2x3 = 1
S5x1 — 4dxp + Tx3 — 6x4 = 3
B 2x1 + 3x — 5x3 + 4xy = 2
Tx1 — 4x + x3 + 3x4 = 1
2x1 + 3x — 4x3 + 3x4 = 1
6) —5x1 + 2x — 3x3 — S5x4 = 2
—X1 + 4x3 — 2x4 = 1
moznosti: reSeni:
(), @), 3), @), 5 (1) (2) a), (3) (5) (6) b), (4) ¢)

a) Nema reSeni
b) Nekone¢né mnoho reSeni
c¢) Pravé jedno feSeni
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Priklad 2.1.9

Pomoci Gaussovy metody feste soustavu linedrnich rovnic. Zlomky zapiSte v zdkladnim
tvaru (a/b, popf. —a/b), napt. 4 /12 zapiste jako 1/3.

2x1 — 3x + 2x3 = 1 2x1 4+ 3x + 2x3 = 1
M x1 = 2x 4+ x3 = 2) 3x1 — 2xp + x3 = 0
X1 — 9% + 5x3 = 1 X1 — 9% — 5x3 = -1
X1 + 3% — x3 = 2 x1 + 3x% 4+ 4x3 = O
3) —3x1 + 5xp + x5 = @ —9x; + x3 =
2x1 — 9% — 3x3 = -1 2x1 + x — 3x3 = -1
=3x1 + 4dxp — 2x3 = 2
5 2x1 + 9% + x3 = -3
X1 + x2 = —1
reSeni:
(D) x1=0,0=1,x=2 2 xi=30=73,x="—3
B) xi =3, =0 xn=—3 (4) X1 =—5g, X2 = —2, X3 = 3¢
G)xi=-% mn=—1x=0

Priklad 2.1.10

Pomoci Gaussovy metody feSte soustavu linedrnich rovnic. Zlomky zapiste v zdkladnim
tvaru (a/b, popf. —a/b), napt. 4 /12 zapiste jako 1/3.

=3x;1 + 4dxo — 2x3 4+ 2x4 = 2
1) 2x1 + 9% 4+ x3 — 3x4 0
X1 + x — X4 1
3x; — x 4+ 2x3 + x4 = -—1
—2x1 + 4x — 2x3 + x4 = 6
@) 3x + x3 — 3x4 = -—1
X1 + x + Y — x4 = 2
—A4x; — x» 4+ 2x3 + x4 = -3
X1 + 2x — 2x3 + 3x4 = 0
3) 3x1 + x 4+ 4x3 + 2x4 = 1
—2x1 + 2x3 + x4 = 3
dx; 4+ x2» + 2x3 + 3x4 = -—1
X1 + 2% — 2x3 4+ 3x4 = O
@) 2x3 + 3x3 + 2xq4 = 1
—2x1 + 2x3 + x4 = 0
3x; + x — 2x3 + S5x4 = 1
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2x1 + xp — 2x3 + 3x4 = 0
(5) 2x0 4+ 3x3 + 2x4 = 1
—2x1 + 4dx3 + 2x4 3
3x1 + x — 2x3 + 5x4 = 1
reSeni
1 _ 17 _ 1
(1) X1 6 X2 12, X3 =73, X4=7
29 1
(2) X1 367x2_1_7-x3:ﬁ7x4:1
11 12 8 1
(3) XI=—"T732=13: =13, M4 =13
6 1 5 2
A x1=15, 0=—77, X3=15, 4= 15
_ 2 _ 17 _ 5 __ 15
(5) xl__ﬁax2_ 267-x3 B)x4_%

Priklad 2.1.11

Pomoci Gaussovy metody feSte soustavu linedrnich rovnic. Zlomky zapiSte v zdkladnim
tvaru (a/b, popf. —a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

41 — 3x + x3 + Sx4 — 7 =0
( 1) X1 — 2)62 — 2)C3 — 3)64 — 3 =0
3x; — x + 2x3 + 1 = 0
2x1 + 3x + 2x3 — 8x4 + 7 = 0
2x1 — 2x + x1s + 3 =0
@) 2x1 4+ 3x + x3 — 3x4 + 6 0
3x1 + 4dxp — x3 + 2x4 0
X1 4+ 3% + x3 — x4 — 2 =0
X1 + x — 6x3 — 4x4 — 6 = 0
3) 3x;] — x — 6x3 — 4dx4 2 =0
2x1 4+ 3x + 93 + 2x4 — 6 = 0
3x;] + 2x + 3x3 + 8x4 + 7 = 0
3x1 — 2x — 5x3 + x4 — 3 =0
@) 2x1; — 3x + x3 4+ S5x4 + 3 0
x1 + 2x — 4dx4s + 3 =0
X] — X — 4x3 + 9 — 22 =0
2x1 — 3x 4+ 3x3 + 2x4 — 3 = 0
) 6x; + 9% — 2x3 — x4 + 4 0
10x; + 3% — 3x3 — 2x4 — 3 =0
81 + 6xo + x3 + 3x4 + 7 =0
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reSeni:
(1) x1:2, X2:1, X3:—3, )C4:1

(2) X1:—2, X2:1,X3:4, X4:3

[\S1[O%}

(3) xlzoy-xz:z, X3:%7x4:_

(4) X1:—1,XQZ3,X3:—2, X4:2
S) x1=3,0=—3x=2x="3

Priklad 2.1.12

Je ddna soustava linedrnich rovnic. Jakému ¢islu se nesmi rovnat parametr a, aby soustava
méla alespori jedno feSeni? Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b, popt. —a/b), napf
4/12 zapiste jako 1/3.

—Tx1 + 3x 4+ x3 = 2 3x1 — 3% + x3 = 2
(1) 2x1 — 5Sxp = —1 2) 2x1 — 5x + 4x3 = 3
3x; + axp — 2x3 = 5 ax; — 2x3 = 5
41 + 2xp + 3x3 = -1 ax; — 2x + 5x3 = -3
3) 3x1 — x 4+ 4x3 = 3 @) 2x1 4+ 6xp — 3x3 = 1
—2x1 + 3x + ax3 = 6 41 — 3xp + 2x3 =
5xq1 + x + 2x3 = —4
(5) 2x 1 — 2)62 — 3X3 = 7
ax; — 3xp + 4x3 = 3
reseni:
Ha#F 2)a#3 B a# -1 @ a1 (5)a# 105

2.1.3 Nastaveni odpovédniku

Priklady na teorii

Odpovédnik na priklady z teorie tvofi ¢tyfi piiklady z 2.1.1 az 2.1.7. Potadi odpovédi u ota-
zek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku
zcela ndhodné i poradi otazek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo zZadnou odpovéd 0 bodd.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenavany do poznamkového bloku. Studenti se i1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearni algebra.
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Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni piiklady je sloZen z osmi otdzek, z toho Sest tvoii vZdy dvé z moz-
nych variant z kazdého piikladu 2.1.8 az 2.1.10 a jedna z moZnych variant z kazdého
prikladu 2.1.11 a 2.1.12. Potadi odpovédi u otdzek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela
ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i potadi otdzek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd’ dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodii.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentlim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Lineérni algebra.

2.2 Zakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic

2.2.1 Priklady na teorii
Priklad 2.2.1

Soustava linedrnich rovnic (nad télesem 7') je feSitelnd (1) hodnost matice h(A) této sou-

oA

stavy je (2) hodnosti rozsifené matice h(A) této soustavy.

moznosti: reSeni:
() ay<= b o= b)
2a< b> o= c)
Priklad 2.2.2

Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych, jejiZ matice soustavy A je regu-
larni. Pak soustava ma (1) feSeni (xp,...,x,), pfi¢emZ plati: x; = (2) pro j=1,2,...,n,
kde A; je matice vznikl4 z matice A nahrazenim j-tého (3) (4) absolutnich ¢lend.

moZnosti: feSeni:

(1) a) pravé jedno  b) nejvySe jedno  c¢) alespon jedno a)
Al 1

@ ala bl U+ ok b)

(3) a)tadku  b) sloupce b)

(4) a)fadkem  b) sloupcem b)
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Priklad 2.2.3

Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych. Pak soustava m4 jediné feSeni
pravé kdyz:

moznosti: FeSeni:
a) h(A)=h(A)=n a)
b) h(A) =h(A) <n

¢) h(A) = h(A) > n

Priklad 2.2.4

Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n neznamych. Pak soustava m4 nekone¢né
mnoho feSeni, pravé kdyz:

moznosti: FeSeni:

a) h(A) =h(A)=n b)

¢) h(A) =h(A) >n

Priklad 2.2.5

Necht mame soustavu n linedrnich rovnic o n neznamych. Kolik ma tato soustava feSent,
jestliZze neexistuje Zadna voln4 nezndm4?

moznosti: FeSeni:
a) praveé jedno a)

b) nekonecné mnoho

Piiklad 2.2.6

Necht mame soustavu tii linedrnich rovnic o tfech nezndmych a hodnost matice A = 3.
Kolik m4 tato soustava feSeni?
Napiste ¢islo: (1)

reSeni:
(Hh=1
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2.2.2 Pocetni priklady

Priklad 2.2.7

Urcete parametr a tak, aby soustava rovnic nebyla feSitelna.

3x1
Tx 1
2x 1

o))

2x1
3x1

_|_
+

3)

Feseni:
(1) a=—141

Priklad 2.2.8

S5x0 + 2x3
dx + axj3
3)62 — 5)C3
2% — 4dx3
Sxog — Tx3
axy + 3x3
2)a=5

45

= -7 3x1 + axy — S5x3 = 2
= -2 2) 2x; — 3xp 4+ 3x3 3
= —a X1 — 2x + 2x3 = 0
= -1 ax; — 3x» + 2x3 = 5
= 5 4 2x1 — 3xp — 3x3 = —4
= -9 2x;1 — 3x 4+ x3 = 18
3)a=3 @a=2

Je ddna soustava linedrnich rovnic. Urcete determinant matice soustavy a v ptipad¢, Ze je
determinant nenulovy feste soustavu Cramerovym pravidlem. Zlomky zapiste v zakladnim
tvaru (a/b, popt. —a/b), napt. 4/12 zapiste jako 1/3.

+

3X1
5x1
—4X1

ey

3X1
2)C1

3)

4)C1
) 2x
X1

FeSeni:

(1) Det = 26,

(2) Det=—10, x; =2, x

(3) Det=-20, x; = —15, 2 = — 19>

X2 +

x2 4+ 3x3
dx, + 2x3
2% + 2x3

X2 4+ 3x3
3X2 — 3X3
2x2 — 2X3
X1 = 14_37 X2 =

13

X3
X2 + 2x3
+ 2x + 2x3

—1
= 3
= 2

I
w

(4) Det =35, x1 =7, n=—1,x3=3

(5) Det=2,x1 =9, x =25, x3=-20

3)61
3X1
—4X1

2)

—2)C1
2)61
X1

4)

X2
2)C2
X2

4X2
QXQ

_|_

2x3
2)63
2)63

3X3
3)63
2X3
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Priklad 2.2.9

Je dana soustava linedrnich rovnic. Lze tuto soustavu fesit pomoci Cramerova pravidla?

13x¢; + 2x — 6x3 = 8 3x) — x + 2x3 = 1
(1 =5x + x — 3x3 =7 2) —2x1 + 2x% 4+ x3 =
Tx; — 6xp + 18x3 = 5 2x1 + x — 3x3 = -3
3x1 + x 4+ 2x3 = 1 3x1 + x 4+ 2x3 = 1
3) —2x1 + 2x 4+ x3 = 2 4 —4x; + 2x 4+ 4x3 = -2
2x1 + x 4+ 3x3 = -3 2x1 + x 4+ 2x3 = -3
3x — x + x3 = 10
(&) Sx1 + xp 4+ 2x3 = 29
—4x1 + xp + 2x3 = 2

resSeni:
(I) Ne (2) Ano (3) Ano (4)Ne (5) Ano

2.2.3 Nastaveni odpovédniku

Priklady na teorii

Odpovédnik na ptiklady z teorie tvoii Ctyfi piiklady z 2.2.1 az 2.2.6 Poradi odpovédi u ota-
zek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku
zcela ndhodné 1 poradi otdzek.

Bodovini je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo zZadnou odpovéd 0 bodu.

Pocet bodt i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearn{ algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni ptiklady je sloZen z péti otdzek, z toho Ctyfi tvofi vZdy dvé z moz-
nych variant z kazdého ptikladu 2.2.7 a 2.2.8. Ddle je zahrnuta jedna varianta z prikladu
2.2.9. Poradi odpovédi u otazek, kde vybirame z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné
tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi otazek.

Bodovini je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendvany do pozndmkového bloku. Studenti se i po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pristup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linearn{ algebra.
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2.3 Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice. Soustava linearnich rovnic

anxy+apxy+---+apx, = 0

agi X1+ agpxa + -+ agpxy = 0
kde a;; € T, se nazyva homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezndimych nad 7.
Definice. Nechf je dina nehomogenni soustava linedrnich rovnic nad 7
anxi+apxy+--+apx, = b

2.2)
g X1+ apxo + - +agxy, = by

Pak homogenni soustava linedrnich rovnic s tymiz koeficienty u nezndmych, tj.:

anxit+apxy+---+apux, = 0

apx1+apxo+ -+ agx, = 0

se nazyva zhomogenizovand soustava k soustaveé (2.2).

2.3.1 Priklady na teorii
Priklad 2.3.1

Necht je ddna homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych s matici soustavy A.
Potom (vyberte vSechna pravdiva tvrzeni):

moznosti: FeSeni:
a) soustava ma pouze nulové feSeni < h(A) < n b) ¢)
b) soustava md pouze nulové feSeni < h(A) =n
¢) soustava ma také nenulova feSeni < h(A) <n
=n

d) soustava md také nenulova feSeni < h(A)

Priklad 2.3.2

Mnozina U vSech feSeni homogenni soustavy k linearnich rovnic o n nezndmych je vekto-
rovym (1) ve vektorovém prostoru 7" a plati: dim U = (2)
moznosti feSeni:

(1) a) prostorem b) podprostorem b)

(2) ayn+h(A) b) n—h(A) c) —n+h(A) b)
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Priklad 2.3.3

U homogenni soustavy &islo n — h(A) udava pocet volnych neznamych.

moznosti: FeSeni:
a) Ano a)
b) Ne

2.3.2 Pocetni priklady
Priklad 2.3.4

Vyberte z nabidky vSechny bdze podprostoru feseni U homogenni soustavy rovnic.

X1 4+ 2% + x3 — x4 = 0

X2 + x4 = 0
moznosti: reSeni:
a) (2,3,2,1),(0,1,2,0) b) ¢)

b) (—1,0,1,0),(3,—1,0,1)
¢) (6,-2,0,1),(—2,0,2,0)

d) (0,1,2,-3),(1,-3,2,5)

Priklad 2.3.5

Vyberte z nabidky vSechny bdze podprostoru feSeni U homogenni soustavy rovnic.

X1 — 3x3 + x3 = 0

X1 + x3 — 3x4 = 0
moznosti: FeSeni:
a) (0,2,0,0),(4,0,2,2) a) ¢)

b) (3,0,1,4),(0,2,1,1)
©) (2,0,1,1),(0,1,0,0)

d) (2,0,3,1),(2,1,4,0)
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Priklad 2.3.6

Vyberte z nabidky vSechny baze podprostoru feSeni U homogenni soustavy rovnic.

)

3x1 — x + 2x4 =
X1 — X2 + 2x3 =0

mozZnosti: reSeni:
a)
)

)
d)

1,3,1,0),(-1,-1,0,1) a) d)

=

1,5,3,0),(0,1,2,1)

0,3,0,1),(2,8,1,0)

(e}

(
(
(
(—2,-2,0,2),(2,6,2,0)

Piiklad 2.3.7

Vyberte z nabidky vSechny baze podprostoru feSeni U homogenni soustavy rovnic.

X, — x3 + x4 = 0
2x1 + x + 2x3 — x4 = 0

moznosti: feSeni:
a) (2,-2,0,1),(-2,2,1,0) b) d)
b) (-3,2,2,0),(2,-2,0,2)
¢) (2,0,1,2),(2,—-3,0,1)
d) (4,—4,0,4),(—6,4,4,0)

Priklad 2.3.8

Vyberte z nabidky vSechny bize podprostoru feSeni U homogenni soustavy rovnic.

4x - 83 + 2y =0

2)C1 - X2 — 4)C3 =0
moznosti: reSeni:
a) (17_27072)7(4705270) a) b)

b) (2,0,1,0),(—3,—1,0,1)
¢) (1,0,1,2),(3,1,1,0)

d) (1,2,1,-1),(2,3,-1,0)
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Priklad 2.3.9

Je ddna homogenni soustava tii linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych, spoctéte a vyberte

spravné feSent.

2x1 + S5x — 4dx3 + 4dxy
2x1 + X — X3 — X4
3x1 + 2x 4+ 2x3 — 3x4

moznosti:
a) xlz%'l,)Q:—?—é.t’)%:%_
b) XIZ%'I,)Q:—%—Z).;’)%:%_
c) xlz%'l,X2:—25—6.t7x3:%_
d) xlz%'l,)Q:—%.t’)%:%_
e) xlz%'l,XZZ—%.n)%:%_

Priklad 2.3.10

e e)

reSeni:

d)

Je ddna homogenni soustava tf{ linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych, spoctéte a vyberte

spravné feSeni.

2x1 + 2x — 4x3 + 4dx4 = O
3xt + x — x3 — x4 = 0
—2x1 + S5x% 4+ 2x3 — 3x4 = O
moznosti:
a) xlzgi]-t,XZZ% t,X3:L31—Z-l‘,X4:t
b) x1:%~t,x2—%-t,x3:%-t,x4:t
c) xl:—%j-t,XQ:%-t,)@:—g—z-t,X4—t
d) x1:%~t,xzz%-t,)@:%-t,mzt
e) xlz%-t,XQZ—%-I,Xg,:g—Z-Z,)M—I

Priklad 2.3.11

FeSeni:

b)

Je ddna homogenni soustava tf{ linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych, spoctéte a vyberte

spravné feSeni.

—x1 + 2xp — 4x3 + 2x4
X1 + 4 — x3 — x4
Sx1 + 2xp 4+ 2x3 — 3x4

)

)
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moznosti: reSeni:
Q) X =30 0= gl X3 =yl Xy =1 ©)
5 13 5 6
b) xi=3t, o=13L, x3=51, X4=73
c) X1:25—4't, )QZ%‘I‘,)@,Z%‘I,)M:I
d)xlz%-t,)@: %-I,X3:%-I,X4:t
e) X1:%-t, XQ:% I,X3:—%-I,X4:l
Priklad 2.3.12

Je ddna homogenni soustava tf{ linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych, spoctéte a vyberte
spravné feSeni.

2x1 + S5x% + 3x3 — 2x4 = 0
X1 — 3% — x3 + x4 =0
S5xq1 — 2x + 2x3 + 3x4 = O
moznosti:
a) X1=t,)€2=%-l,)€3:% t, x4 =1
b) X1=t,X2=—%~t,X3=—%-t,X4=t
C)X1=%-I,XQ—% Z‘,X3——% t, x4 =1
d)xlz—%-t,)@—% t,)@——% t, x4 =1
e) xlzt,xzzg-t,xg,:—%-t,)m:t

Piiklad 2.3.13

reseni:

e)

Je dana homogenni soustava tif linedrnich rovnic o ¢tyfech nezndmych, spoctéte a vyberte
spravné fesent.

2x1 + x 4+ 2x3 — 2x4 = 0

X1 — 3x% — x3 + x4 = 0

—3x; — 2% 4+ 2x3 4+ S5x4 = O

moZzZnosti:

a) xlzé-t,xzz% t, X ——%-t,m:t
b)xlzg—s-t,xz—% l‘,X3——% t, x4 =1

c) xlz—%i,xZ:% t,X3:—l—%'l‘,X4:l‘

d) xlz%-t,)@——% I,X3:—l—%-t,X4=l
e) xlzﬁ-t,xzzg l,X3:;—1-t,X4:t

reSeni:

b)
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Priklad 2.3.14

Je dana soustava linedrnich rovnic. Jakému ¢islu se musi rovnat parametr a, aby soustava
méla i nenulovd feSeni? Zlomky zapiste v zdkladnim tvaru (a/b, popt. —a/b), napt. 4/12
zapiste jako 1/3.

2x; — x + 3x3 = 0 5x1 — 2x + 4x3 = 0
I x + axx, — 2x3 = 0 2) —2x1 + ax, — 3x3 = 0
20 + 3x3 = O X1 + 3x =0
2x; — 6xo 4+ 3x3 = 0 Tx1 — ax; + 3x3 = 0
3) 4x;1 + S5xp — 2x3 = O 4 x — 4x — 5x3 = O
ax; — x» + 3x3 = 0 Tx; + 2x3 = 0
—x1 + 3x% 4+ 2x3 = 0
B 2x1 — 3x = 0
3x1 + axo, + 5x3 = 0
resSeni:
Da=—7 2a=7 3 a=5 4)a=—105 S)a=—3

2.3.3 Nastaveni odpovédniki

Priklady na teorii

Odpovédnik na priklady z teorie tvoii piiklady 2.3.1, 2.3.2 a 2.3.3. Poradi odpovédi u ota-
zek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné tak je v celém opovédniku
zcela ndhodné 1 poradi otdzek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kaZzdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo Zadnou odpovéd 0 bodi.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamendavany do pozndmkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otizkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni ¢asové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
pfedmétu MUC31 Linedrn{ algebra.

Pocetni priklady

Odpovédnik na pocetni piiklady je sloZen z péti otdzek, z toho dvé jsou tvofeny z piikladd
2.3.4 az 2.3.8, dvé z piikladi 2.3.9 az 2.3.13. Déle je zahrnuta jedna varianta z piikladu
2.3.14. Potadi odpovédi u otdzek, kde vybirdme z vice odpovédi, je zcela ndhodné. Stejné
tak je v celém opovédniku zcela ndhodné i poradi otdzek.

Bodovani je nastaveno tak, Ze za kazdou spravnou odpovéd dostane student 1 bod, za Spat-
nou nebo zZadnou odpoveéd 0 bodd.

Pocet bodu i spravné vysledky se studentiim zobrazi ihned po odevzdani odpovédniku,
vysledky nejsou zaznamenavany do poznamkového bloku. Studenti se 1 po odevzdani od-
povédniku mohou vracet k otdzkdm a upravovat je. Priichod odpovédniku neni Casové
omezen a splnéni ¢i nesplnéni odpovédniku neni hodnoceno. Pfistup maji pouze studenti
predmétu MUC31 Linedrni algebra.



Zaveér

Cilem této prace bylo vytvorit sady prikladi, které slouZi k procvi¢ovani témat “Matice a
determinanty” a ”Soustavy linedrnich rovnic”. Sady jsou vhodné k sestaveni odpovédniku
z jedné ¢i vice kapitol nebo podkapitol dané latky. V Informacnim systému Masarykovy
univerzity jsem k procviceni jednotlivych podkapitol vytvofila ukdzkové odpovédniky.
Z danych sad si miize v budoucnu vyucujici predmétu vytvaret odpovédniky napiiklad
k zadavani domécich tloh, pribéznému testovani nebo zavérecnému zkouseni.

V prilohach této prace nalezneme ukazky odpovédnikd, jeZ se zobrazi studentiim. Na ob-
rdzku | vidime odpovédnik na pocetni piiklady pted jeho zodpovézenim a na obriazku 2
vidime vysledky zodpovézeného odpovédniku i s ukazkou ziskanych bodii. Na obrazku 3
vidime odpovédnik na teorii pfed jeho zodpovézenim a na obrdzku 4 obdobné vidime
vysledky jiz zodpovézeného odpovédniku i s ukdzkou ziskanych bodu.
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Prilohy

PfF: MUC31 Lineérni algebra (jaro 2021)  jiné predméty

Upozoméni: Podle nastaveni casi
omezent sz igno:

i timto odpovEdnikem pracovat: Jste uditelem predmetu nebo méte vyaS oprévnéni,

Priib&iné ulaZit
PARAMETRY 0DPOVEDNIKU
Zawiit bez ulozeni

Vice »

4 BODOVANE OTAZKY . +1 spréwné .

OMEZEN] PRAV A

1 OMEZENT
Varovani bez pisemného souhlasu autor je porugenim autors!
jaks
Uréete hodnost matice A {nad F7).
1 2 -3 2
2 -3 5 -1
4 -1 0 2 -4
-2 -1 4 =2
h(A) =

Uréete hodnost matice A (nad 7).

A=
i

3 -2 1
1 2 -4
2 1

1

2 3
h(A) =

nost matice h(A) = 2
ru (a/b pop?. —a/b), napt.

/12 zapistejoko 1/3

Obrazek 1: Odpovédnik na pocetni piiklady - ukdzka (zdroj: snimek obrazovky, https:
//is.muni.cz/,2021)
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: 3 =)
y 2.4 Hodnost matice — prohlidka L .akae

e i
PiF: MUC31 Linearni algebra (jaro 2021)  jiné predméty
PARAMETRY ODPOVEDNIKU

Celkem bod: 2.

Vice =

vizen: Bo:e:

i 4 BODOVANE OTAZKY

OTIT DO

EHO BLOKU
OMEZENI PRAY A Cast

1 OMEZENI

cHO B

POZNAMKOW

otézek je autorsiym dilem. Sifeni o
byt postinovéne die plamych z3

Varovani:  Znéni testo
ako takove mi

T, ucsece oz e A{nad

1 2 g 2
2 a 5 1
1 1
2 2

(zdro Ieliscifjaro2021/MUC31 fodp/tb/Priklady 4 2 a_Hodnost matice.qdefxg 1
zdrojovd s - /2lscif2ro2021/MUC31 fodp/ta/Priklady_4_2_a_Hodnost matice.qdefxm) 0
aby hodnast matice h( A} =
crim ey (a/bh pop? —a/b) nzpi 4/1
4 1 2 3
1= 1 2 31
1 a -6 b
a= “n
b= (1)
zdrojou =i [eliscifjara2021/MUC1 fodp/th/Prikiady_4_2_Hodnost_matice.qdefx o o
isla a1, b 1ak. 2by hodnost matice A
Zlomky zaptite v zékladnim tvaru (a/b pop. —a/b), napf. jako 1/3.
a 1 a b
=11 2 31
1 -7 -6 1
a=|2 V(3
b=z
zdrojov [eliscifjaro2021/MUC31 fodp/te/Priklady_4_2_Hednost_matice.qdefx & 1
Zpét

Obrazek 2: Odpovédnik na pocetni piiklady - ukdzka (zdroj: snimek obrazovky, https:
//is.muni.cz/, 2021)
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Teorie 2.4 Hodnost matice — odpovidani

PiF: MUC31 Linearni algebra (jaro 2021)  jiné pfedméty

NEVYPLNENO OTAZEK
PARAMETRY ODPOVEDNIKU
celkem 4
Vice »
Prabszné ulozit 4 BODOVANE OTAZKY B+ oo B B o e
Zaviit bez ulozeni

OMEZENI PRAV A CASU

Vice =
LGMEZERE

1 Varovani:  Znéni testovych otazek je autorskym dilem. Sifeni otazek bez pisemného souhlasu autora je porusenim autorskych prav a
- jako takové miZe byt postihovano dle platnych zakond.

Necht A je matice typu m/n a necht R je reguldrni matice fadu n a S je regularni matice Fadu m pak: v|a

v

2.

Hodnost matice je v v  pottu jejich linedrné ¥ | sloupcd.

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Vyberte vdechny ekvivalentni vyroky s vyrokem: Matice A je singularni.
O sloupce matice A jsou linearné nezavislé

[ sloupce matice A jsou linearné zavislé

[ radky matice A jsou linedrné zavisle

O radky matice A jsou linearn& nezavislé

4« Vyberte viechna pravdiva tvrzeni.
[0 Elementarni fadkova dprava je zaména cisel v radku.
[ Provedeni elementarni fadkové Upravy zméni hodnost matice.
[ Je-li A nenulova matice, pak jeji hodnost je rovna nule.
([ Zadnou matici nelze prevést na schodovity tvar.
[ Vynasebeni libovolného fadku nenulovym cislem je elementarni Fadkova Gprava.
[ Kazdou matici [ze pfevést na schodovity tvar.

[J Provedeni elementarni fadkové Upravy nezméni hodnost matice.

Obrézek 3: Odpovédnik na teorii - ukdzka (zdroj: snimek obrazovky, https://is.muni.
cz/,2021)
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Tuqr'g 5] 4 Ly
eOFC

Celkem bodi: 4.000

Zpét

CHCI HODNOTIT DO
POZNAMKOVEHO BLOKU

odnost matice — proh

o
PFF: MUC31 Lineéarni algebra (jaro 2021)  jiné pfedméty
PARAMETRY CDPOVEDNIKU
Vice »
4 BODOVANE OTAZKY . +1 . 0 fpamné
OMEZENi PRAV A EASD
Vice =

1 OMEZEN{

Varovani:  Zné
Jjako takové muZe byt posti

je autorskym dilem
ovano dle platnych zakond.

ic bez pisemnéha souhlasu autors je poruSenim autorskjch prav a

1. Necnt A je matice typu m/n 3 necht R je regulérni matice Fadu n a S je reguldrni matice fadu m pak: | h{A *R}=h{A) * |+ a
h{s* A} h{A) * €
ojové sada otazek Jel/scifjaro2021/MUC31 fodp/tbiTearie 4 2 Hodnest matice.qdefx ) 1
2. Hodnostmaticeje | = ™ | maximdlnimu ¥ v poftu jejich linedrné | nezévisljch 7 | v sloupcd.
3
3. New A je &vercova matice Fadu n. Vyberte viechny ekvivalentnivjroky s vjrokem: Matice A je singularni
[ sioupee matics A jsou ineérné nezdvisié
¥ *sloupce matice A jsou linedrné zavislé
O *Fadky matice A jsou linedrné
[ F4dky matice A jsou lineérné n
rojové sada otézek: /el/scifjaro2021/MUC31/odp/tb/Teorie 4 2 1_Hodnost matice. qdefx @) 1]
4. Vyberte viechna pravdiva tvrzeni.
[ Elementarni fadkové iprava je zéména disel v Fadku.
[ Provedeni elementarni Fadkové Gpravy zméni hodnost matice.
[ Je-li A nenulové matice, pak jeji hodnost je rovna nule.
(] Zadnou matici nelze pfevést na schodovity tvar.
O *¥ynésobenilibovolnéno fadku nenulovym Eslem je elemencérni Fadkova Gprava,
[0 *KaZdou matici ize pfevést na schodovi
[0 *Provedeni elementdrni Fadkowé Upravy nezméni hodnost matice.
vé sada otzek fel/scifjaro2021/MUC31 fodp/tb/Teorie 4 2 1_Hodnost matice qdefx ) 1]
Zpét
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Obrazek 4: Odpovédnik na teorii - ukdzka (zdroj: snimek obrazovky, https://is.muni.

cz/,2021)
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