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Abstrakt

Cilem této diplomové price je tvorba modernich vyukovych materidlti zaméfenych na témata
elementdrni funkce, posloupnosti a nekonecné tfady, slouZici k oZiveni ¢i doplnéni standardni
stfedoskolské vyuky matematiky. Vysledné materidly kladou diraz predevsim na interaktivitu a
propojeni matematiky s praxi. Lze je vyuZit na interaktivnich tabulich, tabletech, noteboocich i
mobilnich telefonech.

Prvni kapitola prace popisuje vyhody a zptisob prace v programu Prowise Presenter, v némz byly
materidly vytvofeny. Nasledujici tfi kapitoly predstavuji tisténou verzi materidlt spolu s piiruckou
pro ucitele. V posledni kapitole je pak popsan pribéh implementace materialti na dvou vybranych
brnénskych gymnaziich béhem Skolniho roku 2018/2019.

Abstract

The aim of this thesis is to produce modern teaching materials dealing with the topics of ele-
mentary functions, sequences and infinite series which can serve to complement and modernize
the standard mathematical education at secondary schools. The materials place great emphasis on
interactivity and the interconnection of mathematics with practice. They can be used on interactive
whiteboards, tablets, laptops, and mobile phones.

The first chapter describes the advantages and ways of working in the Prowise Presenter in
which the materials were created. The following three chapters present a printed version of the
materials together with a teacher’s handbook, the last chapter describes the course of material
implementation at two selected grammar schools in Brno during the school year 2018/2019.
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Uvod

V dnesni uclitelské praxi se Casto setkdvdme s tim, Ze aCkoliv je mnoho Skol plné vybaveno nej-
rizngj$imi modernimi technologiemi jako jsou interaktivni tabule ¢i dokonce Zakovské tablety,
malokterd z nich umi{ naplno vyuZit jejich potencidl. Kazdy novy ro¢nik zakd je ¢im dél vice na
technologiich zavisly a vétsina tfidy je umi velmi dobfe vyuzivat ke své zabavé, malokdo uz vSak
k podpofe studia. Pfitom prévé technologie jsou velmi uZite¢nym motivaénim néstrojem, ktery by
ucitelé méli byt schopni vyuzivat.

Tato diplomové prace slouZi jako vychozi materidl, inspirace a motivace uciteld matematiky
k vyuziti technologii, ale pfedev§im k nadchnuti Zaki pro trénovani matematiky i mimo prostied{
Skoly. Jejim hlavnim vystupem je série interaktivnich materidlii k tématim Elementarni funkce,
Posloupnosti a Nekonecné fady, které Ize vyuzivat na interaktivnich tabulich, pocitacich (napf.
v pocitacovych ucebnich), tabletech nebo mobilnich telefonech.

V prvni kapitole je stru¢né popsdna price s programem Prowise Presenter, ve kterém jsou
materidly vytvofeny a se kterym si kazdy ucitel mtize vytvorit své vlastni interaktivni prezentace
na miru, a to pomérné snadno a rychle.

Dals{ tfi kapitoly prace predstavuji prirucku uditele k danym interaktivnim materialim. Obsa-
huji tedy stejné informace a piiklady, avSak navic jsou zde zahrnuty také poznamky pro ucitele,
pfedevSim tipy na ozvl4stnéni hodin ¢i ndméty k efektivnimu vyuZiti jednotlivych dloh. Tato cast
préace byla zpracovana po konzultaci vét§tho mnoZstvi sttedoSkolskych uéebnic jak ceskych ([7], [8],
[1], [10]), tak zahrani¢nich ([2], [6], [5], [9]). Peclivou selekci v§ak byly nakonec vybrany ucebnice
[7] a [8], ze kterych price piejima teorii, formulace definic a matematickych vét spolu s nékte-
rymi ze zakladnich pifkladi. Aplikaéni priklady a dal$i zajimavosti jsou pak Cerpany predevsim
z anglicky psané literatury. Grafické zpracovani téchto kapitol se snaZi co nejvice korespondovat
s priloZenymi materidly. Obsahuje tedy mnoZstvi obrazki pro pozitivni stimulaci zZaka a jejich vyssi
motivaci ke zvlddnuti daného uciva.

V posledni kapitole jsou pak popsdny vysledky pilotovani vytvofenych materidli na dvou vy-
branych gymnaziich v Brn&. Ctendf zde najde rozdilné ucitelské piistupy k jejich vyuZiti i reakce
Zaku na praci s nimi.

Pfilohou prace jsou pak samotné interaktivni materidly vyuZzitelné ve tfidach na libovolnych
typech zafizeni. Nékteré instrukce vestavénych miniaplikaci v interaktivnich materidlech byly po-
nechdny v angli¢tin€. Mohou tak pfedstavovat kricek k vytvofeni mezipfedmétového vztahu ma-
tematiky a anglického jazyka, a zaroveni vybavi Zdka jazykovymi znalostmi zdkladnich pojmut. Na
konci kazdého z materidld je zahrnut minikviz k procviceni probraného uciva. Celkové materidly

vev s

predstavuji berli¢ku k moderné;jsi, vice motivacni a praktické vyuce matematiky na stfedni $kole.

—viii—



Kapitola 1

Jak pouzivat interaktivni materialy

V dnes$ni dobé je spolecnost uz ve velké mife zavisld na technologiich a internetu. Nejinak je tomu
i v &eském $kolstvi. Podle tematické zpravy CSI ze zaii 2017 uZ témé&F 99 % stiednich a vyssich
odbornych $kol vyuZiva informacni systémy pro vedeni svych agend a vice neZ 36 % z téchto Skol
nabiz{ tfidy vybavené ICT prostiedky pro praci kazdého Zdka. Jihomoravsky kraj patii v technické

vybavenosti stiednich $kol mezi 3 nejlepsi (po Zlinském a Libereckém kraji). [3]

Po vIné vyuZivani evropskych prostfedkd pro zakoupeni interaktivnich tabuli pro co nejvice
uceben skoly vSak zlistdvd mnoho takovych, které jsou vybaveny Casto riznymi druhy interaktiv-
nich tabuli, ov§em s nedostateCnymi vyukovymi materidly, jenZ by umoziovaly jejich plné vyuZiti.
Velkou piekazkou zstava i fakt, Ze riizni vyrobci interaktivnich tabuli vydavaji své vlastni certifi-
kované softwary, které 1ze na tabulich jako jediné vyuZzivat. KdyzZ si tedy pedagog pripravi materidl
v jednom z té€chto softwarti na jedné dané tabuli, ¢asto jeho materidly uz nefunguji na tabuli v jiné
u¢ebng. Resenim neni ani vybér jednoho z t&chto komerénich softwari, ktery by nasledn& koly
vyuZzivaly i na jinych typech interaktivnich tabuli, které vlastni. I s ohledem na to je pochopitelné,
Ze ackoliv je dnes jiz mnozstvi $kol touto technologii vybaveno, vétsina uditelli je kvili technické
nekompatibilité a ¢asové naro¢nosti pochopeni nékolika softwari a nasledné zpracovani materiald
v nich pfili§ nepouZiva.

Jedinou moznosti uciteli zstava vyuZiti open source softwarl. To jsou bezplatné, volné do-
stupné aplikace ¢i webové stranky, které 1ze spustit z libovolného zafizeni (tedy jak z domaciho, tak
ze Skolniho pocitace, tabletu ¢i dokonce mobilniho telefonu). Mezi nejzndmé;jsi z nich patii Open-
Sankoré, pred né€kolika lety se vSak objevil na trhu i dal$i z téchto volné dostupnych programd,
Prowise Presenter.

1.1 Software Prowise

Interaktivni vyukové materidly vytvofené v ramci této diplomové prace jsou zpracovany v open
source softwaru Prowise Presenter. Ten je jednim z produkti nizozemské spolecnosti Prowise,
ktera se zaméfuje na vyvoj softwart a hardwart pro vzdé€lavani a nabizi pro $koly kompletni feSeni
v oblasti IT.

Mezi jejich v soucasnosti nabizené produkty z oblasti hardware patii

o interaktivni dotykové obrazovky Prowise Touchscreen, které mohou ve tfidach suplovat funkci
interaktivnich tabuli,
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e Prowise Chromebooks — tablety vyvinuté specidlné pro oblast vzdélavani,
e notebooky Prowise EduBook se zabudovanym systémem Prowise a
e Prowise All-in-One PC, které nabizi vyhody tabletu a pocitace v jednom zatfizeni.

Mezi nabizené softwary pak patii predevs§im Prowise Presenter, univerzalni prezentacni pro-
gram vytvoreny pro vSechna zafizen{ od interaktivnich tabuli, pies tablety a pocitace, aZ k mobilnim
telefondm. Spole¢nost Prowise dile ve svych produktech nabizi i kompletni operacni systémy Pro-
wise a online banku vzdé€lavacich aplikaci Prowise World of Education, kterd je zatim (do zac¢atku
roku 2020) pfistupnd vSem uZivatelim zcela zdarma.

Produkty Prowise jsou v ceském prostiedi dosud méné znamé a témét nepouzivané. Pfitom
program Prowise Presenter je vybornym feSenim pro situaci v Ceskych Skoldch, kdy v rdmci
jednoho bezplatného a uZivatelsky jednoduchého softwaru, ktery je dostupny na vSech zatizenich
pripojenych k internetu, je moZné vytvofit jedny materidly pro vSechna zafizeni (vSechny typy
interaktivnich tabuli, tablety, smartphony) — sta¢i pouze funkéni webovy prohlizec.

1.2 Prace se softwarem

1.2.1 Registrace a prihlaseni do programu

Program Prowise Presenter je moZzné vyuZivat bud’ v online verzi pfimo v prohliZeci (funguje
v libovolném zafizeni pfipojeném k internetu) nebo v programu Prowise Presenter, ktery je dostupny
na vSech platforméch. Lze jej tedy nainstalovat jak do osobniho pocitace, tabletu i mobilniho telefonu
s libovolnym operacnim systémem.

@© Provise x  + - X
<« C @ Prowise BV. [NL] | https;//www.prowise.com/en/ & A
. +441213680004 % info@prowise.com BB UnitedKingdom v Start Presenter Start ProConnect Register =
o
Pr©W| se World of Education Presenter Touchscreens Personal Devices Discover & Learn Support Contact

Prowise

Touchscreen

Unique possibilities

Unique education possibilities for a
revolutionary low price. Ready for present and

future challenges in the classroom.

Obrazek 1.1: Domovska stranka spole¢nosti Prowise

Pro prici v programu je nejprve nutné provést bezplatnou registraci. Tuto registraci by mél mit
kazdy z ucitelti, ktery chce program vyuzivat, af uz pro praci s interaktivnimi materidly z této prace
nebo tvorbu svych vlastnich. Registrace se provadi na strance www.prowise.com—viz 1.1.

Zahdjeni registrace prob€hne po kliknuti na Zluté tlacitko ,,Register*. Objevi se formuléf (1.2),
ve kterém je tfeba vyplnit e-mailovou adresu (Email address), jméno (First name) a piijmeni
(Surname) nového uzivatele. Déle je nabizena moZnost zvolit jazyk, ve kterém chce uzivatel program


www.prowise.com

Kapitola 1. Jak pouZivat interaktivni materidly 3

vyuzivat (Prowise v této chvili nabizi vybér mezi angli¢tinou, nizozemstinou, danstinou, némcinou,
norstinou, §védstinou, Spanélstinou, italStinou a francouzstinou) a zptisob, kterym bude program
vyuzivat (médy uditel (Teacher) a zdk (Student) jsou pouze informativni, chod programu nijak
neovliviiuji). Jako posledni si pak staci zvolit pfihlaSovaci heslo (Password) a potvrdit podminky
uzivani programu.

@® Account x  + - X
< C @ Prowise BV. [NL] | https://account prowise.com/register/?redirect_url=https%3A%2F%2Fwww.prowise.com%2Fen%2F A :
Pr@wise i

Register

Emall address Language / country;

First name: User type:

Middle initial:

surname:

Confirm password:

O 1 hereby agree to the Conditions of Use and the Privacy and Cookie Statement.

O subscribe to the newsletter.

S

Obrazek 1.2: Prostfedi registrace nového uZivatele

Registraci do programu je nutné dokoncit zaddnim hesla, které je uZivateli zaslano na tu e-
mailovou adresu, kterou uvedl pfi registraci:

@® Account x  + - 8 X

< C' @ Prowise BV. [NL] | https://account prowise.com/register/?redirect url=https%3A

Prowise

Register

Your account has been created. An e-mail
has been sent, containing a code and an
activation link. Please use the code to

© your account straight away. To
activate your account at a later time, you can
use the link provided.

Code:

Obrazek 1.3: Potvrzeni registrace pomoci e-mailové adresy

Samotnda registrace neni nijak obtiZna ani ¢asové naro¢nd, nicméné v prostiedi Skoly (napr.
v pocitacové ucebné) je vyhodnéjsi zalozit jeden Skoln{ ucet, ktery umozni piistup vSem zakiim. Ze
zkuSenosti s pilotovanim interaktivnich materidlt (vice viz Kapitola 5) totiz vyplynulo, Ze pravé
potvrzeni e-mailové adresy zptisobuje velka zdrZeni pied zacatkem samotného uZivani programu
a materiall, navic vzdy hrozi, Ze Z4ci sva hesla zapomenou. Jeden obecny $kolni ticet by tak mél
zajistit plynuly a rychly pribéh.
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1.2.2 Zakladni prace se softwarem

Po dokonceni registrace je mozné zacit program pouZzivat. Ukazme si nejprve prostiedi online verze,
kterou lze spustit v libovolném prohliZeci po zadani webové adresy https://presenter.prow
ise.com. Pro bezproblémové spusténi je tfeba mit v zafizeni nainstalovany Flash Player. Pokud
vSe probéhne hladce, na obrazovce se zobraz{ strdnka pro ptihl4Seni (1.4):

A Prowise Presenter x 4+ = X

<« C @ Prowise BV. [NU] | https:/presenter prowise.com/start ® A

m Pr@wise Presenter |

Login Register

Enteryour details here

Or use the following services:

e

Obrazek 1.4: PrihlaSeni do programu Prowise Presenter

Zde se zadavaji ddaje, pod kterymi byla provedena registrace. PfihlaSeni probéhne po stisknuti
tlacitka ,,L.og in* a vstup do programu po stisku ,,Start presenter*.

Na obrdzku 1.5 jsou vidét dvé zédkladni ndstrojové liSty programu, které zptistupiuji jeho
zdkladni funkce.

1
i o
n s
k2 +
/I
O
N 7
(AR
Mo 10 11121314 15 16 17 1819
© BEBEEXE @I EDR

Obrazek 1.5: Zakladni néstroje webové aplikace Prowise Presenter

Bocnf litu s néstroji 1-9 lze libovolné pfesouvat po pracovni ploSe po uchopeni kolecka v jeji
dolnf ¢ésti.

Tlacitko 1 na listé je Ruka. Ta umoZiiuje pfesouvat objekty, ovladat pohyblivé prvky v interak-
tivnich materidlech a miniaplikace.
Tlacitko 2 slouZi pro praci s objekty. Tim 1ze objekt otacet, ukotvit v libovolné ¢asti pracovni plochy,
pfidat k nému interaktivni prvky (odkaz, oznaceni spravné ¢i Spatné odpovédi, pfiddni rdmecku,
zvuku,. . . ) ¢i jej Gplné smazat.
Dalsim objektem na postranni listé je tlacitko 3. Toto tlac¢itko umoZiiuje pracovat s programem jako
s plochou pro psani. Nastroj nabizi celkem 5 rGznych reZimG psani — obycejnd tuzka, kaligrafické
pero, fixa a dva nastroje, které prevadi text psany rukou do tisténé podoby.
Nasledujicim ndstrojem, ktery se skryva pod tladitkem 4, je mozné vygumovat psany text ¢i celou
pracovni plochu.
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Tlacitka 5 a 6 nabizeji vytvafeni riznych Car, Sipek, tvarl a objekta.

Pod tlac¢itkem 7 se nachdzeji rysovaci pomticky — pravitka, kruZitko, dhlomér a stopky.

Tlacitko 8 pak umoZiiuje napsat v programu libovolny text pomoci klavesnice (vhodné pri piipravé
materidli do hodin).

Poslednim nastrojem, pod tlacitkem 9, je lupa, kterd funguje bé€Zn€ znamym zptisobem.

Spodni néstrojova lista zac¢ind zleva tlacitkem 10. To slouZi k otevirani, ukladani a sdilen{
prezentaci vytvorenych v programu.
Hned vedle né&j 1ze pomoci tladitka 11 vkladat obrazky, tvary, videa, zvuky ¢i pozadi do prezentace.
Tlacitko 12 slouzi k pridavani riznych interaktivnich miniaplikaci. Ty jsou rozdéleny do kategorif
Jazyk (Language), Matematika (Maths), Ostatni (Others), Stavebni bloky (Building blocks) — ob-
sahuje napfiklad bloky k odkryvani spravnych odpovédi ¢i pridani dopliujicich otdzek — Nastroje
(Tools) a ProConnect obsahujici minihry, které 1ze spustit pro vice hrac¢d na jejich osobnich zafize-
nich (notebooky, tablety, mobilni telefony).
Pomoci tlacitka 13 je mozZné vloZit existujici kviz do prezentace nebo vytvofit vlastni. Tyto kvizy
mohou slouzit k ovéfeni znalosti Zakt na konci probraného uciva — prace s timto nastrojem je blize
popsdna v ndsledujicich ¢astech.
Zajimavé je i tlacitko 14, které umozniuje komunikaci s Zaky pres jejich zafizeni, tzv. ProConnect.
Pomoci tohoto néstroje 1ze ve tfidé na Zakovskych zafizenich hrat jiz zminéné minihry, provést
rychlou volbu ¢&i kviz (Zaci ve svych zafizenich kliknou na jednu z nabizenych mozZnosti — miize
slouzit k ovéfeni pochopeni uciva) nebo pouzit sdileni obrazovek (skvélé napt. pro nacrtnuti graft
funkci). Podrobnéji bude néstroj popsdn déle.
Posledni z tlacitek v levé Casti spodni nastrojové listy je tlacitko 15. To velmi jednoduse slouzi
k névratu k poslednimu provedenému kroku v prezentaci.

V pravé spodni ¢4sti obrazovky se nachdzi navigace po prezentaci. Tlacitko 16 se sklada z Sipek
vlevo a vpravo, které umoziuji prechazet z jednoho snimku na druhy. Po kliknuti doprostied tlacitka
se objevi pfehled vSech snimku v prezentaci, které 1ze pfesouvat, mazat ¢i upravovat.

Po stisknuti tlac¢itka 17 se zobrazi celd pracovni plocha programu Prowise. Ta je rozdélena do deviti
¢asti. Zakladni ¢ast obrazovky je uprostfed, nicméné jeji okoli mdze slouzit k prostému psani na
tabuli nebo k rozsiteni tohoto slidu, jak je tomu v pfiloZenych interaktivnich materidlech.
Tlacitkem 18 1ze pracovni okno programu rozsifit na celou obrazovku (Full screen) nebo pfepnout
do prezentacniho médu (Presentation mode).

Posledni na obrazovce je néstroj Nastaveni (tlacitko 19). V ném se uzivatel miZe odhlésit ze svého
uctu, upravovat svij profil, pfepnout ndstrojovou listu s tlacitky 1-9 do vertikdlni ¢i horizontaln{
polohy, nastavit pomér stran prezentace, viditelnost ¢asti pracovni plochy a hypertextovych odkaz.

Kromé online internetové verze Prowise Presenter je mozné do kazdého zafizeni stdhnout i
program, ktery je taktéZ zdarma pro vSechny uZivatele. Stahnuti programu je pfistupné z adresy
https://www.prowise.com/en/support/presenter-software/.

Oproti webové aplikaci je ta desktopova opatiena dvéma tlacitky ve spodni listé navic:

20 21

Obrazek 1.6: Pridané nastroje desktopové aplikace Prowise Presenter

Tlacitko 20 prepind do aplikace Touch Table Tools. Program je mozné nainstalovat bud’ s touto
aplikaci, nebo bez ni. V aplikaci je mozné hrat matematické i dalsi hry, je v§ak vhodnd spiSe pro
zédkladni Skoly, k pouZiti na tablety. Dals{ prozkoumani aplikace je ponechdno na ¢tendii samotném.
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V interaktivnich materidlech vytvofenych v ramci této prace se ji dale nevyuziva.

Tlacitko 21 je pak vhodné pro praci na interaktivni tabuli. Toto tla¢itko pfepne cely program pouze
do postranni liSty a umoZziiuje pracovat s dalSimi programy a materidly uloZenymi v pocitaci, se
stadlou moznosti vyuZiti nékterych ndstroji z postranni listy (pero, fixa, guma, snimek obrazovky).

ProConnect
Pojdme si nyni bliZe popsat praci s nastrojem ProConnect, ktery se nachazi pod tlacitkem 14

v zékladnim zobrazeni programu (viz 1.5).

Po rozkliknuti tladitka se zobrazi nabidka ndstroje (1.7). Pro vyuZiti ProConnect k hrani nékteré
z miniher staci kliknout na tlacitko ,,Tools*, vybrat si z Sesti nabizenych a spustit hru tlacitkem
.otart’,

A Prowise Presenter x o+ - X

< C @ Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start * A

;E’ ProConnect m
Activate group.
Activities

Help

Obrézek 1.7: Nabidka néstroje ProConnect

V opacném piipadé€ je tieba v nabidce kliknout na tlacitko ,,Start“. Tim se vygeneruje kod,
pomoci kterého se mohou Zéci k nastroji ProConnect pfihlésit z libovolného zatizeni (pfipojeného
k internetu) ze strdnky https://connect.prowise.com/. Levd ¢ast obrazku 1.8 zachycuje
obrazovku ucitele v programu Prowise Presenter. Zobrazeny kéd, ktery byl vygenerovan, je tfeba
sdilet mezi Zaky. Ti pak na uvedené strdnce vyplni své jméno ¢i pfezdivku (Enter your name) a
vygenerovany skupinovy kéd (Enter group code), jak je vidét v pravé ¢asti obrazku 1.8:

B <% - 8 x B )

Welcome to ProConnect

Enter your name:

ﬂ - a Goende & Enter the group code:
:
% (2 oss X] I T
[ rocomecpicoms |
CATE— E‘ Join
© [N
T
0 covmgson |
] | | o ez

Obrazek 1.8: Generace skupinového kédu v néstroji ProConnect

Po prihlaSeni Z4ci ¢ekaji, neZ ucitel spusti nékterou z vybranych aktivit v ndstroji ProConnect
(viz leva ¢ast obrazku 1.9). Timto zplisobem mohou byt Zaci pfihldSeni v néstroji po dobu celé


https://connect.prowise.com/
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vyucovaci hodiny. VZdy, kdyz pak bude ucitel vyuzivat nékteré z funkci tohoto ndstroje, neni tfeba
se znovu piihlasovat. PoCet a seznam pfihlasenych zakt muze ucitel sledovat po kliknuti na tlaéitko
,ProConnect participants v nabidce (viz prava ¢ast obrazku 1.9).

Bt x o <% - 8 x B _

Wait for the next activity to start

— ]
« %
E =
S O CrRzmmmm
g
0
0 FErE—
T
0 ceimssoii |
EAa ] = % al =0 - I B

Obrazek 1.9: Nastroj ProConnect — ¢ekdni na zahdjenf aktivity

Jak jiz bylo zminéno dfive, ndstroj ProConnect umoziuje spusténi hned nékolika aktivit. Vedle
miniher je to nastroj Volby (Vote) a Sdileni obrazovky (Share Screen). Pojd'me nejprve popsat prvni
z nich.

Aktivita Vote v nabidce nastroje slouZi k rychlému sesbirani odpovédi Zakt na jednoduchou,
uzavienou otdzku. Po otevieni aktivity se na obrazovce zobrazi ndsledujici nabidka:

I Provise Presenter x  + - X
<« C @ Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start % A
(B vote

Obrazek 1.10: Zahdjeni aktivity Volba

Pomoci tlacitka ,,Start voting* lze nejprve vybrat format, ve kterém budou Zaci hlasovat ¢i
vkladat odpovédi. Na vybér je z formati Ano/Ne (Yes/No), Pravda/Nepravda (True/False), Souhla-
sim/Nesouhlasim (Agree/Disagree), Spravn&/Spatné (Right/Wrong), vybér z nékolika nabizenych
moZnosti (Multiple-choice) nebo barev (Colour). Podle typu otdzky si tedy staci vybrat vhodny
format.

Pribéh volby je pak mozné sledovat v pravé Casti obrazovky. Po jejim skonceni lze volbu
opakovat (Again) nebo uloZit pfimo do prezentace (Save in presentation):
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I Provise Presenter x4

@ Prowise BV. [NL] | https:/presenter.prowise.com/start

M -

(B vote

6] Results [

= sa entation

Results (00/01)

bar graph

List of partic...

Agree | 0%

Disagree | 0%

Obrazek 1.11: Prabéh aktivity Volba

Druhou z nabizenych aktivit ndstroje ProConnect je Sdileni obrazovky. Tato aktivita je velmi
vhodn4 pii zadani tlohy na&rtnout graf funkce. Zakiim je pak mozné napf. sdilet soufadnou osu
¢i milimetrovy papir, do kterého mohou graf zakreslit a poslat zpét uditeli ke kontrole. Aktivitu
I1ze velmi snadno zahdjit stisknutim tlacitka ,,Share screen®. Odevzdané prace se pak opét zobrazi
v pravé C4sti obrazovky, kde je moZné si je prohliZet, opravovat Ci uloZit do prezentace.

I Provise Presenter x4

@ Prowise BV. [NL] | https;//presenter prowise.com/start

(B share screen

o> 55| = &

Obrazek 1.12: Zahdjen{ aktivity Sdileni obrazovky

ProQuiz

Dalsim z uzitecnych nastroji je ProQuiz pod tlaéitkem 15 (viz 1.5), ktery umoZiiuje tvorbu a

spousténi kvizd v programu. Po kliknut{ na tladitko ProQuiz se otevie nasledujici nabidka, kterou
Ize vidét na obrdzku 1.13.
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A Fovi x4+ = x
<« C' @ Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start F O -
ProQuiz
Maker Player Results

Obrazek 1.13: Zikladni nabidka néstroje ProQuiz

Pro vytvoreni nového, vlastniho kvizu je tfeba oteviit zdloZku ,,Maker*. Néstroj poté nabidne
editaci jiZ existujiciho, uZivatelem vytvoreného kvizu (Edit existing quiz) nebo vytvofeni nového
(Make new quiz).

Pfi tvofeni zcela nového kvizu je jako prvni tfeba zadat jeho nazev (Enter a title) a popis (Enter
a description), jak je vidét na obrdzku 1.14. Volitelné lze také vlozit ivodni obrdzek kvizu (ikona
obrazku vpravo nahote) nebo jeho ¢asovy limit (Enter quiz time limit). Kviz se vytvoii po stisknuti
tlacitka ,,Start” v levé spodni ¢ésti.

A Prowise Presenter x 4+ - X

<« C @ Prowise BV.[NL] | htips//presenter prowise.com/start E N -

ProQuiz Maker G}Qa

Enter a title

Enter a description

Entire quiz time limit: (00 |:[00 |:[o00

Time per question can be defined

[ ] )
T I B

Obrézek 1.14: Uvodni obrazovka k vytvofeni nového kvizu

V samotné tvorbé kvizu, kterd je zachycena na obrazku 1.15, je nejprve vzdy tieba vybrat v horni
listé typ otdzky — vybér z nékolika moZnosti (Multiple-choice) nebo oteviend otdzka (Open-ended)
— ¢i vytvorit titulnf stranku kvizu (Title page). Déle 1ze pro kazdou otdzku volitelné nastavit Casovy
limit (Time), toto nastaveni v§ak nenf povinné. Samotné zadédni otdzky (Enter your question here)
umoziiuje bézné psani, bohuzel nepodporuje matematické znaky. Ty je vSak mozné, podobné jak je
tomu u pfiloZenych materiéli, vloZit do zadan{ prostfednictvim obrazku.

Kazda otazka ddle miZe mit vahu 1, 2, nebo 3 (Weighing question). Zakladni formou odpovédi
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na otdzku Multiple-choice je vybér z moznosti A, B, C nebo D. K alesporii dvéma z téchto moznosti
je tfeba zadat odpovéd (Enter an answer here) a vpravo oznacit, které z nich jsou spravné. Odpovédi
je mozné také zadavat ve formé obrazkili, oznaceny mohou byt pismeny, tvary, nebo mohou zdstat
bez oznaceni. Spravné odpovédi pro otdzky Open-ended typu lze pak bud pfimo naformulovat nebo
zadat n€kolik klicovych slov, podle kterych bude hodnocena spravnost Zdkovskych odpovédi.

A Prowise Presenter X 4
< C @ Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start B
@qa

1 23
1 (@) Multiple-choice () Open-ended () Titte page Time: o0 |:[00 | (DRI ey

Enter your question here I

=]
&
/|

S

N

D ABCD Weighing question: (@) 1 2()s
N
IA Enter an answer here
IB Enter an answer here
IC Enter an answer here
@ ID Enter an answer here
4.5
i =0

Obrazek 1.15: Prostiedi tvorby nového kvizu

Po vytvofeni otdzky je mozné v postranni listé tuto otdzku zduplikovat tlacitkem 1, vytvofit

novou pomoci tla¢itka 2 ¢i otazku smazat tla¢itkem 3 (viz 1.15).
Ve chvili, kdy je kviz dokonéen, sta¢i ho uloZit kliknutim na tlacitko 4 volbou mozZnosti ,,Save Quiz
as*. Po vybéru umisténi je kviz pfipraven pro pozdéjsi pouziti nebo vloZeni do prezentace.

Pro vyplilovan{ jiZ existujictho kvizu slouZi zaloZka ,,Player (viz 1.13), kde je nejprve tfeba
oteviit umisténi kvizu. Na vefejném online dloZisti (zdloZka ,,Community*) je k dispozici mnoZstvi
kvizl do riznych predmétd, pripravenych k pouziti. Tyto kvizy byly vytvofeny ostatnimi uZivateli
programu Prowise a zpiistupnény pro usnadnéni prace jejich kolegda.

Po vybéru a otevieni kvizu se zobrazi ivodni obrazovka (viz obrazek 1.16).

A Prowise Presenter x  +

< C' @ Prowise B.V. [NL] | https://presenter.prowise.com/start

ProQuiz Player Q Q a

Can you tell the time?

Analogue time

Entire quiz time limit: | 00 || 00 |:| 00 | (if entered by maker there s already an indication)

Time limit per question (only possible when entered by maker, you can edit this quiz n the ProQuiz Maker)

a
N
©

=0

Obrézek 1.16: Uvodni obrazovka po spusténi jiZ vytvoreného kvizu
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Na ni je mozné (ale ne nutné!) zvolit ¢asovy limit pro vyplnéni kvizu a povolit ¢asovy limit pro
jednotlivé otazky (pokud byl pfi vytvafeni zaddn). Kviz se pak spusti stisknutim tlacitka ,,Start®,
kdy se zobrazi k vybéru jedna z nasledujicich moZnosti:

A Frowise Presenter x  +

< C @ Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start % B

ProQuiz Player QQQ

Can you tell the time?

]
&
/|

0]
N
(A

Analogu(  |n which mode do you want to start the quiz?

N

28 |2

Classical with Classical without
ProConnect ProConnect
(per question)

Individual with
ProConnect

>

€

. Entire quiz time limit: | 00 |:| 00 |:| 00 | (if entered by maker there is already an indication)

(O)

Time limit per question (only possible when entered by maker, you can edit this quiz in the ProQuiz Maker)

=0

Obrazek 1.17: Spusténi vytvoreného kvizu v ProQuiz

Pro otevieni kvizu pfimo v zafizeni (vhodné napt. pii opakovani ve tfid€) je tfeba zvolit treti
z mozZnosti, tedy ,,Classical without ProConnect®. Pfi tomto vybéru se zobrazi jednotlivé otdzky,
které lze s zdky ve tfidé vyplnit a ovérit si tak jejich znalosti. Tento méd umoziuje piepinat mezi
otdzkami a ukazovat i sprdvné odpovédi.

Chce-li ucitel kviz s Zaky vyplnit formou testu, je dobré zvolit prvni (,,Individual with Pro-
Connect*) nebo druhou moznost (,,Classical with ProConnect®). Obé z téchto moZnosti pfepnou
uZzivatele do reZimu ProConnect, ktery byl popsan dfive. Prvni ze zminiovanych reZimt umozni
zakum vypliovat kviz vlastnim tempem, otazky se pak vSak neobjevi na obrazovce ucitele. Oproti
tomu druhy z rezimid zobrazi na ucitelské obrazovce vzdy danou otdzku, kterou Zaci vypliiuji a
umozni uditeli regulovat tempo kvizu.

Pro bliZ§{ sezndmeni s programem Prowise Presenter autorka doporucuje bakalatskou prici [4],
kterd je vice vénovéna jednotlivym funkcim v programu a jejich fungovani.

1.2.3 Prace s interaktivnimi materialy

V rdmci této prace byly v popsaném programu Prowise Presenter vytvofeny interaktivni vyukové

materidly pro stiedoSkolskou latku funkci, posloupnosti a fad. V nasledujici ¢4sti je blize popsana
struktura téchto materiald a zptisob, jak s nimi pracovat.

VSechny interaktivni materidly jsou dostupné online na strdnkdch https://sites.google.c
om/view/ssmaterialyfunkce/, odkazy na vSechny materidly se nachdzeji i v ptiloze prace (5).
Z téchto stranek ¢i z piilohy sta¢i materidl otevfit a prihldsit se do programu Prowise pod svymi
udaji, jak bylo popsédno dfive. Plny piepis textl i pfikladl z materiald, véetné poznamek vhodnych
pro ucitele, se nachdzi v kapitoldch 2, 3 a 4.

KaZdy materidl za¢ind tivodni strankou a obsahem. Libovolna poloZka v obsahu funguje jako
odkaz — chce-li se tedy ucitel napt. v rdmci opakovéni dostat ke konkrétni ¢4sti prezentace, staci na
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ni kliknout v obsahu a prezentace k ni okamZité pfesméruje.

- e x B s <4

B <%

S ]
o Uvodni dloha
Exponencialni funkce Definice exponencialni funkce
E] Interaktivni materialy k stfedo3kolské matematické analyze m PFikIady
Graf exponencialni funkce
® ottt syt © Prirozena exponencialni funkce
Priklady z praxe

- Minikviz

(& ) = = EO

Obrézek 1.18: Uvodni slidy interaktivnich materidli

Jesté pred dvodni dlohou je v kazdém materidlu zahrnut snimek K cemu jsou. .. ?, ktery se
v obsahu nenachazi. Tento snimek ma podpofit motivaci zakl ke zvladnuti nasledujiciho uciva.
Kazdy ucitel urcité zné typickou zdkovskou otazku ,,A k ¢emu ndm to bude?”. Pravé na ni by
zde Zaci méli najit odpoved a ziskat alesponi pfibliZznou predstavu propojeni této ¢asti sttedoSkolské
matematiky s praxi. Ackoliv nékteré zminéné aplikace jsou pouze velmi pfibliZnymi matematickymi
modely, alespoii pro ndzornou ukdzku by mély poslouZit.

A oo x +

C @ Prowise BY. NI | httpsy/presenter prowise comystart £ A

3|
e ]

n x karbonove datovani
atmosfericky tiak v riznych v archeologii

nadmofskych vyskach

rozpad radioaktivniho
materidlu

EEEXE 3 o>

Obrazek 1.19: Motivaéni snimek ,, K cemu jsou. .. ?“ v Gvodu materiald

Jak bylo popsano v ptedeslé ¢asti, k navigaci v prezentaci slouzi tlacitko 16 ve spodni listé (viz
obrazek 1.5). V nékterych piikladech, jak je tomu i na obrdzku 1.20, jsou vSak ptiklady rozsahle;jsi,
nez by se veslo do jednoho snimku; k pfepinani mezi jednotlivymi ¢astmi plochy pak slouZi zelena
tlacitka (,,Pozadi dlohy*, ,Reseni“,...).

Nachazi-li se v libovolné ¢asti interaktivnich materidld tabulka, jak je tomu na snimku vyse
(1.20), je mozné ji vyplnit dvéma zpisoby, a to pomoci néstroje Ruka (tlacitko 1, 1.5), kdy sta¢i do
volného policka kliknout a pomoci klavesnice vepsat ¢islo, nebo pomoci nastroje Pero (tlacitko 3,
1.5) pouhym vepsanim c¢isla na tabuli nebo do zafizeni.
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A oo x o+ - o X

C @ Prowise BY.INLI | hitps://presenter.prowise.com/start % B

Do tabulky zaneste nékolik prvnich hodnot pro mnoZzstvi bunék v
prvnich hodinach déleni a zkuste najit funkci proménné t, ktera
by urovala pocet viech bunék pfi déleni v zavislosti na
uplynulém gase . t/hod pocet bungk

4]+ 10

1
2
3
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5
6

Obrazek 1.20: Ukdzka snimku z interaktivnich materidld

Modré interaktivni prvky v materidlech, jako jsou modrd kulatd tlacitka na obrazku 1.21,
skryvaji odpovédi ¢i feSeni zadanych piikladi. Po jejich rozkliknuti pomoci néstroje Ruka se tento
vysledek zobrazi. Podobné kulata tlacitka se symbolem otazniku obsahuji skryté dopliujici otdzky
a tipy pro praci na konkrétnim snimku. Tyto tipy lze opét zobrazit pouhym kliknutim na dany
interaktivni prvek.

] . % - o x B I

] ]

Zavislost tlaku vzduchu na nadmorské vysce h (v km) Ize vyjadiit priblizné vztahem Zavislost taku vzduchu na nadmorské vySce h (v km) Ize vyjadiit piblizné vztahem

— p = po-0,88" > p )-0.88"

P=r . P=n )

o] kde po je tlak v nadmofské vysce 0 metrii; po = 1.013-10° Pa (o] kde e tlak v nadmorské vySce 0 metrd; po = 1,013+ 10° Pa

N N

a) Vypottéte tlak vzduchu v nadmofské vySce 800 m, 3 000 m. a) Vypottéte tlak vzduchu v nadmorské vy$91452,5 Pa 000 m.

o 0 o o

© b) Vypoditejte, iaky je tlak vzduchu na vrcholcich téchto hor: © h) \Amoiteite._iakiie Hak vzduchi na ich tachin hor 4 et A
Snézka . ujet ysky o hor ze zemépisu, najdéte je na internetu.
Mont Blanc @) > Mont Blanc_ @ ) ? ( Ll
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Obrazek 1.21: Modré interaktivni prvky zobrazujici feSeni ¢i odpovédi k tilohdm

V kapitolach funkci se ¢asto nachazeji priklady a dlohy, v nichZ maji Zaci zakreslit grafy danych
funkci. Tyto grafy zakresluji do jednoho z prostiedi na obrazku 1.22. Vlevo je pouhd ¢tvercova sit
s kartézskou soustavou soufadnic. Zaci do ni mohou vkreslit graf pomoci néstroje Pero (tladitko
3, 1.5) nebo nékterych tvari z nastroje pod tlacitkem 5 (1.5). Jak jiz bylo zminéno, pro tento typ
ulohy je moZnym oZivenim vyuZziti funkce Sdileni obrazovky nastroje ProConnect.
V pravé Casti je pak vidét zakresleni grafu do interaktivni soufadné soustavy. V ni je nejprve tieba
v pravé dolni ¢asti v nastaveni vybrat potfebné parametry — méfitko, rozsah os x a y, zobrazeni a
velikost Ctvercové site,. . . Poté uz staci z listy vlevo vybrat bod nebo pfimku a graf zakreslit.

s B =0 . ‘e
)
o Pred odkrytim otazek pokracujte na Naérinéte grafy funkci fi:y=2"a fa:y= “m _
| 5 [Dalsiprikiad |
5] q =
L7l i ]
> a
N 4 ]
@
o 3 ]
© * [ ®
S arn
2 PR N B N ) . °®
B i EmowN o .
] @ % @ O EO = = [~ o > &) oo o

Obrazek 1.22: Prace s grafy v interaktivnich materidlech
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V neposledni fadé jsou zde i piiklady, které slouzi k procviceni transformaci jednotlivych typt
grafii. U téchto piikladii by bylo zbyte¢né ndro¢né a zdlouhavé nechat zdky cely graf vytvéret, proto
je na snimku poskytnut zdkladni tvar této funkce, ktery mohou presouvat pomoci nastroje Ruka
nebo zvétSovat ¢i zmenSovat pomoci tlacitka 2 (1.5):

A Mocninné funkee x  +
C @ Prowise BV. [NU] | https/presenter prowise.com/start ® A
Sestrojte graf funkce a) y= —x* X _
y-axis

x-axis

©OBEXONRRE

BN ZEN -0 £

Obrazek 1.23: Ukézka piikladu na transformaci grafu funkce

Dal$im interaktivnim prvkem v materidlech je vybér spravné odpovédi z nabizenych. V tako-
vychto typech prikladi sta¢i pomoci néstroje Ruka oznacit vybranou odpovéd, u které se posléze
objevi feSeni:

L] <+ - s x L] x4

=) _ 5] _
7] Na zékladé viastnosti exponencidini funkce urgete, keré z nésledujicich mocnin jsou vetsi 7l Na z&klade vlastnosii exponenciéini funkce urGete, Keré z nasledujicich mocnin jsou vatsi
nez jedna, rovny jedné, mensi nez jedna: nez jedna, rovny jedné, mensi ne jedna:
ni e . iy e .
E] (?) <1 =1 51 (40 <1]E1]pp2 % (?) <y =t o Bl
5\7 7\ VT00T 5\7 7\ VI00T
B @) aeor O™ B @ e O™ o

2,18% <1 =1 1 (n-l) 2 2,18% <1 =1 sy (,(4)’3

- <1 =1 >1 - <y =1 >1

0,454 <1 =1 >1 4 0,454 <y =1 1 4

O B ] -] o> £

Obrazek 1.24: Interaktivni dlohy s odkryvanim spravného feseni
V nékterych prikladech maji Zaci pretahovat (opét pomoci nastroje Ruka) nékterou z odpovedi
do ptipravenych rameckd. Tyto tilohy bohuZel neni moZné nastavit na automatickou kontrolu, proto
se u takovych piikladt vzdy nachdzi zelené tladitko ,,Zobrazit feSeni*, jak je vidét na obrazku 1.25.
Po kliknuti na né¢j se zobrazi sprdvné odpovédi a ucitel, ¢i Zaci samostatné, mohou své odpovédi
zkontrolovat.

V materidlech se nachdzi i takové ulohy, ve kterych je potfeba znit nejen samotnou odpovéd,
ale i jeji detailni feSeni. Jedna z takovych tloh je zachycena na obrdzku 1.26. Pod modrym prvkem
Opona vpravo se nachazi celé feseni zadaného piikladu, které 1ze postupné odkryt uchopenim tmavé
modrého ¢tverce v levém hornim rohu a postupnym posunutim smérem dold.
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dnotami X+ = X

C @ Prowise BV. [NL] | https://presenter prowise.com/start ® B

S vyuzitim grafu funkce f(x) :y =| x| feste tyto rovnice a nerovnice.

a) [x|=1,5
JHEE ot esen
x € (00;—1,5)U(1,5,00) x€{—1515} x€(00;—15)U(1,5;00)
% @ s
Obrézek 1.25: Interaktivni tlohy s pietahovdnim spravnych odpovédi
- : N . . 3
L presenter prowise com/ L c . 115/ presenter prowise com/ a8
Reste rovnici 2* =4 . | Dasi priklad Reste rovnici 2° = 4 | Daisi priklad |

G -
=4
>=22
9 e xm2
I
) O
© (0}
= [ o & (=] o i

Obrézek 1.26: Interaktivni tdlohy s odkryvanim spravného postupu fesen{

Ze stejného diivodu jako jsou na zacdtku kazdé prezentace ukazky konkrétnich aplikaci dané
funkce v praxi, jsou i na konci zahrnuty aplika¢ni priklady z praxe. Opét je nutné podotknout, Ze
se ve vetSing piipadid jednd o matematické modely, které ne vZdy piesné popisuji redlnou situaci.
Jejich zarazeni slouZi pfedevs§im k tomu, aby si Zaci uvédomili vyuZitelnost matematiky v dalSich
oborech, pro zvySeni atraktivity po¢itani ptikladu, ale i kvili statni maturité, kde se ¢asto nachazeji
slovni dlohy, se kterymi se Zaci ve stfedoskolské vyuce uz mélokdy setkdvaji.

=]
Hail Mary Magnituda zemétreseni
- *~"24 V americkém fotbale se Easto miize priibéh hry zvratit az v

*<a~ poslednich vtefinach. Pokud jeden z tymi potfebuje tésné pfed Intenzita zemétfeseni / v Richterové Skale je dana rovnici

koncem opravdu hodné bodi, mohou zvolit piihravku Hail Mary - Rtog |
N 88 B4 veimi diouhou, oviem s malou nadji na dspéch. N o
kde R je magnituda zemétreseni, /. = 1 je minimalni intenzita
u B Pri jednom zapase washingtonské univerzity potfebovali hraci hodit u uzivana pro srovnani. Najdéte intenzity nasledujicich
® Hail Mary na vzdalenost 73 yard (pfiblizné 67 m). Pohyb mice byl ® zemétfeseni:

pfitom zaznamenan funkci

=167 +641 46 - >, @) Puebla, Mexiko, 2017: R=7,1
~* b) severi Sumatra, 2004, R = 9,3

kde h je vySka mice ve stopach a t Eas ve vtefinach.

B X 6 o] @ % al =) - o B

Obrazek 1.27: Sekce ,,Pfiklady z praxe* v interaktivnich materidlech

Na konci kazdého materidlu se pak nachazi kviz vytvoreny nastrojem ProQuiz, ktery byl popsan
jiz diive. Tento kviz je uren pro zopakovani probraného uciva v kazdé kapitole a lze jej vyuZzit bud
pro spolecné opakovani ve tfid€, nebo jako rychly test, ktery je mozné i ozndmkovat a zahrnout do
klasifikace.
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A Eponencidini funkee x  + = X

C' @& Prowise BV. [NL] | https://presenter.prowise.com/start ® B

ProQuiz Player

Exponenciélni funkce

Kviz na exponencidlni funkce

Entire quiz time timit: [00 |: 00 |: [00 | gre

Time limit per question (only possisi when entere

EETIER EN

J

Obrazek 1.28: Ukdzka vloZeného minikvizu na konci kazdého z interaktivnich materidla

Celkové jsou interaktivni materidly velmi intuitivni a obzvlast Zaci, ktefi v dnesni dobé vyuzivaji
elektronickych zatizeni jako prodlouZené ruky, nebudou mit pravdépodobné problém se v nich velmi
rychle orientovat. Autorka nicmén€ doporucuje vénovat ¢as alesponi v ¢asti prvni hodiny, kdy se
s materidly pracuje a ukdzat zakladni funkce softwaru Prowise. UmoZn{ to tak plnou vyuZitelnost
potencidlu, ktery materialy nabizi.



Kapitola 2

Elementarni funkce

Naésledujici kapitoly (2, 3, 4) predstavuji ucebni text kopirujici obsah interaktivnich vyukovych
materidli véetn€ didaktickych poznamek pro ucitele. Teorie, znéni definic i matematickych vét a
nékolik zdkladnich piikladi je pfevzato z Ceskych gymnazidlnich ucebnic [7] a [8]. Népli kapitol
je v8ak do zna¢né miry inspirovand zahrani¢nimi uéebnicemi z anglicky mluvicich zemi, kde je
kladen velky diiraz na vyuZzitelnost poznatkt v praxi, na aplikac¢ni ptiklady a zaujeti zaka.

Seznam pouzitych zahrani¢nich textu:

e COLLINGWOOD, David H., K. David PRINCE a Matthew M. CONROQOY. Precalculus ([2]),
e MCASKILL, Bruce et. all. Pre-Calculus 11 ([6]),

e LARSON, Ron a Robert HOSTETLER. Precalculus. 7th ed. ([5]),

e RICE UNIVERSITY. Precalculus ([9]).

Vsechny piiklady jsou v textu price uvedeny bez feleni, s vyjimkou tvodnich dloh. Reseni
vétsiny piikladl je mozné najit v interaktivnich materidlech, priklady z praxe jsou vSak ponechany
bez feseni i tam, nebof se predpoklada nutné zapojeni doprovodného vykladu ucitele.

I
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2.1 Uvod do funkei, Linearni funkce

2.1.1 Uvod do funkci

Cenik taxisluzeb v Brné 251
Podet km | Konednd cena $20¢
0 30 2500 .
=
| 70 = 01! S — 2
2 100 g |e = r
3 130
4 160
5 190
bounce number
Obrazek 2.1 Obrazek 2.2 Obrazek 2.3

Podivejte se pozorné na vSechny tfi obrazky. Nasli byste mezi nimi néjakou souvislost? A souvislost
mezi nimi a matematikou?

Vsechny tii obrazky predstavuji néjaké vyjadieni funkci, kterym se budeme vénovat v této
kapitole. Dfive, neZ si odhalime co presné takova funkce je, vSimnéme si na zakladé obrazki, Ze
miiZe byt reprezentovana rovnici, tabulkou, grafem nebo i slovy, naptiklad ve formé slovni dlohy.

Pojd'me nyni zadefinovat, co to vlastné funkce je. VyuZijeme k tomu pozorovani spole¢nych
znakll na obrdzcich. Ve vSech tfech se nachdzi dvé veli¢iny (Obr. 2.1 — pocet km a kone¢nd cena,
Obr. 2.2 — pocet odrazi a vyska ve stopach, Obr. 2.3 — obsah kruhu a jeho polomér), pficemz vzdy
jedna z veliCin je zavisla na té druhé. Funkce tedy vyjadiuje zdvislost jedné veliciny na druhé.

Definice funkce

Definice 2.1.1. Funkce f je predpis, ktery kazdému prvku mnoZiny D pfifazuje praveé jedno

redlné ¢islo. Zapisujeme
y=f(x).

MnoZinu D € R nazgvame defini¢ni obor funkce. Cislo f(x) se nazyva hodnota funkce f
v bodé x, y pfedstavuje zdvislou a x nezavislou proménnou.

Vsimneéte si!
Na mnoZiné ptirozenych ¢isel existuje podobny pfedpis, ktery kazdému pfirozenému Cislu 1,--- ,n
prifadi pravé jedno redlné cislo. Tomuto predpisu nefikdme funkce, ale posloupnost. Vice si o nich
fekneme v dalsi kapitole.

Pfedstavme si tedy funkci jako ur¢ity mechanismus, nebo stroj. Do tohoto stroje na jednom
konci vlozime &islo x a funkce ndm z n&j ,,vyrobi* jiné &islo y (nebo také f(x)), které nazyvame
hodnotou funkce v bodé x:
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defini¢ni obor D(x)

funkee f

obor hodnot H(x)
Obrazek 2.4

Stejné tak si miZeme, vice matematicky, pfedstavit princip fungovani funkce pomoci nasledu-
jictho diagramu. V§imné€me si, Ze podle definice je vyuZit kazdy prvek z defini¢niho oboru funkce
D a kazdému tomuto prvku je pfifazen nejvyse jedno realné ¢islo. Mnozinu vSech prvkd, na které
nam timto zpisobem funkce f néco zobrazi pak nazyvame oborem hodnot H:

defini¢ni obor D(x)
obor

4 > 5 hodnot H(x)
2 51 3

1.6
5 > 6 18
0 >2

22333

mnozina realnych ¢isel R

Obréazek 2.5

Piiklad 1 Vrafme se ted’ zpatky k ptikladim funkci na obrazcich. DokézZete urcit, jaky je
defini¢ni obor a obor hodnot téchto funkci a kterd z proménnych je zdvisla, resp. nezavisld?

Graf funkce
y y y

4 4

2 2 2
X X X
4 6 8 10 02 4 6 8 10 4 6 8 10

-2 -2 -2

—4 —4 —4

Obrazek 2.6

Je potieba fict, Ze ne kazda kfivka zakreslenad v soufadném systému je grafem funkce. Jak ho
tedy pozndme? Podivejme se na tfi obrdzky vySe. Jeden z nich nepfedstavuje graf Zadné redlné
funkce. Poznéte ktery a pro¢ tomu tak je?

Zaméfme se znovu na definici funkce. Podle ni pfifazujeme kazdému x (na vodorovné ose)
pravé jedno y (na svislé ose). Podivame-li se vSak na prvni z obrazki, napiiklad v bodé x = 6
zjistime, Ze této hodnoté jsou pfifazeny celkem dvé hodnoty y. Obrazek tedy nemuze byt grafem
74dné funkce!

Podle toho je tedy zfejmé, Ze jakmile najdeme jedinou svislou piimku, kterd by protinala
kfivku grafu ve vice neZ jednom bodé, nebude se jednat o graf funkce.

Priklad 2 Zkuste graficky zndzornit nésledujici situace:
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1. Z kohoutku chceme natocit do hrnce vodu na vareni Spaget. Ve chvili, kdy se voda z kohoutku
spusti, md pokojovou teplotu. My vSak chceme natocit vodu co nejteplejsi, abychom poté
usetfili energii. Znazornéte zménu teploty vody na Case.

2. Travnik na golfovém hfisti roste na jare konstantni rychlosti. Kazdou stfedu odpoledne prichazi
zahradnik a travu posekd. Zndzornéte graficky rust travy v pribéhu nékolika tydnu.

3. Predstavte si, Ze jste pozorovatel, ktery chce zjistit, ve kterém meésici v roce sviti slunce
nejdéle. Nakreslete tedy zdvislost po¢tu hodin slunecniho svitu na mésici v roce.

Domaci tkol: Zkuste ve svém okoli (na prochézce, po cesté ze $koly.. . .) najit néco, co vim
pripomind funkci — af uz bude mit dany objekt tvar podobny néjakému grafu nebo se bude jednat
o slovni ¢i jiné vyjadfeni zavislosti. Vyfofte si tuto véc na mobilni telefon pro diskusi se spoluzaky
v pristi hoding.

2.1.2 Linearni funkce

K ¢emu jsou linearni funkce?

Pro zaky je vzdy dulezité védét, kvili ¢emu danou latku probiraji, pro¢ musi pravé ted sedét
v lavicich a ucit se. I proto jsou na zacdtku kazdé kapitoly zatazeny piiklady nékterych aplikaci,
v nichz lze dané funkce vyuzit.

V piipadé linedrni funkce jsou do materiald zarazeny tyto aplikace:

e Hookiv zdkon, e spotieba benzinu,
e 1cty za spotiebu vody a elektfiny, e cena za ndkup.
e pievod mezi teplotnimi stupnicemi (°C, °F, °K),

Uvodni tloha

Jistd taxi sluzba v centru Brna si ictuje nastupni sazbu
40 K¢ a poté 30 K¢ za kazdy ujety kilometr. Jak zavis{
konec¢na cena cesty po Brné na ujetych kilometrech?

Obrazek 2.7

Nejprve zkusime prevést problém do matematického jazyka. Udélejme si pro vetsi ndzornost
tabulku, ve které zaznamendme do jednoho sloupce ujeté kilometry a do druhého konecnou cenu:

Pocet km | Vypocet ceny (KC) \ Konec¢na cena (K<) ‘

0 40 40
1 40+1-30 70
2 40+2-30 100
3 40+3-30 130
4 40+4-30 160
5 40+5-30 190
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Vyjadfeme nyni tuto zdvislost ceny na vzddlenosti grafem. Do soustavy soufadnic, kde
vodorovnd osa bude predstavovat vzdalenost v kilometrech a svisld cenu v K¢, zaneseme jednotlivé
body nasi tabulky:

200 4 cena 200 4 cena

190 + ° 190 +

180 1 180

170 £ 170 1

160 1 . 160 1

150 1 150 1

140 | 140 1

130 1 ° 130 1

120 1 120 +

110 + 110 4

100 | . 100 1

90 1 90 +

80 7 80 1

01 e 70l

60 7 60 1

50 1 501

0e 104

30 1 30l

2 1 20 4

: ‘ ‘ ‘ ‘ | vzdalenost 10 ‘ ‘ ‘ ‘ _ vzddlenost
o 1 2z 3 4 5 o 1 2 3 4 5

Obrazek 2.8

Vidime, Ze body zanesenymi z tabulky miZeme prolozit pfimku a diky ni tedy lehce zjistit
kone¢nou cenu v libovolném poctu kilometrd. Takovéto zavislosti fikime linearni funkce. Je to
takova funkce, kterd roste (pfipadné klesd) konstantni ,,rychlosti*.

Cenu taxi sluZeb v zavislosti na ujeté vzdélenosti se ndm podatilo vyjadfit slovné (zadani
ulohy), tabulkou i grafem. Pokusme se nyni najit posledni z moZnych vyjadieni této funkce — jeji
predpis.

Nejprve urcime, Ze celkova cena je zavislou proménnou, kterd zavisi na vzdalenosti. MiZeme
tedy cenu povaZovat za y a vzdéalenost za x.
Po kazdém ujetém kilometru (kazdém jednom x) se cena navysi 30krat. Lze tedy zapsat

y =30x.

Navic musime myslet i na ndstupni sazbu, kterd se plati jednordzové a je ji tedy potieba k celkové
cené pouze pricist. Ziskdme tak predpis

y = 30x+40.

Odpovéd': Hledand zévislost ceny brnénské taxi sluzby na ujeté vzdalenosti je vyjadiena pred-
pisem y = 30x +40.
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Definice linearni funkce

y=ax+b.

y=b,

y=ax

Definice 2.1.2. Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R, kterd je ddna ve tvaru

Specidlnim piipadem linedrnich funkci jsou funkce, pro néz je a = 0, tj. funkce

které nazyvame konstantni funkce. Pro linearn{ funkce, vyjadfené ve tvaru

uzivame ndzev prima imérnost. Grafem linedrni funkce je pfimka.

Velmi jednoduse: linedrni funkce popisuje jakousi rychlost zmény. Velmi €asto v jejim slovnim
vyjadfeni najdeme fraze jako ,kilometr ZA hodinu®, ,,sto korun ZA den®,. ..

Priklad 3 Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou linearni.

360
330
300
270
240
210

360
330
300
270
240
210
180
150
120

60
30

~30

5 1Y

180 4
150
120
90

30

Obrazek 2.9

Priiklad 4 Rozhodnéte, které z nasledujicich funkef jsou linearni.

1. fi:y=+vx-5,
2. fz:y:’%{

3. f3:y=2800x+3,2,
4. fary="H,

5. fs:y=x>—2x,
6. fo:y=x+3,

7. f71:y=21,

8. faiy=x>+1.

Priklad 5 Které z nasledujicich funkci jsou konstantn{ a které jsou piimé imérnosti?
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B60 ‘ B
330
300 2
270
240 1 9
210

180

150

120 1

Obrazek 2.10

Graf linearni funkce

Z ptedeslych piikladti miZzeme vidét, Ze grafem kazdé linedrni funkce je pfimka. Pro konstantn{
funkci je tato pfimka rovnobéznd s osou x, pro pfimou imérnost prochdzi vzdy pocatkem systému
soufadnic [0,0]. Stejné tak plati opacné tvrzeni — kazda pfimka riznobéZnd s osou y vyjadiuje
né&jakou linedrni funkci.

Proc¢ také primka rovnobéznd s y netvori graf funkce?
Z definice prece vime, Ze kazdému jednomu x musi byt pfifazeno pravé jedno y. Pfifazeni, které
by odpovidalo takovéto primce by tedy bylo nejednoznacné.

Jak ale takovy graf zkonstruovat?
Z geometrie jisté vite, Ze kazd4 piimka je jednoznacné zaddna dvéma body. Tyto dva body ndm
tedy staci najit a okamZité jsme schopni graf linedrni funkce vykreslit. U konstantnich funkeci staci
dokonce bod jediny, kterym povedeme rovnobézku s osou x.

Priklad 6 Nacrtnéte grafy funkci podle predpisu. Urcete jejich prisecik s osou y a tangentu.

1. fl:y=1x+7, 5. y=5x+2,
2. friy=T7x-9, 6. y=06x+1,
3. fary=4x+2, 7. y=—10x+ 10,
4, fy:y=5x+5, 8. y=9x+10.

Pozndmka pro ucitele: Tento priklad je v interaktivnich materidlech zadavan automaticky
miniaplikaci. Instrukce jsou pouze v anglicting, to vSak zdkim umoZiiuje osvojit si zdkladni
matematické pojmy spojené s funkcemi i v jiném neZ rodném jazyce. Novy piiklad je vygenerovan
vZdy po stisknuti tlacitka ,,New*.

Autorka doporucuje nechat piiklad k samostatné praci na tabletech nebo mobilnich telefonech.

Priiklad 7 Pfiradte jednotlivé body k funkci, na které lezi.
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1. fi:y=8x a. [1,8]

2. fiy=1x+4 b. [3,0]

3. f3:y=—8x+9 c. [6,6]

4. fr:iy=-3x+1 d. [5,-7]
5. fsiy=1x—1 e. [2,—7]
6. fo:y=>5x f. [—1,4]
7. fr:iy=9x—4 g [-6,—4]
8. fa:y=6x—9 h. [-2,—10]
9. fory=1x—38 i. [-3,-31]

Priklad 8 Pro linedrni funkci % plati 2(3) = —5, h(—1) = 4. Vyjadiete ji pfedpisem y = ax+b
a sestrojte jeji graf.

Priklad 9 Najdéte ptedpis funkce na nasledujicich grafech (nejprve naleznéte tangentu, poté
urcete posunuti grafu ve sméru osy y).

Pozndmka pro ucitele: Tento priklad je podobné jako Ptiklad 6 zaddvan miniaplikaci. Instrukce
pro zaky jsou opét v angli¢tin€. Vzhledem k ndroc¢nosti prikladu autorka doporucuje udélat nékolik
vzorovych uloh spole¢né na interaktivni tabuli, a pak prici zadat samostatné nebo do skupin na
tabletech ¢i mobilnich telefonech.

Grafy linearnich funkci pfi FeSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav

Priklad 10 Sestrojte graf linedrni funkce f :y = —2x+ 3 a zjistéte pak z ného, pro ktera
x € R plati:

1. —2x+3=0,

4, —2x+3< -5,
2. —2x+3 >0,

5. —2x+3>8.
3. —2x+3 <0,

Piiklad 11 Sestrojte grafy linedrnich funkei g:y=x+1ah:y= —0,5x+4. Urcete pak
vSechna x € R, pro kter4 plati:

1. x+1=-0,5x+4, 2. x+1<-0,5x+4,
3. x+1<—-0,5x+4, 4. x+1>-0,5x+4.

Priklad 12 Sestrojte graf funkce m : y = —x+2,5. Z grafu pak urlete vSechna x € R, pro
kterd plati:

3. m(x) >3, 6. —7,5 <m(x) <4,5.
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Priklad 13 Sestrojte v téZe soustavé soufadnic grafy funkci s : y=0,5x—2, r:y=—x—1.
Z obrazku pak zjistéte, které z ndsledujicich vyrokd jsou pravdivé.

1. s(0) >1(0), 3. 5(—2) <t(-2),
2. s(4) >1(4), 4. s(3) <t(3).

Pozndmka pro ucitele: Piiklady 10-13 jsou vhodné k samostatné prici po nasdileni obrazovek
(viz Kapitola 1). Vysledky mohou Zaci op€tovné zaslat uciteli pro kontrolu.
Rostouci a Kklesajici funkce

Podivejte se na nésledujici dva grafy — jeden z nich je ptikladem rostouci a druhy prikladem klesajici
funkce. Dokéazete odhadnout, ktery je ktery?

Y 9 y

Obrazek 2.11

Urcité hned vidime, Ze funkce f je rostouci, zatimco funkce g je klesajici. Uved'me si nyni
presnou definici této vlastnosti funkci.

Definice 2.1.3. Funkce f se nazyva rostouci, pravé kdyZ pro vSechna x1,x; € Dy plati: Je-li
x1 < Xxp, pak f(xl) < f()CQ).
Funkce f se nazyva klesajici, pravé kdyZ pro vSechna x;,x, € Dy plati: Je-li x; < xp, pak

f(x1) > f(x2).

Definice 2.1.4. Funkce f se nazyva prostd, pravé kdyZ pro vSechna x1,x, € Dy plati: Je-li

x1 # x2, pak f(x1) # f(x2).

Obeg funkce na predeslych grafech tedy byly prosté. To, zda je funkce prostd, miZzeme snadno
ovéfit pomoci vodorovné piimky — rovnobézky s osou x. Tato rovnobéZka nesmi v Zaddném bodé
protinat graf funkce ve vice nez jednom bod¢!

Priklad 14 Rozhodnéte, které z nasledujicich funkei jsou rostouci a které klesajici.
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Obrazek 2.12

Priklad 15 Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou prosté.

Obrazek 2.13

Priklady z praxe

v s

Pifroda je plna vztahd a zavislosti, které jsou ovS§em mnohem sloZitéjsi, nez aby tvofily pifimo
linearni funkci — ty najdeme pfedevsim v dlohdch tykajicich se vytvort ¢lovéka (celkové naklady
na tisk, cena ndkupu v obchodé, pfijmy, investice, . . . ). Pfesto jsou linedrni modely ¢asto vyuZivané
i pro pfirodni zdkonitosti, a to predevsim pro jejich zjednodusSeni. Pojdme si uvést nékolik ptikladt
toho, kde vSude se s linedrni funkci miZeme setkat.

Koncentrace CO,
Praimérnou koncentraci oxidu uhli¢itého v atmosféie 1ze

priblizné vyjadfit pomoci linedrni funkce
C=1,71262t — 3054, 14,

kde C je koncentrace s jednotkou ¢astice na milion a ¢ ¢as
v letech.

a) Urcete, jakd byla koncentrace CO, v atmosféie
v roce 1987.

b) Pfedpovézte hodnotu koncentrace pro rok 2020.

Obréazek 2.14

420

¢) Kdy bude podle tohoto modelu koncentrace 755

¢astic?
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Teplota Zemé

Temp
50—
40

Temp
= 50
— 40

Obrazek 2.15

Davkovani 1éku

Obrazek 2.16

Prevod mezi stupni

C

100°
90°
80°
70°
60°
50°
a0°
30°
20°
10°

10°
-17.78°

F

212°
194°

F 176°
HE 158°
HE 140°
HE 122°
HF 104°
HH gs0
|3 s
HE 500
E I
HE 10

E S

Obrazek 2.17

Vyrobni naklady

Obrazek 2.18

27

Nedavné studie naznacuji, Ze primérna teplota povrchu
Zemé roste konstantni rychlosti. Néktefi védci
zaznamenali tuto teplotu jako linearni funkci tvaru

T =0,02t+38,5,
kde T je teplota ve stupnich Celsia a ¢ ¢as od roku 1900.

a) Nakreslete graf této funkce a interpretujte, co
vyjadiuje prusecik jeho kiivky s osou 7.

b) Vyuzijte funkci k odhadnuti primérné povrchové
teploty Zemé v roce 2100.

Doporucend denni davka l€ku pro dospélého ¢lovéka je
vyjadiena proménnou D (v mg). Pro uréeni spravné davky
c tohoto 1éku pro dité ve véku a let 1ékarnici pouzivaji
funkci

¢=0,0417D(a+1).

U 1ékd na srde¢ni onemocnéni je doporuc¢end denni ddvka
pro dospélého 200 mg.

a) Nacrtnéte graf funkce ¢ pro dany 1ék. Co
predstavuje?

b) Jaka by byla doporucend denni davka takového 1éku
pro novorozence s vrozenou srde¢ni poruchou?

Z hodin fyziky jisté vite, Ze pro pfevod mezi jednotkami
teploty stupné Fahrenheit a Celsius plati vztah linedrni
funkce

F = §C+32.

a) Nacrtnéte graf zavislosti teploty ve °F na teploté
v °C.

b) Urcete prisecik grafu funkce s osou F a interpretujte
ho.

Majitel obchodniho domu IKEA pii mési¢nim tcetnictvi
zjistil, Ze vyroba 100 zidli za pracovni den ho pfijde na
44 000 K¢ a vyroba 300 zidlf na 96 000 K¢.

a) Vyjadrete funkci linedrni zavislosti celkové vyrobni
ceny na poctu Zidli a nacrtnéte jeji graf.

b) Co vyjadfuje prtnik grafu s osou y?
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2.2 Funkce s absolutni hodnotou

K ¢emu jsou absolutni hodnoty a funkce s nimi?
Pojd'me si opét nejprve fict, k ¢emu Ize absolutnich hodnot a funkci s absolutnimi hodnotami
VyuZzit.

Mezi zptsoby vyuZiti jsou v materidlech uvedeny:

e vzdalenosti na ¢iselné ose, e vzdalenosti ve vesmiru,

o velikost fyzikdlnich veliCin, e odchylky.

Ptiklady pro vétSinu z té€chto aplikaci uvidi Z4ci béhem nésledujici kapitoly.

Uvodni tloha

Predstavte si situaci, kdy vy i vas§ kamarad bydlite od Skoly 2 km. Vy vSak bydlite na severni a
kamardd na jiZn{ stranu. Pokud bychom zvolili §kolu jako nulu na ¢iselné ose, dalo by se tedy fict,
Ze zatimco vy bydlite v bodé 2 km, kamarad bydli v bodé —2 km. I kvili tomu abychom mohli
zanedbat smér Ize vyuzit absolutni hodnotu, se kterou jste se setkali jiZ dfive.

Stejné jako v predeslém piikladu, i ve vesmiru je moZzné méfit
vzdalenosti v§emi sméry. Proto je vhodné vyjadfovat vesmirné
vzdélenosti v absolutni hodnoté&.

Obrazek 2.19

Pfipomenime si, co vlastné absolutni hodnota znamend na néasledujicim piikladu:

Nejvyssi teplotni rekord naméfeny v Saskatoonu v Kanadé
byl zaznamendn 5. ervna roku 1988, kdy se teploty

byla naméfena 1. ledna 1893.

Jaky je celkovy maximdlni naméfeny teplotni rozdil

v Saskatoonu?

Obrazek 2.20

Odpovéd': Celkovy maximdlni teplotni rozdil v Saskatoonu miizeme vypocist jako
—50—-40,6 =—-90,6

nebo
40,6 — (—50) = 90,6.

To znamend, Ze nejvétsi teplotni vykyvy v Saskatoonu jsou az 90,6 ° C.
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Definice absolutni hodnoty

Definice 2.2.1. Absolutni hodnota redlného ¢isla a je &islo | a
jelia>0,je|a|=a,

, pro které plati:

je-llia<O0,je|a|=—a.

Priklady

Priklad 1 Vypocitejte absolutni hodnoty téchto Cisel:
1. |5,1] = 3. [=7.2|=
2. |-0,8| = 4. 10| =

Priklad 2 Vypoctéte:

L |—V2| - V2| = 4. 14—14,6-53| =
2. [8—11|—|3-9|= 5.]-2—15-7||=
3. |—-3,5-3(-0,8)| = 6. |[—[2=5|+1]|-7=

Funkce absolutni hodnota

Vime-li jak funguje absolutni hodnota jako takova, miizeme rozborem zjistit i jak vypada funkce
absolutni hodnota, tedy takova funkce, jejiZ predpis md tvar

fOx)y=[x].

Srovnejme tuto funkci s funkef linedrni, jejiz predpis, graf i nékteré vlastnosti jiZ zndme:

X 4| -3 -2|-1|0]1]2|3|4
fiiv=x || 4] 3] 2|-1]0|1[2]3]|4
Hiy=|x||l 4 | 3 | 2 1 (0]|1|2]3]4

Z pohledu na tabulku je uz ted jasné, Ze linearni funkce a funkce absolutni hodnota budou mit
¢ast grafu spolecnou; navic funkce absolutni hodnota bude ziejmé symetrickd, jak je vidét z jejich
hodnot.

Pojd'me si nyni grafy obou funkci nacrtnout:

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Iy 4 -

Obréazek 2.21
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Priklad 3 Z grafu funkce f:y =| x| zjistéte vSechna x € R, pro ktera plati:
1. |x|=2, 2. [x|<2, 3. [x|>2.
Priklad 4 S vyuzitim grafu funkce g : y =| x | feSte v R tyto rovnice a nerovnice.

1. |[x|=1,5 2. |x|>1,5 3. |x[|>1,5.

Grafy funkci s absolutnimi hodnotami

ey

Jak sestrojime graf naro¢néjsich funkci s absolutnimi hodnotami? Pojd'me si to uk4zat na prikladu
funkce

fiy=[3-x].

Zkusme nejprve zaznacit nékolik hodnot této funkce do tabulky:

X —-110|1]2]3]4/|5
fiy=|3—x|| 4 |3]2|1]0|1]2

Nyni zanesme tyto hodnoty do grafu:

Obrazek 2.22

Vidime, Ze ¢&islo 3 uvnitf absolutni hodnoty uréuje posunuti grafu funkce f : y =| x | o 3 dilky
po ose x. Znaménko — v tomto piipad€é znamend posunuti doprava.
Sami miZete zkusit, Ze pro znaménko + bychom posouvali o stejnou vzdalenost doleva.

Priklad 5 Rozhodnéte, jak se bude chovat graf funkce g:y=|3 —x| + 2.

Priklad 6 Na obrazku je graf funkce f : y =| 3 —x|. Jak se li§i od grafu funkce
g:y=|x—31? Zdivodnéte své tvrzeni.

y
fos

4

w

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

Obrazek 2.23
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Priklad 7 Sestrojte graf funkce
fry=lx=2|+|x+1].

Jak na to?

vvvvvv

jsou vyrazy v absolutnich hodnotdch rovny nule. Tyto body ndm rozdéli ¢iselnou osu na 3
intervaly; v kazdém z nich se miZeme ,,zbavit* absolutnich hodnot a urcit grafy linearnich funkef.

V intervalu (—eo; —1) jde o funkci
fliy=—x4+2—-x—1=-2x+41,

v intervalu (—1;2) o funkci
Hiy=—x+24+x+1=3

a v intervalu (2;0) o funkci
fiy=x—2+x+1=2x—1

Zakreslime-li v funkce fi, f» a f3 v prisluSnych intervalech, dostaneme nésledujici:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Obrazek 2.24

Priklad 8 Sestrojte graf funkce g: y=15—|2—x|—|2x—=7| =3 - | 1+x]|.

Suda a licha funkce

Priklad 9 Sestrojte graf funkce g:y=—|x|.
Vyznacte pak v ném hodnoty g(—1) a g(1), g(2,5) a g(—2,5), g(4) a g(—4).

Obrazek 2.25
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Funkce z predchozi tlohy je piikladem tzv. sudé funkce.

Definice 2.2.2. Funkce f se nazyva suda, pravé kdyz zaroven plati:

1. Pro kazdé x € Dy je také —x € Dy.

2. Pro kazdé x € Dy je f(—x) = f(x).

Pfipomertime si, Ze k bodu A[x, f(x)] je bodem soumérné sdruZzenym podle osy y A'[—x, f(x)].
Plati tedy, Ze graf sudé funkce je soumérny podle osy y.

Piiklad 10 Sestrojte graf funkce  : y = 2x.
Vyznacte pak v ném hodnoty h(—1) a (1), h(—2,4) a h(2,4), h(3) a h(-3).

Y h

[ I U SO N

Obrazek 2.26

Funkce z predchozi dlohy je pfikladem tzv. liché funkce.

Definice 2.2.3. Funkce f se nazyva licha, pravé kdyZ zaroven plati:
1. Pro kazdé x € Dy je také —x € Dy.

2. Prokazdé x € Dy je f(—x) = —f(x).

Pfipomenime si, Ze bodem soumérné sdruzenym podle pocétku soustavy soufadnic k bodu
A[.X,f()C)] je bod A/[—X, —f(X)]
Graf liché funkce je tedy soumérny podle po¢atku soustavy souradnic.

Priklad 11 Zjistéte, které z danych funkci jsou sudé a které liché:
l. y=2x, x € (—4;5), 3. y:xL},

2
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Priklad 12 Urcete, které z nasledujicich funkei jsou sudé a které jsou liché.

-1 1 2 3 4 5 6 7 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 2.27

Existuje na mnoziné redlnych ¢isel néjaka funkce, kterd by byla sud4 i lichd zaroven?
Odpovéd’: Ano! Je to konstantni funkce y = 0.
Omezena funkce

V Zivoté se Casto setkdvame s ukazateli, jejichZ hodnoty jsou néjakym zplisobem omezeny.
Uvedeme si pro ilustraci priklad.

Rychlost automobilti pfi prijezdu obcemi je shora omezend. Obvykle
nesmi byt vyssi nez 50 km/h.

Objasnime si, co znamend, kdyZ fekneme, Ze funkce je zdola omezena,
shora omezend, omezena.

Obréazek 2.28

Definice 2.2.4. Funkce f se nazyva zdola omezena, pravé kdyz existuje Cislo d takové, ze
pro viechna x € Dy je f(x) > d.

Funkce f se nazyva shora omezena, pravé kdyz existuje Cislo & takové, Ze pro vSechna
x € Dyje f(x) <h.

Funkce f se nazyvd omezena, pravé kdyz je zdola omezend a zdroven shora omezena.
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Piiklad 13 Urcete, zda jsou grafy funkci na obrazcich shora ¢i zdola omezené.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 2.29

Priklad 14

2000
1800
1600
1400
1200
1000

800

Obrézek 2.30

Priklad 15 Uvedte pfiklad funkce, kterd
1. je shora omezen4, ale neni zdola omezena,
2. je zdola omezen4, ale neni shora omezena,

3. neni ani shora ani zdola omezena.

Maximum a minimum funkce

600
100

200

Zdivodnéte, ze funkce na nasledujicich grafech jsou omezené.

x

=5
-200

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Priklad 16 Podivejte se na graf funkce na obrazku. Co vSechno lze z grafu o funkci vycist?

Y

-2

Obrazek 2.31
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Definice 2.2.5. Rikime, 7e funkce f ma v bodé ¢ maximum, pravé kdyZ pro viechna

X €Dy je f(x) < f(a).
Rikdme, Ze funkce f ma v bodé » minimum, pravé kdyZ pro vSechnax € Dy je f(x) > f(b).

Priklad 17 Ve kterych bodech mad funkce y =| x | maximum a ve kterych minimum?

Priklad 18 Ve kterych bodech méd dan4 funkce maximum a minimum?

4 1Y

Obrazek 2.32

Uvedte pfiklad funkce, kterd je zdola ¢i shora omezend, ale nema maximum ani minimum.
Odpovéd': Takova funkce je omezend hodnotou, kterd nepatii do oboru hodnot funkce, napft.
y =| x| na intervalu (0; o).

Priklady z praxe

Odpor rezistoru

Pro elektrické soucéstky jako rezistor nebo kondenzator
jsou vZdy specifikovany jejich parametry: odpor, elektrickd
kapacita,. . . Kviili drobnym odchylkdm, ke kterym dochazi
pfi vyrobé se viak hodnoty té€chto parametrii mohou lisit, a
to u kazdého kusu jinak. Vyrobci proto stanovuji odchylky
té€chto vykyvi, napiiklad +1 %, +5 %, +10 %.

Obrazek 2.33

Zakoupili jsme rezistor s odporem 680 Q a odchylkou £5 %. V jakych hodnotich mizeme
ocekavat, Ze se bude pohybovat jeho skute¢ny odpor?

Podpora senatu

Procento lidi p, ktef{ jsou priznivé naklonéni fungovini
Senétu Ceské republiky a nesouhlasi s jeho zruSenim, je
asi 60 % s rozpétim chyby 1,5 %. Zapiste toto tvrzeni
pomoci absolutni hodnoty.

Obrazek 2.34
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Vysledky testu

Obréazek 2.35

Odchylka pfi vyrobé

Obrazek 2.36

36

Pfi psani testu z matematiky prosli pouze ti studenti, ktef{
méli vysledny pocet bodl v rozmezi 18 bodii od meze 82
bodu.

Prepiste toto tvrzeni pomoci absolutni hodnoty (pro pocet
bodu vyuzijte proménnou x).

Vyrobce loZisek mé pro vyrobu danou mez, o kterou se
miZou maximalné vychylit jejich rozméry. Maximalni
vychyleni rozmért je 0,01 cm pfi priméru loziska 5 cm.
Pro primér lozZiska pouZijte nezndmou x a piepiste toto
tvrzeni ve smyslu funkce s absolutni hodnotou.
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2.3 Kvadratické funkce

K ¢emu jsou kvadratické funkce?

Zéci opét urcité uvitaji, kdyZ budou obeznameni s alespoii n&kolika vyuZitimi kvadratické funkce,
kterou budou déle v této kapitole probirat.

Mezi zptsoby vyuZiti jsou v materidlech uvedeny:

e vrhy télesy,
e rozliSeni obrazki v pixelech,

architektura staveb,
e zrychleni automobilu,

tvar satelitnich pfijimacu,
e trajektorie skoku.

maximalni obsah,

Uvodni tloha

Honza ma k dispozici celkem 100 m pletiva k ohrazeni zahradky, kterd bude pfiléhat ke zdi domu.
BohuZel zapomnél, jaké si jeho maminka pfala mit rozméry jahodovych zahonki. Vi pouze, Ze
zahradka by méla mit obdélnikovy tvar a co nejvétsi obsah. Jaké rozméry ma Honza zvolit?

Jak zacit?
Pro spravné vyfeseni dlohy je nesmirné dileZité umét si dobfe predstavit zadanou situaci. Do
obrazku si tedy zazna¢me, co vime.
Sitku zahradky ozna¢me jako x. Vime, e jedna ze stran zahradky piiléhd k domu, tato Gést se tedy
nebude oplocovat. Na délku pak zahradka musi mit (100 — 2x) m, coZ je zbytek pletiva, které ma
Honza k dispozici.

dim

x zahradka x

100 - 2x

Obrazek 2.37

Obsah oploceného zdhonku v zdvislosti na jeho §ifce tedy miZeme vyjadfit jako
S =x- (100 — 2x), coz je po upravé
S = 100x — 2x”.
Jak jiz vime, funkci lze vyjadrit n€kolika riznymi zptisoby. Ze slovniho zadani se ndm

podaftilo odvodit predpis kvadratické funkce. Pojdme nyn{ ilustrovat tabulkou, jak se hodnoty
obsahu proménuji v zavislosti na Siice.

X 5 10 15 20 25 30 35 40
S || 450 | 800 | 1050 | 1200 | 1250 | 1200 | 1050 | 800
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Vidime, Ze maximalni moZn4 hodnota obsahu, které Ize dosdhnout, je 1250 m? a nastane pfi
Sitce zahradky 25 m. Zkusme jesté vyjadfit zavislost grafem, pomoci dat z tabulky.

1300 1Y 1300 T Y
1200 . . 1200
1100 1100
1000 1000
900 900
800 . . 800
700 700
600 600
500 500
400 400
300 300
200 200

100 100

z a

4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44

Obrazek 2.38

Odpovéd’: Pro maximélni plochu zahrddky by Honza mél zvolit §itku 25 m a délku 50 m.

Definice kvadratické funkce

Definice 2.3.1. Kvadraticka funkce je kazda funkce na mnoziné€ R (tj. o definiénim oboru
R) dana ve tvaru

y=ax’+bx+c,
kde a € R—{0}, b,c € R.

ax? nazyvame kvadratickym clenem, bx linearnim ¢lenem a ¢ ¢lenem absolutnim.

Pikladem kvadratické funkce je funkce y = —2x> 4+ 18x, vnizjea = —2,b =18, ¢ = 0.

Uloha Vlida si rad jen tak hazi tenisovym mickem. Vyhodi jej napfazenou rukou vzhiiru ve
vysce 3 m nad zemi s pocatecni rychlosti 14 m/s. Jaké nejvétsi vysky micek dosdhne?

Pravée vrhy, které jisté zndte z fyziky, predstavuji typické vyuZiti kvadratickych funkci. Pokud
si nepamatujete vztah pro vypocet okamzité vysky balonu v zavislosti na Case, Ize ji velice
jednoduse odvodit.

Pocate¢ni vySka micku, nez jej Vlada vyhodi vzhiru, je 3 m. Trojka tedy bude pfedstavovat
absolutni Clen.
Lineérni ¢len je dan klasickym vztahem pro drdhu rovnomérného pohybu s = v - ¢, v naSem
pripadé tedy 14:.
Chybi ndm uZ jen jeden, ovSem nejdileZitéjsi Clen, a to kvadraticky. V ném bude vystupovat
gravitaéni zrychleni. JelikoZ gravitace pusobi svisle dold, jeji znaménko bude zaporné a hodnota
% g. Cely kvadraticky ¢len pak bude vypadat takto: —5¢2.
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Ziskavame funkci popisujici pohyb micku od vrzeni vzhiiru po jeho dopad na zem:
h=3+ 14t - 5t%.

Po nacrtnuti grafu této funkce pak lehce zjistime maximalni vysku jako maximum funkce 5.

Priklady

Priklad 1 Vykon P turbiny zavisi na poCtu n obratek za sekundu. Urcete pocet obratek, pro néz
bude vykon maximdlni, vite-1i, Ze tento vykon je vyjddien vztahem

P=an—fBn?

kde o = 0,455 43m? kg-s~2, B = 0,001 034 4m? -kg-s~!.

Piiklad 2 Je ddn kvadr se ¢tvercovou podstavou o délce hrany a cm a vysce 4 cm. Zapiste
funkci, kterd vyjadiuje

1. zavislost objemu kvddru na délce hrany podstavy;

2. zavislost povrchu kvadru na délce hrany podstavy.

Grafy kvadratickych funkci

S grafem kvadratické funkce jsme se, stejné jako s grafem funkce linearni, mohli setkat uz pri
grafickém feSeni kvadratickych rovnic. DokdZete tento graf najit v ndsledujicich obrazcich
zndmych staveb?

Obrézek 2.39

Kfivka zndzornénd na obrdzcich se nazyvd parabola.

Uvazujme kvadratickou funkci
fiy=x°
ZapiSme do tabulky jeji funkéni hodnoty v bodech —3; —2; —1; —0,5; 0; 0,5; 1; 2 a 3. Ziskané
usporddané dvojice pak vyznaCime v soustavé souiadnic O,y:

X 3] 2[-1]-05]0[05]1[2]3
fiy=x29 | 41 ]025]0[025[1]4]9
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Obrazek 2.40

ProloZime-li jednotlivymi body spojitou kfivku, jedna se pravé o nami hledanou parabolu.

Jaké vlastnosti kvadratické funkce pozndte z grafu paraboly f :y = x??
Odpovéd: Funkce je sudd, tj. soumérnd podle osy y. Dy =R, Hy = (0;00). Funkce je rostouc{
v intervalu (0; ), klesajici v intervalu (—eo;0), zdola omezend s minimem v bod€ x = 0.

Piiklad 3 Nacrtnéte si graf funkce f : y = x° a pak v téZe soustavé soufadnic zakreslete graf
funkci g 1y = %xz agr:y=2x>

Priklad 4 Na obrazku je graf funkce f:y = %xz. Sestrojte pomoci ného graf funkce

g1 :y:%x2—3.

Obréazek 2.41

Piiklad 5 Sestrojte graf funkce g5 : y = %(x +1)%, a to opét vyuZitim grafu funkce f : y = %xz.

Priklad 6 Sestrojte graf funkce g3 : y = %(x—l— 1)2 — 3 pomoci grafu funkce f:y= %xz.

Z v v

Pozndmka pro ucitele: Ptiklady 3, 4 a 5 je opét vhodné fesit sdilenim obrazovky pocitace se
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zadanou funkci f do zdkovskych zafizeni, kde si kazdy muze zkusit vytvofit funkce g, g> a g3
sdm a ndsledné zaslat zpét uditeli.

Priklad 7 Sestrojte graf funkce h:y = %xz + %x — %.

Na zdkladé prikladu 3, jak se zméni tvar paraboly, budeme-li ménit koeficient kvadratického
&lenu a (napf. y = 2x2,y = %xz,. .)?
Odpovéd:: Cim vesi koeficient, tim je parabola ,,uzsi“.

Na zdklad¢ prikladu 4, jak se zméni graf kvadratické funkce, budeme-li ménit koeficient
absolutniho &lenu ¢ (napt. y = x>+ 1,y =x> —4,...)?
Odpovéd': Graf se posouva podél osy y bud nahoru (+), nebo dold (—).

Na zdkladé prikladu 5, jak se zméni graf kvadratické funkce, budeme-li mit zavorku
umocn&nou na druhou, nap¥. y = (x+1)*?
Odpovéd': Graf se posouva podél osy x bud’ doleva (+), nebo doprava (—).

Piiklad 8 Nacrtnéte graf funkce f; : y = 1,5x%. MiZete ho n&jak vyuZit k sestrojeni grafu
funkce f>:y = —1,5x%?

Jak4 je vzdjemnd poloha grafii funkci y = ax?, y = —ax? pii daném a # 0?
Priklady z praxe
Let balonu
‘ Balon spustime z véZe z vySky 450 m nad zemi. Pohyb, presnéji jeho

momentalni vyska, je monitorovdna ve vtefinovych intervalech. Pfistroj
urcil rovnici, jiZ se pohyb fidi, jako

h = 449,36+ 0,96t — 4,912

Nacrtnéte graf funkce h a urcete, po kolika vtetfinach se balon nachazi ve
vysce 100 m.

Obrazek 2.42

Stésti a cheeseburger

Predstavte si, Ze jako milovnikovi cheeseburgerti by vase §tésti

" zaviselo na tom, kolik cheeseburgerii denné snite, a to podle vzorce
by, ¢ E o v,
g h=—x%+6x+16,
Obrizek 2.43 kde 4 je mira $tésti a x pocet zkonzumovanych cheeseburgerti.

Zakreslete graf této zdvislosti a zodpovézte otazky:

a) Kolik cheeseburgerti musite denné snist, abyste dosdahli maximalniho $tésti?

b) Co znazornuje prisecik grafu s osou y?
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¢) Kolik cheeseburgerti mizete za den snist, neZ se stanete nestastnymi (tj. 2 < 0)?
d) Jaka bude mira vaseho $tésti, pokud snite 10 cheeseburgerti?

Hail Mary

V americkém fotbale se ¢asto mtlize pribéh hry zvratit az

v poslednich vtefindch. Pokud jeden z tymi potiebuje tésné pred
koncem opravdu hodné bodti, mohou zvolit ptihravku Hail Mary —
velmi dlouhou, oviem s malou nadéji na dspéch.

Pfi jednom zdpase washingtonské univerzity potfebovali hrac¢i hodit
Hail Mary na vzdalenost 73 yardt (pfiblizné 67 m). Pohyb mice byl
pfi tom zaznamendn funkci

h=—16t>+ 641 +6,

Obrazek 2.44

kde A je vyska miCe ve stopach a ¢ Cas ve vtefinach.

a) 73 yardid neni dlouha vzdalenost pouze na dohozeni, ale také k béhu. Aby né¢kdo z tymu
dostal Sanci dob&hnout celou cestu pies hiisté a chytit mic jesté pfed jeho dopadem na zem,
mus{ rozehrdvac¢ udrZet mi¢ ve vzduchu co nejdéle. Jak dlouho letél mi¢ v tomto piipadé?

b) Hraci trva pfiblizné 8 sekund ub&hnout vzdalenost 73 yardd. Jak dlouho ma rozehravac
Cekat s hodem, aby mél hra¢ Sanci mi¢ chytit?

c) Poté, co rozehrava¢ vyhodil mi¢, v§echny kamery na stadionu s nim ztratily vizualn{
kontakt. Vystoupal do takové vysky, Ze ho nemohly zachytit. Pokud kamery mohly
dosdhnout do vysky 40 stop, o kolik vy§ mi¢ vystoupal?

d) Jaké nejvétsi vysky mi¢ dosdhl?
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2.4 Linearni lomené funkce

K ¢emu jsou linearni lomené funkce

Znovu uvedeme nékolik vyuZiti linedrnich lomenych funkci, diky kterym si snad Zaci budou moci
predstavit v§znam probiraného uciva.

Mezi vybrané zptsoby vyuZiti pati{

e Newtonlv gravitani zdkon, e vyska tonu,
e vztah mezi frekvenci a periodou kmitanf, e Boyletiv-Mariottdv zakon.
Uvodni dloha

Urcité uz jste nékdy byli na dovolené v zahrani¢i. Byli jste
vymeénit penize ve sméndrné? Jak funguje ménovy kurz?

Meénovy kurz je cena jedné mény vyjadiend v jednotkdch mény
jiné. Typicky je tento kurz vyjadien jako pomér dvou mén, napf.
v nésledujici tabulce 1 EUR = 25,830 CZK.

Obrazek 2.45

zeme ‘ ména ‘ mnoZzZstvi ‘ kod ‘ kurz

EMU euro 1 EUR | 25,830

Chorvatsko kuna 1 HRK | 3,477

Madarsko forint 1 HUF | 0,080

Polsko zloty 1 PLN | 6,000

USA dolar 1 USD | 22,685

Velka Britanie | libra 1 GBP | 29,278

Zdroj: CNB (24.10.2018)
Podle tabulky CNB miizeme 1 madarsky forint koupit uz za 0,080 korun. Kolik forintii
pofidime za 1 K¢&?

Odpovéd’: Pro zjisténi této hodnoty staci vypocist podil ng =12,5.

Na prevraceném vztahu hodnot jsou zaloZeny také linedrni lomené funkce, které si hned
vysvétlime.

Definice linearni lomené funkce

Definice 2.4.1. Linearni lomen4 funkce je kaZdé funkce na mnozing R — {—4}, vyjddfend
ve tvaru

__ ax+b
y= cx+d’

kde a, b, c,d jsou redlna Cisla, ¢ # 0 a ad — be # 0.
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Neprima iumérnost

Nejjednodussim prikladem linedrni lomené funkce je funkce neprima imérnost, se kterou jste se
jisté setkali uZ na zdkladni Skole.

Definice 2.4.2. Nepfima imérnost je kazdd funkce na mnoziné R — {0} dand ve tvaru

_k
y_;’

kde k je realné ¢islo rdzné od nuly.

Tato funkce maé Siroké uplatnéni mimo jiné ve fyzice a chemii.

Graf neprimé amérnosti

Vyuzijte tabulku hodnot pro nacrtnuti grafti linedarni funkce fi : y = x a nepiimé imérnosti
hiy= i do téZe soustavy soufadnic.

fiiy=x| 4| 3] -2 |-1 0 1T213 4
f25y=£ —% —% —% -1 | nedefinovédno | 1 % % %
Ya 7
3
2
1
- - =2 -1 1 2 3 4 T
f2 d
2
Obrazek 2.46

Pamatujte si!
Grafem kazdé linedrni lomené funkce je tzv. hyperbola. V pripadé nepiimé imérnosti se jednd
o rovnoosou hyperbolu, jakou vidime na obrazku.

Najd&te defini¢ni obor funkce f(x) = 1.
Odpovéd: D(f,) =R —{0}.

Diskutujte, jak se funkce chova v okoli hodnoty x = 0 a pro¢.
Odpovéd': Funkce se blizi +oo.

Priklady

Priklad 1 Sestrojte grafy funkci g : y = % agr:y= —)%. Maji néjaké stejné vlastnosti? V ¢em se
1i8i?
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Priklad 2 Nacrtnéte grafy téchto funkci:

0,5
L fiiy="22, 3. fiy=13,

2. friy=-2, 4 fary=-3
Priklad 3 Obdélnikova parcela o rozmérech 25 metrti a 17 metrd ma byt vyménéna za jinou
parcelu obdélnikového tvaru, ktera bude mit stejnou vymeéru, ale jeji Sitka bude 12 metrd. Jakou

délku bude mit nova parcela?

Priklad 4 Je znamo, Ze pumpou Cerpajici 3,5 litru vody za sekundu by se voda ze stavebni
jamy vycerpala za 30 minut.

1. Urcete funkci, kterd vyjadiuje zavislost ¢asu potfebného k vyCerpani vody z jamy na vykonu
pumpy.

v

2. Uzijte ziskanou funkci k urceni casu potfebného k vycerpani vody, pouZije-li se vykonnéjsi
pumpa, kterd cerpa 7,8 litru vody za sekundu.

3. Jaky vykon by musela mit pumpa, aby voda byla vyCerpdna nejpozdéji za 20 minut?

Grafy obecnych linearnich lomenych funkci

—3+2x
P

Priklad 5 Sestrojte graf funkce g:y =

Jak upravime tvar této funkce, abychom ji mohli zndzornit do grafu?

Vv,

Nasim cilem je upravit pfedpis funkce g na tvar, ktery bude co nejbliz§i nepiimé imérnosti.
Upravujeme tedy nasledovné:

—34+2 -3 2
x:7+7x'
X X X

Nebot x bude urcité rizné od nuly, miZeme ve druhém zlomku vykrtit a ziskame tak

-3

—+2.
X
Yy
4
2
//:
-8 —6 —4 —2 2 4 6 8
—2
4l
Obrazek 2.47

Staci najit graf funkce y = _73 a posunout jej o 2 jednotky nahoru podél osy y.

Priklad 6 Sestrojte graf funkce h:y = %
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Znovu nejprve upravime. Tentokrat bude tfeba vydélit mnohoclen x + 1 mnohoc¢lenem x — 2.
Po tomto déleni dostaneme vysledek

3

(x—l—l):(x—2):1+x+1.

Obrazek 2.48

Tuto funkci ziskdme posunutim funkce y = % 0 jednu jednotku vlevo podél osy x a jednu
nahoru podél osy y.

Na zédkladé prikladd 5 a 6, jak se zméni graf linedarni lomené funkce, budeme-li ménit
koeficient k (napt. f> :y = %, g:y= %,. )2
Odpovéd: Cim véti koeficient, tim jsou ramena hyperboly déle od asymptot.

Na zdkladé predchozich dvou tloh, jak se graf této funkce zméni, bude-li ve jmenovateli
funkce soucet proménné a ¢isla, napt. h:y = %?
Odpovéd': Graf se posouva podél osy x bud doprava (—), nebo doleva (+).

Na zdkladé€ predchozich dvou uloh, jak se graf této funkce zméni, bude-li jeji predpis souctem

zlomku nepfimé imérnosti a libovolného realného ¢isla, napr. g : y = %3 +2?
Odpovéd': Graf se posouvd podél osy y bud nahoru (+), nebo dold (—).

Priklady z praxe

Pohyb kyvadla

Pohyb kyvadla ve fyzice 1ze popsat hned n€kolika vztahy,
pomoci nékolika veli¢in. Naptiklad frekvence f kmitt

v hertzich (Hz) je nepfimo imérna period€ kmitini T

v sekundéch. Plati tedy

1
f==

Obrazek 2.49

a) Zakreslete graf funkce f.

b) Urcete frekvenci kyvadla s periodou 2,5 s.



Kapitola 2. Elementdrni funkce 47

¢) Jaka je perioda kyvadla o frekvenci kmitt 1,6 Hz?

Vedeli jste, Ze. .. ? Mnohé, co zndme o kyvadle popsal uz Galileo Galilei. Jeho zdjem o kyvadlo
udajné vzesel z pozorovani houpajici se lampy v katedréle v Pise, Itélii.

Vynoieni potapéce

Maximadlni ¢as (v minutdch), po ktery miZe potape¢ stoupat nahoru
k hladiné bez toho, aby si udélal dekompresni prestavku, je

definovana funkci
B 525

d—10’
kde d je hloubka, ve které se potapéc¢ nachazi (v metrech).

.
oA
Obrazek 2.50

a) Nacrtnéte graf funkce 7.

s s 2

b) Urcete defini¢ni obor funkce ¢ vzhledem k zadanf tlohy.
¢) Urcete maximdlni dobu stoupani bez dekompresni prestdvky z hloubky 40 m.

d) Nacdrtnéte do stejné soustavy soufadnic graf funkce r = 40. Najdéte prisec¢ik obou funkei a
interpretujte jej.

Intenzita zvuku
Intenzita zvuku I ve wattech na metr ¢tverecni je rovna

0,004nésobku pievracené hodnoty druhé mocniny
vzdélenosti od zdroje zvuku v metrech.

Obrazek 2.51

a) ZapiSte funkci vyjadfujici zavislost intenzity zvuku na vzdalenosti od jeho zdroje.
b) Zakreslete graf této funkce s defini¢nim oborem pro d > 0.

¢) Jakd je intenzita zvuku klaksonu auta pro osobu stojici 5 m od néj?
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2.5 Mocninné funkce

K ¢emu jsou mocninné funkce?

Mocninné funkce jsou pomérné rozsdhlym tématem, pod které spadaji téméf vSechny dosavadni
kapitoly. Proto je v ivodu uvedeno pouze nékolik aplikaci, které souvisi s vy$§imi mocninami
tohoto typu funkce.

Mezi tyto aplikace patii:
e objemy téles, e doba volného padu,

e rychlost dopadu, e moment setrvacnosti kruhu.

Uvodni tloha

MnoZstvi pta¢i populace na jistém malém ostrové v letech 2009-2013 je zaznamenana
v nésledujici tabulce:

Rok 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
Ptaci populace | 800 | 897 | 992 | 1083 | 1169

Rist této populace 1ze vyjadrit funkci
P(1) = —0,3> 4+ 97t + 800,

kde P(r) pfedstavuje velikost pta¢i populace na ostrové
let po roce 2009.

Tento model miZeme pouZzit, abychom odhadli, ve kterém
roce dosdhne ptaci populace svého maxima a jakd bude
Obrazek 2.52 v té dobé jeji velikost. Podobné miZzeme model pouzit i
pro odhad, kdy ptaci populace na ostrové zcela zmizi.

S pomoci programu www.desmos . com/calculator zakreslete graf funkce
P(t) = —0,3t> + 97t + 800, zaznadujici ptaéi populaci na ostrové a urcete:

a) Ve kterém roce dosdhne ptaci populace svého maxima?
b) Jaka bude nejvétsi mozna ptaci populace na ostrové?

¢) Kdy ptaci populace z ostrova iplné zmizi?

V této kapitole se bliZze podivame na podobné, i kdyZ o néco jednodussi funkce jako je P(t).
Tyto funkce nazyvame mocninné a pozname je podle mocniny v jejich predpisu.

Definice mocninné funkce

Definice 2.5.1. Mocninna funkce je funkce, kterd je vyjadfena predpisem

Fx) = ke,

kde k, p € R, k nazyvame koeficient.
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Nekteré piiklady takovych funkei uz ddvno zname, mize jit napiiklad o obsah kruhu

A(r) = tr?, nebo objem koule V (r) = %7.”,3.

Priklady

Priklad 1 Pfifad'te k predpisim znamych funkci jejich ndzvy. Které z téchto funkci jsou
mocninné?

1. f(x)=x%
2 flx)=x kvadraticka funkce
3. flx) =X linedrn{ funkce
3 funkce odmocnina
4. fx) =x konstantn{i funkce
5. f(x) = % linedrni lomena funkce
kubicka funkce
6. flx)=1

2.5.1 Mocninné funkce s piirozenym exponentem

Mocninné funkce jsou velmi Sirokym pojmem a vyrazné se 1isi podle toho, jaké ¢islo maji ve svém
exponentu p. Budeme tedy funkce zkoumat postupné podle tohoto exponentu.

Nejprve se budeme zabyvat mocninnymi funkcemi
f(x) =kt
kde p € N.

Grafy mocninnych funkci s prirozenym exponentem

Uloha Sestrojte tabulku hodnot a grafy funkei f; : y=x>a f> 1 y = x*.

x 4 [3]2]-1]o[1]2]3] 4
firy=x>][ 1694 [1]0]l1]4]9]16
fHy=x*{256 8116 1 [0|1]16]81]256

Obréazek 2.53
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Jaké jsou vlastnosti téchto funkci?
Odpovéd’: Obé funkce jsou sudé, klesajici v intervalu (—eo;0) a rostouci v intervalu (0;c0). Obé&
funkce maji minimum v bodé x = 0, jsou tedy zdola omezené.

Popiste, jak se navzdjem lisi grafy obou funkci.
Odpovéd': Oproti parabole f; : y = x? je graf funkce f> : y = x* vice rozsifeny v intervalu
x € (—1;1), ve zbytku defini¢niho oboru je v§ak oproti parabole o dost ,,uzsi“. Cim vys§i pak bude
mocnina v exponentu, tim vice se bude tvar grafu mocninné funkce podobat ¢asti ,,obdélnika*.

Uloha Sestrojte tabulku hodnot a grafy funkci g1 1y =xa gy :y = x°.

x 4 3 [ 2T-1]o]1]27] 3 4
gliy=x -64 27 -8 -1lol1] 8] 27 64
g y=x |[-1024 | 243 |32 [-1]0|1][32]243] 1024

1000 1Y

800

600 gl

Obrazek 2.54

Jaké jsou vlastnosti téchto funkei?
Odpovéd': Obe funkce jsou liché, prosté, rostouci v celém svém defini¢nim oboru. Nemaji
minimum ani maximum a nejsou shora ani zdola omezené.

Popiste jak se navzajem lisi grafy obou funkei.
Odpovéd: Cim vétii je exponent, tim bliZe je graf funkce ose y v intervalu x € (—1,1) a tim déle je

od nf na zbytku defini¢niho oboru.

Priklad 2 Sestrojte grafy nasledujicich funkei.

1. fi:y=—x% 4. friy=y=x>—1,
2. friy—x3, 5. fs:y=x*43,
3. fiiy=(x+14 6. fo:y=|x3|.

Jak jsme vidéli uz nékolikrat na piikladech predchozich znamych funkei, i u mocninnych
funkci znamend (x -+ 1)4 posunuti doleva podél osy x o 1 jednotku a x* 4+ 3 posunuti nahoru podél
osy y o 3 jednotky.

Priklad 3 Porovnejte podle velikosti nasledujici ¢isla. MiZete pfitom vyuzit grafy funkci
y=x",kden € N.
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O 4.0,7% (=0,7)%,
2. (-1 (=), 5.0,7% (<0.7)°,
3. (=0,025), (—0,3)°, 6. (=1)% (=1)°.

2.5.2 Mocninné funkce s celym zapornym exponentem
V nésledujici kapitole se budeme zabyvat mocninnymi funkcemi s pfedpisem
f(x) =kt

kde pe Z~.

Uvédomme si nejprve, jak by vypadala funkce s nulovym exponentem.
Slo by o funkci tvaru y = kx? = k, kterd je funkci konstantni. Nebudeme se ji tedy déle zabyvat.

Grafy mocninnych funkei s celym zapornym exponentem

Uloha: Sestrojte tabulku hodnot a grafy funkei f; :y=x"'a fp:y=x"".

X -4 -3 2 -1 0 1
fiiy=x"! —% — -1 | nedefinovédno | 1

1
3 i
fLiy=x" || —a | — —3 | -1 | nedefinovano | 1

ool —2l— N
3| —feol— w2
?;‘._..M_. N

Obrazek 2.55

Jaké jsou vlastnosti téchto funkei?
Odpovéd': Obé funkce jsou liché, prosté, nejsou spojité. Obé jsou klesajici v intervalech (—e;0) a
(0;00) (nulu je potfeba z intervald monoténnosti vyloudit, nebof neni soucésti defini¢niho oboru
funkce). Zadn4 z funkcei nemd maximum ani minimum a nenf shora ani zdola omezen4.

Uloha Sestrojte tabulku hodnot a grafy funkei g :y=x"2agy:y=x"*.
X 4 -3 -2 -1 0 1213 4
ey — 2 T T I 1 defi 4 111 T T
griy=x % | 9 | 7 nedefinovano il g TG
giy=x* ﬁ 8]—1 % 1 | nedefinovdno | 1 % 8]—1 2;—6
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Obrézek 2.56

Jaké jsou vlastnosti téchto funkci?
Odpovéd’: Obé funkce jsou sudé, nejsou prosté ani spojité. Jsou rostouci v intervalu (—eo;0) a
klesajici v intervalu (0;c0). Z4dn4 z funkci nema maximum ani minimum, ale ob& jsou zdola
omezené hodnotou y = 0 (asymptotou).

Z ptedchozich dvou dloh vidime, Ze grafy mocninnych funkci se zdpornymi celymi exponenty
se sklddaji vZdy ze dvou vétvi.

N4

V piipadé lichého exponentu se tyto vétve nachazi v I. a III. kvadrantu a obé ¢asti grafu jsou
sttedové soumérné podle pocatku.
V piipadé sudého exponentu jsou obé vétve v kladné ¢4sti osy y a jsou osoveé soumérné podle osy y.

Pozor! Poznamka o soumérnosti grafi neplati, budou-li tyto grafy mocninnych funkci
posunuty nebo jinak transformovany.

Priklad 4 Nacrtnéte grafy té€chto funkei.
1. fi:y=2x"2 2. faiy=(x+2)7, 3 f3y =2

Priklad 5 Rozhodnéte, které z nasledujicich Cisel je vetsi.
1. (-0,5)72,(0,5)72, 3. (4,8)7% (4,974,

2. (=2,3)73,(2,3)73, 4. (—4,8)74, (—4,9)7%,

2.5.3 Mocninné funkce s racionalnim exponentem

Jako posledni se budeme zabyvat mocninnymi funkcemi ve tvaru
f(x) =kt

kde p € Q.
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Inverzni funkce

Pfipomenime si z fyziky jednoduchy vzorec pro vypocet drahy rovnomérné zrychleného pohybu se
zrychlenim a:
2
= —at".
§=3a
Pokud draha s predstavuje urcitou funkci proménné ¢, pak i ¢as ¢t vyjadieny vztahem

2s
r=4\/—
a

miiZe predstavovat funkci proménné s. Tyto funkce jsou pak navzajem inverzni.

Definice 2.5.2. Inverzni funkce k prosté funkci f je funkce f~!, pro kterou plati:
1. Dyr = Hy.

2. Kazdému y € D1 je piifazeno pravé to x € Dy, pro které je f(x) = y.

Vsimnéme si, Ze inverzni funkce existuji pouze k funkcim prostym! Kdyby totiz ptivodn{
funkce nebyla prostd, pak by existovala alespon jedna dvojice riznych ¢isel z defini¢niho oboru,
kterd by méla riizné funkéni hodnoty. Inverzni funkce by pak naopak pro jednu funkéni hodnotu
méla dva rizné odpovidajici body z defini¢niho oboru — to je v rozporu se samotnou definici
funkce!

Uloha Pfi volném padu libovolného télesa z urcité vysky plati pro jeho drdhu v libovolném
Case t vztah
s =0,5g1%.

Vypoctéte dobu volného padu pro s = 20 m.

Potfebujeme najit inverzni funkci k mocninné funkci #2. Takovou funkci pfedstavuje funkce

odmocnina:
B 2s
.

. _ [220 _
Hledany Cas ¢ pak bude roven = |/ 55 = 2s.

Na strdnce www.desmos . com/calculator zndzornéte grafy funkcit = 4/ % as=0,5gt>.
Urcete jejich vzdjemnou symetrii.
Odpovéd': Grafy dvou inverznich funkcf jsou osové soumérné podle pfimky y = x.


www.desmos.com/calculator
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Obrazek 2.57

TIP: Skutecnost, Ze funkce odmocnina je inverzni k mocninné funkci ndm muize pomoci i
u hledani graft.
Grafy mocninnych funkci s racionilnim exponentem
Sestrojte tabulky hodnot a grafy funkci fi : y =+/xa fo:y = /x.

Musime si uvédomit, Ze tentokrat bude defini¢ni obor funkce podminén vyrazem pod
odmocninou; ten nesmi byt mensi nez nula!

X 0[1]4[9[16]25]36
fiiv=vxl0|[1][2][3[4]5]6

X 0[1[8]27]64]125] 216
hiy=vx||0|1]2[3 45 [ 6

61y
fo

3 fi

T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

Obrazek 2.58

Priiklad 6 Najdéte vSechny mocninné funkce y = x”* s celym exponentem #, jejichZ graf
prochazi bodem

1. [2;4], 4. [-2;-8],
2. [2:32], 5. [2;0,25],

3. [—2:4], 6. [1;1].
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Priklad 7 Zjistéte, pro kterd v € R plati
1 V2=, 3. V2= VA2,
2. V2= —v, 4. Vv =|v|.

Priklad 8 Ke kazdému z grafti funkci pfitad'te spravny funkéni predpis.

oy — C oy — x—1 cy . X4xtl
Lo fiiy=20x+[x=2]), 2. fry=/a1 3. fs.y—m,
4, fary=+v/x—1-=-2.
1Y ufy u 1Yy 1u 1Y
12 12 12 12
10 10 10 10
8 8 8 8
6 6 6 6
4 4 4 4
—_— - 2} 2 ’\ 2 -
-20 —1072 10 20 30 -20 —1072 10 20 30 -20 —1072 10 20 30 -20 —1072 / 10 20 30
Obrazek 2.59
Priklady z praxe
Objem krabice

Z kartonového Ctverce o strané 36 cm byla ohybem koncti
stran 0 x cm vytvofena oteviena krabice.

a) Vyjadfete objem krabice V (x) v zdvislosti na ifce
ohybti predstavujicich bo¢ni stény.

b) Urcete defini¢ni obor funkce V (x).

¢) S pomoci nékteré stranky vykreslujici grafy (napf.
www . desmos . com) najdéte graf funkce V (x) a
Obrézek 2.60 urcete, pro které x bude objem krabice maximalni.

Hmotnost hraci kostky

V tovérn€ na hracky se vyrabéji ze dfeva (s hustotou p = 0,6 %) kostky
tvaru krychle.

a) Zapiste funkci, kterd vyjadiuje zdvislost hmotnosti m kostky na
délce a jeji hrany a nacrtnéte jeji graf.

b) Jakd bude hmotnost kostky o délce hrany 4 cm?

Obrazek 2.61

¢) Kolikrét se zvétsi hmotnost kostky, zdvojnasobi-li se délka jeji
hrany?


www.desmos.com
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Vyska v zavislosti na objemu

N
i =l i E

.

Obrazek 2.62

Objem V vélcové nadoby o poloméru r a vyce v je roven r2v.

a) Vyjadfete funkci uddvajici zavislost v na r, vite-li, Ze V = 500 cm?>.
Nacrtnéte jeji graf.

b) Uzijte tuto funkci pro zjisténi v pfi r = 1,5cm; 5,4 cm; 12,7 cm.
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2.6 Exponencialni funkce

K ¢emu jsou exponencialni funkce?

7 s¥

Exponencidlni funkce nachdzi v Zivoté ¢etné vyuziti, z nichZ bylo pro ilustraéni tcely zakim
vybréano téchto pét aplikaci:

* ristpopulace. e atmosfericky tlak v riznych nadmotskych
e sloZzené trocent, vyskach,

o rozpad radioaktivniho materidlu, karbonové datovani v archeologii

S nékolika z nich se Zaci setkaji pozdéji v této kapitole, v sekci Pfiklady z praxe.

Uvodni tloha

Jedind burika se za podminek ptfiznivych pro jeji déleni rozmnoZi na dv€ identické dcefiné butiky
b&hem jedné hodiny. Po dalsi hodiné se kazda z té€chto dcefinych bunék taktéZ rozdéleni na dvé
nové identické buiiky. Z jedné ptivodni matetské buiiky se tak béhem pouhych dvou hodin stanou
¢tyfi. Budou-li podminky pfiznivé pro rust pokracovat, mtiizeme si predstavit, jak bude vzorec
déleni pokracovat.

pocet bunék

<O -
P N
(o) > -

Obréazek 2.63

Do tabulky zaneste n€kolik prvnich hodnot pro mnoZstvi bunék v prvnich hodinéach déleni a
zkuste najit funkci proménné ¢, kterd by urovala pocet vSech bunék pfi déleni v z4vislosti na
uplynulém case ¢.

| #/hod | poget bungk

1
2
4
8
16
32
64

N[N R W= O

Podivame-li se na poc¢ty bunék v jednotlivych hodinach, vidime, Ze se vyskytuji v mocninach
Cisla2 (20 =1,2! =2,2% =4,...). Za pfedpokladu, Ze rist bunék bude v nisledujicich hodinich
probihat stejnym zptsobem tedy miZeme pocet bunék v zavislosti na Case vyjadrit pfedpisem

N=2"
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Funkcim, jejichZ pfedpis ma podobny tvar jako tento fikime exponencialni funkce.

Definice exponencialni funkce

Definice 2.6.1. Exponencialni funkce o zakladu « je funkce na mnoZiné R vyjadiena ve

tvaru
X

y=a,
kde a je kladné ¢islo rizné od 1.

Vsimnéme si!
Exponencialni funkce ma stejn€ jako funkce mocninnd exponent. Ale pozor! Je mezi nimi jeden
velky rozdil — v exponentu exponencidlni funkce je vZdy proménnd!
Priklady
Priklad 1 Zavislost tlaku vzduchu na nadmoiské vysce h (v km) lze vyjadfit priblizné vztahem

p=po-0,88",

kde po je tlak v nadmoiské vysce 0 metrii; pg = 1,013 - 10° Pa.

1. Vypoctéte tlak vzduchu v nadmotské vySce 800 m, 3 000 m.

2. Vypoditejte, jaky je tlak vzduchu na vrcholcich téchto hor: SnéZzka, Mont Blanc, Mount

Everest.

Graf exponencialni funkce
Uz vime, jak vypad4 predpis exponencidlni funkce. Jaky je ale jeji graf?

Zkusme do kartézské soustavy soufadnic zakreslit graf funkce f : y = 2*.

Pro ndzornost za¢néme tabulkou obsahujici alespoii nékteré z hodnot.

X 312]-110(1]2]3
oy — 1 1 1

Hodnoty z tabulky zakreslime jako jednotlivé body do grafu. Témito body posléze proloZime
kfivku.

Obrazek 2.64
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Do stejné soustavy soufadnic nyni zakresleme graf funkce g : y = (1)".

X 3[2]-1]o[1]2]3
fov=2 [ g i]3|1]2]4]8
gy=0)[8[4f2]1]5]s]5

Obrazek 2.65

Jaké jsou vlastnosti obou funkei z pfedchozich grafi? Najdéte spole¢né znaky.
Odpovéd’: Grafy funkci f a g jsou osové soumérné podle osy y. Oba grafy maji jedinou
horizontalni asymptotu, a to osu x. Oba grafy protinaji osu y v bodé [0; 1]. Obé funkce jsou
omezené zdola, ale nemaji minimum. Obé funkce jsou prosté.

Jedna z funkci je rostouci, druha klesajici. Podle ¢eho pozname monoténnost?
Odpovéd: Je-1i zaklad exponencidlni funkce vétsi neZ 1 (tedy napf. funkce y = 2%), je funkce
rostouci. Naopak pro zdklad z intervalu (0; 1) (napf. funkce y = (1)) je funkce klesajici.

Protoze exponencidlni funkce je vZdy prostd, existuje k ni i funkce inverzni. Té se budeme

v v

podrobnéji vénovat v piisti kapitole.

Priklad 2 V téZe soustavé soufadnic nacrtnéte grafy funkecf
1. firy=2%afo:y=3%

2. griy=(3) ag:y=(3)"

Priiklad 3 Nacrtnéte grafy néasledujicich funkei:

1. by y=3"1,

2. hy:y=2"+3,

3. hyiy=(4)"" -1

Na piikladech 2 a 3 jsme si nazorné€ vyzkouseli rtizné transformace grafi exponencidlnich
funkci. Pojd'me si stru¢né shrnout, co jsme se dozveédéli:

59
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e Cim véEtsi je zdklad exponencidlni funkce pro a > 0, tim strméji jeji graf stoupa; pro

~~~~~

e vyraz x+ 1 v exponentu exponencidlni funkce znamend posunuti podél osy x vlevo o 1
jednotku; vyraz x — 1 znamend naopak posunuti vpravo;

z X7

o pficteme-li k exponencidlni funkci libovolné redlné ¢islo, znamend to posunuti grafu podél
oSy y.

Priklad 4 Na zakladé vlastnosti exponencidlni funkce urcete, které z nasledujicich mocnin
jsou vétsi neZ jedna, rovny jedné, mensi neZ jedna:

3 3 0,2 -2
g 4’ § 7’2’180:170’450:4’ ﬂ ’<£)\/1,001’ T+1 ‘
5 4 40 4 4
Priiklad 5 Rozhodnéte, zda jsou pravdivé vyroky:
62,5 624
L (37 <®)7,
4\ 1,4 4\ 1,3
2.(3)7 <)

Priklad 6 Reste rovnice s nezndmou x € R:

1. 2r =4, 2. 3" =4, 3.3 1=1, 4. 817%=27, 5 3 F=3%x

Jak resit exponencidlni rovnice?
ODb¢€ strany rovnice se snazte s pouzitim zndmych pravidel o pocitani s mocninami prevést na
vyrazy se stejnymi zaklady.
ProtoZe exponencidlni funkce je funkci prostou, miizeme z porovndni vyrazi se stejnymi zdklady
piejit k porovnani jejich exponenti.

Prirozena exponencialni funkce

Specidlni postaveni mezi exponencidlnimi funkcemi ma funkce o zékladu e, tzv. Eulerové cisle
e=2,71828...

Takova funkce se nazyva prirozena exponencialni funkce a je hojné vyuzivand téméf ve viech

pfirodnich védach, jak uvidime pozdé&ji v aplikacnich prikladech.

Priklad 7 Nakreslete graf funkce y = e*.

Priklady z praxe

Slozené droceni

Ptedpoklddejme, Ze uloZime do banky ¢4stku P s ro¢ni Grokovou mirou r, tirocenou jedenkrit do
roka:

rok0 ... P

rokl ... P =P+P-r=P(l+r)

rok2 ... Po=P+P -r=Pi(1+r)=P(1+r)(14r)=P(1+r)?
k3 ... P=Py+P-r=pP(1+r)=P(1+r)

rokt ... B =P(l+r)
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Pocitame-li s drocenim vicekrat do roka, napf. n-krat, zméni se predpis takto:

nt
A:P(Hf) :
n

kde A je zlstatek na tc¢tu, ; tirokovd mira, n pocet droceni do roka, ¢ pocet let.

Pozor! Uvédomme si, Ze za r, n 1t dosazujeme pouze prirozend ¢isla — neexistuje tedy spojity

graf této funkce!

WER &% 5 o Lo
ol
¢ — Weellel

: ?f\

Obrazek 2.66

Radioaktivni rozpad

Obréazek 2.67

Castka $12 000 byla investovana s roénim tirokem 9 %.
Jaky bude ztstatek na Gctu po 5 letech, jestliZe jde o tcet s
a) cCtvrtletnim droenim, b) mési¢nim droc¢enim?

V roce 1986 doslo v byvalém Sovétském svazu k nehodé
reaktoru jaderné elektrarny Cernobyl. Vybuch roznesl
vysoce radioaktivni chemikadlie, jako napf. plutonium, do
vzdilenosti vice nez 250 km?. Mésta v této a pfilehlych
oblastech byla evakuovana.

Abychom pochopili, pro¢ zlistavaji dodnes opusténa,
musime uvaZzit model

4 5 1 24100
P=45(=
s(5)™

ktery uréuje mnozstvi zbylého plutonia P v uvedenych
oblastech (z ptivodnich 4,5 kg) v zdvislosti na uplynulych
letech ¢ (pfitom ty = 1986).

Kolik z ptivodnich 4,5 kg plutonia bylo v okoli Cernobylu jesté v roce 2018?
Kolik ho na misté zbude po 100 000 letech od vybuchu?

Populaéni ruast Kalifornie

Obrazek 2.68

Pro predpokladany rist populace Kalifornie mezi lety
2015-2030 byl vytvofen priblizny model

P = 34,696¢"7%

kde P je mnozstvi obyvatel v milionech, ¢ ¢as v letech
(ptitom ¢ = 15 pro rok 2015).

a) Spoctéte predpokladany pocet obyvatel pro rok 2018
a porovnejte na internetu s nejnoveéjSim scitdnim.

b) Kdy podle daného modelu piekroci populace
Kalifornie 50 milionG?
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Vstrebavani léku

Obrézek 2.69

Pfi vpraveni latky do Zily injek¢ni stifkacnou je jeji
pocétecni koncentrace v krvi 300 %. Kazdou hodinu
klesne pocatecni koncentrace na 75 % koncentrace

v hodiné predchozi.

a) Najdéte model pro koncentraci latky C(z)
v zavislosti na ¢ase ¢ v hodindch.

b) Urcete, kolik l14tky zbude v krvi ¢lovéka po 8
hodinéch.

62
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2.7 Logaritmické funkce

K ¢emu jsou logaritmické funkce?

Podobné jako funkce exponencidlni jsou i logaritmické funkce v praxi ¢asto vyuzivané. Pro
nazornost k ¢emu problematika logaritmil, funkci a rovnic s nimi slouzi byly vybrany nasledujici
aplikace:

e modely lidské paméti, e urceni pH,

e sila a intenzita zemétieseni, e vypocty slozitéjSich exponencidlnich rovnic.

Uvodni tloha

Z kapitoly Exponencidlni funkce uZ zndme drokovani.
Piedstavme si, Ze investujeme Py = $1 000 s ro¢ni
drokovou mirou 8 %, ktera bude troc¢ena neustale. Pro
takovy piipad vyuZivime vzorec

A= Pe".

Jak dlouho bude trvat, neZ budeme mit na 4étu $5 000?

Obrazek 2.70

Po dosazeni za zndmé hodnoty proménnych ziskdvdme rovnici
5000 = 10002

po upravé
5 008

Jak z této rovnice vyjadfit ¢, to zatim nevime. Pokud bychom vS8ak nasli funkci inverzni
k funkci €', mohli bychom ji aplikovat na obé strany rovnice a tu tak vyfesit.
Definice logaritmické funkce

ProtoZe funkce exponencidlni je prostd, samozfejmeé k ni existuje inverzni funkce. Takova funkce
se nazyva logaritmicka.

Definice 2.7.1. Logaritmicka funkce o zakladu « je funkce, kterd je inverzni k exponen-
cidlni funkci

X
y_a7

kde a je libovolné kladné ¢islo rizné od jedné.

Logaritmus ¢isla

Definice 2.7.2. Logaritmus ¢isla r o zakladu a je takové Cislo v, pro které plati a¥ = r:

log,r =v, pravé kdyZ a” =r.
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Rovnice y = log,x a x = @’ jsou tedy dva rizné zapisy stejné situace — prvni ve formé
logaritmu, druhy jako exponencidlni funkce.
Napiiklad logaritmickd rovnice log; 9 = 2 miZe byt pfepsdna ve formé exponencidlni rovnice
32 =9 a naopak, zdpis 3> = 9 miZeme prevést na rovnici log;9 = 2.

Ve specidlnim pripadé, je-li zaklad logaritmu a = 10, nazyvame logaritmus dekadickym
logaritmem a znacime logr.

Priklady
Priklad 1 Pfifadte k logaritmim spravné vysledky:
1. log,32, 2. log,2, 3. logs 1, 4. log 11@.

Nezapomerite! Logaritmus je exponent. To znamend, Ze pro vypocet vyrazu log,x se musime
ptat: ,,Na kolikatou musime umocnit a, abychom dostali x?*

Priiklad 2 Zjistéte defini¢ni obory nésledujicich funkci.

1. fi:y=log(x+3), 3. f3:y=logsvx—4,
2. fr:y=1logys(—x), 4. fy:y=/logsx.

Graf logaritmické funkce

Uz vime, jak vypadd logaritmus a logaritmickd funkce. Jak v§ak vypada graf této funkce?

Ukol Pomoci tabulky zaneste do téZe soufadné soustavy grafy funkci f : y =log,x a
g:y=log 1.

T L |1
fiy=logx||-3|-2]-1]0] 1|23
g:yzlog%x 312 0|-1]-21]-3
any
3
f

Obrazek 2.71

Jaké jsou pruseciky graft funkci se soufadnymi osami?
Odpovéd': Pouze prusecik s osou x: [1;0].
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Ukol Ovéite, 7e funkce f1:y=2%a fr:y= log, x jsou navzdjem inverzni, tj. Ze jejich grafy
jsou osove€ soumérné podle osy y = x.

Vidime okamZité po zakresleni obou funkci do stejné souradné osy:

Obrazek 2.72
Priklad 3 Oznacte pravdivé vyroky:
1. log;5 <log;8, 3. logy 10 > log% 10,
2. logy 57 <log,s8, 4. logy 47 <log46.

2 X7

Priiklad 4 Urcete, zda jsou uvedena ¢isla kladnd nebo zaporna.

1. log 56, 2. —log, 11, 3. log,8.

Prirozeny logaritmus
Podobné jako u exponencidlnich funkci, i u logaritmi ma zvlastni postaveni zaklad Eulerova ¢isla

e. Takové logaritmy nazyvame prFirozené logaritmy a obvykle je zna¢ime Inx = log, x.

Funkce obsahujici prirozeny logaritmus pak nazyvame prirozené logaritmické funkce a
zna¢ime y = Inx. Tyto funkce maji opét velké vyuziti, jak uvidime v sekci Pfiklady z praxe.

Piiklad 5 Najdéte defini¢ni obor néasledujicich funkci.

1. f(x)=In(x—2), 2. g(x) =In(2—x), 3. h(x) =Inx%.

Véty o logaritmech

N s

Jak pracovat se slozitéjSimi logaritmy? Na piedchozich prikladech uz jsme si v§imli platnosti
nésledujicich tvrzeni:

1. log, 1 =0, nebot a® = 1,
2. log,a=1, nebota! = a,
3. log,a* =1z,

4. glo%* = x,
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5. log,x=log,y & x=y.

vvvvvv

Pro kazdé a > 0,a # 1 a pro vSechna kladna redlna cisla 7, s je
log, (r-s) =log,r+log,s.

,,Logaritmus souéinu dvou kladnych &isel je roven souctu logaritmi jednotlivych &isel.*

Pro kazdé a > 0,a # 1 a pro vSechna kladna reédlna ¢isla r, s je
log, t =log,r—log,s.

,,Logaritmus podilu dvou kladnych &isel je roven rozdilu logaritmd délence a délitele.”

Pro kazdé a > 0,a # 1, pro vSechna r € R™ a pro viechna s € R je
log,r* =s-log,r.

,Logaritmus mocniny kladného &isla je roven soucinu mocnitele a logaritmu zdkladu moc-
niny.*

Priklad 6 S pomoci zminénych vét a pravidel vypoctéte:
1. log, 16703, 3. logs 10+1ogs 12,5,

2. log1500 —log15, 4. log, 8 —4-log,2+1og, 32.

Piiklad 7 Vrafme se nyni k uvodnimu piikladu se sloZenym troc¢enim, kde ¢as pro zisk
Castky $5 000 na ucétu byl dén rovnici
5 — 008

Spoctéte Cas ¢, za ktery poZadované ¢astky dosdhneme.

Obe strany rovnice tzv. zlogaritmujeme — pripiSeme logaritmus o vhodném zakladu.
Dostaneme tedy

In5 = Ine®%%

In5 = 0,081,
1

~ 0,08
t=12,5-1n5.

t

In5,

Vedeli jste, Ze...?

John Napier, skotsky matematik, objevil logaritmy na prelomu 16. a 17.
stoleti. Uleh¢il tim narocné a tinavné vypocty tehdejsi doby. Logaritmiim
vénoval celych 20 let prace!

Obrazek 2.73
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Priklady z praxe
Model lidské paméti

Obrazek 2.74

67

Studenti tcastnici se psychologického experimentu
navstivili nékolik pfednédSek na dané téma a posléze
skladali test. Kazdy mésic v nasledujicim roce po
absolvovani pfednédsek byli znovu testovani pro zjisténi,
kolik informaci si zapamatovali. Primérné skére celé
skupiny je ddno modelem

f()=75-6In(t+1), 0<r<12,

kde ¢ je ¢as v mésicich.

a) Jaké bylo priimérné skére skupiny bezprostfedné po absolvovani pfednasek (pro ¢ = 0)?

b) Jakého primérného vysledku studenti dosahli po 2 mésicich?

¢) Jakého primérného vysledku studenti dosdhli po 6 mésicich?

Intenzita zvuku

Obrazek 2.75

OhroZena zvirata

Obréazek 2.76

Magnituda zemétieseni

Obrazek 2.77

Vztah mezi po¢tem decibeld f a intenzitou zvuku 1
v jednotkach % je dan rovnici

1

a) UrCete pocet decibelli zvuku o intenzité 1 %
b) Urdete pocet decibelfi zvuku o intenzité 102 %

¢) Intenzita zvuku v piipadé€ a) je 100x vétsi nez
v piipadé b). Je i pocet decibelli 100x vétsi?
Vysvétlete.

Narist poctu ohrozenych druhti zvitat v USA v letech
1990-2002 je dan modelem

y=—119+164In7, 10<¢<2,

t uddvéno v letech (¢ € (10;1990)).

Ve kterém roce doséahl pocet ohroZenych druhi ¢isla 3577
Kolik jich je dnes?

Intenzita zemétfeseni / v Richterové skéle je dana rovnici

R=1o d
- g]()?

kde R je magnituda zemétfeseni, [y = 1 je minimaln{
intenzita uZivand pro srovnéni.
Najdéte intenzity néasledujicich zemétfeseni:

a) Puebla, Mexiko, 2017: R=17,1,

b) severni Sumatra, 2004: R =9, 3.



Kapitola 3

Posloupnosti

3.1 Uvod do posloupnosti, Aritmeticka posloupnost

Uvod do posloupnosti

Mnoho vzort v piirodé€ se fidi uréitou sekvenci, posloupnosti.
Posloupnost si miizeme predstavit jako sérii po sob€ jdoucich ¢lend, které mezi sebou maji néjaky
vztah. Posloupnost je funkce, jejimz defini¢nim oborem jsou pouze pfirozend Cisla.

Obrézek 3.1

Definice posloupnosti

Definice 3.1.1. Kazda funkce, jejimZ definicnim oborem je mnoZina N vSech pfirozenych
Cisel, se nazyva (nekonecna) posloupnost, oznacujeme

oo

(an)n=1'

Podobné jako funkce, i posloupnosti miZzeme vyjadiovat nékolika zptsoby:
a) vyjmenovanim nékolika po sobé& jdoucich ¢lend:

10,20, 30,40, 50,60, ...,

b) vzorcem pro n-ty ¢len posloupnosti (podle néj pak po dosazeni libovolného pfirozeného Cisla
miZzeme vypocist hodnotu ¢lenu v tomto poradi):

(n—i—l)oo
n n:l’

— 68—
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¢) rekurentné (vzorcem, ktery urcuje jak vypocist libovolny ¢len z jednoho ¢i vice predchaze;ji-
cich ¢lent):
alzzaanJrl :3an7 I’lEN,

ay =l,ay = 1,ap42 = a@py1 —ay, neN.
Prikladem velmi zndmé a vyznamné posloupnosti je Fibonacciho posloupnost, ktera je zadana

rekurentné:
Any2 = Apy1 +ay, ay=1l,ap=1.

Jejich nékolik prvnich ¢lend je tedy 1,1,2,3,5,8,13,....
Podle Fibonacciho posloupnosti se fidi rist populace kralikii, uspofddani fad seminek v kvétu
slunecnice i tvar tzv. Fibonacciho ,,zlaté* spirdly pfipominajici ulitu.

K ¢emu jsou aritmetické posloupnosti?

Podobné jako pro téma funkci za¢ind i v kapitole posloupnosti kazdy materidl stru¢nou motivaci,
kde vSude lze danou posloupnost vyuZzit. V piipad€ aritmetické posloupnosti byly vybrany
nasledujici aplikace:

o vyskyt Halleyovy komety, e periodické déje,

e pyramidové tvary, e uhlovodikové vazby.

Védéli jste, ze...?

Jak urcité vSichni vime, komety jsou mald vesmirnd télesa
tvorend predevsim ledem a prachem, znama pro své
nidpadné ohony.

Jedna z téchto komet byla ze Zemé pozorovatelnd v letech
1531, 1607 a 1682. V roce 1705 anglicky matematik a
astronom Edmund Halley tispé$né predpovédél jeji ndvrat
v roce 1758. Na jeho pocest byla tato kometa pojmenovana
Halleyova. Roky, ve kterych je Halleyova kometa ze Zemé
pozorovatelna priblizné tvofi ¢leny aritmetické
posloupnosti.

Obréazek 3.2

Uvodni tloha

Architekt navrhl pro novou koncertni budovu barevné schodisté
sloZzené z riizné barevnych kostek, jak je vidét na obrazku.
Nejvyssi z osmi schodd je tvofen jedinou ¢ernou kostkou,
predposledni ze schodi je tvofen dvéma kostkami, pod nim jsou

kostky tfi atd.

Obréazek 3.3

a) Kolik kostek tvoii nejnizsi ze schod?
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b) Kolik kostek by tvorilo nejnizsi ze schodd, pokud by schodisté bylo tvoreno 10 schody, tj.
architekt by ptidal do ndvrhu patro z bilé a modré barvy?

¢) Navrhnéte zpisob jak spocist pocet kostek pro 12., 20., 25. schod.

Definice aritmetické posloupnosti

Kostky ve schodisti z predchozi tilohy, podobné jako roky, kdy se objevuje pro obyvatele Zemé
Halleyova kometa, tvofi ¢leny tzv. aritmetické posloupnosti.

Definice 3.1.2. Posloupnost (a,),_; se nazyvd aritmeticka, pravé kdyZ existuje takové
redlné ¢islo d, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n je

ap+1 =ap+d.

Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Vzorec pro n-ty ¢len

V dvodni dloze jsme si ukdzali, jak se vypocte libovolny ¢len aritmetické posloupnosti, zndme-li jeji
prvni ¢len a diferenci. Tento postup pro vypocet n-tého ¢lenu miiZeme shrnout nasledujici vétou:

V aritmetické posloupnosti (a,),_, s diferenci d plati pro kazdé n € N

ap=a1+(n—1)d.

Priklady

Priklad 1 Rozhodnéte, zda je posloupnost tvofend ¢leny 10, 16, 22, 28,. .. aritmetickd. Pokud
ano, spoctéte jeji Sesty Clen.

Priklad 2

1. Najdéte 9. ¢len aritmetické posloupnosti, jejiZ prvni dva ¢leny jsou 2 a 9.

2. Ctvrty &len aritmetické posloupnosti je 20, tfindcty ¢len 65. Napiste prvnich 11 &lenid této
posloupnosti.

Priklad 3

Rust ditéte ovliviiuje mnoho faktord. Podle odborniki by dité ve
véku 3-10 let mélo ro¢né vyrulst piiblizné o 5 cm.
Predpokladejte, Ze dit€¢ ma ve véku 3 let vysku 70 cm.

1. Napiste vzorec zdvislosti vysky tohoto ditéte na jeho véku.

2. Spoctéte, do jaké vysky by mélo toto dité vyrust ve véku 10 let.

Obrazek 3.4
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Piiklad 4

e,

Pizmon severni je druh savce Zijici ve stadech prevazné

v arktickych oblastech severni Kanady. Poté, co v 19. stolet{
téméf vyhynuli, se pocet pizmonid od roku 1955 opét zvySuje.
Na Banksové ostrové, jednom z nejvétsich a nejzdpadné;ji
poloZenych kanadskych arktickych ostrovi, jich v roce 1955
bylo pfiblizné 9 250, v nasledujicich letech se pak jejich pocet
zvySoval o 1 650 kust za rok.

Ve kterém roce dosdhla populace piZzmorid severnich na
Banksové ostrové 100 000 za predpokladu, Ze tento konstantni

Obrazek 3.5 nartist pokracoval?
Priklad 5

Adam si sehnal letni brigddu v mistnim obchodé.

Jeho prvnim tkolem bylo vyskladat plechovky Coca-Coly do
pyramidy tak, aby tplné€ nahofe byly dvé plechovky a v kazdé
dalsi fad€ pod nimi bylo o dvé plechovky vice nez v fadé vyssi.
Ve tfeti fad€ od zemé je celkem 16 plechovek, v 8. fadé od zemé

6 plechovek.

1. Kolik plechovek je v nejnizsi radé?

2. Kolik fad plechovek je celkem v pyramidé?

Obrazek 3.6

CANstruction Vancouver
Skladani plechovek nemusi byt nuda!
V listopadu 2018 se ve Vancouveru v Kanadé konal uZ 14. ro¢nik charitativni akce, vystavy a
soutéZe CANstruction. Té se tcastni tymy architektll, inZzenyrd, vytvarnikt i studentd, ktefi tvor{
sochy z malych plechovek od jidla.

Obrazek 3.7

Priklad 6 Na obrdzku je znazornén graf aritmetické posloupnosti.
1. Napiste prvnich 5 ¢lent této posloupnosti.
2. Sestavte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti.

3. Urcete 50. a 200. ¢len posloupnosti.
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n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Obrazek 3.8

Soucet prvnich n ¢lent posloupnosti

Priklad 7 Spoctéte soucet vSech ptfirozenych ¢isel od 1 do 100.

Tento priiklad je velmi Gzce spojen se znamym némeckym matemati-
kem Carlem Friedrichem Gaussem (18. stoleti). KdyZ chodil jesté na
zéakladni Skolu a ucitel zadal tiidé stejny priklad, Gauss za pouhych
nékolik okamzikl znal odpovéd.

Dokazete ji najit i vy?

Obréazek 3.9

Gaussovo teseni: Gauss si soucet ¢isel od 1 do 100 napsal pod sebe dvakrit, podruhé vSak
v opa¢ném potadi:

1 + 2 + 3 + 4 + ... + 99 + 100
100 + 99 + 98 + ... + 3 + 2 + 1
101 + 101 + .. + 101 + 101

Poté secetl vSech 100 Cisel tak, Ze vyndsobil 101 stokrat a konecny vysledek vydélil 2.

Zamysleme se znovu nad pfechozim piikladem. Jak bychom z né&j vyvodili obecny vzorec pro
vypocet prvnich né€kolika ¢leni aritmetické posloupnosti?

Gauss ziskal 100x soucet 101 (tj. soucet 1. a 100. ¢lenu), ktery ndsledné vydélil dvéma. Plati
tedy:
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plati

Pro soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (ay,)

S}

n=1->

tj. pro

Sp=a1+ax+---+ay,

Sn (a1 +ay).

_n
2

Priklad 8

Obrézek 3.10

Priklady z praxe

Rotace Zemé

Obrazek 3.11

Chemie a uhlovodiky
H H
H—C~H [ ~c—H
/ H
H methan H
H H ethan
I/ d
H/ /[ H
H/ \ H

propan

Obrazek 3.12

Svétélkovani u samcii svétlusek souvisi s jejich
rozmnoZovanim. Pravé podle svétélkovani si samicky
svétluSek vybiraji vhodného partnera. Rtzné druhy
svétlusek se totiz lisi intenzitou, frekvenci 1 tvarem
zablesk.

Urcity druh svétlusky signalizuje dvéma zablesky v prvni
minuté, ctyimi zablesky v minuté druhé, Sesti v minuté
tireti.

1. Bude-li tento vzorec pokracovat, kolik zableski
uvidi samice svétlusky ve 30. minuté ndmluv?

2. Kolik celkem vysle samec zableskli béhem téchto 30
minut?

Zemé se denné jedenkrat oto¢i kolem své osy, tj. 0 360 °.

a) Urcete aritmetickou posloupnost, kterou tvoii pocty
minut, za které se Zemé vzdy oto¢i o 1°.

b) Za jak dlouhou dobu se Zemé otoc¢i o 80°?

Uhlovodiky jsou zakladnim stavebnim prvkem pro
vytvofeni mnoha produktd, napf. paliv, plasti nebo
syntetickych vlaken. Nékteré uhlovodikové slouceniny
obsahuji pouze atomy uhliku a vodiku.

Alkany jsou nasycené uhlovodiky, které tvoii jednoduché
uhlikové vazby, jak je vidét na diagramech vlevo.

a) Vyjadrete posloupnost, kterou tvori pocet atomd
vodiku v alkanech, pfitomnych v zavislosti na
uhliku.

b) Jisty alkan obsahuje 202 atomt vodiku. Kolik atomu
uhliku tvofi tento alkan? Zkuste na internetu najit i
jeho nazev.



Kapitola 3. Posloupnosti

74

Obréazek 3.13

Akvarium pro velryby

Béluha je kytovec vyrazny pro svou bilou barvu. Tuto
velrybu chovaji jen v nékolika akvériich na svété.

K jedném z nich patii i akvarium ve Vancouveru v Kanadé.
Bé&luhy shani svoji potravu v hloubkéch kolem 300 metrt,
potapi se vSak i do dvojndsobné hloubky.

Pfi stavbé akvdrii vhodnych pro béluhy je potfeba mit na
paméti tlak vody, ktery se zvysuje s kaZzdym metrem
hloubky.

Na moftské hladiné ptisobi pouze atmosfericky tlak, tj. 1 013,25 hPa. Jdeme-li pak hloubé&ji do
vody, kazdych 10 metrl celkovy tlak vzroste o dalSich 1 000 hPa.

a) Napiste prvni 4 Cleny aritmetické posloupnosti, kterou tvoii tlak pod vodou v zavislosti na

hloubce.

b) Na jaky tlak je tfeba dimenzovat sklo akvaria hloubky 300 m a 600 m?

Dlazdéni dvorku

6,2m

3,6|m

Obrazek 3.14

Galileav objev

Obrazek 3.15

Dvorek za domem m4 pfibliZny tvar rovnoramenného
lichobéZniku. Tento prostor chceme vydlazdit cihlovou
dlazbou, kde jedna dlazdice m4 rozméry 200x200 mm a
vySku 30 mm.

Kolik cihlovych dlaZdic budeme k vydldzdéni dvorku
potfebovat?

Galileo Galilei byl prvni, ktery popsal spojitost mezi
drédhou volné padajiciho objektu a uplynulym casem.

Pfi monitorovani jistého padajiciho objektu bylo zjisténo,
Ze za prvni vtefinu padu urazi 5 m, ve druhé vtefiné 15 m,
ve tfeti 25 m atd. Zaroven znamy vzorec z fyziky fika, Ze
vyska volného padu je urcena vzorcem

L, 2
= —gt” =5t
s=58

Ukazte, Ze vyjadfenim souctu pro prvnich n ¢lent
aritmetické posloupnosti s prvnimi ¢leny 5, 15,
25,. .. dostaneme stejny vzorec.
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3.2 Geometricka posloupnost

K ¢emu jsou aritmetické posloupnosti?

Podobné jako u aritmetickych posloupnosti, i zde je nejprve uvedeno nékolik aplikaci, ve kterych
muiZeme geometrickou posloupnost nalézt a které by mohly inspirovat Zaky pro zvladnuti kapitoly.
K t€mto aplikacim patii:

e bankovni ptjcky,
e sporeni s trokem,
o radioaktivni rozpad,

e déleni bunék.
o frekvence tond klaviatury,

Védéli jste, ze...?

v s

Kruhov4 pavucina je nejzndmé&jSim druhem pavucin, ktery
jsme urdité jiz vSichni nékde vidéli. Tento druh pavucin
stavi napf. kiizdk obecny. Svou kofist chytd v lepkavém
stiedu, zatimco okolni ¢4sti pavuciny jsou sussi.

Takovato pavoudi sif md svou presnou strukturu. Pavouci ji
zacinaji stavét z okrajli a postupné se tvorbou téch stejnych
struktur v mensim a mensim méfitku dostavaji do jejtho

stiedu. Toto méfitko pfitom tvori geometrickou
posloupnost.

Obrézek 3.16

Uvodni tloha

Mite-li u sebe v penéZence minci, zkuste ji vytdhnout a hodit s ni. . .

N2 el a) Kolik moznych vysledkii bude tento hod mit?

mozZnych vysledkii bude mit tento hod?
Obrazek 3.17

¢) Dopliite tabulku zaznamenavajici pocet moznych vysledkt hodu 1, 2, 3, 4 a vice mincemi.

pocet hodu 1123 |4|5|617
pocet vysledkd

d) Vytvorite vzorec, podle kterého bychom dokazali piedpovédét pocet moznych vysledkii hazeni
libovolnym poc¢tem minci.

e) Zjistéte pomoci tohoto vzorce pocet moznych vysledki pro hazeni 10 a 25 mincemi.

Definice geometrické posloupnosti

Pfi hodu mincemi tvofil pocet moznych vysledkti posloupnost. Takovou posloupnost, kde kazdy
dalsi ¢len je k-ndsobkem ptredchoziho, nazyvime geometrickou.
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Definice 3.2.1. Posloupnost (a,),_; se nazyva geometricka, pravé kdyZ existuje takové
¢islo g, Ze pro kazdé ptirozené Cislo n je

Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

apy1 =dp-g.

Priklad 1 Rozhodnéte, které z ndsledujicich posloupnosti jsou geometrické.

1. 1,4,9,16,25,...,
2. a, =a,—1+3,
3.7,-3,—-13,-23,...,

4. ay=27-(-32)",

Vzorec pro n-ty ¢len

9

- (3)ers
6. —2,4,-8,16,-32,...,

7.3,-3,3,-3,3,...,

' <&)::1

o0

UZ v tvodni dloze jsme si naznacili, jakym zpisobem dojdeme k n-tému ¢lenu geometrické po-
sloupnosti. Za¢neme-li od prvniho ¢lenu, musime jej tolikrat vynasobit kvocientem ¢, neZ dojdeme

k ¢lenu n-tému:

V geometrické posloupnosti (a,);,_, s kvocientem ¢ # 0 plati pro kazdé n € N

ap=a-¢q" .

Priklady
Priklad 2

3 microns

Obrézek 3.18

V prirodé se mnoho jednobunécnych organismd, jako tieba
bakterie, rozmnoZuje délenim. To probihd tak, Ze na
pocatku se burika rozdéli na dvé stejné dcefiné buiiky,
kaZzd4 z nich pak opét na dvé dcefiné atd.

Predpoklddejme, Ze v laboratornim vzorku se nachazi 10
bakterif, které se zacinaji délit.

1. Zapiste geometrickou posloupnost popisujici
mnoZstvi bunék v zavislosti na poctu déleni.

2. Najdéte vzorec pro n-ty Clen této posloupnosti.

3. Urcete, kolik bude v laboratornim vzorku bunék po
5 délenich.
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Priklad 3

Vétsina kopirek ma dnes jiZ funkci pro zvétSeni nebo
zmenSeni dané kopie. Pfedstavme si, Ze chceme
nakopirovat fotku o ptivodni délce 25 cm. Nejvetsi
zmensenti, které nase kopirka nabizi, je 67 % plGvodni
velikosti. Jaka je nejkratS§i moZnd délka, kterou bychom
ziskali Skrat zmenSenim na 67 %? Svoji odpovéd vyjadrete
v celych milimetrech.

Obrazek 3.19

Piiklad 4 Tteti ¢len geometrické posloupnosti je 54, Sesty ¢len —1458. Urcete hodnotu
prvniho ¢lenu a; a kvocientu q.

Priklad 5 .
Témer vSechny soucasné klaviry maji 88 klaves. Frekvence

jejich jednotlivych kldves se pohybuji od Ag, nejnizsiho
ténu o frekvenci 27,5 Hz, az po Cg, ktery je nejvyssim
ténem s frekvenci 4 186,009 Hz. Frekvence téchto tont
priblizné tvoii ¢leny geometrické posloupnosti.

1. Urcete kvocient geometrické posloupnosti, kterou
tvori frekvence jednotlivych ténd vite-li, Ze Ctvrty
nejhlubsi tén C; ma frekvenci 32,7 Hz.

Obrézek 3.20

2. Ovéfte hodnotu kvocientu i ze vztahu mezi
frekvencemi ténu Ag a Cs.

Priklad 6 Fraktdln{ strom je fraktdlni vzor, ktery svym vzhledem pfipomina skute¢ny strom.
Zkuste si takovy strom nakreslit.

1. Zacnéte tplné odspodu. Ke spodnimu okraji stranky doprostied zakreslete svislou ¢aru délky
priblizn€ 4 cm.

2. Ze Spicky této dseCky nakreslete dalsi dvé Carky, které se z ni vétvi. Kazda z nich by méla
mit délku asi 2 cm.

3. Pokracujte timto zpisobem dale, jak je vidét na obrazku. Zakreslete takto prvnich 5 fazi
fraktdlniho stromu.

Obrazek 3.21

Mite-li fraktalni strom zakreslen, pojd'te se zamyslet nad tim, jak budou jeho vétve pokracovat.
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Dopliite n€kolik prvnich hodnot do tabulky:

fazestromu || 1 |2 (3|4 |5
pocet vétvi || 1

Zkuste spocitat, kolik vétvi bude strom mit ve vSech prvnich 5 fizich dohromady.
Kolik vétvi to bude v prvnich 10 fazich?

Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti

Poslednim tikolem piikladu 6 bylo spocitat soucet prvnich nékolika ¢lenti geometrické posloupnosti.
Pojd'me si tento vztah nejprve ukézat a pak dokdzat, Ze opravdu plati.

Pro soucet s, prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti (a,),,_; s kvocientem g plati:

a) je-lig =1, pak

Sp=n-aig;
b) je-li ¢ # 1, pak
_ 91
Sy = a 1

Odvozeni vztahu: Pro g = 1 si vztah lehce pfedstavime. Nyni si ukdZeme, jak jsme dospéli ke
vzorci v ¢asti b). Nejprve zapiSme, jak vlastné vypada soucet prvnich n ¢leni:

Sp=ay+aytaz+---+a.

KaZzdy ¢len v tomto vztahu si rozepiSeme podle vzorce pro n-ty ¢len:

sn=ar+a-q+a-qg+-+a-q".

ODbé€ strany této rovnice ted’ vyndsobime kvocientem g:

Su-q=a1-q+a1-q-g+ar- ¢ -q+..+a-¢""'-q

Snrq=ai-q+ ar-¢+ a-¢+..+a-q"
Po odecteni rovnic

sp= a1+ a;-q+a; -q2+...+a1 ~q"*1,

Su-q=ai-q+ar-g*+ai-q +...+a-q"
ziskdvame
Sn-q—sSp=—ay+a-q".
Po dpravé pak
sn-(g—1)=—aj+a;-q"

a po vyjadieni s,
—artar-q" _a(=1+4") _ p q'—1

g—1 g—1  Tlg-1-

Sn —

Priklad 7 Urcete soucet prvnich 10 ¢lend geometrické posloupnosti, kde a; =5, ¢ =0, 5.



79

Kapitola 3. Posloupnosti

Priklad 8

Obrazek 3.22

Priklady z praxe
Populace Kanady

[ ]

Obréazek 3.23

Matrjoska

Obrézek 3.24

Western Scrabble Network je organizace jejiZ cilem je
propagovat hru Scrabble. Kazdoro¢né porada internetové
turnaje, jichz se ¢lenové organizace ucastni.

Turnaje funguji tak, Ze vyherce postupuje do dalsiho kola,
zatimco poraZeny vypadava. Vitézové pokracuji ve hie az
do posledniho zipasu, ktery rozhodne o Sampionovi pro
dany rok.

Pokud se do turnaje pfihlasi 256 tcastniki, jaky bude
celkovy pocet her, nez se rozhodné o vitézi?

V roce 1990 méla Kanada pfiblizné 26,6 miliont obyvatel.
V té dobé byl predpovézen pocet obyvatel 38,4 miliond pro
rok 2025. Pokud by do té doby populace nartistala
geometrickou posloupnosti, jaky by byl ro¢ni pfirtistek?

Matrjoska je tradi¢ni ruskd dfevéna malovand panenka,
kterd se vyrdbi uz od roku 1890. Je unikdtni v tom, Ze
kazd4 panenka uvnitf skryva svoji piesnou zmensenou
kopii. Takto miZeme uvniti matrjosky najit az nékolik
panenek, jak je vidét na obrdzku.

V sadé€ je 50 panenek, kde nejvétsi matrjoSka mé vySku

60 cm a nejmensi vySku 1 cm. Urcete kvocient geometrické
posloupnosti, se kterou se méni méfitko pro jednotlivé
panenky.

Matematicka kiiZovka Vypliite ndsledujici matematickou kiiZovku kladnymi redlnymi Cisly tak,
aby v kazdém tadku i kaZdém sloupci tvofila ¢isla geometrickou posloupnost.
Cisla vepisujte pouze do bilych policek.

-

Obrazek 3.25
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Lihnuti motyla

Monarcha st€éhovavy, motyl rozsiteny predevsim v Severni
a Jizni Americe, naklade prim&rné& 400 vajicek. Zak
biologické tfidy se rozhodl odhadnout, jakym zptisobem
bude rist populace téchto motyli pokracovat.
Predpokladal, Ze jediny motyl na pocatku zplodi 400
dalsich motyld, kazdy z nich dalsich 400 atd. Pro odhad,
kolik motyld by takto vzniklo po 5 generacich, pouZzil
vzorec

q -1

Sp=da)———

n 1 q_la

400° — 1

Obrazek 3.26 ss=1-200=1

s5=2,566-10'°.
a) Z jakych predpokladt vychazel zak biologické t¥idy pfi svych vypocétech?
b) Souhlasite s metodou, kterou zZak pouZil, aby zjistil velikost populace v 5. generaci?

Proc¢ (ne)?

¢) Jakym zpusobem byste uvazovali pifi odhadu populace v 5. generaci vy? Vysvétlete svij
postup.

SloZené aroceni

P

s Suma 200 000 K¢ byla vloZena na spofici tcet s irokem
%5 % 6 %. Urcete zdroceni této sumy po 10 letech, je-li drok

/f’ % zapoCitdvan
— \ a) rocné, c) Ctvrtletné,
F= ‘”\ b) pilrotng, d) mésicng.

Obréazek 3.27

/

v 1/

Pokles hodnoty

Priimyslova dilna nakupuje nové stroje, kazdy v hodnoté

1 milion korun. Hodnota téchto stroji klesa kvili
opotiebeni kazdy rok o 30 %. Urcete, na jakou hodnotu by
spadla cena stroje, kdyby se ho dilna rozhodla po 5 letech
prodat.

Obrazek 3.28

Geometrické vzory Ctvercovi dlazdice geometrického vzoru s rozméry 40x40 cm je tvofena tak,
Ze do stiedu stran Ctverce jsou umistény vrcholy Ctverce mensiho. Vzniknou tak vZdy 4 shodné
trojihelniky, z nichZ 2 jsou vyplnény tmavsi a 2 svétlejsi barvou.

Spoctéte celkovy obsah tmavych ¢asti pro dlazdici, ve které se tento vzor jesté 5Sx opakuje.



Kapitola 3. Posloupnosti 81

Obrazek 3.29

Pozndmka pro ucitele: Z finan¢ni matematiky materialy zamérné obsahuji pouze minimum piikladu.
Pro ziskéni zadani takovych uloh jiz existuje dostatek zdroji, oproti tomu ostatni piiklady z praxe
obsahujici geometrické posloupnosti nejsou natolik Casté.
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NekonecCna geometricka rada

K ¢emu je nekonecna geometricka rada?
e soucet nekone¢né mnoha ¢lent geometrické posloupnosti,

e nekonecny pohyb.

Uvodni tloha

Ve starovékém Recku formuloval Zénén z Eleje celkem &tyfi para-
doxy, kterymi dokazoval nemoZnost nebo zdanlivost pohybu.
Jednim z téchto paradoxd je paradox ptleni. Ten spo¢ivd v dvaze, ze
pokud se budeme chtit dostat napt. z jednoho konce chodby dlouhé
10 m na druhy, budeme nejprve muset ujit polovinu této vzdalenosti,
pak Ctvrtinu, osminu, Sestnictinu,. . . Tyto vzdalenosti se budou stéle
zmenSovat, ale budou pokracovat do nekonecna. Proto podle Zénéna
nemiiZe pohyb viibec existovat, nebof by se musel sklddat z nekone¢né
mnoha dil¢ich pohybd.
Kde je v Zéndénovych predpokladech chyba? Zkuste spocitat neko-
necny soucet L1 |
Obrazek 4.1

§+Z+§+%+§+...

a) Scitance nekonecného souctu tvoii €leny posloupnosti. Urcete, o jaky typ posloupnosti se
jedna.

b) Urcete prvni Clen této posloupnosti a jeji diferenci/kvocient.

¢) Sestavte vzorec pro soucet prvnich z ¢lent této posloupnosti.

d) Zakreslete graf funkce f:y= (%)x

Jak se tento graf chova pro vétsi a veétsi x, tj. bliZi-li se x nekone¢nu? Protne nékdy kiivka
grafu osu x, tj. existuje bod [x,0]?

e) Jak se skute¢nosti zjiSténé z grafu funkce f:y = (%))C projevi na vzorci pro soucet prvnich
n ¢lend posloupnosti?

f) Predstavte si nyni podobny nekonecny soucet, v némz by scitance tvorily geometrickou po-
sloupnost s kvocientem vétsim nez 1.
Zakreslete nejprve graf funkce g : y = 2%, urCete jak se chova pro x jdouci k nekonecnu a
nakonec rozhodnéte, co se zméni ve vzorci pro soucet prvnich n ¢lenli geometrické posloup-

nosti.
_82—
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Definice nekonecné geometrické rady

Definice 4.0.1. Nekonec¢na geometricka iada je nekone¢ny soucet Cisel
ataqtag*+---+aq"+...,

kde a # 0 a g je kvocient geometrické posloupnosti.
Soucet s nekoneéné geometrické fady, kde pro kvocient ¢ plati | ¢ |< 1, je vyjddien vztahem

g = a
1—q
Priklady
Priklad 1 Spoctéte sumu nasledujicich nekonecnych fad, pokud existuje.
1. 1-34+5—..., 2.2-44+8—....
Piiklad 2

Vzor vlevo vznikl rozdélenim Ctverce strany 4 cm na 4 stejné Casti,
z nichZ jedna byla vybarvena zelen€. Jeden z téchto Ctvercli byl opét
rozdélen na 4 stejn€ velké Ctverce a jedna Cast vybarvena. . .

Za ptedpokladu, Ze by vzor pokraoval do nekonecna, jakd bude
celkovd plocha zelenych ¢tvercii ve vzoru?

Obrazek 4.2

Priklad 3 Soucet nekonecné geometrické fady je 81, kvocient % Jaka je hodnota prvniho
¢lenu této fady? Napiste prvni tii ¢leny geometrické posloupnosti, ktera fadu tvori.

Piiklad 4 Soucet nekonecné geometrické fady 14 3x+9x% +27x> + ... je 4. Uréete hodnotu
nezndmé x a zapiSte prvni 4 Cleny geometrické posloupnosti, kterd fadu tvofi.

Priklad 5

Tloustka jednoho listu papiru je 0,1 mm. Pfedstavte si, Ze bychom
tento list pfehnuli napil, poté znovu naptl atd. Jakd by byla tloustka
30x preloZzeného papiru? Kolikrdt musime papir prelozit, aby jeho
tloustka odpovidala vzdélenosti mezi Zemi a Mésicem?

Zdiavodnéte, pro¢ neni mozné takto papir piehybat do nekonec¢na.

Obrézek 4.3
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Priklady z praxe

Nekonecné trojihelniky

Strana nejvétsSiho rovnostranného trojuhelniku na obrdzku ma 1 cm.
Vrcholy mensiho trojihelniku vepsaného do ptivodniho leZi ve stiedu
jeho stran a vrcholy nejmensiho z trojihelnikli pak ve stfedu stran
prostfedniho. Pokud by tento proces pokracoval do nekonecna, jaky
by byl soucet obvodu vSech trojihelnikd v obrazci?

Obréazek 4.4

Kyvadlo

Délka prvniho kmitu kyvadla je 50 cm. Kazdy nésledujici kmit dosa-
huje pouze tfi Ctvrté délky toho pfedchoziho. Pokud by na kyvadlo
nepusobily uz zadné dalsi sily, jakd by byla vysledna celkova drdha,
kterou by kyvadlo za dobu svého pohybu urazilo?

Obrazek 4.5

Let balonem

Horkovzdusny balon stoupne v prvni minuté letu o 25 metrt. Za pied-
pokladu, Ze v kazdé dalsi minuté stoupne pouze o 80 % predchoziho
zvyseni a tento proces nebude nikym regulovan, jakd je maximaln{
vyska, které balon dosdhne?

Obrézek 4.6



Kapitola 5

Pilotovani interaktivnich materialu na
vybranych SS

Po vytvofeni byly interaktivni materidly otestovany piimo ve vyuce. Za timto Gc¢elem byly vybrany
dvé tiidy dvou rtznych brnénskych gymnazii, kde Zaci dostali piileZitost si praci s materidly
vyzkouset a ndsledné je hodnotit. Autorka by na tomto misté opét rdda podékovala Zderiku
Kadetdbkovi z Gymndzia Kfenovd a Janu Kadlecovi z Gymnézia Slovanské ndmésti, a to za
vstiicnost, ¢as, spolupraci i korektury jednotlivych materidldi.

VySe zminéni ucitelé byli nejprve osloveni s Zddosti o spoluprici. Nasledné prosli dvodnim
Skolenim k pouzivani programu Prowise Presenter a vytvofenych interaktivnich materidlt (viz Ka-
pitola 1). V priibéhu celého skolniho roku 2018/2019 méli ucitelé interaktivni materialy k dispozici
ado své vyuky je zatazovali dle svého uvdzeni. Autorka rovnéz v ramci nékolika naslechi mapovala
aplikaci materidld do vyuky. Cilem bylo zjistit, jakym zpisobem ucitelé materidly do vyucovaci
jednotky zakomponuji, zda jim price s nimi vyhovuje a v neposledni fad¢ jak zarazeni interak-
tivnich materidli do vyuky hodnoti samotni{ Zaci. Zaci obou tid také online odpovidali na otdzky
dotaznikového Setfeni, s uciteli autorka realizovala semistrukturované rozhovory.

Naslechy v hodinach matematiky

Oba zapojeni ucitelé pojali praci s interaktivnimi materidly odliSné, spoluprice s vice neZ jednou
stiedoSkolskou tfidou méla tedy velky prinos.

Na Gymndziu Kienova méli Zaci 4. A moZnost vyuZivat materidly pfedev§im doma. V hodiné
pak byly materidly z technickych diivodi vyuZity pouze ve formé prezentace, kde tvofily strukturu
vyucCované hodiny pii probirdni nového uciva. Ucitel nékteré slidy prezentace podle potieby
prokladal vlastnimi piiklady a tkoly. Na konci kaZzdého materidlu Z4ci za tcelem shrnuti uciva
vypliovali kviz pomoci funkce ProConnect.

Béhem naslechti v téchto hodindch se ukazalo hned n€kolik nedostatki, které souvisely
predevsim s technickou strankou projektu. Nejvétsim nedostatkem se ukdzala absence interaktivni
tabule, jelikoZ nebylo mozné vyuZit plny potencidl materidld. Ztratila se tim vétSina jejich
primdrnich cili, kterymi byly interaktivita a spoluprdce Zdki v hodindch matematiky. Dalsi
problém piedstavovalo pomérné ¢asové narocné piipojovani ke kvizu, jelikoZ nékteré tiidy mély
problémy se stdlosti Wi-Fi pfipojeni.

—85-—
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Vyuziti materidlti ve 2. A na Gymnaziu Slovanské ndmésti probihalo zcela jinym zpisobem.
Ucitel vyuzil materidly vZdy pouze pro Ucely opakovani diive probraného uciva. Vyuka matematiky
byla v téchto hodindch piesunuta do pocitacové ucebny, kde Zaci ve dvojicich pracovali na vyplnéni
jednotlivych tikoll a ptikladd v materidlech.

Tato metoda vykazovala hned n&kolik pozitiv. Zaci m&li moZnost pracovat vlastnim tempem,
materidly si podrobné projit a v piipadé nejasnosti si u¢ivo s partnerem ve dvojici dovysvétlit. Asi
nejvetsi nevyhoda tohoto zpusobu vyuZiti materidlt se projevila v prvni hoding, kterd byla téméf
zcela vyplnéna registraci vSech zakd do programu Prowise Presenter a instruktazi osvétlujici praci
s programem i materidly. To, Ze si kazdy z zaka vytvofil vlastni Gcet je urcité dobré ve chvili, kdy
by déle s materidly pracovali doma, nicméné pro Ucely vyucovéni se samostatné icty neosvédcily.
Resenim by mohlo byt zaloZeni jednoho $kolniho tétu, ke kterému by se vSichni pfihlasili; tato
metoda vSak nebyla v praxi ovéfena.

Rozhovory s uciteli

Pri rozhovorech s uditeli byl zjiSfovan pfedevSim jejich nazor na vyuzitelnost materialt v bézné
vyuce, na jejich ¢asovou ndroc¢nost i zpracovani ve vztahu k ucivu, které s Zaky probiraji.

Z rozhovortd vyplynulo, Ze ucitelé uvitali praci s materidly hlavné diky oZiveni béZnych hodin
matematiky, které zarovei prineslo mimo jiné i vétsi vizualizaci. Oba pozitivn€ hodnotili motivaéni
i na praxi zaméfené ptiklady, které byly zahrnuty do v§ech materidld, i moZnost vyuZiti mobilnich

sV 2

zatizeni zakt béhem zavérecného opakovani. Oproti klasické vyuce naopak postradali klid v hodiné

a vetsi soustiedéni 74k, kteff byli rozptyleni pfedevsim v té skuping, kterd navstévovala pocitaco-
vou uc¢ebnu. V materidlech jim chybélo i vétsi mnozstvi piikladd, napiiklad pri kresleni grafii funkci.

Reakce zdkii na materidly byla z pohledu ucitelG velmi pozitivni, chvalili pfedevsim zapojeni
vSech zakd, a to jak pfi praci s materidly na pocitadich, tak pfi testovdni s mobilnimi telefony.

Co se tyCe vybéru typu dloh, které byly vyuZity, jedna ze tiid nepouZivala vykreslovani graft
pomoci webového softwaru Desmos, a to z diivodu predchozi znalosti a prace s GeoGebrou, kterd
byla v danych prikladech vyuZzita namisto né€j. Funkce ProConnect byla v jedné ze tiid vyuZzita na
konci kazdého materidlu k vyplnéni minikviz{, ve druhé skupiné funkci uéitel viibec nevyuzil
z dlivodu nedostate¢né znalosti prace s programem. Pravé kvili nedostate¢nému proskoleni bylo

pro jednoho z uditeld také ¢asové naroc¢néjsi vytvareni piiprav na vyukovou jednotku, v niZ byly
materidly vyuZivany.

Celkové reakce na casovou naro¢nost vyuZziti materidli v hoding, naro¢nost piikladd zahrnutych
v materialech, praci s grafy, pfiméfenost piikladl z praxe a ohlasy Zakl na né€ byly veskrze pozitivni.
Oba z oslovenych uciteli v rozhovoru uvedli, Ze by zafazeni materidli do nékterych ¢asti vyuky
vyuzili i v budoucnosti a nevylucuji ani tvorbu vlastnich materidlt v programu Prowise Presenter.
Hlavni pfinos materialii spatfuji pfedev§im v atraktivité pro zdky a mnozZstvi zajimavych tuloh,
usnadiiujicich pfipravu na vyuku.

Vysledky dotaznikového Setieni

Dotaznikového Setfeni se zucastnilo celkem 46 respondentl (pouze ti Zaci, ktefi byli pfitomni ve
vice nez polovin¢ hodin, ve kterych byly materidly pouZzity). Dotaznik byl mezi zaky rozsifen
v elektronické podobé na strdnce https://forms.gle/CYaiwZpQacHglN3e6 jiZ na zacitku
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projektu, aby jej mohli vypliiovat pribézné. Plné znéni otdzek dotaznikového Setfeni pro Zdky se
nachdzi v pfiloze (5).

Odpovédi zdki v nékterych otdzkach korespondovaly s tim, co bylo zjisténo z rozhovord
s uciteli. Pfiblizné polovina z nich uvedla vyuZzit{ materidli jako obycejnou prezentaci a vyuZiti
funkce ProConnect v mobilnich telefonech. D4 se tedy ocekdvat rovnomérné rozloZeni odpovédi
mezi zaky obou oslovenych $kol.

Z pozitivnich piinosti materidldi Zaci zddraziovali zabavnéjsi a kreativnéjsi piistup k vyuce
matematiky, mozZnost prace ve dvojicich, moZnost pracovat na dilohach vlastnim tempem, priklady
z praxe i zavérecné minikvizy. Pouze 3 z celkového poctu 46 respondenti hodnotili hodinu
s vyuZzitim materidlt negativné.

Mezi zaporné stranky podle Zakt patfily predev§im technické problémy a zvladnuti zdkladni
prace s programem Prowise, nedostate¢né mnozstvi piikladd k procviceni, néktefi také zminovali
preferenci ucebniho stylu bez vyuZiti techniky.

Mezi oblibené typy tloh témér 70 % zaradilo vykreslovani graft s nastrojem Desmos Graphing
Calculator, vice nez 65 % zakd minikviz a priblizné 60 % presouvani grafu v soufadné soustavé
v prikladech na transformace grafd. Pies 60 % dale oznacilo za pfinosné priklady z praxe, o néco
vice nez polovina respondentli kladné ohodnotila i cviceni s pfetahovanim odpovédi a fesSeni tloh
s ndpovédou.

Co se tyce naro¢nosti materiald, 37 % zdkl oznadilo pfiklady za priméfené, 54 % hodnotilo
nékteré priklady jako lehké, zatimco jiné jako tézké. Pouze necelym 9 % respondenti nevyhovovaly
materidly kvili jejich pfiliSné narocnosti.

vV,

Préci s grafy v materidlech oznacilo 33 % zéaki za jednodussi neZ na tabuli nebo v sesité, 30 %
pfipadaly pfiblizn€ na stejné drovni a 24 % zaki oznacilo praci s grafy v materidlech za téZ8i nez
v béZnych hodinach. Piiklady z praxe se celkem libily vice nez 90 % respondentt, pouze 35 %

(ol

z nich by vsak zaujaly pro blizsi studium dané latky.

Celkové by podobné materidly do hodin matematiky zatadilo 80 % respondentd, z toho 53 %
pripadaji vhodné pfedevs§im pro opakovéni jiz diive naucené latky, zbytku by nevadilo jejich vyuZiti
ani pii samotné bézné vyuce.

Zavéreéné hodnoceni

Pilotovani interaktivnich materidld na gymnaziich bylo pro diplomovou praci kli¢ové pfedevsim
diky propojeni s praxi a moznosti uciteli pomahat s korekturami a Upravami materiald tak, aby
vyhovovaly béznym stiedoskolskym standardim a byly tak maximdalné vyuzitelné v klasickych
hodinach matematiky.

Plvodni zamér materidly splnily. Byly vytvofeny jako podpurny material k vyuce, ktery ji
m4 ozvlastnit, pfinést nové metody a motivacni, atraktivnéjsi ptiklady. Tyto cile byly podle slov

s vz

ucitelli i podle odpovédi zZakl v dotaznikovém Setfeni naplnény. VéEtSina problematickych stranek
pramenila z technické vybavenosti dané Skoly a zkuSenosti zdku i uitele s programem. Jak se
vyhnout nékterym z téchto problému bylo uvedeno uz v Kapitole 1, ostatni 1ze na dobfe technicky
vybavenych Skolach snadno ptekonat pravidelnym vyuZivanim af uz té€chto ¢i jinych materiald.
Cely proces je pak zautomatizovan jak Zaky, tak ucitelem a klesa jeho ¢asova narocnost.



Zaveér

Hlavnim piinosem této price je otevienost a vyuZiti modernich technologii, které by urcité nemély
nahrazovat tradi¢ni vyuku, ale pfi spravném vyuziti ji mohou do zna¢né miry podpofit, vytvorit
vztah zakd k matematice a podnitit jejich touhu dozvédét se vice, nebo se dokonce vénovat tomuto
pfedmétu i ve volném Case. Zaroven obsahuje pro kazdé téma mnozstvi piikladu z praxe, které
mohou ozvlastnit hodiny matematiky, ale i trénovat Zdky ve slovnich dlohéch, které jsou ve vyuce
spiSe na ustupu.

Velkym kladem préce je i zafazeni materiali do hodin matematiky na dvou brnénskych gymnaziich.
Bé&hem vyuky bylo nalezeno hned né&kolik technickych nedostatkd, které je tfeba piekonat na
cesté ke zvySen{ atraktivity a interaktivity vyucovani. DosaZeni stanovenych cilu je pfesto nesporné.

Program Prowise Presenter je v eském prostiedi uzite¢nym, av§ak méné zndmym ndstrojem, ktery
by mohl ucitelim dopomoci k vyuziti plného potenciall technické vybavenosti své Skoly nebo jen
k ptipravé nékolika zajimavych hodin pro své zZaky.

Tato diplomovd priace neposkytuje komplexni feSeni problému vyucovani matematiky na stfednich
Skolach, predstavuje vSak krok a inspiraci pro ucitele ke zvySeni motivace a zaujeti jejich zaka,
propojeni koncept matematiky s praktickymi piiklady a véts{ atraktivitu vyucovéani diky modernim
technologiim.
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Priloha 1: Odkazy na zpracované
interaktivni vyukové materialy

Elementarni funkce

Uvod do funkef, Linedrn{ funkce:
https://presenter.prowise.

2ZbiFKOaSnSPriluKwmpk jMRM6

Funkce s absolutni hodnotou:

https://presenter.prowise.

zRuUwcC11H8ShR4yCqz98nboR

Kvadratické funkce:

https://presenter.prowise.

CrzaDoV8CN8gBgV8vCE267xSI

Linearni lomené funkce:

https://presenter.prowise.

ab15xXvrXYYNDIJigS1DC0OdOa

Mocninné funkce:

https://presenter.prowise.

E6aHIJng4ev6UxPAiTHeb2TJp

Exponencialni funkce:

https://presenter.prowise.

OWG8bnDmCDvJ5BRRe43830U8n

Logaritmické funkce:

https://presenter.prowise.

fFLcGxmwE1DRdiz76WsR2eUx0

Posloupnosti

com/share_fC5Lh52fBYUNhf jRK9dsw5XUTwsVnxWhcjlyRql7

com/share Ppf4huUhwDsVUii5067gPJaGln2vHnSgd8kL3E3

com/share UKPbcFmFd6vNMovtNrzenZfvEh87srvNCKypZl5

com/share_C3DoFtHD4Z7UMXqt1dhqekwUNO4WjO0QwRdA1lgW3t

com/share_Z5jUqHAQNiU4CjWNjrF2p3Kfk57v8jphoZCLqM7

com/share_74HGFOQ9KkUy6X6B0108rF8MTcbSyLNE50fLeolm

com/share_ShY02Jrwk3sw2cAgHDGCcVYSNX1LUm3wUbKVuCS

Uvod do posloupnosti, Aritmetické posloupnost:

https://presenter.prowise.

FNrJHpuBCN2P8rxGTYnKEPBsz

com/share_yx9d1Eju3Lc4txbuMSqDjpXOcaWqgcqeZzILD2F
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https://presenter.prowise.com/share_fC5Lh52fBYUhfjRK9dsw5XUTwsVnxWhcjlyRq172ZbiFK0aSnSPr1uKwmpkjMRM6
https://presenter.prowise.com/share_fC5Lh52fBYUhfjRK9dsw5XUTwsVnxWhcjlyRq172ZbiFK0aSnSPr1uKwmpkjMRM6
https://presenter.prowise.com/share_Ppf4huUhwDsVUii5067gPJaGln2vHnSgd8kL3E3zRuUwcC1lH8ShR4yCqz98nboR
https://presenter.prowise.com/share_Ppf4huUhwDsVUii5067gPJaGln2vHnSgd8kL3E3zRuUwcC1lH8ShR4yCqz98nboR
https://presenter.prowise.com/share_UKPbcFmFd6vNMovtNrzenZfvEh87srvNCKypZl5CrzaDoV8CN8qBgV8vCE267xSI
https://presenter.prowise.com/share_UKPbcFmFd6vNMovtNrzenZfvEh87srvNCKypZl5CrzaDoV8CN8qBgV8vCE267xSI
https://presenter.prowise.com/share_C3DoFtHD4Z7UMXqt1dhqekwUN04WjOQwRdlgW3tab15xXvrXYYNDIJigSlDC0d0a
https://presenter.prowise.com/share_C3DoFtHD4Z7UMXqt1dhqekwUN04WjOQwRdlgW3tab15xXvrXYYNDIJigSlDC0d0a
https://presenter.prowise.com/share_Z5jUqHAQNiU4CjWNjrF2p3Kfk57v8jphoZCfqM7E6aHIJng4ev6UxPAiTHeb2TJp
https://presenter.prowise.com/share_Z5jUqHAQNiU4CjWNjrF2p3Kfk57v8jphoZCfqM7E6aHIJng4ev6UxPAiTHeb2TJp
https://presenter.prowise.com/share_74HGF0Q9KkUy6X6BO108rF8MTcbSyLN5OfLeolm0WG8bnDmCDvJ5BRRe4383OU8n
https://presenter.prowise.com/share_74HGF0Q9KkUy6X6BO108rF8MTcbSyLN5OfLeolm0WG8bnDmCDvJ5BRRe4383OU8n
https://presenter.prowise.com/share_ShYO2Jrwk3sw2cAgHDGCcVYSNXlLUm3wUbKVuCSfFLcGxmwE1DRdiz76WsR2eUx0
https://presenter.prowise.com/share_ShYO2Jrwk3sw2cAgHDGCcVYSNXlLUm3wUbKVuCSfFLcGxmwE1DRdiz76WsR2eUx0
https://presenter.prowise.com/share_yx9dlEju3Lc4txbuMSqDjpX0caWqgcqeZzILD2FFNrJHpuBCN2P8rxGTYnKEPBsz
https://presenter.prowise.com/share_yx9dlEju3Lc4txbuMSqDjpX0caWqgcqeZzILD2FFNrJHpuBCN2P8rxGTYnKEPBsz
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Geometricka posloupnost:
https://presenter.prowise.com/share hwgTXmmpiTWnhwJOdBm21Qk61vEkqJDYGt3ngoc
0I9C16V0ihwkTMVZORnsH86gN

Nekonecna geometricka rada

https://presenter.prowise.com/share VYw3aOkkIJU8fHuuxCgVjgBwCRMzHs8mQ(5p2Dal
VtFdZXXTV;jA1S2BPDd1CueKg6b


https://presenter.prowise.com/share_hwgTXmmpiTWnhwJ0dBm2lQk6lvEkqJDYGt3ngocOI9C16V0ihwkTMVZ9RnsH86qN
https://presenter.prowise.com/share_hwgTXmmpiTWnhwJ0dBm2lQk6lvEkqJDYGt3ngocOI9C16V0ihwkTMVZ9RnsH86qN
https://presenter.prowise.com/share_VYw3a0kkIJU8fHuuxCgVjqBwCRMzHs8mQ5p2DalVtFdZXXTVjA1S2BPDdlCueKg6
https://presenter.prowise.com/share_VYw3a0kkIJU8fHuuxCgVjqBwCRMzHs8mQ5p2DalVtFdZXXTVjA1S2BPDdlCueKg6
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Priloha 3: Dotaznikové Setreni mezi zaky

Prace s interaktivnimi materialy Prowise Presenter

Dotaznik k interaktivnim vyukovym materidlim vytvofenym v Prowise Presenteru

w=
oc

Kvadratické funkce

Interaktivni materialy k stfedoskolské matematické analyze

Pfirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita
©2018-2019 Vlasta Pelajovs, MU
Véechna prava vyhrazena
, . «s70
Celkovy dojem z materialu

1. Jakym zpusobem jste ve $kole pracovali s materialy?

e Na interaktivni tabuli,

e na pocitacich nebo tabletech,

vyuZili jsme ProConnect v mobilech,

jako s obycejnou prezentaci,

dostali jsme materidly domu.
2. V ¢em byla matematika s interaktivnimi materidly lepsi?
3. V ¢em byla matematika s interaktivnimi materidly horsi?

4. Ohodnof prosim jednotlivé pfiklady a aktivity z materialti na stupnici od 1 (nejhorsi) do 5
(nejlepsi). Pokud jste v hodiné aktivitu nedé€lali, otdzku nech nevyplnénou.

e Reseni uloh s nipovédou,

zakreslovani grafu rukou/tuzkou,

vykreslovani graft s nastrojem Desmos Graphing Calculator,

e vyznaceni graft na fotkach,

presouvani grafu v soufadné soustave,
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e price s interaktivni souradnou soustavou,

e cviceni s pfetahovanim odpovédi,

e vybirani spravnych odpovédi s okamZitou kontrolou,
o feSeni prikladi z praxe,

e minikviz.

Dopliujici otazky

5.

10.

Materidly pouZzival

e pouze ucitel/uditelka,
e ji sdm/sama na interaktivni tabuli,

e j4 sdm/sama na mobilu/tabletu/pocitaci.
Pfiklady v materidlech se mi zdaly

e prili§ lehké,

o piilis t€zké,

e piiméfené,

o nékteré lehké, nékteré t€7ké.

. Priklady z praxe a ukazky, kde se daji funkce vyuZit se mi

e moc libily a zaujaly mé,
o libily, ale nezaujaly mé,
o nelibily,

o piiklady z praxe jsme v hodiné ned¢lali.

. Préce s grafy v materidlech mi pfisla

vV s

e jednodussi nez na tabuli/v seSité,
e t&éZ8i neZ na tabuli/v seSité,
e stejné téZka jako na tabuli/v seSité,

e praci s grafy jsme v hodin€ ned¢lali.
Ucitel
o dobfe vysvétlil, jak s materidlem pracovat,

e nevysvétlil jak s materidlem pracovat, ale nechal nds objevovat samotné,

e vibec nevysvétlil, jak s materidlem pracovat.
Podobné materidly bych do hodin zafadil/a

e jen obcas, jako opakovani,

e casto, i kdyZ probirdme néco nového,

e viibec, byla to ztrita Casu,

e jen jako opakovdni na doma.
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