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Shrnutı́

Tato diplomová práce se zabývá urychlenı́m výpočtu difúznı́ch filtrů pomocı́ GPU. V prvnı́
kapitole je popsaná spojitá lineárnı́, izotropnı́ a anizotropnı́ difúze. V druhé kapitole jsou
popsaná diskretizačnı́ schémata, která vedou k AOS. V třetı́ kapitole je popsaná architektura
GPU CUDA, pro kterou jsou algoritmy implementované. Hlavnı́ výpočetnı́ zátěž výpočtu
difúze pomocı́ AOS je v řešenı́ tridiagonálnı́ho systému lineárnı́ch rovnic. Ve čtvrté kapitole
jsou popsané tři algoritmy, které tento systém řešı́. V páté kapitole jsou popsané implemen-
tace těchto algoritmů pro řešenı́ 2–D izotropnı́ difúze. Po porovnánı́ vlastnostı́ je vı́tězný
algoritmus implementovaný i pro řešenı́ lineárnı́ a anizotropnı́ 2–D difúze. V šesté kapitole
je popsané řešenı́ 3–D lineárnı́, izotropnı́ a anizotropnı́ difúze pomocı́ implementacı́ z páté
kapitoly.
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4.4 Dělı́cı́ algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Kapitola 1

Úvod

Obor zpracovánı́ obrazu je z určitého pohledu inverznı́ k oboru počı́tačové grafiky v tom
smyslu, že v počı́tačové grafice jsou známé všechny vlastnosti objektů ve scéně a hledá
se projekce těchto objektů do obrazové roviny. V oboru zpracovánı́ obrazu se naopak tyto
vlastnosti zjišt’ujı́ ze vstupnı́ch dat (např. obrázku). Reálná data obsahujı́ ale kromě zjišt’ované
vlastnosti i spoustu dalšı́ch nepotřebných vlastnostı́.

Před vlastnı́m zpracovánı́m obrazu je často potřeba vstupnı́ obraz zjednodušit, aby za-
nikly vlastnosti, které nejsou potřebné. Nejběžnějšı́ vlastnost, která nenı́ potřebná, ale je
dokonce nežádoucı́, je šum. Jedna z nejednoduššı́ch operacı́, která se dá použı́t na odstraněnı́
šumu, je konvoluce s Gaussovým filtrem. Hlavnı́ nevýhoda této operace je, že výstupnı́ obraz
bude mı́t rozmazané hrany, které jsou důležitou vlastnostı́ obrazu a jejich možné posunutı́
nenı́ žádoucı́.

V diplomové práci je popsaná metoda, kdy se na konvoluci s Gaussovým filtrem dı́vá
jako na rovnici šı́řenı́ tepla v materiálu, která je při nastavenı́ koeficientu propustnosti tepla
ve všech bodech jedné ekvivalentnı́ s konvolucı́ s Gaussovým filtrem. Zobecněnı́ této parci-
álnı́ diferenciálnı́ rovnice dokáže zohlednit hrany na obrázku, které v této fyzikálnı́ analogii
s šı́řenı́m tepla odpovı́dajı́ izolujı́cı́mu materiálu, který má koeficient propustnosti menšı́ než
jedna. V oboru zpracovánı́ obrazu se na téhle rovnici neřı́ká rovnice šı́řenı́ tepla, ale difúznı́
rovnice. Tento název se mohl zažı́t proto, že při malovánı́ vodovými barvami docházı́ k di-
fúzi barev. V tomhle přı́kladu koeficient propustnosti, difúznı́ koeficient, ovlivňuje vlhkost
podkladu.

Protože žádné analytické řešeni pro zobecněnou difúznı́ rovnici nenı́ známé, je potřeba
použı́t nějakou numerickou metodu. Nejednodušı́ metoda, která by se dala použı́t, je Eu-
lerovo dopředné schéma. Weickert [1] ukázal, že toto schéma vyžaduje velice malý časový
krok, takže k vyřešenı́ je potřeba mnoho iteracı́. Weickert [1] také navrhl jiné schéma, které
netrpı́ tı́mto problémem. Toto schéma se v anglickém originálu jmenuje adaptive operator spli-
ting a v dalšı́m textu se na něho bude odkazovat jako na AOS. Hlavnı́ výpočetnı́ zátěž při
téhle metodě spočı́vá v řešenı́ tridiagonálnı́ho systému lineárnı́ch rovnic.

Jádro diplomové práce je nalezenı́ vhodného algoritmu pro řešenı́ souboru tridiago-
nálnı́ch systémů lineárnı́ch rovnic, který dokáže využı́t potenciálu grafických karet, které
podporujı́ obecné výpočty. Konkrétnı́ implementace je provedená pro grafické karty Nvidia,
které podporujı́ technologii CUDA. Programovacı́ model, který odpovı́dá CUDA, je v diplo-
mové práci také popsaný. Druhý problém, který tato diplomová práce řešı́, je najı́t způsob,
jak použı́t AOS k řešenı́ anizotropnı́ difúze na 3–D datech.
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1. ÚVOD

1.1 Difúznı́ rovnice

Difúznı́ rovnice se skládá ze dvou vztahů. Prvnı́ vyjadřuje, že rozdı́l hustot dvou prostředı́
∇u 1 vytvářı́ tok, který se tento rozdı́l snažı́ vyrovnat. Tomuto vztahu se řı́ká Fickův zákon.

φ = −D∇u (1.1)

Weickert [2] podle typu D rozlišujeme tři druhy difúze. Pokud D = 1 difúze se nazývá
lineárnı́ a je ekvivalentnı́ s konvolucı́ s Gaussovým filtrem a výsledný tok φ je rovnoběžný
s gradientem∇u. Difúze se nazývá nelineárnı́ izotropnı́, kdyžD je skalárnı́ funkce g. Nejčastějšı́
typy g jsou popsané dále v textu. V tomto přı́padě bude výsledný tok φ také rovnoběžný
s gradientem ∇u. Poslednı́ přı́pad nastane, když D je tenzor. Tento typ difúze se nazývá
nelineárnı́ anizotropnı́ a výsledný tok φ nemusı́ být obecně rovnoběžný s gradientem∇u.

Požadavek na to, aby se při toku neměnila celková energie systému, vyjadřuje vztah23

∂tu = −divφ. (1.2)

Složenı́m těchto dvou rovnic vznikne difúznı́ rovnice

∂tu = div(D∇u) (1.3)

1.2 Konvoluce a difúze

Následujı́cı́ rovnice popisuje vztah pouze jednorozměrné lineárnı́ difúznı́ rovnice s jedno-
rozměrnou konvolucı́ s Gaussovým filtrem, protože v následujı́cı́ch kapitolách bude potřeba
pouze jednorozměrná konvoluce s Gaussovým filtrem. Gaussův filtr je zadaný následujı́cı́
rovnicı́.

Gσ =
1√
2πσ2

e−
x2

2σ2

Lineárnı́ difúznı́ rovnice

u(x, 0) = f(x) (1.4)

s počátečnı́ podmı́nkou

∂tu = ∂xxu (1.5)

má řešenı́ 4

u(x, t) =

{
f(x) t = 0
(G√2t ∗ f)(x) t > 0

(1.6)

1. označenı́ pro gradient,∇u = (ux1 , ux2 , . . . , uxn); ux je jedno z označenı́ pro parciálnı́ derivaci
2. divφ je označenı́ pro divergenci vektorového pole, divφ = φx1 + φx2 + · · ·+ φxn
3. ∂t druhé možné označenı́ pro parciálnı́ derivaci
4. ∗ je označenı́ pro konvoluci
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1.3 Spojitá izotropnı́ difúze

Myšlenka za izotropnı́ difúzı́ je ta, že v bodech, které jsou součástı́ hrany, se omezı́ difúze.
Prvnı́ otázka je, jak by měla vypadat funkce g a jaký by měla mı́t parametr. Mrázek [3] rozebı́rá
historický vývoj, ve kterém byl prvnı́ návrh od Perony a Malika. Podle nich by g měla být
nenulová, monotónně klesajı́cı́, parametrizovaná |∇u| a s okrajovými podmı́nkami g(0) =
1, g(∞) = 0. |∇u| tady funguje jako detektor hrany. Hlavnı́ problém takto navržené funkce
je ten, že výsledný problém je špatně podmı́něný. Špatně podmı́něný problém znamená, že
velice podobné vstupy můžou dávat velice různé výstupy. Pro odstraněnı́ tohoto problému
stačı́, aby funkce g byla parametrizovaná velikostı́ rozmazaného gradientu pomocı́ Gaussova
filtru. Rovnice (1.3) pro izotropnı́ difúzi má tedy tvar

∂tu = div[g(|∇uσ|2)∇u]. (1.7)

Parametr σ se většinou volı́ tak, aby byl stejně velký jako diskretizačnı́ krok. Gaussův filtr by
měl rozmazat útvary, které detektor hran po diskretizaci nedokáže rozeznat. Tyto útvary by
neměly ovlivňovat výsledek difúze.

Je mnoho možnostı́ jak zvolit g. Na následujı́cı́m obrázku jsou zobrazené tři reprezenta-
tivnı́ možnosti, jak může g vypadat. Jako prvnı́ je zobrazená funkce, kterou navrhli Perona
a Malik 1.1. Jako druhá je zobrazená funkce, kterou navrhl Charbonnier 1.3. Ta je významná
mezi těmito třemi funkcemi proto, že při jejı́m dosazenı́ do rovnice pro tok vznikne mo-
notónnı́ funkce. Význam monotónnosti je popsaný dále v textu. Jako třetı́ je zobrazená
exponenciálnı́ funkce 1.5, kterou použı́vá Weickert ve svém článku [1], podle kterého začala
vznikat tato diplomová práce.

Funkce na obrázcı́ch 1.1, 1.3 a 1.5 majı́ volný parametr λ. Tento parametr určuje potřebnou
velikost gradientu, aby se bod považoval za hranu. Na obrázku 1.7 je přı́klad typické hrany
pro 1–D spojitý přı́pad. Na tomto 1–D přı́kladu jde vidět, jaký má na difúzi vliv tok, který je
od určité hodnoty klesajı́cı́. Po vynechánı́ rozmazánı́ Gaussovým filtrem a upravenı́ rovnice
(1.7) vznikne

φ(∂xu) = g(|∂xu|)∂xu (1.8)

∂tu = ∂x(φ(∂xu)) (1.9)

∂tu = ∂xφ(∂xu)∂xxu (1.10)
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1. ÚVOD

Difúze obrátı́ svůj směr, když hodnota ∂xφ(∂xu) < 0. Tı́m dokonce dojde k vylepšenı́ hrany.

1.4 Spojitá anizotropnı́ difúze

Anizotropnı́ difúze je nejobecnějšı́ typ difúze, která vektor ∇u transformuje pomocı́ matice.
Této matici se řı́ká difúznı́ tenzor. Způsob konstrukce difúznı́ho tenzoru rozlišuje dva druhy
difúze, které jsou popsané ve dvou následujı́cı́ch podkapitolách.

1.4.1 Anizotropnı́ difúze pro vylepšenı́ hran

Důvod k zavedenı́ dalšı́ho typu difúze je ten, že izotropnı́ difúze neodstranı́ šum z hran.
Cı́lem je, aby difúze nerozmazávala napřı́č hranou, ale pouze podél hrany. Anizotropnı́
difúze tento problém řešı́ tak, že nevyžaduje, aby tok byl rovnoběžný s ∇uσ. Konstrukce
difúznı́ho tenzoru využı́vá následujı́cı́ vztah mezi maticı́ a jejı́mi vlastnı́mi hodnotami a
vektory.
Tvrzenı́: Necht’u, v jsou ortonormálnı́ vlastnı́ vektory a λ1, λ2 jsou vlastnı́ čı́sla matice A.
Potom platı́ vztah [3]

A =

(
ux vx
uy vy

)(
λ1 0
0 λ2

)(
ux uy
vx vy

)
. (1.11)

Důkaz:

A =

(
ux vx
uy vy

)(
λ1ux λ1uy
λ2vx λ2vy

)
=

(
λ1u

2
x + λ2v

2
x λ1uxuy + λ2vxvy

λ1uxuy + λ2vxvy λ1u
2
y + λ2v

2
y

)
(1.12)

A

(
ux
uy

)
=

(
λ1u

3
x + λ2uxv

2
x + λ1uxu

2
y + λ2uyvxvy

λ1u
2
xuy + λ2uxvxvy + λ1u

3
y + λ2v

2
yuy

)
(1.13)

A

(
ux
uy

)
=

(
λ1ux(u2x + u

2
y) + λ2vx(vxux + vyuy)

λ1uy(u2x + u
2
y) + λ2vy(uxvx + uyvy)

)
=

(
λ1ux
λ1uy

)
(1.14)

Důkaz pro v je obdobný. Difúznı́ tenzor je zkonstruovaný pomocı́ předchozı́ věty, aby měl
normalizované vlastnı́ vektory u||∇uσ, v⊥∇uσ a vlastnı́ čı́sla λ1 = g(|∇uσ|2), λ2 = ϕ. Vytvo-
řenı́ kolmého kolmého vektoru k danému vektoru je snadné. Stačı́ prohodit souřadnice x, y a
u jedné z nich změnit znaménko. Mrázek [3] doporučuje, aby ϕ = 0.2, protože tato hodnota
se vı́ce hodı́ pro AOS schéma, které difúznı́ tenzor dále zpracovává.

Konstrukce difúznı́ho tenzoru pro tři dimenze je trochu složitějšı́. Pro konstrukci se
použı́vá zobecněnı́ předchozı́ho tvrzenı́ pro tři dimenze.
Tvrzenı́: Necht’u, v, w jsou ortonormálnı́ vlastnı́ vektory a λ1, λ2, λ3 jsou vlastnı́ čı́sla matice
A. Potom platı́ vztah

A =

 ux vx wx
uy vy wx
uz vz wz


 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 ux uy uz

vx vy vz
wx wy wz

 . (1.15)
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1. ÚVOD

Důkaz:

A =

 ux vx wx
uy vy wy
uz vz wz


 λ1ux λ1uy λ1uz

λ2vx λ2vy λ2vz
λ3wx λ3wy λ3wz

 = (1.16)

 λ1u
2
x + λ2v

2
x + λ3w

2
x λ1uxuy + λ2vxvy + λ3wxwy λ1uxuz + λ2vxvz + λ3wxwz

λ1uxuy + λ2vxvy + λ3wxwy λ1u
2
y + λ2v

2
y + λ3w

2
y λ1uyuz + λ2vyvz + λ3wywz

λ1uxuz + λ2vxvz + λ3wxwz λ1uyuz + λ2vyvz + λ3wywz λ1u
2
z + λ2v

2
z + λ3w

2
z



A

 ux
uy
uz

 = (1.17)

 λ1ux(u2x + u
2
y + u

2
z) + λ2vx(uxvx + uyvy + uzvz) + λ3wx(uxwx + uywy + uzwz)

λ1uy(u2x + u
2
y + u

2
z) + λ2vy(uxvx + uyvy + uzvz) + λ3wy(uxwx + uywy + uzwz)

λ1uz(u2x + u
2
y + u

2
z) + λ2vz(uxvx + uyvy + uzvz) + λ3wz(uxwx + uywy + uzwz)

 (1.18)

A

 ux
uy
uz

 =
 λ1ux
λ2uy
λ3uz

 (1.19)

Důkazy pro v, w jsou obdobné. Cı́lem této difúze ve třech dimenzı́ch je, aby nerozmazávala
napřı́č plochou, která je určená ∇uσ, ale pouze uvnitř plochy. Pro konstrukci difúznı́ho
tenzoru je potřeba najı́t dva kolmé jednotkové vektory, které ležı́ v této rovině. Rovnice
roviny, která má normálový vektor∇uσ a procházı́ počátkem je

∂xuσx+ ∂yuσy + ∂zuσz = 0. (1.20)

Jestliže napřı́klad∂xuσ 6= 0, potom dva lineárně nezávislé vektory, které ležı́ v této rovině, jsou
napřı́klad v′ = (−∂yuσ/∂xuσ 1, 0)>, w′ = (−∂zuσ/∂xuσ, 0, 1)>. Tyto vektory, které vznikly
postupným dosazenı́m hodnot y = 1, z = 0 a y = 0, z = 1, nemusı́ být ani ortogonálnı́.
K upravenı́ vektorů na ortogonálnı́ se dá použı́t Gram–Schmidtův (GS) ortogonalizačnı́
proces [10]. GS v prvnı́m kroku vybere libovolný vektor, podle kterého se druhý vektor
upravı́. Úprava spočı́vá v odečtenı́ od druhého vektoru projekci druhého vektoru na prvnı́.
Matematický zápis tohoto popisu je

v = v′ (1.21)

p =
w′ · v
v · v

v (1.22)

w = w′ − p. (1.23)

Výsledné vektory u, v, w stačı́ už jen normalizovat a přiřadit jim vlastnı́ čı́sla λ1 = g(|∇u|2),
λ2 = ϕ, λ3 = ϕ. Difúznı́ tenzor se sestrojı́ pomocı́ těchto vypočı́taných hodnot a předchozı́
věty. Tentokrát může být ϕ většı́. AOS schéma zvládalo výpočet i pro ϕ ≥ 0.8.
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1. ÚVOD

1.4.2 Anizotropnı́ difúze pro zvýrazněnı́ koherence

Filtr pro zvýrazněnı́ koherence se dá použı́t pro spojenı́ a vyhlazenı́ čar, ale k tomu potřebuje
mı́t znalost většı́ho okolı́. Tentokrát se nedá použı́t ∇uσ, protože se dva vektory s opačným
znaménkem navzájem vyrušı́. Aby Weickert [2] tento problém vyřešil, použil strukturu, která
se jmenuje strukturnı́ tenzor Jρ(∇uσ). Tato struktura se vytvořı́ vynásobenı́m vektoru ∇u
s jeho transpozicı́ (∇u)> a následným rozmazánı́m Gaussovým filtrem s rozptylem ρ. Násle-
dujı́cı́ přı́klad ukazuje chovánı́ strukturnı́ho tenzoru při zprůměrovánı́ vektorů (1, 0), (−1, 0).

1
2
[(1, 0)>(1, 0) + (−1, 0)>(−1, 0)] = 1

2

[(
1 0
0 0

)
+

(
1 0
0 0

)]
=

(
1 0
0 0

)
(1.24)

Matice Jρ(∇uσ) je pozitivně semidefinitnı́ a má ortogonálnı́ vlastnı́ vektory µ1, µ2 [2]. Vlastnı́
vektory popisujı́ významné směry v okolı́, které je určené parametrem ρ. Vlastnı́ čı́sla určujı́
kontrast v těchto směrech a dajı́ se použı́t ke zjištěnı́ typu okolı́. Konstantnı́ plochy majı́
µ1 = µ2, přı́mé hrany majı́ µ1 � µ2 a rohy majı́ µ1 > µ2 � 0.

Cı́lem je vyhlazovat podél významných směrů. Velikost vyhlazovánı́ by měla růst s růs-
tem (µ1−µ2)2. Vlastnı́ vektory tentokrát zůstávajı́ stejné a měnı́ se pouze vlastnı́ čı́sla. Jestliže
µ1 > µ2, potom λ1 = α a [2]

λ2 =

{
α µ1 = µ2

α+ (1− α)e
−3.315
(µ1−µ2)2 µ1 6= µ2.

(1.25)

Konstanta −3.315 je stejná jako u difúze na zvýrazněnı́ hran. Weickert v [2] použı́vá kon-
stantu −1, ale rozdı́l výsledků nenı́ pozorovatelný. Vlastnı́ hodnota λ1 určuje vyhlazovánı́
napřı́č významného směru a λ2 určuje vyhlazovánı́ podél významného směru. Parametr
α > 0 je potřeba k důkazu, že problém je dobře podmı́něný. K zı́skánı́ vlastnı́ch vektorů je
potřeba vyřešit systém rovnic(

a b

b c

)(
x

y

)
= µ

(
x

y

)
. (1.26)

Po úpravě vznikne homogennı́ systém lineárnı́ch rovnic, který má netriviálnı́ řešenı́ právě
tehdy, když matice, která ho reprezentuje, je singulárnı́. Po rozvinutı́ determinantu∣∣∣∣∣ a− µ b

b c− µ

∣∣∣∣∣ = 0 (1.27)

vznikne charakteristický kvadratický polynom

(a− µ)(c− µ)− b2 = µ2 − µ(a+ c) + ac− b2 = 0. (1.28)

V následujı́cı́ch rovnicı́ch je shrnutý výpočet vlastnı́ch hodnot a jednotkových vlastnı́ch
vektorů.

D = (a+ c)2 − 4ac+ 4b2 (1.29)

µ1,2 =
a+ c±

√
D

2
(1.30)

(a− µ)x+ by = 0 (1.31)

9



1. ÚVOD

bx+ (c− µ)y = 0 (1.32)

x =
−b√

b2 + (a− µ)2
(1.33)

y =
a− µ√

b2 + (a− µ)2
(1.34)

Nynı́ je už možné sestrojit difúznı́ tenzor pomocı́ vypočı́taných hodnot a předchozı́ho tvrzenı́.
3–D verze této difúze tady nenı́ popsaná, protože požaduje vı́c paměti, než je na GPU. Toto
je zdůvodněné dále v textu.
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Kapitola 2

Diskretizace

V této kapitole jsou popsané tři metody řešenı́ difúznı́ rovnice (1.7) Prvnı́ popsaná metoda je
explicitnı́ Eulerovo schéma, které je nejjednoduššı́, ale vyžaduje malý krok. Druhá popsaná
metoda je implicitnı́ schéma, které se od explicitnı́ho lišı́ pouze tı́m, že aproximuje jednu
parciálnı́ derivaci jiným způsobem. Toto schéma odstraňuje problém s malým krokem, ale
nelze s nı́m jednoduše vyřešit vı́cerozměrné přı́pady. AOS modifikuje implicitnı́ schéma
tak, aby se daly jednoduše řešit vı́cerozměrné problémy. Jestliže nenı́ napsáno jinak, tak se
použı́vá systém souřadnic, který je na obrázku 2.1.

2.1 Explicitnı́ schéma

Po upravenı́ rovnice (1.7) pro 1–D přı́pad vznikne rovnice

∂tu = ∂x(g(|∂xuσ|)∂xu). (2.1)

Diskrétnı́ data uki vzniknou vzorkovánı́m spojité funkce u. Hodnota uki odpovı́dá funkčnı́
hodnotě v bodě u(ih, τk), kde h je vzdálenost bodů na mřı́žce a τ je velikost časového kroku.
V dalšı́m textu se předpokládá, že h = 1. Nahrazenı́m derivacı́ pravou diferenčnı́ derivacı́ a
centrálnı́ diferenčnı́ derivacı́ vzniknou rovnice

uk+1i − uki
τ

= (g∂xu)i+ 12
− (g∂xu)i− 12 , (2.2)

= gk
i+ 12
(uki+1 − uki )− gki− 12 (u

k
i − uki−1). (2.3)

Po nahrazenı́ gk
i± 12

aritmetickým průměrem
gki +g

k
i±1
2 vznikne rovnice

uk+1i − uki
τ

=
gki + g

k
i+1

2
(uki+1 − uki )−

gki−1 + g
k
i

2
(uki − uki−1). (2.4)

x

y

x

y

z

Obrázek 2.1: systém souřadnic

11



2. DISKRETIZACE

V krajnı́ch bodech musı́ platit, že neprobı́há žádný tok mezi vnějšı́m okolı́m a daným bodem.
Po vyjádřenı́ rovnice pro levý krajnı́ bod vznikne

uk+10 − uk0
τ

=
gk0 + g

k
1

2
(uk1 − uk0)−

gk−1 + g
k
0

2
(uk0 − uk−1). (2.5)

Člen
gk−1+g

k
0

2 (uk0 − uk−1), který je nulový v přı́padě, když uk0 = uk−1, odpovı́dá toku mezi
vnějšı́m okolı́m a levým krajnı́m bodem. Pro pravý krajnı́ bod vznikne po úpravách obdobná
rovnice. Z toho plyne, že zrcadlenı́ dat na krajı́ch je dostatečné opatřenı́, aby neprobı́hal tok
mezi krajnı́mi body a vnějšı́m okolı́m. Při předpokladu zrcadlenı́ dat dojde k zjednodušenı́
rovnice (2.4) v krajnı́ch bodech o člen, který popisuje tok mezi krajnı́m bodem a okolı́m.
Rovnici (2.4) lze vyjádřit pomocı́ násobenı́ matice vektorem jako

uk+1 − uk

τ
= Auk. (2.6)

A =
1
2



−(gk0 + gk1 ) gk0 + g
k
1 0 0

gk0 + g
k
1 −(gk0 + 2gk1 + gk2 ) gk1 + g

k
2 0

. . . . . . . . . 0
0 gi−1 + gi −(gi−1 + 2gi + gi+1) gi + gi+1

0
. . . . . . . . .

0 0 gN−2 + gN−1 −(gN−2 + gN−1)


(2.7)

Po vyjádřenı́ uk+1 vznikne rovnice

uk+1 = [I + τA]uk. (2.8)

Weickert [1] uvádı́ a zároveň ověřuje podmı́nky, které musı́ splňovat diskrétnı́ difúznı́ proces
tvaru

u0 = f (2.9)

uk+1 = Q(uk)uk ∀k ∈ N0, (2.10)

aby byl dobře podmı́něný a měl dalšı́ užitečné vlastnosti. Mezi užitečné vlastnosti napřı́klad
patřı́ zachovánı́ průměru šedé a konvergence ke konstantnı́ hodnotě. Matice (2.7) je na
prvnı́ pohled parametrizovaná špatným parametrem ukσ, ale ne uk. To ale nevadı́, protože
rozmazánı́ Gaussovým filtrem a zı́skánı́ parametru ukσ lze provést pomocı́ násobenı́ vhodnou
maticı́. Takže z parametru uk lze jednoduše zı́skat parametr ukσ.

2.1.1 Vı́cerozměrný přı́pad

Vı́cerozměrná izotropnı́ difúze má rovnici

∂tu =
m−1∑
l=0

∂xl [g(|∇uσ|
2)∂xlu], (2.11)

kde m je počet dimenzı́. Výsledek diskretizace vı́cerozměrné funkce se dá reprezentovat
vektorem, který má velikost N = N0 · N1 . . . Nm−1, kde Ni je počet vzorků na ose xi. Pro
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každou osu l jde vytvořit matici Al podobně jako pro rovnici (2.1). Jeden iteračnı́ krok jde
vyjádřit jako

uk+1 = [I + τ
m∑
l=0

Al]u
k. (2.12)

Tento zápis explicitnı́ho schématu je vhodný jenom pro ověřenı́ podmı́nek, které diskrétnı́
difúznı́ proces musı́ splňovat. Weickert [1] ve svém článku odkazuje na tyto důkazy. Největšı́
možný časový krok, který lze použı́t, se s počtem dimenzı́ zmenšuje na

τ <
1
2m

. (2.13)

2.2 Částečně implicitnı́ schéma

Jeden krok explicitnı́ho schématu nenı́ výpočetně náročný, ale je jich zapotřebı́ mnoho, pro-
tože výpočet je stabilnı́ jenom pro malé hodnoty τ . Weickert [1] ukázal, že pro 1–D difúzi
musı́ být τ < 1/2. Nevýhoda explicitnı́ho schématu nenı́ v přesnosti, ale požadavcı́ch, které
zaručujı́ jeho stabilitu [1]. Proto Weickert [1] ověřil podmı́nky i pro částečně implicitnı́ schéma

uk+1 − uk

τ
= Auk+1. (2.14)

Stabilita tohoto schématu nenı́ závislá na velikosti τ , ale velikost τ stále ovlivňuje přesnost
výpočtu. Po upravenı́ této rovnice vznikne

uk+1 = (I − τA)−1uk. (2.15)

Tuhle rovnici lze řešit jako systém lineárnı́ch rovnic, který je tridiagonálnı́ a diagonálně
dominantnı́, takže se dá efektivně řešit. Efektivně v tomto přı́padě znamená, že optimálnı́
algoritmus má lineárnı́ časovou i prostorovou složitost. Možné způsoby řešenı́ tohoto pro-
blému jsou popsané v čtvrté kapitole.

2.2.1 Vı́cerozměrný přı́pad

Implicitnı́ obdoba k (2.12) je

uk+1 = [I − τ
m∑
l=0

Al]
−1uk. (2.16)

Matici A, která vznikne součtem matice Al, nejde uspořádat tak, aby nenulové prvky byly
jen v malém ±m okolı́ hlavnı́ diagonály [1]. Stabilita tohoto schématu pro vı́ce dimenzı́ nenı́
také závislá na velikosti τ , ale maticiA nejde efektivně uložit ani vyřešit odpovı́dajı́cı́ systém
lineárnı́ch rovnic.

2.3 AOS

AOS řešı́ předchozı́ problém tı́m, že modifikuje (2.16) na

uk+1 =
1
m

m−1∑
l=0

[I −mτAl]−1uk. (2.17)
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2. DISKRETIZACE

Každý člen v sumě

Bl = I −mτAl (2.18)

popisuje 1–D izotropnı́ difúzi podél osy xl. Pro každou osu lze přeskládat vektor uk tak, aby
matice Bl byla tridiagonálnı́. Tuto matici lze rozdělit na menšı́. Napřı́klad z matice Bx, která
určuje difúzi ve směru řádků, vznikne matice pro každý řádek vstupnı́ch dat (obrázku). Toto
je možné, protože pravý krajnı́ bod řádku i nezávisı́ na levém krajnı́m bodu řádku i + 1 a
naopak. Část matice Bx, ve které docházı́ k přechodu z řádku i na řádek i+ 1, vypadá jako

Bx =

(
· · · −a 1 + a 0 0 · · ·
· · · 0 0 1 + b −b · · ·

)
. (2.19)

I u AOS Weickert [1] ověřil podmı́nky, které diskrétnı́ difúznı́ proces musı́ splňovat.

2.4 Rozklad difúznı́ho tenzoru

Cı́lem této kapitoly je nahradit difúznı́ tenzor u anizotropnı́ho filtrovánı́ systémem izot-
ropnı́ch difúzı́. V rámci konzistence s 3–D přı́padem, ve kterém je jednodušı́ popsat směr
pomocı́ vektoru, budou směry ve 2–D přı́padu popsané také pomocı́ vektorů. Pro 2–D přı́pad
se difúznı́ tenzor

D =

(
a b

b c

)
(2.20)

rozložı́ do čtyř izotropnı́ch difúzı́, které budou probı́hat ve směrech

e−1 = (

√
2
2
,−
√
2
2
), e0 = (1, 0), e1 = (

√
2
2
,

√
2
2
), e2 = (0, 1). (2.21)

Mrázek [3] řı́ká aproximaci konzistentnı́, jestliže

2∑
l=−1

∂el(αl∂elu) = div(D∇u). (2.22)

Po úpravě pravé strany vznikne

div

(
a∂xu+ b∂yu
b∂xu+ c∂yu

)
= a∂xxu+ 2b∂xyu+ c∂yyu. (2.23)

Po úpravě členů na levé straně s využitı́m vztahu ∂e = ∇u · e vznikne

2∑
l=−1

∂leαl(
lex∂xu +

ley∂yu) =
2∑

l=−1
αl(

le2x∂xxu +
lex

ley∂xyu +
lex

ley∂xyu +
le2y∂yyu). (2.24)

Po sečtenı́ koeficientů u jednotlivých parciálnı́ch derivacı́ vzniknou následujı́cı́ rovnice.

∂xxu :
∑2
l=−1

le2xαl = a ∂xyu :
∑2
l=−1

lex
ley2αl = 2b ∂yyu :

∑2
l=−1

le2yαl = c (2.25)

14



2. DISKRETIZACE

Po čı́selném dosazenı́ vznikne systém lineárnı́ch rovnic


1
2 1 1

2 0
−1 0 1 0
1
2 0 1

2 1



α−1
α0
α1
α2

 =
 a

2b
c

 . (2.26)

Po úpravách této matice vznikne

 1 2 1 00 1 1 0
0 0 1 1



α−1
α0
α1
α2

 =
 2a
a+ b
b+ c

 . (2.27)

Weickert [1] v důkazech předpokládá, že αi ≥ 0. Porušenı́ této podmı́nky má za následek, že
B−1může mı́t záporné prvky. Jedna z podmı́nek, kterou každý difúznı́ proces musı́ splňovat,
ale je, že tato inverznı́ matice musı́ mı́t všechny prvky kladné. Podmı́nka na nezápornost αi
vytvořı́ z předchozı́ho sytém lineárnı́ch rovnic následujı́cı́ systém lineárnı́ch nerovnic.

α2 = x ≥ 0 (2.28)

α1 = b+ c− x ≥ 0 (2.29)

α0 = a− c+ x ≥ 0 (2.30)

α−1 = c− b− x ≥ 0 (2.31)

Dvě předchozı́ nerovnice omezujı́ velikost x shora a dvě zdola. Interval hodnot, které může
x nabývat, lze vyjádřit jako

[max(0, c− a),min(b+ c, c− b)]. (2.32)

Weickert [2] ukázal, že tento interval je prázdný, jestliže spektrálnı́ čı́slo podmı́něnosti
κ > 3 + 2

√
(2) ≈ 5.83. Definice různých čı́sel podmı́něnosti a různé způsoby jejich vý-

počtu jsou uvedené napřı́klad v [9]. Mrázek [3] zkoušel, který bod z tohoto intervalu je
nejvhodnějšı́. Došel k závěru, že nejvhodnějšı́ je použı́t střed intervalu. Když použil krajnı́
hodnoty k filtrovánı́ dvourozměrného Gausiánu pomocı́ difúze na vylepšenı́ hran, tak zı́skal
přibližně tvar čtverce a kosočtverce, ale při použitı́ středu intervalu zı́skal přibližně tvar
osmiúhelnı́ku. Mrázek [3] sice doporučuje, aby ϕ = 0.2, ale lepšı́ možnost je použı́t vztah
κ = |λmax/λmin| [9] a přizpůsobovat difúzi po směru hrany, jestliže je to nutné. V přı́padě
difúze pro zvýšenı́ koherence je možné zmenšit difúzi ve významném směru a zachovat
malou difúzi napřı́č významným směrem.

2.4.1 Trojrozměrný přı́pad

V trojrozměrném přı́padě se difúznı́ tenzor a b c

b d e

c e f

 (2.33)
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2. DISKRETIZACE

rozložı́ do devı́ti izotropnı́ch difúzı́, které budou probı́hat ve směrech

e0 = (1, 0, 0), e1 = (0, 1, 0), e2 = (0, 0, 1), (2.34)

e3 = (

√
2
2
,

√
2
2
, 0), e4 = (

√
2
2
,−
√
2
2
, 0), e5 = (

√
2
2
, 0,

√
2
2
), (2.35)

e6 = (

√
2
2
, 0,−

√
2
2
), e7 = (0,

√
2
2
,

√
2
2
), e8 = (0,

√
2
2
,−
√
2
2
). (2.36)

V úvahu by ještě připadalo rozložit difúznı́ tenzor do třinácti směrů, ale tahle možnost by se
špatně implementovala. V následujı́cı́m odvozenı́ se bude použı́vat kex pro zápis souřadnice
x vektoru ek. Stejně jako v 2–D přı́padu musı́ být aproximace konzistentnı́ a tedy splňovat
rovnici

8∑
l=0

∂ek(αk∂eku) = div(D∇u). (2.37)

Po úpravě pravé strany vznikne

div

 a∂xu+ b∂yu+ c∂zu
b∂xu+ d∂yu+ e∂zu
c∂xu+ e∂yu + f∂zu

 = a∂xxu+ 2b∂xyu+ 2c∂xzu + d∂yyu + 2e∂yzu + f∂zzu.(2.38)

Po úpravě členů na levé straně vznikne∑8
l=0 ∂leαl(

lex∂xu + ley∂yu + lez∂zu) = (2.39)∑8
l=0 αl(

le2x∂xxu + 2
lex

ley∂xyu + 2lexlez∂xzu + le2y∂yyu + 2
ley

lez∂yzu + le2z∂zzu).(2.40)

Po sečtenı́ koeficientů u jednotlivých parciálnı́ch derivacı́ vzniknou následujı́cı́ rovnice.

∂xxu :
∑8
l=0

le2xαl = a ∂xyu :
∑8
l=0

lex
ley2αl = 2b ∂xzu :

∑8
l=0

lex
lez2αl = 2c

∂yyu :
∑8
l=0

le2yαl = d ∂yzu :
∑8
l=0

ley
lez2αl = 2e ∂zzu :

∑8
l=0

le2zαl = f
(2.41)

Po čı́selném dosazenı́ vznikne systém lineárnı́ch rovnic



1 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2 0 0

0 0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 1 0 1

2
1
2 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 0 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1

2
1
2

1
2

1
2





α0
α1
α2
α3
α4
α5
α6
α7
α8


=



a

2b
2c
d

2e
f


. (2.42)

Po úpravách této matice vznikne



1 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2 0 0

0 1 0 1
2

1
2 0 0 1

2
1
2

0 0 1 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 −1





α0
α1
α2
α3
α4
α5
α6
α7
α8


=



a

d

f

2b
2c
2e


. (2.43)
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x + min(0,

y + min(0, -2c)

z + min(0, -2b)

S

Obrázek 2.2: geometrický význam nerovnic

Podmı́nka na nezápornost také zde vytvořı́ systém lineárnı́ch nerovnic s volnými proměn-
nými x, y, z.

α8 = x ≥ 0 (2.44)

α7 = 2e+ x ≥ 0 (2.45)

α6 = y ≥ 0 (2.46)

α5 = 2c+ y ≥ 0 (2.47)

α4 = z ≥ 0 (2.48)

α3 = 2b+ z ≥ 0 (2.49)

α2 = f − x− y − e− c ≥ 0 (2.50)

α1 = d− x− z − e− b ≥ 0 (2.51)

α0 = a− y − z − c− b ≥ 0 (2.52)

Tento systém je možné vyřešit pomocı́ analytické geometrie. Tři volné proměnné určujı́ bod
v prostoru X , který musı́ splňovat předchozı́ nerovnice. Prvnı́ch šest nerovnic určuje polo-
prostory, ohraničené rovinami, které jsou vždy rovnoběžné s jednou z průměten. Poslednı́ tři
nerovnice určujı́ poloprostory ohraničené rovinami, které jsou vždy kolmé na jednu z prů-
měten. Obrázek 2.2 ukazuje přı́klad množiny bodů, která může vzniknout z předchozı́ch
nerovnic. Z obrázku plyne, že množina přı́pustných řešenı́ musı́ být konvexnı́.

Hledánı́ přı́pustného bodu, který by neměl přı́mo ležet na žádné stěně, probı́há nezávisle
v každém voxelu a přı́slušná procedura musı́ být tedy rychlá. Jedno z nejjednoduššı́ch řešenı́
je najı́t průsečı́k roviny a přı́mky, která procházı́ bodemS a má směr v = (

√
3/3,
√
3/3,
√
3/3)).
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Směr v má výhodu, že neupřednostňuje žádnou osu. Procedura tedy zjistı́ maximálnı́ vzdá-
lenost, o kterou se bod může posunout tak, aby stále ležel na správné straně všech třı́ rovin.
Po dosazenı́ rovnice přı́mky P = S + tv za X do všech šesti nerovnic a jejich upravenı́
vzniknou nerovnice

t ≥ −Sx
vx

(2.53)

t ≥ −2e+ Sx
vx

(2.54)

t ≥ −Sy
vy

(2.55)

t ≥ −2c+ Sy
vy

(2.56)

t ≥ −Sz
vz

(2.57)

t ≥ −2b+ Sz
vz

(2.58)

t ≤ f − Sx − e− c− Sy
vx + vy

(2.59)

t ≤ d− Sx − e− b− Sz
vx + vz

(2.60)

t ≤ a− Sy − c− b− Sz
vy + vz

. (2.61)

Tı́m vznikne obdobný interval jako u 2–D přı́padu. Otázka je stejná jako u 2–D přı́padu, kterou
hodnotu z vypočı́taného intervalu použı́t. Testovacı́ obrázek 2.3 je poskládaný z několika
gausiánů s σx = σy = 50 nad sebou. Na obrázcı́ch 2.4, 2.5 a 2.6 jsou výsledky difúze
pro vylepšenı́ hran při použitı́ nejmenšı́ hodnoty, prostřednı́ hodnoty a největšı́ hodnoty
intervalu. Difúze měla parametry τσ = 0.5, nσ = 1, τ = 5, n = 50, λ = 1. Výsledkem by mělo
být po částech konstantnı́ mezikružı́. Tohoto nedosáhla ani jedna z možnostı́. Jestliže by se
porovnával pouze vzhled vnitřnı́ho kruhu, potom by nejlepšı́ výsledek byl na obrázku 2.5,
na kterém je vnitřnı́ část neporušená a vypadá jako osmiúhelnı́k. V 3–D přı́padu se osvědčil
stejný postup jako v 2–D přı́padu, tj. nepoužı́vat krajnı́ hodnoty, ale střed intervalu.

18



2. DISKRETIZACE

Obrázek 2.3: vstupnı́ obrázek Obrázek 2.4: výstup bez posunu bodu

Obrázek 2.5: výstup s posunem do poloviny
intervalu

Obrázek 2.6: výstup s posunem na konec in-
tervalu
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Kapitola 3

CUDA

CUDA [4] je architektura pro programovánı́ obecných výpočtů na GPU. GPU se v programu
chová jako koprocesor, na kterém může procesor spouštět výpočty. Hlavnı́ jazyk pro pro-
gramovánı́ CUDA je C, který je rozšı́řený o konstrukce, které jsou navı́c v programovacı́m
modelu pro CUDA.

Architektura CUDA je produktem firmy NVIDIA a prošla od svého uvedenı́ v roce 2006
několika revizemi (compute capability). V revizı́ch nedocházelo k změnám programovacı́ho
modelu, ale docházelo k přidánı́ funkcionality nebo zjednodušenı́ přı́stupu k paměti. Dále
v textu se předpokládá použitı́ revize 1.2, protože klade menšı́ požadavky na přı́stup do
hlavnı́ paměti GPU – globálnı́ paměti. Před výběrem vhodného paralelnı́ho algoritmu je
nutné se seznámit s programovacı́m modelem od CUDA, protože přibližně desetkrát vyššı́
teoretický výpočetnı́ výkon GPU oproti CPU je vykoupený určitými omezenı́mi, kterými se
musı́ programátor řı́dit.

3.1 Korespondence fyzických zařı́zenı́ s pojmy v modelu

CUDA GPU obsahuje několik multiprocesorů, které nezávisle zpracovávajı́ bloky vláken.
Všechna vlákna provádějı́ stejnou funkci, které se řı́ká kernel. Vlákno se dozvı́ o své po-
zici pomocı́ indexu bloku (blockIdx.[x,y]) a indexu, který udává pozici vlákna uvnitř bloku
(threadIdx.[x,y,z]). Jestliže je blok vláken přiřazený nějakému multiprocesoru, tak na něm
zůstane až do ukončenı́ svého výpočtu. Na jednom multiprocesoru může být ale vı́c bloků
aktivnı́ch, takže plánovač může přepı́nat mezi bloky, jestliže nějaký blok nenı́ připravený
k běhu. Výpočetnı́ výkon GPU tedy nezávisı́ na revizi, ale hlavně na počtu multiprocesorů –
schopnosti paralelně zpracovávat bloky. Multiprocesor obsahuje 8 procesorů, které v každém
taktu vykonávajı́ stejnou instrukci. Počet procesorů je v některých revizı́ch jiný.

Multiprocesor zpracovává vlákna v bloku po warpech. Warp je dávka vždy 32 vláken.
Pro využitı́ dostupného výkonu je nutné, aby jednotlivé warpy vykonávaly stejnou instrukci.
V přı́padě, že vlákna ve warpu vykonávajı́ rozdı́lnou instrukci, tak se tyto běhy serializujı́.
Výsledek bude tedy správný, ale dojde ke ztrátě výkonu. V přı́padě, že warp nenı́ připravený
k běhu, tak plánovač může začı́t zpracovávat jiný warp.

Vlákna v jednom bloku se mohou synchronizovat a sdı́let data ve sdı́lené paměti, která je
umı́stěná na každém multiprocesoru a má velikost 16kB. Velikost sdı́lené paměti je v někte-
rých revizı́ch jiná. Pro rychlejšı́ vystavenı́ dat je sdı́lená pamět’rozdělená do 16 pamět’ových
bank, do nichž můžou vlákna přistupovat paralelně. Přı́stup do sdı́lené paměti je skoro stejně
rychlý jako k registrům, za podmı́nky, že vlákna přistupujı́ do různých bank, nebo že všechna
vlákna přistupujı́ ke stejné pamět’ové buňce (v takovém přı́padě docházı́ k broadcastu).

Pro všechny bloky je k dispozici společná pamět’konstant, pro kterou má každý multipro-
cesor vyrovnávacı́ pamět’. Pamět’konstant má velikost 16kB a vyrovnávacı́ pamět’pro každý
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3. CUDA

multiprocesor má velikost 8kB. Tahle pamět’obsluhuje vždy jeden požadavek na pamět’ové
mı́sto za takt a umı́ broadcasty.

Část globálnı́ paměti může být prohlášena za texturu. Tato pamět’ je potom pouze pro
čtenı́ a je jı́ přiřazená vyrovnávacı́ pamět’. Do vyrovnávacı́ paměti umı́st’uje okolı́ čteného
prvku. Tohle může být i nevýhoda, protože se může načı́tat spoustu zbytečných prvků.

K využitı́ celé propustnosti globálnı́ paměti je nutné, aby vlákna ve warpu přistupovala
k paměti po souvislých částech. Podrobný popis přı́stupu do globálnı́ paměti i všech ostatnı́ch
vlastnostı́ je v [4].

3.2 Výkon

CUDA dosahuje velkého výpočetnı́ho výkonu oproti CPU tı́m, že nemá komplikované řı́zenı́
běhu pro jedno vlákno ani velkou vyrovnávacı́ pamět’. Ušetřené tranzistory mı́sto toho
použı́vá na multiprocesory. Řı́zenı́ běhu v CPU je proto, aby se zamaskovala latence hlavnı́
paměti. CUDA na rozdı́l od CPU maskuje latenci přepı́nánı́m warpů a bloků, takže je potřeba
mı́t řádově vı́c aktivnı́ch vláken než procesorů.

Dı́ky rozloženı́ výpočtu na výpočetně nezávislé bloky docházı́ k lineárnı́mu škálovánı́
výkonu s počtem multiprocesorů, jestliže je vstupnı́ instance řešeného problému dostatečně
velká. Nevýhoda tohoto přı́stupu je, že během výpočtu nejde synchronizovat mezi bloky. Tuto
nevýhodu zjemňujı́ atomické instrukce. Bloky můžou napřı́klad společně zvyšovat nějaký
čı́tač. Obvyklý způsob synchronizace mezi bloky je použı́vat ukončenı́ výpočtu kernelu jako
synchronizačnı́ bariéru. Tedy rozdělit výpočet před a po synchronizaci do dvou kernelů.

21



Kapitola 4

Tridiagonálnı́ systém lineárnı́ch rovnic

V této kapitole jsou popsané tři algoritmy pro řešenı́ tridiagonálnı́ho systému lineárnı́ch
rovnic. Thomasův algoritmus (TA), dvousměrná Gaussova eliminace (DGE) a dělı́cı́ algorit-
mus, který použı́vá paralelnı́ cyklickou redukci (DA). Originálnı́ anglické názvy jsou Thomas
algorithm, two–way factorization algorithm, partition algorithm a paralel cyclic reduction. Všechny
tři algoritmy hledajı́ přesné řešenı́, takže odpadá problém s volbou ukončovacı́ podmı́nky
u iteračnı́ch metod.

Řešenı́m tridiagonálnı́ho systému lineárnı́ch rovnic v modelu CUDA se zabývali autoři
v [5]. Použı́vali cyklickou redukci, paralelnı́ cyklickou redukci, rekurzivnı́ dvojenı́ (recursive
doubling) a některé jejich kombinace. Jejich řešenı́ ale předpokládá, že počet rovnice je menšı́
roven 512, protože jejich postup je omezen velikostı́ sdı́lené paměti. Zmiňujı́ se, že jejich
řešenı́ podporuje i většı́ počet rovnic, když použijı́ globálnı́ mı́sto sdı́lené paměti. Tato změna
jim ale způsobila trojnásobné zpomalenı́. Matice

B =


α0 β0 0
γ0 α1 β1

. . . . . . . . .
γN−3 αN−2 βN−2

γN−2 αN−1

 (4.1)

dále v textu označuje systém lineárnı́ch rovnic, který má N rovnic. Neznámé jsou označené
vektoremu a hodnoty na pravé straně jsou označené vektoremd. Toto označenı́ je konzistentnı́
s [1]. Matice B, která vznikne z částečně implicitnı́ho schématu, je speciálnı́ tı́m, že jde
zkonstruovat pouze z jednoho pole g, které má délku N . Tato vlastnost snižuje nároky na
pamět’ovou propustnost. Předchozı́ vlastnost a potřeba řešit většı́ systémy než 512 rovnic
byly motivacı́ pro hledánı́ jiných algoritmů.

4.1 Thomasův algoritmus

Optimálnı́ způsob k vyřešenı́ tridiagonálnı́ho systému lineárnı́ch rovnic na sériovém stroji
je Thomasův algoritmus (TA) [1]. Thomasův algoritmus je pouze speciálnı́ přı́pad Gaussovy
eliminace. V následujı́cı́ch pseudokódech označuje li koeficient, který se použije k vynásobenı́
řádku i před přičtenı́m k řádku i + 1. Prvek mi označuje novou hodnota na diagonále, yi
označuje novou hodnotu na pravé straně a ui označuje výsledek. Thomasův algoritmus jde
rozložit na dvě fáze. V prvnı́ fázi, kterou popisuje pseudokód 1, postupuje algoritmus shora
dolů a nuluje diagonálu pod hlavnı́ diagonálou. V druhé fázi, kterou popisuje pseudokód 2,
postupuje algoritmus zdola nahoru. Při tomto kroku nuluje diagonálu nad hlavnı́ diagonálou
a počı́tá konečné řešenı́. Délky pomocných vektorů jsou následujı́cı́. Velikost vektorů y a β je
N . Velikost vektoru β je N − 1. Počet potřebných kroků je 2N .
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4. TRIDIAGONÁLNÍ SYSTÉM LINEÁRNÍCH ROVNIC

Algorithm 1 Dopředná fáze
m0 ← α0
l0 ← γ0/m0
m1 ← α1 − l0β0
y0 ← d0
for i = 1 to N − 3 do
yi ← di − li−1yi−1
li ← γi/mi

mi+1 ← αi+1 − liβi
end for
yN−2 ← dN−2 − lN−3yN−3
lN−2 ← γN−2/mN−2
mN−1 ← αN−1 − lN−2βN−2
yN−1 ← dN−1 − lN−2yN−2

Algorithm 2 Zpětná fáze

uN−1 ← yN−1/mN−1
for i = N − 2 to 0 do
ui ← (yi − βiui+1)/mi

end for

4.2 Dvousměrná Gaussova eliminace

Dvousměrná Gaussova eliminace je úprava obyčejné Gaussovy eliminace pro dva procesory
[6] a také jde rozložit do dvou fázı́. V prvnı́ fázi prvnı́ procesor postupuje maticı́ směrem shora
dolů, zatı́mco druhý procesor postupuje zdola nahoru. Uprostřed matice na sebe počkajı́ a
vyměnı́ si data. Prvnı́ fáze je popsaná pro oba procesory zvlášt’v pseudokódech 3 a 4. Druhá
fáze se skládá ze dvou kroků. V prvnı́m kroku druhé fáze použijı́ oba procesory zı́skaná
data k vyřešenı́ dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých. V druhém kroku prvnı́ procesor
postupuje maticı́ nahoru k začátku matice, zatı́mco druhý procesor postupuje dolů ke konci
matice. Druhá fáze je popsaná pro oba procesory zvlášt’v pseudokódech 5 a 6. Střed matice
B má při výměně dat tvar

B =


0 mq−2 βq−2

0 mq−1 βq−1
γq−1 mq 0

γq mq+1 0

 . (4.2)

Hodnota q se zı́ská jako bN/2c.
Délky pomocných vektorů jsou následujı́cı́. Velikost vektorů y a m je N . Velikost vektoru
β je N − 1. Tento algoritmus dokáže výpočet zrychlit maximálně pouze dvakrát oproti TA.
Cena za toto zrychlenı́ je ale minimálnı́. Pouze se navı́c řešı́ dvě lineárnı́ rovnice o dvou
neznámých. Počet potřebných kroků je N .
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Algorithm 3 Dopředná fáze, procesor 1
m0 ← α0
l0 ← γ0/m0
m1 ← α1 − l0β0
y0 ← d0
for i = 1 to q − 2 do
yi ← di − li−1yi−1
li ← γi/mi

mi+1 ← αi+1 − liβi
end for
yq−1 ← dq−1 − lq−2yq−2

Algorithm 4 Dopředná fáze, procesor 2
mN−1 ← αN−1
lN−1 ← βN−2/mN−1
mN−2 ← αN−2 − lN−1γN−2
yN−1 ← dN−1
for i = N − 2 to q + 1 do
yi ← di − li+1yi+1
li ← βi−1/mi

mi−1 ← αi−1 − liγi−1
end for
yq ← dq − lq+1yq+1

Algorithm 5 Zpětná fáze, procesor 1(
x

y

)
=

(
mq−1 βq−1
βq−1 mq

)−1(
yq−1
yq

)
uq−1 ← x

for i = q − 2 to 0 do
ui ← (yi − βiui+1)/mi

end for

Algorithm 6 Zpětná fáze, procesor 2(
x

y

)
=

(
mq−1 βq−1
βq−1 mq

)−1(
yq−1
yq

)
uq ← y

for i = q + 1 to N − 1 do
ui ← (yi − γi−1ui−1)/mi

end for
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Obrázek 4.1: přı́klad paralelnı́ cyklické redukce

4.3 Paralelnı́ cyklická redukce

Cyklická redukce [5]v každém kroku snı́žı́ počet rovnic i neznámých na polovinu, dokud
nezůstane pouze jedna rovnice o jedné neznámé. CR postupuje tak, že k rovnici i přičte
rovnici i + 1 vynásobenou −βi/αi+1 a rovnici i − 1 vynásobenou −γi−1/αi−1. Tı́m zı́ská
rovnici, která nezávisı́ na ui−1 a ui+1. Rovnice i se sousedy vypadá před touto úpravou jako γi−2 αi−1 βi−1

γi−1 αi βi
γi αi+1 βi+1

 =
 di−1

di
di+1

 · −γi−1/αi−1
−βi/αi+1

. (4.3)

CR může napřı́klad odstraňovat systematicky všechny rovnice, které jsou sudé v pořadı́.
Zpětnou substitucı́ následně zjistı́ všechny ostatnı́ hodnoty neznámých. Cyklická redukce
potřebuje k výpočtu 2 log2(N) kroků.

Paralelnı́ cyklická redukce dělá stejné operace jako cyklická redukce, ale v každém kroku
generuje dva polovičnı́ systémy lineárnı́ch rovnic. Jeden systém obsahuje pouze sudé a
druhý liché proměnné z upravovaného systému. Tı́mto způsobem zı́ská PCR hodnoty všech
proměnných už po log2(N) krocı́ch. Na obrázku 4.1 je ukázka postupu algoritmu PCR. Je na
něm také zvýrazněná cesta, která vede k řešenı́ jedné proměnné.

PCR nemá implementačnı́ kapitolu, protože v [7] je napsaná kompletnı́ implementace
pro CUDA. Tahle implementace je jenom upravená, aby byla schopná najednou vyřešit tři
různé systémy lineárnı́ch rovnic, které se lišı́ pouze vektorem d.

4.4 Dělı́cı́ algoritmus

Dělı́cı́ algoritmus (DA), který byl publikovaný v [6], řešı́ systém lineárnı́ch rovnic pomocı́
P procesorů. DA se dělı́ do třı́ fázı́. V prvnı́ a poslednı́ fázi počı́tajı́ procesory nezávisle nad
různými částmi maticeB. V druhé fázi probı́há výměna dat a ve třetı́ fázı́ se vypočı́tá konečné
řešenı́. DA rozděluje matici B na P podmatic T i, které jsou vždy oddělené jednı́m řádkem.
Pro jednoduchost se v této kapitole předpokládá, že existujem, které splňujeN = mP+P−1.
Na obrázku 4.2 a 4.3 je zavedené značenı́, které se použı́vá v této kapitole. Nynı́ lze každému
procesoru přiřadit k řešenı́

ai0e0x
i−1
m + T ixi + cim−1em−1x

i
m = f

i. (4.4)
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Obrázek 4.2: označenı́ prvků matice B

Obrázek 4.3: označenı́ vektorů

Vektor ei je jednotkový vektor, ve kterém je jednička na pozici i. Rovnice, které ležı́ mezi
Ti, majı́ v novém značenı́ tvar

aimx
i
m−1 + b

i
mx

i
m + c

i
mx

i+1
0 = f im. (4.5)

Po úpravě rovnice (4.4) a vyjádřenı́ xi vznikne

xi = wi − rixi−1m − sixim (4.6)

wi = (T i)−1f i (4.7)

ri = ai0(T
i)−1e0 (4.8)

si = cim−1(T
i)−1em−1. (4.9)

K zı́skánı́ w, r, s je potřeba, aby každý procesor invertoval svou matici T i. Tohle je výpočetně
nejnáročnějšı́ operace v tomto algoritmu, ale každý procesor ji provádı́ pouze na svých
lokálnı́ch datech a nezávisle na ostatnı́ch procesorech. Výpočet w, r, s tvořı́ prvnı́ fázi. Po
dosazenı́ za proměnné xim−1 a xi+10 do rovnice (4.5) vznikne

aim(w
i
m−1 − rim−1xi−1m − sim−1xim) + bimxim + cim(wi+10 − ri+10 xim − si+10 xi+1m ) = f

i. (4.10)

Po úpravě této rovnice vznikne

(−aimrim−1)xi−1m + (bim − aimsim−1 − cimri+10 )x
i
m + (−cimsi+10 )x

i+1
m = (4.11)

f im − aimwim−1 − cimwi+10 .
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4. TRIDIAGONÁLNÍ SYSTÉM LINEÁRNÍCH ROVNIC

Po dosazenı́ za i vznikne tridiagonálnı́ systém lineárnı́ch rovnic R o P − 1 rovnicı́ch. Po
naplněnı́ matice R jeden procesor vypočı́tá hodnoty xim pro všechna i ∈ {0, 1, . . . P − 2}.
Tento výpočet tvořı́ druhou fázi. Po výpočtu neznámých xim pro mezilehlé rovnice můžou
všechny procesory paralelně vypočı́tat konečné hodnoty neznámých podle rovnice (4.6).
Celkový počet kroků závisı́ na tom, který algoritmus se použije pro invertovánı́ T i.
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Kapitola 5

CUDA implementace 2–D difúze

V této kapitole je popsaná CUDA implementace algoritmů z předchozı́ kapitoly. Jejich výkon
v CUDA je porovnaný při výpočtu 2–D izotropnı́ difúze. Vı́tězná implementace je použitá
v podkapitolách lineárnı́ a anizotropnı́ difúze. U každé implementace je popsané seskupenı́
vláken do bloků a přiřazenı́ vláken k výpočetnı́m problémům. Všechny naměřené a vypo-
čı́tané informace jsou zapsané do jedné tabulky. Ke každé implementaci je přiřazený plán,
který znázorňuje obsazenı́ paměti GPU daty a procedury, které tato data transformujı́.

Z plánu jsou vypočı́taná dvě teoretická časová minima, protože se předpokládá, že vý-
kon je omezený propustnostı́ datové sběrnice. Jedno určuje minimálnı́ čas, který potřebujı́
samotné algoritmy při řešenı́ difúze na 2–D datech. Druhé určuje minimálnı́ čas, který určuje
celkovou rychlost výpočtu. Každý minimálnı́ čas se skládá ze dvou časů. Prvnı́ je vypočı́-
taný z teoretické propustnosti sběrnice, druhý je vypočı́taný z naměřené propustnosti a je
uzávorkovaný. V celkové rychlosti je zahrnutý výpočet difúznı́ch koeficientů, kopı́rovánı́,
transpozice, vážené součty.

Implementace algoritmu pro transpozici dat je převzatý a upravený z [8]. Implemen-
tace algoritmu pro výpočet difúznı́ch koeficientů pouze využı́vá sdı́lené paměti na načtenı́
rozmazaných dat. Každé vlákno načte přı́slušnou hodnotu a vlákna, která nejsou okrajová,
vypočı́tajı́ difúznı́ koeficient a uložı́ ho zpět do globálnı́ paměti. Oddělenı́m výpočtu difúz-
nı́ch koeficientů od řešenı́ tridiagonálnı́ho systému dojde k zjednodušenı́ a zpřehledněnı́
kódu pouze za cenu dvou nových přı́stupů do globálnı́ paměti. Po sečtenı́ všech přenosů dat
do a z do globálnı́ paměti (S) je možné minimálnı́ časy určit z rovnice

t = S/b. (5.1)

Propustnost datové sběrnice určuje rovnice

b = f · w. (5.2)

Hodnota f je frekvence a w je šı́řka sběrnice. Také je možné propustnost datové sběrnice
změřit napřı́klad pomocı́ funkce cuMemcpyDtoD().

Následně je naměřený čas, který potřebuje samotný algoritmus a celkový čas výpočtu.
Měřenı́ času samotného algoritmu je implementované tak, že samotný algoritmus je spuštěný
při splněnı́ podmı́nky τ > 0. Čas samotného algoritmu vznikne po odečtenı́ času zı́skaného
s τ = 0 od celkového času s τ > 0. Poměr minimálnı́ho času a naměřeného času určuje
užitečné využitı́ propustnosti datové sběrnice. Počet iteracı́ u každého vstupu je zvolený tak,
aby objem přenesených dat byl stejný pro všechny vstupy. Tato volba zjednodušuje výpočet
využitı́ propustnosti, protože vypočtená minima jsou stejná pro všechny vstupnı́ velikosti
dat. Také to má tu výhodu, že z konstantnı́ho času potřebného na výpočet při různě velkých
datech plyne lineárnı́ závislost potřebného času na výpočet v závislosti na velikosti vstupu.
Celkový čas je porovnaný s časem, který potřebuje implementace pro CPU, která použı́vá
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GT 220 GTX 470
počet multiprocesorů 6 14
počet výpočetnı́ch jednotek na MP 8 32
šı́řka sběrnice [bit] 128 320
frekvence pamětı́ [Mhz] 810 3348
teoretická prop. [GB/s] 12.07 124.72
změřená prop. [GB/s] 10.72 93.02

Tabulka 5.1: paramentry grafických karet

pouze jedno jádro. Poměr mezi počtem bloků a počtem multiprocesorů by měl být většı́ než
jedna, protože jinak některý multiprocesor nebude během výpočtu vůbec nic dělat. Kvůli
maskovánı́ latence globálnı́ paměti by měl být poměr vyššı́. Maximálnı́ počet bloků, mezi
kterými se může přepı́nat, je 8. Vyššı́ poměr než osm má smysl v tom, že ve většı́ části
výpočtu je možné přepı́nat mezi osmi bloky. Pro vlastnı́ testovánı́ jsou použité dva počı́tače,
na které se dále bude odkazovat jako na COMP1, COMP2. COMP1 obsahuje procesor Intel
Pentium Dual–Core E5300 @ 2.6Ghz. Frekvence jeho sběrnice je 800Mhz. COMP2 obsahuje
procesor Intel Core 2 Q6600 @ 2.4Ghz. Frekvence jeho sběrnice je 1066Mhz. COMP1 obsahuje
grafickou kartu Nvidia GT 220 a COMP2 obsahuje grafickou kartu Nvidia GTX 470. Potřebné
parametry karet jsou v tabulce 5.1. U izotropnı́ difúze jsou také porovnané výsledky výpočtu
všech implementacı́ pro GPU s implementacı́ Thomasova algoritmu pro CPU. Pro porovnánı́
se vypočı́tá maximálnı́ relativnı́ chyba mezi oběma výsledky. Relativnı́ chyba se vypočı́tá
jako

errr =
|x− y|
|x|

. (5.3)

Tato chyba se měnı́ v závislosti na počtu iteracı́, velikosti strany dat, velikosti τ a velikosti λ.
Pro zjednodušenı́ se vždy bere velikost strany 1024 a λ = 5, aby bylo možné výsledky zapsat
do tabulky. Pro anizotropnı́ difúze je obtı́žné najı́t nějaké smysluplné porovnánı́ pomocı́
jednoho čı́sla, protože docházı́ k větvenı́m kódu v podmı́nkách, které majı́ tvar x > ε. Dı́ky
tomu mohou napřı́klad vznikat výsledky, které se lišı́ hodně, ale pouze v pár pixelech.

5.1 Izotropnı́ difúze

5.1.1 Thomasův algoritmus

Každé vlákno dostane na starost jeden sloupec v datech. Pro zarovnaný přı́stup do globálnı́
paměti stačı́, aby implementace TA pro izotropnı́ difúzi (ITA) pouze přepočı́távala pamět’ové
adresy tak, aby vlákno i přistupovalo na sloupec i. Pomocná data y, β,m implementace
ukládá do pole, které má stejné rozměry jako vstupnı́ data. Pro zpracovánı́ řádků stačı́
vstupnı́ data transponovat. Vlákna mezi sebou nekomunikujı́, takže je možné zvolit velikost
bloku téměř libovolně. Nevýhoda ITA je ale ta, že pro čtvercový vstupnı́ obrázek sN2 pixely
je potřeba pouzeN vláken. Kvůli tomu je velikost bloku v testech nastavená pouze na 64. Při
použitı́ této velikosti bloku by měla mı́t vstupnı́ data na COMP1 velikost hrany alespoň 3072
(64 · 6 · 8), aby se plně využilo přepı́nánı́ bloků. Na COMP2 to je už alespoň 7168 (64 · 14 · 8).
V tabulce 5.2 je zachycený plán použitı́ paměti a v tabulce 5.3 jeho popisky. V tabulkách 5.4
a 5.5 jsou zachycené výsledky měřenı́. ITA k řešenı́ na COMP1 potřebuje minimálně 1877
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
im im im1 im

im> im2
imσ imσ β β

imσ imσ m m

g

g>

y y

Tabulka 5.2: plán při použitı́ ITA

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́, transpozice (4rw) 5→ 6 zpětná fáze (4rw)
1→ 2 lin. difúze (-rw) 6→ 7 dopředná fáze (5rw)
2→ 3 difúznı́ koeficienty (2rw) 7→ 8 zpětná fáze (4rw)
3→ 4 transpozice (2rw) 8→ 9 průměr (3rw)
4→ 5 dopředná fáze (5rw)

Tabulka 5.3: popisky plánu

(2113)ms. Z toho 1165 (1311)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty. ITA k řešenı́ na COMP2 potřebuje
minimálně 182 (244)ms. Z toho 113 (151)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty. Stejná minima majı́ i
IDGE a IDGE2. V tabulce 5.6 jsou zachycené maximálnı́ relativnı́ chyby. Po řádcı́ch se měnı́
počet iteracı́ a po sloupcı́ch se měnı́ velikost τ .

5.1.2 Dvousměrná Gaussova eliminace

Implementace Gaussovy eliminace pro izotropnı́ difúzi (IDGE) má stejné přiřazenı́ vláken
datům, způsob přı́stupu k paměti, plán přı́stupu k paměti, pomocná data a velikost bloku
jako ITA. Lišı́ se ale tı́m, že na zpracovánı́ vstupnı́ch dat o velikosti N2 použije 2N vláken.
Teoreticky by mělo být možné dosáhnout až dvojnásobného zrychlenı́ oproti ITA, jestliže by
byla GPU při použitı́ IDGE maximálně vytı́žená a při použitı́ ITA by byla vytı́žená jenom

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 57346 76830 71448 79155 79342 79139 78499
GPU čas[ms] 6506 4384 4071 3963 4103 3936 3946
zrychlenı́ 8.81 17.53 17.55 19.97 19.34 20.11 19.89
využitá teor. prop. 0.29 0.43 0.46 0.47 0.46 0.48 0.48
využitá prop. memcpy 0.32 0.48 0.52 0.53 0.51 0.54 0.54
GPU čas TA[ms] 4634 2933 2698 2634 2777 2657 2667
využitá teor. prop. alg. 0.25 0.40 0.43 0.44 0.42 0.44 0.44
využitá prop. memcpy alg. 0.28 0.45 0.49 0.50 0.47 0.49 0.49
obsazenı́ MP 0.67 1.33 2 2.67 4 5.23 8

Tabulka 5.4: ITA, hodnoty naměřené na COMP1
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počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 36720 37570 38650 54690 54330 55590 55310
GPU čas[ms] 2370 1330 970 780 600 520 440
zrychlenı́ 15.49 28.25 39.38 70.12 90.55 106.90 125.70
využitá teor. prop. 0.08 0.14 0.19 0.23 0.30 0.35 0.41
využitá prop. memcpy 0.10 0.18 0.25 0.31 0.41 0.47 0.55
GPU čas TA[ms] 2100 1100 760 580 400 330 260
využitá teor. prop. alg. 0.05 0.10 0.15 0.19 0.28 0.34 0.43
využitá prop. memcpy alg. 0.07 0.14 0.20 0.26 0.38 0.46 0.58
obsazenı́ MP 0.29 0.57 0.86 1.14 1.71 2.29 3.43

Tabulka 5.5: ITA, hodnoty naměřené na COMP2

×10−3 1.0 3.0 9.0 ×10−3 1.0 3.0 9.0
10 0.002 0.003 0.017 10 0.001 0.002 0.003
30 0.006 0.017 0.364 30 0.003 0.004 0.017
50 0.009 0.072 1.201 50 0.004 0.009 0.059

Tabulka 5.6: ITA, vlevo max. realativnı́ chyby naměřené na COMP1, vpravo na COMP2

z poloviny. Tohoto okrajového přı́padu se v testech nepodařilo dosáhnout. Výsledky testů
jsou v tabulkách 5.7 a 5.8. V tabulce 5.9 jsou zachycené maximálnı́ relativnı́ chyby. Po řádcı́ch
se měnı́ počet iteracı́ a po sloupcı́ch se měnı́ velikost τ .

Za cenu zvýšenı́ pamět’ových nároků je možné najednou zpracovávat řádky i sloupce
(IDGE2). IDGE2 už na zpracovánı́ vstupnı́ch dat o velikosti N2 použije 4N vláken. V tomto
přı́padě se ale lišı́ plán přı́stupu k paměti od plánu ITA. Plán pro IDGE2 je v tabulce 5.10 a
výsledky měřenı́ v tabulkách 5.12 a 5.13. Z měřenı́ plyne, že k největšı́mu navýšenı́ výkonu
oproti IDGE docházı́ u malých dat. To je očekávaný výsledek, protože malá data zpracovává
malý počet vláken, která nedokážı́ plně využı́t GPU. Popisky k plánu 5.10 jsou v tabulce 5.11.
V tabulce 5.14 jsou zachycené maximálnı́ relativnı́ chyby. Po řádcı́ch se měnı́ počet iteracı́ a
po sloupcı́ch se měnı́ velikost τ .

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 3869 2839 2699 2621 2668 2605 2605
zrychlenı́ 14.82 27.06 26.47 30.20 29.74 30.38 30.13
využitá teor. prop. 0.49 0.66 0.70 0.72 0.70 0.72 0.72
využitá prop. memcpy 0.55 0.74 0.78 0.81 0.79 0.81 0.81
GPU čas IDGE[ms] 2012 1388 1326 1310 1342 1310 1310
využitá teor. prop. alg. 0.58 0.84 0.88 0.89 0.87 0.89 0.89
využitá prop. memcpy alg. 0.65 0.94 0.99 1.00 0.98 1.00 1.00
obsazenı́ MP 1.33 2.67 4 5.33 8 10.67 16

Tabulka 5.7: IDGE, hodnoty naměřené na COMP1
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počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 1670 970 720 600 480 410 360
zrychlenı́ 21.99 38.73 53.68 91.15 113.19 135.59 153.64
využitá teor. prop. 0.11 0.19 0.25 0.30 0.38 0.44 0.51
využitá prop. memcpy 0.15 0.25 0.34 0.41 0.51 0.60 0.68
GPU čas IDGE[ms] 1400 740 510 400 290 220 170
využitá teor. prop. alg. 0.07 0.12 0.16 0.19 0.24 0.28 0.31
využitá prop. memcpy alg. 0.09 0.16 0.21 0.25 0.31 0.37 0.42
obsazenı́ MP 0.57 1.14 1.71 2.29 3.43 4.57 6.86

Tabulka 5.8: IDGE, hodnoty naměřené na COMP2

×10−3 1.0 3.0 9.0 ×10−3 1.0 3.0 9.0
10 0.002 0.004 0.007 10 0.001 0.002 0.004
30 0.006 0.012 0.054 30 0.003 0.003 0.013
50 0.009 0.052 0.202 50 0.004 0.011 0.039

Tabulka 5.9: IDGE, vlevo max. realativnı́ chyby naměřené na COMP1, vpravo na COMP2
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im im im im
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Tabulka 5.10: plán při použitı́ IDGE2

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́, transpozice (4rw) 5→ 6 zpětná fáze (8rw)
1→ 2 lin. difúze (-rw) 6→ 7 průměr (2rw)
2→ 3 difúznı́ koeficienty (2rw)
3→ 4 transpozice (2rw)
4→ 5 dopředná fáze (10rw)

Tabulka 5.11: popisky plánu pro IDGE2
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počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 3385 2808 2839 2652 2699 2605 2621
zrychlenı́ 16.94 27.36 25.17 29.85 29.40 30.38 29.95
využitá teor. prop. 0.55 0.67 0.66 0.71 0.70 0.72 0.72
využitá prop. memcpy 0.62 0.75 0.74 0.80 0.78 0.81 0.81
GPU čas IDGE2[ms] 1451 1326 1466 1326 1388 1326 1326
využitá teor. prop. alg. 0.80 0.88 0.79 0.88 0.84 0.88 0.88
využitá prop. memcpy alg. 0.90 0.99 0.89 0.99 0.94 0.99 0.99
obsazenı́ MP 2.7 5.3 8 10.7 24 21.3 32

Tabulka 5.12: IDGE2, hodnoty naměřené na COMP1

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 1100 620 490 440 370 410 370
zrychlenı́ 33.38 60.60 78.80 124.30 146.84 135.59 149.49
využitá teor. prop. 0.18 0.29 0.37 0.41 0.49 0.44 0.49
využitá prop. memcpy 0.24 0.39 0.50 0.55 0.66 0.60 0.66
GPU čas IDGE2[ms] 740 400 290 240 170 220 180
využitá teor. prop. alg. 0.15 0.28 0.38 0.47 0.66 0.51 0.63
využitá prop. memcpy alg. 0.20 0.38 0.52 0.63 0.89 0.69 0.84
obsazenı́ MP 1.14 2.29 3.43 4.57 6.86 9.14 13.71

Tabulka 5.13: IDGE2, hodnoty naměřené na COMP2

×10−3 1.0 3.0 9.0 ×10−3 1.0 3.0 9.0
10 0.002 0.004 0.007 10 0.001 0.002 0.004
30 0.006 0.012 0.054 30 0.003 0.003 0.013
50 0.009 0.052 0.202 50 0.004 0.011 0.039

Tabulka 5.14: IDGE2, vlevo max. realativnı́ chyby naměřené na COMP1, vpravo na COMP2
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Tabulka 5.15: plán při použitı́ IDA

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́, transpozice (4rw) 5→ 6 dělı́cı́ algoritmus (5rw)
1→ 2 lin. difúze (-rw) 6→ 7 průměr (2rw)
2→ 3 difúznı́ koeficienty (2rw)
3→ 4 transpozice (2rw)
4→ 5 dělı́cı́ algoritmus (5rw)

Tabulka 5.16: popisky plánu pro IDA

5.1.3 Dělı́cı́ algoritmus

Implementace předchozı́ch dvou algoritmů má dva problémy. Prvnı́ je, že potřebujı́ hodně
pamět’ových operacı́. Druhý je, že k řešenı́ je potřeba málo bloků vláken. Implementace DA
pro izotropnı́ difúzi (IDA) se snažı́ oba problémy řešit za cenu zvýšené aritmetické náročnosti.
IDA použı́vá k řešenı́ (T i)−1 PCR, aby využila SIMD povahu multiprocesoru a minimalizoval
se čas na řešenı́ části, které se budou řešit dvakrát. IDA totiž v prvnı́ fázi neukládá vektory
w, r, s, ale v třetı́ fázi je počı́tá znovu. Neukládá je kvůli omezené velikosti sdı́lené paměti.
Každý blok vláken řešı́ jeden řádek dat. Pro zarovnaný přı́stup do globálnı́ paměti stačı́, aby
IDA pouze přepočı́távala pamět’ové adresy tak, aby vlákna z bloku i přistupovala na řádek
i. IDA použı́vá také bloky o velikosti 64 vláken. Dı́ky vlastnostem PCR je velikost T i také
64. To znamená, že IDA postupně hledá jednotlivé wi, ri, si a pomocı́ nich vyplnı́ vždy jeden
řádek vR. Malá velikost znamená rychlejšı́ vyřešenı́ T i, ale klade většı́ pamět’ové i výpočetnı́
nároky na řešenı́ R. IDA má pevně zvolenou velikost R na 64. Z toho plyne omezenı́ na
maximálnı́ velikost vstupnı́ch dat na 65 · 64 + 64 = 4224.

V tabulce 5.15 je zachycený plán použitı́ paměti a tabulce 5.16 jeho popisky. V tabulkách
5.17 a 5.18 jsou výsledky měřenı́. U téhle implementace se nepodařilo dosáhnout úspěchu a
vyřešit problémy předchozı́ch implementacı́. Při prvnı́m pohledu na výsledky je zřejmé, že
by bylo zbytečné počı́tat minima a využitı́ sběrnice. V tabulce 5.19 jsou zachycené maximálnı́
relativnı́ chyby. Po řádcı́ch se měnı́ počet iteracı́ a po sloupcı́ch se měnı́ velikost τ .

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 14680 12964 12511 12412 12184 12028 11841
zrychlenı́ 3.91 5.93 5.71 6.38 6.51 6.58 6.63
GPU čas IDA[ms] 12824 11513 11138 11070 10874 10748 10547
obsazenı́ MP 42.67 85.33 128 170.67 256 341.33 512

Tabulka 5.17: IDA, hodnoty naměřené na COMP1
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počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
GPU čas[ms] 2160 1800 1730 1700 1670 1650 1610
zrychlenı́ 17.0 20.87 22.34 32.17 32.53 33.69 34.35
GPU čas IDA[ms] 1890 1580 1520 1500 1470 1460 1420
obsazenı́ MP 18.29 36.57 54.86 73.14 109.71 146.29 219.43

Tabulka 5.18: IDA, hodnoty naměřené na COMP2

×10−3 1.0 3.0 9.0 ×10−3 1.0 3.0 9.0
10 0.001 0.004 0.016 10 0.001 0.003 0.005
30 0.003 0.017 0.293 30 0.004 0.010 0.015
50 0.006 0.070 0.913 50 0.008 0.036 0.037

Tabulka 5.19: IDA, vlevo max. realativnı́ chyby naměřené na COMP1, vpravo na COMP2

5.1.4 Porovnánı́ implementacı́

V tabulce 5.20 jsou pro porovnánı́ vypsaná zrychlenı́ pro data, která majı́ velikost 1024 ×
1024. Z porovnánı́ plyne, že nejlepšı́ch výsledků dosahuje IDGE2. Druhé nejlepšı́ výsledky
dosahuje IDGE. IDGE2 má také výhodu v tom, že při zpracovánı́ dat, která majı́ rozdı́lný
počet řádků a sloupců, je počet pracujı́cı́ch vláken roven součtu počtu řádků a sloupců.
IDGE v tomto přı́padě má v prvnı́m kroku počet pracujı́cı́ch vláken roven počtu sloupců
a v druhém kroku má počet pracujı́cı́ch vláken roven počtu řádků. Při velkém nepoměru
počtu řádků a sloupců nebude IDGE schopné využı́t plně zdroje GPU.

5.2 Lineárnı́ difúze

U lineárnı́ difúze se dá s výhodou použı́t vlastnost, že vektory l,m jsou pro všechny řádky
a sloupce stejné. Při použitı́ DGE jsou tyto vektory navı́c symetrické. Implementace DGE
pro lineárnı́ difúzi (LDGE2) dı́ky těmto vlastnostem může vektory m, l předpočı́tat a uložit
do paměti konstant vždy jen polovinu vektoru. Pro výpočet vektoru α, β, γ nenı́ potřeba
přenášet g, protože g má všechny prvky rovny jedné. Tyto vlastnosti zmenšujı́ nároky na
propustnost globálnı́ paměti. LDGE2 má stejné přiřazenı́ vláken datům a způsob přı́stupu
do paměti jako IDGE2. LDGE2 tedy na zpracovánı́ vstupnı́ch dat o velikosti O(N2) použije
4N vláken. V tabulce 5.21 je plán použitı́ paměti a v tabulce 5.22 jeho popisky. V tabulkách 5.23
a 5.24 jsou zachycené výsledky měřenı́. LDGE2 k řešenı́ na COMP1 potřebuje minimálně 777
(875)ms. Z toho 518 (583)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty. LDGE2 k řešenı́ na COMP2 potřebuje

algoritmus zrychlenı́, COMP1 zrychlenı́ COMP2
ITA 19.97 39.38
IDGE 30.20 91.15
IDGE2 29.85 124.30
IDA 6.38 32.17

Tabulka 5.20: porovnánı́ zrychlenı́ pro velikost 1024
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Tabulka 5.21: plán při použitı́ LDGE2

přechod popis přechod popis
0→ 1 dopředná fáze (4rw) 2→ 3 průměr, transpozice (4rw)
1→ 2 zpětná fáze (4rw)

Tabulka 5.22: popisky plánu pro LDGE2

minimálně 75 (101)ms. Z toho 50 (67)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty.

5.3 Anizotropnı́ difúze

Implementace DGE pro anizotropnı́ difúzi (ADGE) má stejné přiřazenı́ vláken datům a
přı́stup do paměti, jestliže se zpracovávajı́ směry, které jsou rovnoběžné s osami. ADGE
přiřadı́ každé vlákno jedné diagonále, jestliže zpracovává jeden z diagonálnı́ch směrů.
ADGE neprovádı́ žádné výpočty na jednoprvkových diagonálách (rozı́ch). Tyto rohy pouze
zkopı́ruje do výsledku. Celkový počet vláken při zpracovánı́ diagonálnı́ho směru je tedy
h− 2 + w − h+ 1 + h− 2. Význam proměnných je znázorněný na obrázku 5.1.

Hlavnı́ problém ADGE je fakt, že je potřeba postupovat po diagonálách vstupnı́ch dat. Pro
zjednodušenı́ ADGE předpokládá, že šı́řka vstupnı́ch dat je většı́ než výška. ADGE rozděluje
přı́stup po diagonálách na šest přı́padů. Dále je popsaný pouze jeden přı́pad, protože ostatnı́
se odvodı́ obdobně. Na obrázku 5.1 je znázorněný přı́pad, ve kterém ADGE zpracovává
levý spodnı́ roh. V tomto přı́padě tedy ADGE zpracovává difúzi ve směru severozápad–
jihovýchod.

Algoritmus DGE se musı́ ještě upravit, protože podporuje pouze řešenı́ systému čtyř a
vı́ce rovnic a ADGE musı́ umět vyřešit i dvě rovnice o dvou neznámých. Úprava spočı́vá

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 20592 22745 23462 34725 33837 34164 33946
GPU čas[ms] 1264 982 1045 983 998 951 967
zrychlenı́ 16.29 23.16 22.45 35.33 33.90 35.92 35.10
využitá teor. prop. 0.61 0.79 0.74 0.79 0.78 0.82 0.80
využitá prop. memcpy 0.69 0.89 0.84 0.89 0.88 0.92 0.90
GPU čas LDGE2[ms] 827 592 673 624 624 574 593
využitá teor. prop. alg. 0.63 0.88 0.77 0.83 0.83 0.90 0.87
využitá prop. memcpy alg. 0.70 0.98 0.87 0.93 0.93 1.02 0.98
obsazenı́ MP 2.67 5.33 8 10.67 16 21.3 32

Tabulka 5.23: LDGE2, hodnoty naměřené na COMP1
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počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 16690 16760 17390 22620 26470 28130 28170
GPU čas[ms] 450 280 210 160 130 170 130
zrychlenı́ 37.09 59.86 82.81 141.38 203.62 165.47 216.69
využitá teor. prop. 0.17 0.27 0.36 0.47 0.58 0.44 0.58
využitá prop. memcpy 0.22 0.36 0.48 0.63 0.78 0.59 0.78
GPU čas LDGE2[ms] 390 230 160 120 90 130 90
využitá teor. prop. alg. 0.13 0.22 0.31 0.42 0.56 0.38 0.56
využitá prop. memcpy alg. 0.17 0.29 0.42 0.56 0.74 0.52 0.74
obsazenı́ MP 1.14 2.29 3.43 4.57 6.86 9.14 13.71

Tabulka 5.24: LDGE2, hodnoty naměřené na COMP2

v přidánı́ dvou výplňových rovnic, které neovlivnı́ řešenı́. Jedna rovnice se přidá na začátek
a jedna na konec původnı́ho systému. Přidané rovnice můžou být napřı́klad tvaru x = 1,
kde x je nová proměnná, která se nevyskytuje v původnı́m systému.

ADGE zavádı́ nový pomocný cyklus přes proměnnou j a převodnı́ funkci. Převodnı́
funkce má parametry index vlákna t a čı́slo iterace j. Hodnota převodnı́ funkce určuje čı́slo
iterace i cyklu v DGE, která se má provést. Hodnota převodnı́ funkce, která je o jedna menšı́
než možné hodnoty cyklu, určuje, že se má provést kód před cyklem. Hodnota převodnı́
funkce, která je o jedna většı́ než možné hodnoty cyklu, určuje, že se má provést kód za
cyklem. Otázka, která se klade při vytvářenı́ převodnı́ funkce, je následujı́cı́. Jaký má být
vztah j a i, aby všechna aktivnı́ vlákna ADGE přistupovala ke stejnému řádku v paměti?
Takto vytvořená převodnı́ funkce umožňuje přistupovat vláknům zarovnaně ke globálnı́
paměti. Převodnı́ funkce má v tomto přı́padě tvar

i = j − t. (5.4)

Po zı́skánı́ tohoto vztahu je ještě potřeba určit počet iteracı́ pomocného cyklu pro všechny
čtyři algoritmy 3, 5, 4 a 6. Začátek pomocného cyklu určuje prvnı́ aktivnı́ vlákno a konec
pomocného cyklu určuje vlákno, které jako poslednı́ ukončı́ svůj výpočet. Tato vlákna se
zı́skajı́ porovnánı́m obrázku 5.1 a rovnice (5.4). Pro zpřehledněnı́ výpočtu je vhodné zavést
pomocnou funkci M , která určuje délku diagonály plus dva, která přı́slušı́ vláknu t. Přičtenı́
dvojky je tam kvůli dvěma výplňovým rovnicı́m. Funkce M má v tomto přı́padě tvar

M = h− 1 + 2− t. (5.5)

Tabulka 5.25 obsahuje vypočı́tané okrajové hodnoty j pomocného cyklu. Z indexu vlákna a
posunutı́ k v diagonále už je jednoduché vypočı́tat absolutnı́ umı́stěnı́ hodnoty v globálnı́
paměti a to jako

adr = w + w · k + k + t · w. (5.6)

5.3.1 Difúze na zlepšenı́ hran

V tabulce 5.26 je zachycený plán použitı́ paměti a v tabulce 5.27 jeho popisky. V tabulkách
5.28 a 5.29 jsou výsledky měřenı́. ADGE pro zvýrazněnı́ hran k řešenı́ na COMP1 potřebuje
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dopředná fáze, procesor1 i = 0, t = 0 jmin = i+ t = 0
dopředná fáze, procesor1 i = q − 1, t = h− 3 jmax = bM2 c − 1 + t = h− 2
zpětná fáze, procesor1 i = q − 1, t = h− 3 jmax = bM2 c − 1 + t = h− 2
zpětná fáze, procesor1 i = 1, t = 0 jmin = i+ t = 1
dopředná fáze, procesor2 i =M − 1, t = 0 jmax =M − 1 + t = h
dopředná fáze, procesor2 i = q, t = 0 jmin = bM2 c+ t = b

h+1
2 c

zpětná fáze, procesor2 i = q, t = 0 jmin = bM2 c+ t = b
h+1
2 c

zpětná fáze, procesor2 i =M − 2, t = 0 jmax =M − 2 + t = h− 1

Tabulka 5.25: okrajové hodnoty j pomocného cyklu

index
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2
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w

h

Obrázek 5.1: difúze v levém spodnı́m rohu

minimálně 841 (947)ms. Z toho 583 (656)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty. ADGE pro zvýrazněnı́
hran k řešenı́ na COMP2 potřebuje minimálně 81 (109)ms. Z toho 56 (76)ms zabı́rajı́ vlastnı́
výpočty.

5.3.2 Difúze na zlepšenı́ koherence

Difúze na zlepšenı́ koherence má oproti difúzi na zlepšenı́ hran většı́ pamět’ové nároky,
protože musı́ rozmazávat difúznı́ tenzor. Kvůli použitému algoritmu nenı́ možné dělat toto
rozmazánı́ lokálně a při difúzi ve 3–D by bylo potřeba mnoho dat navı́c. 3–D difúze na
zlepšenı́ koherence nenı́ implementovaná pro GPU kvůli těmto pamět’ovým nárokům. V ta-
bulce 5.30 je zachycený plán použitı́ paměti a v tabulce 5.31 jeho popisky. V tabulkách 5.32
a 5.33 jsou výsledky měřenı́. ADGE pro zlepšenı́ koherence k řešenı́ na COMP1 potřebuje
minimálně 1036 (1166)ms. Z toho 583 (656)ms zabı́rajı́ vlastnı́ výpočty. ADGE pro zlepšenı́
koherence k řešenı́ na COMP2 potřebuje minimálně 100 (134)ms. Z toho 56 (76)ms zabı́rajı́
vlastnı́ výpočty.
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Tabulka 5.26: plán při použitı́ ADGE pro zvýrazněnı́ hran

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́, transpozice (4rw) 7→ 8 zpětná fáze (4rw)
1→ 2 lin. difúze (-rw) 8→ 9 dopředná fáze (5rw)
2→ 3 difúznı́ koeficienty (5rw) 9→ 10 zpětná fáze (4rw)
3→ 4 transpozice (2rw) 10→ 11 dopředná fáze (5rw)
4→ 5 dopředná fáze (5rw) 11→ 12 zpětná fáze (4rw)
5→ 6 zpětná fáze (4rw) 12→ 13 průměr (5rw)
6→ 7 dopředná fáze (5rw)

Tabulka 5.27: popisky plánu pro ADGE pro zvýrazněnı́ hran

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 46036 51559 51106 52104 51854 54211 55614
GPU čas[ms] 3072 1904 1700 1591 1482 1467 1467
zrychlenı́ 14.99 27.08 30.06 32.75 34.99 36.95 37.91
využitá teor. prop. 0.27 0.44 0.49 0.53 0.57 0.57 0.57
využitá prop. memcpy 0.31 0.50 0.56 0.60 0.64 0.65 0.65
GPU čas ADGE[ms] 2495 1467 1279 1201 1077 1046 1045
využitá teor. prop. alg. 0.23 0.40 0.46 0.49 0.54 0.56 0.56
využitá prop. memcpy alg. 0.26 0.45 0.51 0.55 0.61 0.63 0.63
obsazenı́ MP 1.33 2.67 4 5.33 8 10.67 16

Tabulka 5.28: ADGE pro zlepšenı́ hran, hodnoty naměřené na COMP1
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5. CUDA IMPLEMENTACE 2–D DIFÚZE

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 24840 26340 26550 29330 29700 32090 33040
GPU čas[ms] 1450 770 550 430 310 270 230
zrychlenı́ 17.13 34.21 48.27 68.21 95.81 118.85 139.30
využitá teor. prop. 0.06 0.11 0.15 0.19 0.26 0.30 0.35
využitá prop. memcpy 0.08 0.14 0.20 0.25 0.35 0.40 0.47
GPU čas ADGE[ms] 1370 700 490 370 250 220 170
využitá teor. prop. alg. 0.04 0.08 0.11 0.15 0.22 0.25 0.33
využitá prop. memcpy alg. 0.06 0.11 0.16 0.21 0.30 0.35 0.45
obsazenı́ MP 0.57 1.14 1.71 2.29 3.43 4.57 6.86

Tabulka 5.29: ADGE pro zlepšenı́ hran, hodnoty naměřené na COMP2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
im im im

im>

im imσ g−1 im−1
im> im>σ g0 y y y y

a aρ g>0 im>0
b bρ β β β β

c cρ m m m m

a> a>ρ b> b>ρ c> c>ρ g1 im1
g2 im2

Tabulka 5.30: plán při použitı́ ADGE pro zvýrazněnı́ koherence

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́, transpozice (4rw) 10→ 11 transpozice (2rw)
1→ 2 lin. difúze (-rw) 11→ 12 dopředná fáze (5rw)
2→ 3 strukturnı́ tenzor (4rw) 12→ 13 zpětná fáze (4rw)
3→ 4 transpozice (2rw) 13→ 14 dopředná fáze (5rw)
4→ 5 lin. difúze (-rw) 14→ 15 zpětná fáze (4rw)
5→ 6 transpozice (2rw) 15→ 16 dopředná fáze (5rw)
6→ 7 lin. difúze (-rw) 16→ 17 zpětná fáze (4rw)
7→ 8 transpozice (2rw) 17→ 18 dopředná fáze (5rw)
8→ 9 lin. difúze (-rw) 18→ 19 zpětná fáze (4rw)
9→ 10 difúznı́ koeficienty (7rw) 19→ 20 průměr (5rw)

Tabulka 5.31: popisky plánu pro ADGE pro zvýrazněnı́ koherence
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5. CUDA IMPLEMENTACE 2–D DIFÚZE

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 66159 72057 71994 72712 72041 75847 78219
GPU čas[ms] 3526 2216 1997 1841 1732 1716 1747
zrychlenı́ 18.76 32.52 36.05 39.50 41.59 44.20 44.77
využitá teor. prop. 0.29 0.47 0.52 0.56 0.60 0.60 0.59
využitá prop. memcpy 0.33 0.53 0.58 0.63 0.67 0.68 0.67
GPU čas ADGE[ms] 2450 1467 1295 1186 1092 1061 1061
využitá teor. prop. alg. 0.24 0.40 0.45 0.49 0.53 0.55 0.55
využitá prop. memcpy alg. 0.27 0.45 0.51 0.55 0.60 0.62 0.62
obsazenı́ MP 1.33 2.67 4 5.33 8 10.67 16

Tabulka 5.32: ADGE pro zlepšenı́ koherence, hodnoty naměřené na COMP1

počet iteracı́ 3200 800 356 200 89 50 22
velikost strany[pix] 256 512 768 1024 1536 2048 3072
CPU čas[ms] 34360 35400 35960 39280 38670 41720 41960
GPU čas[ms] 1510 820 580 460 350 310 250
zrychlenı́ 22.75 43.17 62.00 85.39 110.49 134.58 167.84
využitá teor. prop. 0.07 0.12 0.17 0.22 0.29 0.32 0.40
využitá prop. memcpy 0.09 0.16 0.23 0.29 0.38 0.43 0.54
GPU čas ADGE[ms] 1380 720 490 370 270 230 160
využitá teor. prop. alg. 0.04 0.08 0.11 0.15 0.21 0.24 0.35
využitá prop. memcpy alg. 0.06 0.11 0.16 0.21 0.28 0.33 0.48
obsazenı́ MP 0.57 1.14 1.71 2.29 3.43 4.57 6.86

Tabulka 5.33: ADGE pro zlepšenı́ koherence, hodnoty naměřené na COMP2
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Kapitola 6

CUDA implementace 3–D difúze

Implementace z předchozı́ kapitoly jsou použité jako stavebnı́ kameny pro 3–D lineárnı́
(L3D), izotropnı́ (I3D) a anizotropnı́ difúzi se zvýrazněnı́m hran (A3D). Všechny tři imple-
mentace zpracovávajı́ 3–D data po řezech, protože při 3–D difúzi docházı́ rychle k vyčerpánı́
paměti. Do 1GB se napřı́klad pouze vejde jedna krychle, která má délku hrany 645. Dále
v textu se označuje blokem pamět’o velikosti, kterou zabı́rajı́ vstupnı́ data. Nejdůležitějšı́ je
tedy, aby implementace potřebovaly nejmenšı́ možný počet bloků dat. Na obrázku 6.1 jsou
zobrazené možné řezy 3–D daty a je zavedené označenı́ řezů, které se bude dále v textu
použı́vat. Počet čárek u označenı́ určuje, ve kterém bloku se daný řez nacházı́. Dále v textu se
použı́vá označenı́ rwA, rwB a rwC , aby se rozlišily velikosti různých druhů řezů při počı́tánı́
pamět’ových operacı́.

6.1 Lineárnı́ 3–D difúze

L3D k výpočtu použı́vá dva bloky a pomocnou pamět’pro výpočet difúze na řezech. Jeden
blok odpovı́dá vstupu iterace i a druhý blok výstupu iterace i. V i + 1 iteraci si bloky
role prohodı́. Ve výstupnı́m bloku se postupně ukládajı́ výsledky difúzı́ jednotlivých řezů.
V tabulce 6.1 je zachycený plán použitı́ paměti a v tabulce 6.2 jeho popisky. V tabulce 6.3 jsou
výsledky měřenı́. L3D k řešenı́ na COMP1 potřebuje minimálně 4557 (5131)ms. L3D k řešenı́
na COMP2 potřebuje minimálně 441 (591)ms.

6.2 Izotropnı́ 3–D difúze

I3D k výpočtu použı́vá tři bloky a pomocnou pamět’ pro výpočet difúze na řezech. Prvnı́
blok odpovı́dá vstupu iterace i, druhý blok rozmazaným datům a difúznı́m koeficientům a
třetı́ blok výstupu iterace i. V i + 1 iteraci si prvnı́ a třetı́ blok role prohodı́. Ve výstupnı́m
bloku se postupně ukládajı́ výsledky difúze jednotlivých řezů. V tabulce 6.4 je zachycený
plán použitı́ paměti a v tabulce 6.5 jeho popisky. V tabulce 6.6 jsou výsledky měřenı́. I3D
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z

y
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B C

x

y
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Obrázek 6.1: možné řezy v 3–D datech
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6. CUDA IMPLEMENTACE 3–D DIFÚZE

pro každý řez A pro každý řez B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A B

A′ B′

r> r> r r

y y

y>

r

Tabulka 6.1: plán pro L3D

přechod popis přechod popis
0→ 1 transpozice (2rwA) 5→ 6 řez (2rwB)
1→ 2 dopředná fáze (4rwA) 6→ 7 dopředná fáze (2rwB)
2→ 3 zpětná fáze (4rwA) 7→ 8 zpětná fáze (2rwB)
3→ 4 průměr (3rwA) 8→ 9 vážené přičtenı́ řezu (3rwB)

Tabulka 6.2: popisky plánu pro L3D

počet iteracı́ 10 10 10 10 10 10
velikost 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28
GPU čas 6310 6146 6380 1810 1060 940

využitá teor. prop. 0.72 0.74 0.71 0.24 0.42 0.47
prop. memcpy 0.81 0.83 0.80 0.33 0.56 0.63

Tabulka 6.3: L3D, vlevo hodnoty naměřené na COMP1, vpravo na COMP2
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6. CUDA IMPLEMENTACE 3–D DIFÚZE

pro každý řez A pro každý řez B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
D A B

D′ D′ D′ A′ B′

A′′ B′′

r> r> r> r>

gr> r gr>

y y

β β

m m

y>

β>

m>

Tabulka 6.4: plán pro I3D

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́ (2 velikosti bloku) 8→ 9 průměr (3rwA)
1→ 2 lin. difúze (-) 10→ 11 řez (2rwB)
2→ 3 difúznı́ koef.(2 velikosti bloku) 11→ 12 řez (2rwB)
4→ 5 transpozice (2rwA) 12→ 13 dopředná fáze (5rwB)
5→ 6 transpozice (2rwA) 13→ 14 zpětná fáze (4rwB)
6→ 7 dopředná fáze (10rwA) 14→ 15 vážené přičtenı́ řezu (3rwB)
7→ 8 zpětná fáze (8rwA)

Tabulka 6.5: popisky plánu pro I3D

k řešenı́ na COMP1 potřebuje minimálně 8906 (10028)ms. I3D k řešenı́ na COMP2 potřebuje
minimálně 862 (1156)ms.

6.3 Anizotropnı́ 3–D difúze

A3D k výpočtu použı́vá tři bloky a pomocnou pamět’ pro výpočet difúze na řezech. Prvnı́
blok odpovı́dá vstupu iterace i, druhý blok rozmazaným datům a třetı́ blok výstupu iterace i.
V i+1 iteraci si tentokrát prvnı́ a třetı́ blok role neprohazujı́. Ve výstupnı́m bloku se postupně
ukládajı́ výsledky difúzı́ jednotlivých řezů. Tentokrát se musı́ počı́tat difúznı́ koeficienty
vı́cekrát, protože nenı́ dostatek paměti, aby se uložily všechny směry. V každém řezu se
tedy opakovaně počı́tajı́ difúznı́ koeficienty pro všechny směry, uložı́ se ale pouze směry,

počet iteracı́ 10 10 10 10 10 10
velikost 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28
GPU čas 13713 13916 13993 3510 2320 2010

využitá teor. prop. 0.65 0.64 0.64 0.25 0.37 0.43
prop. memcpy 0.73 0.72 0.72 0.33 0.50 0.58

Tabulka 6.6: I3D, vlevo hodnoty naměřené na COMP1, vpravo na COMP2
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6. CUDA IMPLEMENTACE 3–D DIFÚZE

pro každý řez A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
D A

D′ D′ A′

A′′

g0r y y y y

g1r im1
g3r im3
g4r im4

g0r
> im>0

β β β β

m m m m

r>

Tabulka 6.7: plán pro A3D, část a

přechod popis přechod popis
0→ 1 kopı́rovánı́ (2 velikosti bloku) 8→ 9 dopředná fáze (5rwA)
1→ 2 lin. difúze (-) 9→ 10 zpětná fáze (4rwA)
3→ 4 difúznı́ koef. (5rwA) 10→ 11 dopředná fáze (5rwA)
4→ 5 transpozice (2rwA) 11→ 12 zpětná fáze (4rwA)
5→ 6 transpozice (2rwA) 12→ 13 dopředná fáze (5rwA)
6→ 7 dopředná fáze (5rwA) 13→ 14 zpětná fáze (4rwA)
7→ 8 zpětná fáze (4rwA) 14→ 15 průměr (5rwA)

Tabulka 6.8: popisky plánu pro A3D, část a

které jsou právě zapotřebı́. K výpočtu řezu C se napřed provede transpozice řezu A. Po
této operaci se z řezu C stanou řezy B a je možné k nim efektivně přistupovat. Tabulky 6.7,
6.9 a 6.11 zachycujı́ plán použitı́ paměti a tabulky 6.8, 6.10 a 6.12 jeho popisky. Předchozı́
tabulky zachycujı́ pouze přı́pad, ve kterém je šı́řka většı́ než výška, šı́řka je většı́ než hloubka
a výška je většı́ než hloubka. Tento přı́pad je nejjednoduššı́, protože nepotřebuje žádné
pomocné přesuny v paměti. Ostatnı́ přı́pady ale nejsou o moc komplikovanějšı́ a dajı́ se
znázornit obdobně. V tabulce 6.13 jsou výsledky měřenı́. A3D k řešenı́ na COMP1 potřebuje
minimálně 26305 (29618)ms. A3D k řešenı́ na COMP2 potřebuje minimálně 2546 (3413)ms.
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6. CUDA IMPLEMENTACE 3–D DIFÚZE

pro každý řez B
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
B

B′

B′′

r r

g2r im2
g5r im5
g6r im6

y y y

β β β

m m m

Tabulka 6.9: plán pro A3D, část b

přechod popis přechod popis
16→ 17 řez (2rwB) 21→ 22 zpětná fáze (4rwB)
17→ 18 difúznı́ koef. (4rwB) 22→ 23 dopředná fáze (5rwB)
18→ 19 dopředná fáze (5rwB) 23→ 24 zpětná fáze (4rwB)
19→ 20 zpětná fáze (4rwB) 24→ 25 průměr (4rwB)
20→ 21 dopředná fáze (5rwB) 25→ 26 vážené přičtenı́ řezu (2rwB)

Tabulka 6.10: popisky plánu pro A3D, část b

pro každý řez A pro každý řez C
27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41
A C A′′

A C ′ A

A′ C ′′

A′ r r

A′′ g7r im7
A′′ g8r im8

y y

β β

m m

Tabulka 6.11: plán pro A3D, část c

přechod popis přechod popis
27→ 28 transpozice (2rwA) 34→ 35 zpětná fáze (4rwC)
28→ 29 transpozice (2rwA) 35→ 36 dopředná fáze (5rwC)
29→ 30 transpozice (2rwA) 36→ 37 zpětná fáze (4rwB)
31→ 32 řez (2rwC) 37→ 38 průměr (3rwC)
32→ 33 difúznı́ koef. (3rwC) 38→ 39 vážené přičtenı́ řezu (2rwC)
33→ 34 dopředná fáze (5rwC) 40→ 41 transpozice (2rwA)

Tabulka 6.12: popisky plánu pro A3D, část c
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počet iteracı́ 10 10 10 10 10 10
velikost 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28 5122 × 256 10242 × 64 15362 × 28
GPU čas 74110 68625 67314 27320 17610 15210

využitá teor. prop. 0.35 0.38 0.39 0.09 0.14 0.17
prop. memcpy 0.40 0.43 0.44 0.12 0.19 0.22

Tabulka 6.13: A3D, vlevo hodnoty naměřené na COMP1, vpravo na COMP2
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Kapitola 7

Závěr

V této diplomové práci se podařilo najı́t vhodné algoritmy pro GPU a napsat podstatně
rychlejšı́ implementace difuznı́ch filtrů pro GPU než pro CPU. Implementace pro CPU určitě
jde vylepšit, protože použı́vá pouze jedno vlákno. To se musı́ vzı́t v úvahu, když se porov-
návajı́ rychlosti mezi CPU a GPU implementacemi. Implementace pro CPU ale nenı́ úplně
neefektivnı́, protože stejně jako implementace pro GPU lineárně škáluje s velikostı́ vstupnı́ch
dat. Hlavnı́ indicie toho, že GPU implementace jsou efektivnı́, je část teoretické propustnosti
globálnı́ paměti, která je využitá. U ADGE by mělo být možné vylepšit využitı́ propustnosti
globálnı́ paměti, kdyby se zpracovávaly všechny směry najednou.

Zpracovává se pouze jeden směr, protože u 3–D difúze se zpracovává různý počet směrů
v závislosti na typu řezu. Tı́mto krokem se trochu zjednodušila implementace 3–D difúze a
ušetřilo trochu paměti, které je u 3–D difúze nedostatek. Hlavnı́ nevýhoda pro počı́tánı́ 3–D
difúze na GPU je totiž omezená velikost paměti GPU. Pro 3–D anizotropnı́ difúzi se také
podařilo najı́t rozklad strukturnı́ho tenzoru. Tento rozklad se mnoho nelišı́ od rozkladu 2–D
difúznı́ho tenzoru, ale je to jediný teoretický výsledek této diplomové práce.

Jako součást této diplomové práce byly napsané dva programy. Prvnı́ program je GUI
aplikace, ve které je možné vyzkoušet všechny popsané 2–D difúze. Program zobrazı́ zmen-
šený výsledek v pravém panelu a nezmenšený výsledek uložı́ do souboru vystup.png. Je
v něm také možné porovnat rozdı́l výsledků vypočı́taných na CPU a GPU. Tento program
použı́vá knihovnu wxWidgets, takže pro přeloženı́ je nutné mı́t tuto knihovnu nainstalovanou
v systému. V přı́loze A je ukázaný vzhled tohoto programu. V přı́loze B jsou přı́klady, jakých
výsledků se dá při použitı́ difúznı́ch filtrů dosáhnout. 1

Druhý program počı́tá 3–D difúzi a nenı́ interaktivnı́. Program nepodporuje anizotropnı́
difúzi pro zvýrazněnı́ koherence z důvodů, které je popsané v páté kapitole. Tento program
použı́vá pro načı́tanı́ a ukládánı́ souborů knihovnu i3dcore2. Tento program vypı́še návod
pro použitı́, jestliže je spuštěný bez parametrů.

1. dostupné na http://imageprocessingplace.com/root files V3 image databases.htm
2. dostupná na http://cbia.fi.muni.cz
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Přı́loha A

Vzhled GUI

Obrázek A.1: vzhled GUI
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Přı́loha B

Experimenty

Obrázek B.1: kameraman
Obrázek B.2: kameraman s Gaussovým šu-
mem, σ = 30
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B. EXPERIMENTY

Obrázek B.3: odstraněnı́ šumu lineárnı́ difúzı́
τ = 3.0, n = 10

Obrázek B.4: odstraněnı́ šumu izotropnı́ di-
fúzı́ τσ = 1.0, nσ = 1, τ = 3.0, n = 10, λ = 4.0

Obrázek B.5: odstraněnı́ šumu anizotropnı́ di-
fúzı́ τσ = 1.0, nσ = 1, τ = 3.0, n = 10, λ = 4.0
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B. EXPERIMENTY

Obrázek B.6: otisk prstu
Obrázek B.7: zvýrazněnı́ koherence otisku
prstu τσ = 1.0, nσ = 1, τρ = 1.0, nρ = 15,
τ = 3.0, n = 10

Obrázek B.8: trojúhelnı́k s obdélnı́kem
Obrázek B.9: trojúhelnı́k s obdělnı́kem s rov-
noměrným šumem
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B. EXPERIMENTY

Obrázek B.10: odstraněnı́ šumu lineárnı́ di-
fúzı́ τ = 3.0, n = 20

Obrázek B.11: odstraněnı́ šumu izotropnı́ di-
fúzı́ τσ = 1.0, nσ = 1, τ = 3.0, n = 20, λ = 5.0

Obrázek B.12: odstraněnı́ šumu anizotropnı́
difúzı́ τσ = 1.0, nσ = 1, τ = 3.0, n = 20,
λ = 5.0
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Přı́loha C

Dodatky

Na přiloženém disku jsou všechny zdrojové kódy, které jsou zapotřebı́ k vytvořenı́ programu,
LATEXsoubory, ze kterých byla vysázená tato diplomová práce a všechny obrázky.
Struktura disku:

• /source - zdrojové kódy a obrázky

• /master thesis - zdrojové LATEXsoubory a obrázky
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[10] Hefferon, Jim. Linear Algerbra. 2008. Dostupné na http://joshua.smcvt.edu/ linearalge-
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