MASARYKOVA UNIVERZITA

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Bakalarska prace

BrNO 2023 STEPAN ZAPADLO






MASARYKOVA
UNIVERZITA

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Dynamické systéemy rizené
daty

Bakalarska prace

Stépan Zapadlo

Vedouci prace: doc. RNDr. Lenka Pribylova, Ph.D. Brno 2023






Bibliograficky zaznam

Autor: Stépan Zapadlo
Ptirodovédeckd fakulta, Masarykova univerzita
Ustav matematiky a statistiky

Nézev préce: Dynamické systémy fizené daty

Studijni program: Matematika

Studijni obor: Modelovani a vypocty

Vedouci prace: doc. RNDr. Lenka Ptibylové, Ph.D.

Akademicky rok:  2022/2023

Pocet stran: xv +91

Klic¢ova slova: dynamické systémy; strojové uceni; SINDy; matematicka
optimalizace; fidka regrese






Bibliographic Entry

Author: Stépan Zapadlo
Faculty of Science, Masaryk University
Department of Mathematics and Statistics

Title of Thesis: Data-driven dynamical systems

Degree Programme: Mathematics

Field of Study: Modelling and computations

Supervisor: doc. RNDr. Lenka Ptibylova, Ph.D.

Academic Year: 2022/2023

Number of Pages: xv +91

Keywords: dynamical systems; machine learning; SINDy; mathe-

matical optimization; sparse regression






Abstrakt

V bakalaiské préci se vénujeme identifikaci nelinedrni dynamiky systému na
zakladé dat pochézejicich z tohoto systému, jmenovité pomoci metody fidké iden-
tifikace nelinedrni dynamiky (SINDy). Prvni ¢ast prace uvadi potiebnou teorii
z dynamickych systému, linedrnich regresnich modelti, optimalizace a prace s Su-
mem. Déle pak formulujeme SINDy metodu a uvadime jeji implementaci v ja-
zyce Julia, stejné jako casté nastrahy a problémy tohoto pfistupu. Nékteré z nich
se pokouSime omezit vlastni optimaliza¢ni metodou DSTLS a uvadime srovnani
vybranych metod v zavislosti na zaSuméni dat. V neposledni fadé podrobné ana-
lyzujeme simulac¢ni studie FitzZHughova—Nagumova modelu a Lorenzova modelu.
Nakonec se zamé&fime na transformaci dynamiky Hodgkinova-Huxleyho modelu
a FitzHughova-Nagumova spolu s optimalizaéni metodou pro nalezeni obecné
transformace mezi zminénymi modely.

Abstract

In this thesis, we focus on the identification of nonlinear dynamics of a given
system based on data from it, namely using the Sparse Identification of Nonlinear
Dynamics (SINDy) framework. This thesis begins with the necessary theory of
dynamical systems, linear regression models, optimization and noise handling.
Then follows a mathematical formulation of the SINDy method, along with the
implementation in Julia language and a discussion about common problems and
challenges of this method. We attempt to address some of those issues by formu-
lating our own optimization method DSTLS and provide a comparison of cho-
sen methods in regard to noise levels in input data. Last but not least, we closely
examine simulation studies of FitzHugh-Nagumo and Lorenz models. In the end,
we focus on transformation of dynamics of the Hodgkin-Huxley model onto Fi-
tzHugh-Nagumo model, along with introducing an optimization framework for
finding a general transformation between said models.
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Piehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde ¢tenafi pfedkladdame piehled zédkladniho zna-

¢eni, které se v celé praci vyskytuje.
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mnoZzina vSech redlnych ¢isel, R U {400}
mnoZzina vsech pfirozenych ¢isel, N U {0}
vektorova [-norma

skaldrni, vektorovd proménna

skalarni, vektorova funkce (dle situace!)
ndhodna veli¢ina, resp. vektor (dle situace)

signum (znaménko) proménné x
derivace funkce x(t) podle ¢asu t

gradient funkce f podle vektorové proménné x

Hessova matice 2. derivaci funkce f podle x

proximalni operator funkce f, viz (1.10)
defini¢nf obor funkce f

rozsifeny lagrangian tlohy min, f (x)

s podminkou h(x) =0

matice planu (nejcastéji matice méfeni
stavovych proménnych dynamického systému)
knihovna kandidatnich funkci aplikovana

na matici méfeni stavovych proménnych

matice koeficientt (nejcast€ji) Setrného modelu

1V této praci kombinujeme teorii dynamickych systémi, zobecnénou linedrni regresi a optima-
liza¢ni metody. Zavedené znaceni v téchto oborech se ale navzajem piekryva, proto nelze jedno-
duse uvést pouzité znacend.






Uvod

V dnesni dobé méame velké mnozstvi dat o mnoha rtiznych systémech, avSak
¢asto neumime vysvétlit jejich chovani, ani ho ku pfikladu predikovat. Ac¢koliv
ndm urcity vhled do zkoumaného systému poskytnou data samotnd, zvlasté pro
nékteré dynamické systémy mutiZzeme chtit zjistit diferencidlni rovnice, kterymi se
Fidi.

V této préci se budeme vénovat problému identifikace nelinedrni dynamiky
systému z dat, kterd o tomto systému mame. Na vstupu budeme mit ¢asovou
fadu nebo trajektorii ze zkoumaného systému a nasim tikolem bude pomoci metod
kombinujicich linedrni regresi, matematickou optimalizaci a dynamické systémy
nalézt takovy dynamicky systém, ktery dobfe vystihuje data a zaroven je napf.
i interpretovatelny. VyuZzivat budeme metodu ridké identifikace nelinedrni dynamiky
(SINDy) pfedstavenou v [1].

Text prace je ¢lenén do 3 kapitol, pficemz tvodni kapitola ¢tendfe seznamuje
s nutnymi pojmy pro porozumeéni SINDy metodé. Nejprve nabizi tivod do pro-
gramovaciho jazyka julia, ve kterém jsou viechny algoritmy implementovény. Déle
pak prochézi zédkladni pojmy dynamickych systému a ilustruje je na ndzornych
obrazcich. Poté se budeme vénovat metodam fidké linedrni regrese, a to pfesnéji
LASSO regresi feSené pomoci ADMM algoritmu a metodé Sequentially Thresholded
Least Squares (STLS). V neposledni fadé se podivame na typy Sumu, které mohou
ovlivnit vstupni data, a na metody, jak tento Sum odstranit a jak numericky spocitat
derivace ze zaSumeénych dat.

Druha kapitola se vénuje samotné SINDy metodé. V prvni fadé se zaméfime
na teoretickou formulaci SINDy metody za pouZiti pojmt z prvni kapitoly. Dale
pak uvedeme vlastni implementaci v jazyce julia a srovname ji s jiz stavajici imple-
mentaci z volné dostupného balicku DataDrivenDiffEq.jl. Na konci této kapitoly
se zaméfime na rtizné problémy, se kterymi se miizeme pfi pouZiti SINDy me-
tody setkat, a na zpusoby, jak je zmirnit, ¢i dokonce odstranit. Zde také uvedeme
srovnani riiznych optimalizacnich metod v zavislosti na velikosti Sumu v datech a
predstavime ndmi navrhovanou optimaliza¢ni metodu DSTLS.

V posledni kapitole detailné prozkoumame chovéani SINDy na 2 vybranych
modelech. Nejdfive se zaméfime na FitzHughtiv-Nagumtiv model neuronu, ve
kterém se objevuji oscilace. Déle pak nasi pozornost pfesuneme k Lorenzové mo-
delu, ktery vykazuje chaotické chovani. U obou modelti popiSeme proces pouZziti
SINDy metody, feSeni problémti, se kterymi jsme se setkali, a srovnani vysledkt
pomoci riznych pfistupti. Posledni sekce této kapitoly je zaméfend na trans-
formaci dynamiky Hodgkinova-Huxleyho modelu na jednodussi FitzZHughtiv—-

—1-



2 Uvod

Nagumiiv model. Pfedstavime nejen FitzHughovu ptivodni linedrni transformaci,
ale i metodu, jak nalézt vhodné linedrni i nelinedrni transformace, a poté ji ilu-
strujeme pro rtizné transformace na trajektorii Hodgkinova—Huxleyho modelu
s tlumenymi i netlumenymi oscilacemi.

Préace je vysdzena pomoci systému I£TEX a vSechny origindIni obrazky jsou vy-
tvofeny pomoci jazyka julia a balicku Makie.jl. Veskery pouzity kéd, dokumentaci,
obréazky a dal$f soubory lze najit v GitLab repozitafi?. V tomto repozitafi se také
nachdzi ndvod na spusténi vytvofeného kédu lokalné.

2Tento repozitéf je dostupny na adrese https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis

Kapitola 1

Zéakladni pojmy

1.1 Julia

Tato préace se zabyva algoritmy strojového uceni, které se pouZivaji pfi identi-
fikaci a nalézani dynamiky nelinedrnich dynamickych systémii (viz podkapitola
1.2). Ukazkové implementace jsou uvedeny v jazyku julia, proto se slusf uvést jeji
syntax a jak julia funguje.

Jazyk julia je dynamicky typovany vysokotrovitovy programovaci jazyk, ktery
byl navrzen primarné pro védecké ucely, viz [2]. Jeji vyvoj zapocal v roce 2009
a v roce 2012 byla vydéna jako ,open-source“. Kompilace julia kédu probiha tzv.
JIT (z anglického Just-In-Time), tedy pfi prvnim voladni libovolné funkce se musi
tato funkce zkompilovat. To sice znamend, Ze napoprvé je vSsechno pomalé, ale
opakovana volani pak stoji zlomek ¢asu.

Zastavame nézor, Ze julia pfedstavuje dalsi krok ve védeckych vypoctech nejen
svou syntaxi, ale i bohatou zdkladnou uZzivatelti a dostupnych balicki ¢i také rych-
losti!. JakoZto open-source projekt inspiruje déle pokracovat a posunovat ,,open-
-science“. Myslime si, Ze julia usnadriuje nejen vyvoj novych balickd, ale i jejich
pochopeni dalsimi zajemci — v ostatnich jazycich (MATLAB, ‘R, Python), pouZiva-
nych pro védecké tcely, jsou kritické komponenty bali¢k (¢i jazyka samotného)
napsany v jiném nizkodroviiovém jazyku, aby byl vysledny produkt dostate¢né
rychly?. Naopak vétsina julia bali¢kd a knihoven je napsana v ni samotné. Proto se
domnivéme, Ze si julia zaslouZi del3i a detailngjsi pfedstaveni, nez které by bylo
potieba pro ostatni jazyky.?

1.1.1 Multiple dispatch

V celku nestandardné julia nevyuZziva principy objektové orientovaného progra-
movani (zkracené OOP), ale misto toho implementuje paradigma multiple dispatch,
coZ lze volné pteloZit jako vicendsobné volini. Pti tomto pfistupu mtiZze mit funkce
jednoho jména vice implementaci, pfi¢emz pfi zavolani této funkce se vybere ta

1Srovnéni oproti ostatnim jazykdam zde.
2Toto zejména plati o knihovnach pro strojové uceni.
3Cel4 tato sekce je inspirovand vyukovymi materidly [3].


https://julialang.org/benchmarks/
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nejvhodnéjsi podle poc¢tu argumentt a jejich typt.
Ukazme si multiple dispatch na jednoduchém piikladu. Mé&me funkci hello se
tfemi implementacemi (v Fedi julia jsou to tzv. metody):

function hello()
return "Hello!"
end
function hello(name)
return "Oh hi, $name";
end
function hello(number::Number)
return "Hello $number times";
end

a potom

julia> hello()

"Hello!"
julia> hello("John")
"Oh hi, John"

julia> hello(3)
"Hello 3 times"

Tento ptiklad pekné ilustruje i syntax julia p¥i psani funkci, pficemz ale miizeme
pouzit i kratsi zapis

julia> hello(char) = string("Hello to ", char)
hello (generic function with 3 methods)

julia> hello('u')

"Hello to u"

Argumenty funkci samoziejmé mohou mit nastavené vychozi hodnoty, napt.
hello(name = "John"), které se pouziji, pokud p¥i volani funkce nedoddme hod-
notu argumentu explicitné. Avsak v piipad¢, ze mame funkci s velkym poctem ar-
gumentti (napf. funkce vykreslujici grafy), tak by bylo ndro¢né nastavovat ,,poz-
dé&jsi* argumenty*. Proto julia zavadii tzv. keyword arquments* (klicové argumenty,
zkrécené ,kwargs®), které si ukdzeme na nasledujicim piikladu:

function hello(name; # kwargs should be separated by a semicolon
greetings = "Hello", # kwargs MUST have a default value
ending_char = "!"

)
return "$greetings to $name$ending_char"

end

a potom

*Museli bychom ru¢né pfepsat spoustu vychozich hodnot predchozich argumentd.
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julia> hello("John")

"Hello to John!"

julia> hello("John"; ending_char = ".")
"Hello to John."

1.1.2 Matematické vypocty

Pfi programovéni (nejen) matematickych modeld, a obecné ve védeckém pro-
gramovani, je nutné zapisovat velké mnoZstvi matematickych rovnic ¢i formuli.
V této oblasti je syntax velmi podobna napiiklad MATLABu a Fortranu. Dale
uvedme nékolik piiklad ilustrujicich matematické vypocty v julia:

julia> a = [1, 2, 3, 4] # Defining a (column) vector
4-element Vector{Inté64}:

1

2

3

4
julia> b = [1 2; 3 4] # Defining a 2 by 2 matrix
2x2 Matrix{Inté64}:

1 2

3 4
julia> ¢ = [1 2 3 4] # Or 1 by 4 matrix

1x4 Matrix{Inté64}:

1 2 3 4

Na pfedchozich pfikladech Ize vidét, jak je moZné definovat vektory a matice.
Nicméné pii pocitani budeme Casto potteba i transpozici, kterou dostaneme v julia
piikazem |'P. Jak jsme mohli vidét vyse, kdyZ jsme definovali vektor a matici, pii-
fadila jim julia jiné typy, napf.:

julia> c'
4x1 adjoint(::Matrix{Inté4}) with eltype Inté4:

1

2

3

4
julia> typeof(c), typeof(c')

(Matrix{Int64}, LinearAlgebra.Adjoint{Inté4, Matrix{Inté643}})
julia> typeof(c) <: AbstractMatrix, typeof(c') <: AbstractMatrix
(true, true)

julia> a'
1x4 adjoint(::Vector{Inté64}) with eltype Int64:
1 2 3 4

>Ve skute¢nosti funkce || vract komplexné konjugovanou matici. Chceme-li pfimo transponovanou
matici, pouZijeme funkci transpose.
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julia> typeof(a), typeof(a')

(Vector{Int64}, LinearAlgebra.Adjoint{Inté4, Vector{Int64}})
julia> typeof(a) <: AbstractMatrix, typeof(a') <: AbstractMatrix
(false, true)

Funkce typeof nam vraci typ proménné a pomoci operdtoru <: jej mtizeme
~porovnat® s néjakym jinym typem a zjistit, zda je typ na levé strané operatoru
podtypem typu na pravé strané. JelikoZ jsou operace s maticemi v julia definovény
pro podtypy abstraktniho® typu AbstractMatrix, tak i maticové ndsobent jisté bu-
deme moct provadét na podtypech AbstractMatrix, ale bez dalsi implementace
nikoliv s proménnou typu Vector.

julia> a * a
Error: MethodError: no method matching *(::Vector{Inté4},
<« ::Vector{Inté64})
Closest candidates are:
*(::Any, ::Any, !Matched::Any, !Matched::Any...) at
-~ operators.jl:591
*(!Matched::StridedMatrix{T}, ::StridedVector{S}) where
~ {T<:Union{Float32, Floaté64, ComplexF32, ComplexFé64}, S<:Real}
-~ at ~/packages/julias/julia-
~ -1.8/share/julia/stdlib/v1.8/LinearAlgebra/src/matmul.jl:49
*(::StridedVecOrMat, !Matched::LinearAlgebra.Adjoint{<:Any,
-~ <:lLinearAlgebra.LQPackedQ}) at ~/packages/julias/julia-
~ =1.8/share/julia/stdlib/v1.8/LinearAlgebra/src/1q.jl:269

julia> a * a' # ' returns a complex conjugate
4x4 Matrix{Inté4}:

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12
4 8 12 16

julia> ¢ * ¢

Error: DimensionMismatch: matrix A has dimensions (1,4), matrix B
-~ has dimensions (1,4)

julia> c¢' * ¢

4x4 Matrix{Inté64}:

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12
4 8 12 16

® Abstraktni typy v julia slouZi pro vystizeni obecnych p¥ipadti typt proménnych, nap¥. abs-
traktni typ Number je ,nadpojem* specifi¢téjsiho ¢iselného datového typu Integer. Nicméné ne-
muizeme mit proménnou pouze typu Number — kazdd proménnd je vzdy néjakého konkrétniho

typu.
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Vsimnéme si rtznych chybovych hlaSek pfivolania * aac * c.Proménndc
je matice tvaru1x4,atedy ¢ * cjednoduse neni (matematicky) definované, nebot
nesouhlasi rozméry matic. Naopak chybova hlaska pfi voldni a * a nam fik4, ze
julia nema definované nasobeni 2 vektorti mezi sebou, jak jiz bylo zminéno vyse.

Dalsi uZite¢nou operaci, kterou budeme potiebovat s maticemi provadeét, je in-
verze, kterd ma v julia jméno inv, napf.:

julia> b
2x2 Matrix{Inté64}:
1 2
3 4
julia> inv(b)
2x2 Matrix{Float64}:
-2.6 1.0
1.5 -8.5
KdyZ potom fesime regularni systém linedrnich rovnic Ax = b, jehoZ feSeni je
A~1b, tak bud mtizeme pouzitinv(A) * b,nebo v julia existuje efektivnéjsi zptisob
pouzitim inverzniho délent, tj. poc¢itdime A \ b.

julia> A = [1 2; 3 4]; b = [1; 2];
julia> inv(A) * b
2-element Vector{Float64}:
6.0
8.5
julia> A \' b
2-element Vector{Float64}:
6.0
8.5

Pro zndzornéni rozdiltt mezi témito 2 p¥istupy pouZzijme makro’ @time, které
nam umoziuje méfit trvani jednotlivych pfikazii a pocet jejich alokaci:

julia> using LinearAlgebra, Random # we need the norm function
-~ from LinearAlgebra package and seed! function from Random
julia> Random.seed!(12345); # for reproducibility, we set a custom
-~ RNG seed
julia> n = 1808; A = randn(n,n); b = randn(n); # create a random
- n*n matrix and a n-dimensional vector
julia> norm(inv(A)*b - A \ b) # check that they both result in the
-~ same matrix
1.1793595415142444e-12
julia> @time (inv(A) * b);
8.061986 seconds (6 allocations: 8.133MiB, 18.35% gc time)
julia> @time (A \ b);
0.815699 seconds (4 allocations: 7.645MiB)

"Makro je specidlni ,funkce® pouzivana pro metaprogramovéni, kterd umoZziiuje generovani
kédu. Jinak fe¢eno, makro je vykonano jesté pfedtim, neZ je zkompilovan zbytek kédu.
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Zde si vSimnéme, Ze skutec¢né byl vypocet pfes A \ b zhruba o 0.04s rych-
lej3i na matici 1000 x 1000. To se sice miize zdat nevyznamné, ale pozdéji uvi-
dime, Ze uvedené metody pro nalezeni rovnic z dat budou pottebovat relativné
velké mnoZstvi takovychto operaci na vyrazné vétsich maticich. A proc je tedy
jedna metoda rychlej$i nez druh4? Podivejme se na to, co se piesné déje pfi za-
volani A \ b. V dokumentaci [4, 5] mtZeme zjistit, Ze pfi zavoldni A \ b se ve
skute¢nosti vykona vyraz qr(A, Val{true}()) \ b.Toznamend, Ze prvni udé-
lame permutovany QR rozklad® matice® A a potom znovu voldme inverzni déleni.
Povsimnéme si ale, Ze z QR rozkladu nedostdvame podtyp AbstractMatrix, ale
podtyp Factorization:

julia> A = [1 2; 3 4];

julia> qr_type = typeof(qr(A, Val{true}()))
LinearAlgebra.QRPivoted{Floaté4, Matrix{Floaté4}, Vector{Floaté4},
-~ Vector{Inté4}}

julia> gr_type <: AbstractMatrix, qr_type <: Factorization

(false, true)

Pfi inverznim déleni s faktorizaci se julia dale snaZi minimalizovat velikost
residual®, nebot pocitdini Ax = b je de facto stejné jako optimaliza¢ni problém
min |Ax — b||§ QR rozklad matice A ozna¢me A = QR, kde Q je ortogondlni matice
rotace tvaru n x n a R je horni trojithelnikovd matice tvaru n x p (pfedpokladame,
ze Aje tvarun x p). Je-li n > p, pak dokonce mtizeme pouzit tzv. ekonomicky QR
rozklad, nebot matice R je jisté tvaru

(%),

kde matice R; je horni trojahelnikové, a tedy pfi vynechdni nulovych fadk a jim
odpovidajicich sloupcti z Q (zde mizeme QrozlozitnaQ = (Q; Q,),kde Q;jsou
sloupce odpovidajici nulovym fddktim z R) dostavdme QR rozklad jako A = QR;.
Celkem pro chybu ||Ax — b||§ muZeme psat:

IAx — b = |QRx — b|33
2
= |QT(QRx —b)[;

(R, _ Q{)
=[(%5)=- (&),

2 2
= [[Rix = Q7b, +[Qz bl

2

2
Abychom dosahli optima, je potfeba minimalizovat vyraz |[R;x — Q{b|. Jeli-
koz je matice R horni trojuhelnikovd, tak z konstrukce matice R; dostavame, Ze

8Vypocet QR rozkladu se provadi pomoci Householderovych reflexi.
9 Anglicky pivoted QR decomposition®.
19Pouze pro obdélnikové matice A.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~ptichy/blogs/nan/NA_04_prednaska.pdf

Kapitola 1. Zdakladni pojmy 9

i tato matice je horni trojihelnikova. Pokud je matice A plné hodnosti, tak dokonce
je matice R, i invertibilni a navic vypocet jeji inverze nevyzaduje znalost determi-
nantu. Vysledny vektor x pak dostdvame jako x = R71QTb.

Vsimnéme si, Ze na vypocet optimélniho X jsme nepotiebovali spocitat (drahou)
inverzi matice A. Naopak pokud bychom po¢itali inv(A) * b, tak se prvni spocita
inv(A) = one(A) / Al dalese maticové délenione(A) / A pfevede na inverzni
déleni ( A' \ (one(A))' )'aaZpotom vysledek maticové vynasobime s vekto-
rem b. Dalsi nevyhodou tohoto postupu je, Ze si v paméti potfebujeme uchovat
celou inverzi matice A, coZ v prvnim pfipadé nebylo nutné.

1.1.3 Cykly a iterace

V pfedchozi sekci jsme se mimo jiné zabyvali maticovym nasobenim, coz je
velmi rychly zptisob, jak naptiklad spocitat soucin dvou vektorti:

julia> a = [1, 2, 3]; b = [4, 5, 61];
julia> a' * b
32

Pokud bychom si rozepsali nutné operace, tak zjistime, Ze nejprve po slozkach
vyndsobime vektory a, b a pak tyto souciny secteme. To mtiZzeme zapsat v julia jako
operaci po slozkéach, kterd se znaci . a potom operace, kterou chceme provést, tj.
.* pro nasobeni po slozkéch. Vysledek tohoto ndsobeni nakonec secteme:

julia> a .* b

3-element Vector{Inté64}:
4
10
18

julia> sum(a .* b)

32

Pokud bychom potiebovali vice operaci provést po slozkach, mtizeme dokonce
pouzit makro @., které z kazdé operace udéld operaci po slozkéch:

julia> c = [7, 8, 9];
julia> sum(a .* b .+ c)
56

julia> sum(@. a * b + c)
56

V praxi pfi programovéni zjistime, Ze neni vzdy intuitivni pouZivat mati-
cové nasobeni a casto je zapis pomoci cyklu vyrazné citelnéjsi a piehlednéjsi.
V julia navic neplati, Ze by cykly byly pomalejsi nez maticové nasobeni, jako tfeba
v MATLABu — nékdy mtize byt sprdvné zapsany cyklus rychlejsi, nez vektori-

NFunkce one(x) vraci jednotku pro typ dany x, tedy v pfipadé matice vraci jednotkovou matici.
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zace!? daného problému.

V julia médme standardné 2 druhy cykld - for a while, pfi¢emz for se v mno-
hém chova jako foreach cyklus z jinych programovacich jazyki. UkaZme si je na
prikladu:

julia> i = 1

1

julia> while i < 5 # using while
global i # we need to make sure that i is in scope
print(i)
i+=1

end

12345

julia> for i in 1:5 # using for
print(i)

end

12345

V kédu vyse jsme na kazdé ¢islo 1 az 5 aplikovali funkci print, kterd ndm jej
vytiskla na obrazovku. Tento koncept m@iZeme rozvést dale, tj. na kazdy prvek
z vektoru budeme chtit aplikovat néjakou funkci. To bychom sice mohli fesit po-
moci nékterého z vyge uvedenych zpiisobt, ale julia ndm jesté nabizi jednu moZznost
pomoci tzv. list comprehension nebo generatort:

julia> a = [x"2 for x in 1:5] # list comprehension
5-element Vector{Inté64}:
1
4
9
16
25
julia> b = (x*2 for x in 1:5) # generator syntax
Base.Generator{UnitRange{Int64},
-~ Main.WeaveSandBox8.var"#4#5"}(Main.WeaveSandBox0.var"#4#5"(),
< 1:5)
julia> collect(b)
5-element Vector{Inté64}:
1
4
9
16
25

Pouziti generatorti je v julia relativné Casté, protoze ndm umoZiuje pracovat
s velkymi vektory, aniz bychom je potfebovali celé uchovavat v paméti. V ukaz-

12Vektorizace je proces, pii kterém problém dobfe fegitelny cyklem zapiSeme jako maticové né-
sobeni.
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kach jsme vzdy iterovali pfes n&jaké pole, vektor nebo generator!3, nicméné ma-
Zeme chtit iterovat i pfes nami definovany typ. V takovém piipadé potfebujeme
pfedefinovat funkci iterate z hlavniho bali¢ku Base:

# First we create a new type named forIteration,
# which has a field array and a default constructor
struct forIteration{T<:AbstractArray}
array::T
end

Base.length(object:: forIteration) = length(object.array)
Base.iterate(object:: forIteration; kwargs...) =
- Base.iterate(object, 1; kwargs...)

function Base.iterate(object::forIteration, index; kwargs...)
if index > length(object)
return nothing; # by returning nothing we end the
-~ iteration process
end
current_element = object.array[index] # take the index-th
-~ element of the object.array
return (current_element, index + 1)
end

Syntaxe struct ndm umoznuje vytvofit si vlastni typ, zde pojmenovany
forIteration, ktery ma ndmi definované atributy — v tomto p¥ipadé pouze atri-
but array, ktery je podtypem abstraktniho typu AbstractArray. Dale bychom
mohli jesté definovat pottebné konstruktory!'4, nicméné tentokrat si vystacime
s vychozim konstruktorem. Poté mtiZeme uZz jen pouZit:

julia> custom = forIteration([1,2,3])
Main.WeaveSandBox®.forIteration([1, 2, 3])
julia> [x"2 for x in custom]
3-element Vector{Inté64}:

1

4

9

1.1.4 Balicky a grafy

Stejné jako naptiklad v ‘R, tak i v julia mtizeme pouZivat balicky na ziskani no-
vych funkci a typti pro cokoliv, co mtiZeme k préci potfebovat. Obecné se k spravci
balickd dostaneme z julia konzole pomoci ] a potom pro nainstalovéni balicku pou-
Zijeme piikaz add, napf. add Random nainstaluje bali¢ek Random. To stejné mtizeme
udélat ¢isté v kédu pomoci balicku Pkg, viz nasledujici ptiklad:

13Gyntax 1:18 ve skutecnosti vraci generétor, nikoliv vektor, &sel od 1 do 10.
4Funkce, které uréuji, jak miizeme inicializovat dany typ.
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using Pkg
Pkg.add("Random")

Jak je vidét na tomto ptikladu, pomoci using PackageName nacteme vSechny
exportované funkce a dalsi symboly z daného bali¢cku do naseho vyvojového pro-
stiedi. Budeme-li chtit p¥istoupit k n&jakému neexportovanému symbolu'®, pou-
Zijeme syntax PackageName . funcName, coz jsme mohli vidét vySe na Pkg.add.

P¥i spustént julia se dostaneme do globdlniho vijvojového prostedi, nicméné kdyz
pracujeme na né€jakém projektu, je dobré zmeénit prosttedi pouze na tuto slozku.
To udéldme pomoci pitkazu ] activate ., cozndm aktivuje prosttedi v momen-
talnim adresafi. Pokud poté nainstalujeme néjaky balicek, vytvori se ndm v adre-
safi soubory Project.toml a Manifest.toml, které urcuji, jaké balicky maji byt
v tomto vyvojovém prostiedi instalovany a v jaké verzi.

Na vytvéaieni graffi existuje v julia spousta balickd, od zékladniho Plots [6],
pres Makie a Gadfly, az po Vega. V této praci budeme pouzivat balicek Makie
[7]. Ukazme si jednoduchy pfiklad:

using CairoMakie, LaTeXStrings

resolution = (280, 218) # Define needed resolution 280pt x 210@pt
f = Figure(; resolution) # Create a figure with a given resolution
ax = Axis(f[1, 1], xlabel=L"x", ylabel=L"y") # Add 1 axis to the
-~ figure, with axis labels x and y written in LaTeX
x = range(@, 18, length=1008)
y = sin.(x)
lines!(ax, x, y) # Connect (x,y) coordinates by lines

1.0 - 1.0
0.5 0.5
= 0.0 - = 0.0 -
-0.5 -0.5

1.01 . . 1.0 L . .

0 5 10 0 5 10
T T
(a) Ukédzka pouziti funkce lines! (b) Ukazka pouziti funkce scatter!

Obrazek 1.1: Ukazka pouziti knihovny Makie

V pfedchazejicim kodu (viz 1.1a) jsme si prvné vytvofili nové , platno“ pomoci
Figure a definovali jsme si rozmér platna na 280 pt x 210 pt. Déle jsme urcili, Ze

>Nebo pokud jsme pouzili ptikaz import, ktery neptiddva symboly do vyvojového prostfedi.


https://docs.juliaplots.org/stable/
https://docs.makie.org/stable/
http://gadflyjl.org/stable/
http://johnmyleswhite.github.io/Vega.jl/
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na platné ma byt 1 osa, vytvofend pomoci Axis, s popisy os x a y, do které jsme
vykreslili sinus jako tsecky spojujici body pomoci 1ines! (ax, x, y).Podobné
bychom mohli pouZzit napt. scatter! a dostali bychom graf zndzormujici pouze

body (viz 1.1b).
Dalsi balicky, které budeme potiebovat, uvedeme pfi jejich prvnim pouZiti.

1.2 Dynamické systémy

Dynamickym systémem nazyvdme model, jehoZ stav se méni v case, pficemz
tuto zménu popisujeme matematickymi rovnicemi. MiZe se jednat naptiklad o fy-
zikalni, chemicky, ekologicky ¢i ekonomicky model — pfikladem stavu systému
pak miize byt poloha ¢astic v prostoru nebo pocet Zivocichtt daného druhu v dané
lokalité. V této sekci vychdzime hlavné z [8] a [9]. Na simulace a feSeni diferen-
cidlnich rovnic budeme pouzivat bali¢ek DifferentialEquations.jl [10], pfipadné
i ModelingToolkit.jl [11].

Definice 1. Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, ¢'}, kde ¢iselna mno-
zina T je monoid (cas), X je metricky prostor, ktery nazyvdme fdzovym prostorem,
a @' je parametricky systém evolu¢nich operétorti s parametrem t € T definova-
nych jako zobrazeni ¢ : X — X, které zobrazuje poate¢ni stav x, € X na né&jaky
stav x; = @'xg € X.

V ptipadé, Ze T = Z, pak hovotime o diskrétnim dynamickém systému, naopak
pro T = R jde o spojity dynamicky systém. Je-li pfechod z jednoho stavu do dru-
hého vyjadfen pomoci pravdépodobnosti, pak takovy systém nazyvame stochas-
ticky — v opa¢ném pitipadé jde o deterministicky systém, kterym se budeme vy-
hradné vénovat.

Definice 2. Deterministickym dynamickym systémem nazveme systém pravé
tehdy, kdyz trojice {T, X, '} splituje podminku

@° =id,
kde id je identitana X, tj. Vx € X : idx = x.
Jsou-li zdkony daného systému v case neménné, pak jde tzv. autonomni systém.
V praxi muZe jit naptiklad o fyzikdIni zakony, ¢i vztahy popisujici vyvoj populace
Vv uzavieném prostredi.

Definice 3. Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky
systém {T, X, '} spliiujici podminku

q)t+s — q)t ° qos’
i. Vx € X : 'Sx = @' (¢°x), jsou-li definovany obé strany rovnice.
t 4 ¢ (@ ) y y

JakoZto ptiklad spojitého autonomniho systému mtiZeme uvést systém s jed-


https://docs.sciml.ai/DiffEqDocs/latest/
https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/stable/
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nou stavovou proménou x(t), kterd zavisi na case, pficemZ zmeéna této proménné
je déna obycejnou diferencidlni rovnici

dx(t
x(t) = % =fx®),

kdet € R (¢astotaké pouzet € R*)af : R — R.Dadle ptikladem diskrétniho sys-
tému muiZe systém podobny tomu uvedenému vyse, avsak u kterého bude zména
stavu x ddna pomoci diferen¢ni rovnice

Xne1 = f(xn)/

kden € N (pfipadnén e Z) af : R - R.

Je dobré si uvédomit, Ze spojity autonomni systém zadany obycejnou diferenci-
alni rovnici (ODR) vys$siho fddu miizeme upravit na spojity autonomni systém za-
dany systémem ODR prvniho fadu.

V praxi pomoci modelti zkoumdame redlné situace, napt. jak se vyviji populace
v ekosystému v ¢ase nebo jakou rychlost méd v daném c¢asovém okamziku kyva-
dlo — jinak feceno se divdme na to, jak se méni stav systému, kdyZz postupuje ca-
sem.

Definice 4. Trajektorie s pocate¢nim bodem x; € X je usporddana podmnoZzina
tdzového prostoru X

{x e X|x=¢'xy, Vt €T, pro které je ¢'x, definovéno} .

V pfipadé spojitého systému jde o orientované ktivky v X, v ptipadé diskrétniho
systému jsou to posloupnosti bodd v X. FAizovym portrétem dynamického sys-
tému rozumime rozmisténi trajektorii ve fdzovém prostoru X.

Trajektorie ¢asto zobrazujeme jako funkce (resp. posloupnosti) ¢asu a pocatec-
niho bodu, tj. zobrazeni T x X — X. Prvni si ukaZme ptiklad fdzového portrétu pro
jednorozmérny systém se stavovou proménou x(t) reprezentujici populaci néja-
kého druhu v uzavieném prostiedi (jde o tzv. Verhulstiiv model rtistu populace)

o x(t)
xX(t) =x(t) -rg- (1 — ?>,
r(x(t))

kde g je riistovyj koeficient a K kapacita prosttedi. Pomoci nésledujictho kédu m-
Zeme dostat fazovy portrét 1.2 naseho systému.

re = 3.3; K =77

x(x) = 0. x *rg * (1 - x / K) # Define the equation governing the
- model

fig = Figure(; resolution)
ax = Axis(fig[1, 1]; labels...)

let f(x,t) = Point2f(x(x), 1)
streamplot! (ax, f, -20..128, 0..2; params...)
end


https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_François_Verhulst
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Obrézek 1.2: Fazovy portrét jednorozmérného spojitého autonomniho modelu

Sipky na fazovém portrétu 1.2 ukazuji, jak se vyviji populace v &ase — vektorové
pole ,tece“ stejnym smérem, kterym Sipky ukazuji.

Vsimnéme si, Ze na ose pro x existuji dva vyznacné body — bod vymfeni po-
pulace xy = 0 a bod kapacity prosttedi x, = K = 77. Jakmile se systém dostane do
jednoho z téchto dvou bodti, tak uz v ném ztistane, proto se takové body nazyvaji

staciondrni.
Definice 5. Bod x; € X nazyvame staciondrnim bodem (nebo téz rovnoviznym,
singuldrnim, ¢i pevnym bodem) dynamického systému, jestlize pro vechna t € T
plati
by —
P Xo = Xo-

Ackoliv je fazovy portrét péknd a uzite¢nd vizualizace i pro jednorozmérné

systémy, jeho pfednosti je zobrazovani dvourozmérnych systémii. Vezméme si ku

ptikladu FitzHughtiv—-Nagumtv model neuronu, ktery budeme prtibézné zkou-
mat i ve zbytku préce. Jednd se o autonomni systém diferencidlnich rovnic.

Definice 6. Autonomnim systémem diferencidlnich rovnic rozumime systém
x = f(x), (1.1)
kde x € X = R" a vektorova funkce f : R" — R" je dostatecné hladka. 1©

Pozndmka. Rovnovazné body autonomniho systému (1.1) spliiuji systém rovnic 7

f(x) = 0.

1°Obdobné mtizeme zavést autonomni systém diferencnich rovnic, viz [8].
17Pro staciondrni body autonomntho systému diferen¢nich rovnic plati f(x) = x.
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FitzHughtiv—Nagumiv model je dvourozmérny systém definovany vztahy

3
V() =V(t) — VB(t) - W(t) +1i,

W)y =a-(b-V(t)—c-W(t) +4d),

(1.2)

kde V odpovidd membranovému potencialu, W je obnovovaci proménnad, i, velikost
budiciho proudu®® ag, b, ¢, d jsou parametry, viz sekce 3.1. Jedna se o zjednodusent
4-rozmérného Hodgkinova-Huxleyho modelu, kterému se také budeme vénovat
pozdéji v sekci 3.3.

Ay <« — ]
: % | =+ limit cycle
2_
1_
S
0_
-1

Obrazek 1.3: Fazovy portrét FitzHughova-Nagumova modelu pro i, = 0.8 (zdro-
jovy kod)

Sipky v obrazku 1.3 opét zndzoriiuji plynuti asu. Zde si navic pov&imnéme
uzaviené trajektorie (znacené ¢arkované), ke které jsou ostatni trajektorie pfitaho-
vany. Tato trajektorie tvofi tzv. invariantni mnoZinu — jakmile se nachdzime v této

mnozin€, uz se z ni nedostaneme — presnéji je to tzv. limitni cyklus.

Definice 7. Invariantni mnoZinou S rozumime podmnoZzinu X spliiujici
X0 ES = ¢'xg€S VteT.

Definice 8. Uzaviend invariantni mnoZina S se nazyva stabilni, jestlize

e pro kazdé libovolné malé okoli U mnoziny S existuje okoli V mnoziny S ta-
kové, ze Vx € V a Vit > 0 plati ¢'x € U (tento typ stability nazyvame
Ljapunovskou stabilitou),

18Vice informaci zde nebo [8, str. 269].


https://cs.wikipedia.org/wiki/Membránový_potenciál
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/fitzhugh_nagumo_phase_portrait.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/fitzhugh_nagumo_phase_portrait.jl
http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo_model
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e existuje okoli Uy mnoziny S takové, Ze ¢'x - S prox € Uyat — oo (tento
typ stability nazyvdme asymptotickou stabilitou).

Mnozina S se téz nazyva atraktorem.

Definice 9. Cyklem rozumime periodickou trajektorii L, kterd neni rovnovaznym
bodem, spliiujici Vx, € L

¢t+T0xO = ¢tx0’
pro né&jaké Ty > 0, Vt € T. Nejmensi takové Ty nazyvame periodou cyklu L. Limit-
nim cyklem rozumime cyklus, v jehoZ okoli nejsou jiné cykly.

Pozndmka. V systému s cyklem vznikaji periodické oscilace. Cyklus spojitého sys-
tému je uzaviend kiivka v X, naopak cyklus diskrétniho systému je konecnd uspora-
dand k-tice bodii z X.

V feci vySe uvedenych definic tedy mtZeme tvrdit, Ze se pro nami zvolené pa-
rametry v systému daném FitzHughovym-Nagumovym modelem vyskytuje sta-
bilni limitni cyklus. Pokud se vratime k Verhulstovu modelu, tak mtiZzeme ¥ici, Ze se
v ném (pro zobrazené parametry) nachdazi stabilni (p#itahujici, atrahujici) a nesta-
bilni (odpuzujici) rovnovazny bod. Na zavér si uvedme vétu popisujici typy trajek-
torii, se kterymi se 1ze setkat.

Véta 1.1. Libovolnd trajektorie feseni autonomniho systému (1.1) je pravé jednoho z typii:
e staciondrni bod (odpovidd konstantnimu fesent),
o cyklus (odpovidi nekonstantnimu periodickému tesent),
e trajektorie, kterd sama sebe neproting.

Diikaz. Viz [9, str. 82]. O

1.3 Linedrni regrese

Tato prace nese ndzev ,Dynamické systémy fizené daty“. Z toho mtiZeme vy-
tusit, Ze na zacatku celého procesu nalézani rovnic budeme mit néjaka data, napfi-
klad méteni stavovych proménnych x4, ..., x¢, ze kterych poté budeme vyvozovat
hodnoty zavislych proménnych. Nejcastéji budeme konstruovat linedrni model,
ktery obecné ma tvar

Y1 X11 X12 - X1k [G1 €1
X X e X €
V2| o (%21 T2z Tak| |Gy 2| (13)
Yu xn,l xn,Z xn,k gk €n
Y X z I3

kde x; ; jsou naméfené hodnoty (kovariaty, prediktory), ¢; jsou regresni koefici-
enty, y; je zavisla proménna (odezva) a ¢; je (ndhodnid) chyba pozorovani.
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Dale pro nase potieby upravime rovnici (1.3) tak, ze proi =1, ..., n nebudeme
predikovat pouze skaldrni proménnou y;, ale vektor y; = [yill Yio - yi,l]. Na-
vic nam vétSinou nebudou stacit ¢ist€ naméfené hodnoty x_ ;, ale pouZijeme navic
funkce téchto hodnot, napiiklad s proménnou x; do regrese zafadime i x2. Zde
jesté uvedme predpoklad nezavislosti stavovych proménnych — v opaéném pii-
padé by byla identifikace spravného fesSeni Spatn€ podminéna.

Jak mtize byt z tvodu do dynamickych systémt patrné, nejcastéji se budeme
snazit predikovat derivace jednotlivych stavovych proménnych. Tim padem fe-
Sime problém

rm e Xy [xl,l e X fi(xg) fr(xl,.)] [‘:1,1 e 6L [SF{
N 5 : : N R
Xp1 e Xy Xo1 o Xpk [1%0) o ) 1 Epa e G el
X oXx) = €
kdep =k +r,r € Ny, a vektorové zapsano
X=0X)E +e. (1.4)

1.3.1 Metoda nejmensich ¢tverct

Necht mame linedrni model (1.3) — tedy zndme kovariaty a vysledné hodnoty
a chceme najit takové regresni koeficienty, Ze residua e budou co nejmens;, tj.

min || Y — X¢|[2. (1.5)
&

Tato tloha 1ze fesit napfiklad ortogondlni projekci Y na im X nebo metodou
nejmensich ¢tverct (OLS — Ordinary Least Squares), kterd spo¢iva v nalezeni

& = argmin ||Y — X§]|§ = argmin (Y — Xc;")T (Y =X¢), (1.6)
g 3

kde & je odhad regresnich koeficientti. P¥fpustnd mnozina je jisté oteviend (mi-
nimum hleddme na celém R"), a tedy pro libovolny staciondrni bod ¢ tucelové
funkce musi platit grad, ((Y — X¢) ! (Y —X¢ )) = 0. Z tohoto plyne, Ze se hledané
minimum bude realizovat v nékterém staciondrnim bodé minimalizované funkce.
Proto pocitejme
T

grad, (Y=X&)" (Y-X&)) =0

grad, (YIY — YIXZ — ¢TXTY + ¢TXTXE) = 0

0— (YTX)' =XTY + (XTX + (XX)" ) g =0

=XTY = XTY + (XTX + XTX) ¢=0

—2XTY +2XTX¢=0
= (XTX)'(xXTY),  (17)
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pficemz pomoci pozitivni semidefinitnosti Hessovy matice mizeme ovéfit, ze se
jednd o minimum:

VZ((Y=X®" (Y-X§)) =2XTX,

tim pddem méa Hessova matice stejnou definitnost jako matice X7X. Libovolna
¢tvercovd symetrickd matice M je pozitivné semidefinitni praveé tehdy, kdyz plati

(Va € R™\ {0}) a’Ma >0,
a tedy pro vySetfovanou matici X" X a libovolny nenulovy vektor a € R”

aTXTXa = b"b = |b|; > 0,
bT b

navic si mtizeme v§imnout, Ze matice X’ X je dokonce pozitioné definitni, je-li zaro-
veti plné hodnosti. Ke stejnému zavéru mtizeme dospét i pomoci faktu, ze X' X je
matice kovariance.

Celkem jsme z (1.7) zjistili, Ze odhad & pomoci & = (XTX)_1 (XTY) minima-
lizuje rezidua, tj. splituje tlohu (1.5), resp. (1.6). Graficky mtiZeme tento proces
znédzornit pomoci obrazku 1.4, kde jsou vidét ¢tverce se stranou délky [[Y — X¢]|,,
které se metoda snazi minimalizovat.

()
10 é
[ 4
o
> o [ J
5 - ()
® @
[ J
0 -
T T T
0 5 10
x

Obrazek 1.4: Grafické zndzornéni metody nejmensich ¢tvercti (zdrojovy kod)

Vratme se nyni k dloze (1.4), coZ je ptipad [-rozmérné linedrni regrese. Tu mu-
Zeme FesSit tak, Ze postupné udéldme vyse vysvétlenou linedrni regresi pro kazdy
sloupec zavislé proménné, resp. regresnich koeficientti. Tuto tlohu bychom navic
mohli schematicky zndzornit ndsledujicim zptisobem (uvazujeme zde 3 proménné
a s nimi i jejich druhé mocniny):


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/least_squares.jl
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2 2 2

5(1 Xz 5C3 X1 Xop X3 xl x2 x3

oo G

= + €. (1.8)

Zde si vS8imnéme, Ze typicky bude (skoro) kazda slozka vyuZita, tj. (skoro)
kazdy regresni koeficient bude nenulovy. To vychazi z povahy metody nejmen-
Sich ¢tvercti, kterd se snaZi co nejlépe odhadnout linedrni model transformujici
cienty casto tézko interpretovatelné a dostavame model, ktery ndm nedéva vhled
do problému jako takového.

1.3.2 Ridk4 regrese

V pfedchozim piipadé, tj. pfi pouziti normdlni metody nejmensich ctverct,
jsme narazili na problém s interpretovatelnosti, kdyZ jsou vSechny mozné slozky
vyuzity. Nicméné pokud bychom byly schopni donutit metodu nejmensich
¢tverctl, aby vybrala pouze ty nejdtileZitéjsi koeficienty a zbytek nechala nulovy,
tak tento problém z velké miry vyfeSime.

Vratme se nyni jesté k problému (1.4), ktery budeme vice fesit v kapitole 2.
Reseni ukéazky (1.8) zobecnéného linedrni modelu (1.4) pomoci ¥idké regrese mui-
Zeme schematicky zndzornit obdobnym zptisobem:

5(1 X2 X3 X1 Xop X3 x% x% x%

¢ & 573_

coz znamend, Ze fidkou regresi odhadujeme tvar ptivodniho autonomniho sys-
tému na:

X1 = 8o 1% + 86173
Xp = 8y 0X% + C50%3

L 2
X3 = §13%1 + G53%5
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V tomto pfipadé ma vysledny systém 6 parametrii oproti pfedchozim 18, coz zna-
telné zjednodusuje jakoukoliv interpretovatelnost.

LASSO Regrese

Jednou z metod fidké regrese je tzv. LASSO regrese (z anglického , Least Ab-
solute Shrinkage and Selection Operator), kterd patfi mezi tzv. ,,smrstujici metody*
(shrinkage methods nebo také pouZivame termin sparse regression). LASSO regrese
oproti metodé€ nejmensich ¢tvercti pridava ke ztritové funkci OLS (1.5) jesté [;-
-normu’” vektoru regresnich koeficientti & t.

1
i 31 = X5 + el ). (19)

kde u je tzv. ,vyrovnéavaci parametr“?’. Timto LASSO penalizuje ,komplexitu®
vektoru regresnich koeficientti a vynucuje jeho fidkost. Pokud polozime u = 0,
tak pfestane mit LASSO omezeni jakykoliv vliv a dostaneme stejny odhad jako
pomoci OLS. Na druhou stranu pro y — oo bude vliv LASSO omezeni riist a tim
tlacit koeficienty { — 0 (fikdme, Ze se ,smrstuji k nule®). Sprdvnym nastavenim
parametru y dostaneme vektor regresnich koeficientt ¢, ktery ma vétsinu slozek
nulovych - takovy vektor nazyvame #idky* [12, 13].

Fakt, Ze LASSO regrese vynucuje fidkost vysledného vektoru ¢, plyne i z faktu,
Ze jde o tzv. [;-relaxaci obdobného problému

(1 2
i 31 = X5 + el ).

Pokud bychom se snaZili fesit pfimo tento problém, narazime na problém, ze
lp-norma neni konvexni, a tedy nemtizeme pouZit standardni algoritmy. Navic oba
problémy maji velmi podobna feSeni a v mnoha pf¥ipadech dokonce shodna [14,
15].

Na rozdil od metody nejmensich ¢tvercti, kterd méa analytické feSeni (closed-
-form solution) (1.7), LASSO regrese v obecné formé analytické feSeni nema. Proto
feSime problém (1.9) pomoci itera¢ni metody ADMM (Alternating Direction Me-
thod of Multipliers), coz je tzv. proximdilni metoda, ktera je zaloZend na proximalnim
operatoru [16].

Definice 10. Proximdlni operdtor funkce f : R” — R, je funkce prox; : R" —

R" definovana jako

proxf(v) = argmin (f(x) + %le — v||%> . (1.10)

91, -norma, také nazyvand napi. ,taxikaiskd metrika“, je definovand jako |lvll; = Z?:l [v;l.

2'Mizeme se také setkat z anglickym oznacenim ,,sparsity-promoting knob*.

HPodobny tvar ztratové funkce jako LASSO regrese ma i ridge regrese, ktera ptidava I,-normu ¢.
Ta avSak nevynucuje fidkost vektoru ¢ a tedy se ji nebudeme zabyvat.
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Obdobné pro skédlovanou funkci Afs A > 0 bude proximélni operator

_ . 1 2 _ . /\ 1 2
profo(v) = arg)I(mn fx) + 7 Ix —vl5 | = arg)r(mn f(x) + 5 Ix —vl5 |,

coz také nazyvdme proximalni operator funkce f s parametrem A. Zavedme
si ADMM algoritmus nejprve pro obecny pfipad, tj. m&me konvexni funkce
f,g: R" - R takové, Ze

(IxXeRMf(x) <4+00 A (FyeR")g(y) < +co,

a uvazujme problém

mxin (f(x) +g(x)). (1.11)
Potom pro (1.11) je ADMM formulovéna jako
xk+1 = Prox, ¢ (2F —u*)
Zk+1 = prox, . (xk+1 + uk) (1.12)
wftl = uk 4 k1 Zk+1’

kde x* znaéi x vypoctené v k-té iteraci (obdobné pro ostatni proménné). Proménné
xF a zF v limité konverguif ke stejné hodnoté (k optimu), ale maji mirné jiné vlast-
nosti.

Naptiklad x* € D (f), ale zF € D (g), a tedy pokud jsou v ¢ zakomponovana
omezeni, pak je z splituje vzdy, ale x* pouze v limité. Specialng, je-li g = |Il;, pak
dostaneme

1
prox/\”.lll(v) = arg)l:nin (/\ x|l + 5 Ix — v||%>

n 1 n
= argmin (AZ ;| + 5 Z(xi — vi)Z) .

Vsimnéme si, Ze funkce h(x) je aditivné separovatelnd, tj. h(x) = hy(xq) + - +
h,(x,), a tedy sta¢f minimalizovat kazdou slozku zvlast. Pro x; # 0 bude mit i-ta
sloZka jejtho gradientu tvar

(gradxh(x))i = ihi(xi) = 9 (Alxﬂ + %(xi - Ui)z)

0x; ox;
)Lam' }
=A=—+x; —v; = x; — v; + sign(x;)A,
axl‘

z ¢ehoZz dostdvame podminku

x; —v; +sign(x)A =0 < x; = v; — sign(x;)A.
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Predpoklddejme nyni, Ze |[v;| < A (pamatujme, Ze A > 0), pak ale

sign(x;) = sign (v; — sign(x;)A)
sign (v; —A) = =1 pro sign(x;) =1

sign(v;) pro sign(x;) =0
sign (v; +A) =1  pro sign(x;) = —1
= sign(x;) = sign(v;) =0
= X; =0; = 0,
tedy x; # 0 miize byt feSeni pouze pokud |v;| > A. Z toho také plyne
sign(x;) = sign (v; — sign(x;)A)
_ |sign (v; —A) = sign(v;) pro sign(x;) =1
- sign (v; + A) = sign(v;) pro sign(x;) = —1
= sign(v;).
JelikoZ je h;(x;) konvexni funkce? na celém R, pak se jeji minimum realizuje

ve staciondrnim bodé, pokud takovy bod existuje. Tim pddem se bude minimum
pro |v;| > A realizovat v x; = v; — sign(v;)A, jinak v x; = 0, .

_ _ v —sign(w)A, o) > A
(prOXAn-nl("))i = (av); = {o, 0] <A (1.13)
= sign(v;) max {abs(v;) — A, 0} .
Tento proximalni operator se nazyva meékké prahovini (anglicky soft-threshol-
ding operator) s parametrem A a znac¢ime ho S, (v) [14, 17, 18].

2.5
Z 0.0
n
D5-
I I I
5 0 5
T

Obrazek 1.5: Ukazka jednorozmérného mékkého prahovani s A = 2 (zdrojovy
kod)

Z2Funkce h; (x;) je soucet dvou konvexnich funkci, tedy je sama konvexni.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/soft_threshold.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/soft_threshold.jl
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Pro tuto volbu ¢ = |-l; bude vzdy zk ridky vektor, zatimco x* bude ~pouze
blizko* vektoru z* (a tedy bude x* pouze ,skoro Fidky* vektor) [16].

Vyhodou ADMM je, Ze k obéma funkcim z problému (1.11) pfistupujeme od-
délené a pouze skrze proximalni operator — tedy ADMM je nejvyhodné&jsi pouzi-
vat, pokud je jednoduché vy¢islit proximalni operdtory funkci f, g, ale proximalni
operator f + g je slozité vypocitat.

ADMM lze také interpretovat jako metodu rozsifeného lagrangianu (anglicky
augmented Lagrangian) — mySlenka spociva v tom, Ze ptivodné neohraniceny pro-
blém nahradime za ohrani¢eny problém s penaliza¢nim ¢lenem ve formé omezeni.
Pro dlohu (1.11) to znamend, ze ADMM ve skute¢nosti fesi problém

min (f(x) +8(2))

(1.14)
za podminky x = z,

jehoz rozsiteny lagrangiin je
Lyxz,w) =00 +g(2) +uT(x—2) + EIx— 213,

kde p > 0 je parametr a u € R" jsou Lagrangeovy multiplikdtory pro omezeni
x = z (jde zaroven také o dudlni proménnou k tomuto omezeni) [16]. Navic jsme
schopni pomoci L, ptepsat iteraci ADMM na

k+1 k

Xt = argmin L, (x, 2k, u*),
X

k+1

z"" = argmin Lp (xk+1,z, uk) , (1.15)
z

uftl = uk + 0 (xk+1 _ Zk+1) )

Nyni aplikujme ADMM na problém LASSO regrese (1.9) [19], pfi¢emz jak jiz
bylo ukazano v (1.14), tak budeme fesit problém

. (1 2
min (5 1Y = X¢ll; + p ”2”1)

za podminky § —z =0,

(1.16)

s roz&ffenym lagrangidnem s parametrem p tvaru®

1
Lo(§ 2w = F[IY - Xal3 + plizlly + ou” (& —z) + g IE — 23

23Zde jsme vynasobily Lagrangeovy multiplikdtory u parametrem p, coz ndm zjednodusi vypo-
¢ty, ackoliv pfijedeme o jistou ¢ast interpretovatelnosti u.



Kapitola 1. Zdakladni pojmy 25

Potom iterace ADMM algoritmu pro LASSO regresi je dana

gkl = arggnin L,(Z,25,ub)

1
arggrfnin (5 Y — X§]|§ +u ||zk||1 + pukT (g — zk) + g ||(',‘ — zk”i>

1 eR
5 (ngTxg — FTXTY - YTXE + YTY>

argmin

2 o (8- 26 + el /
+§ <gT§' _ érTZk _ ZkTg + 2:kTZk)

uvédomme si, Ze ¢leny bez ¢ neovlivni hodnotu minimalizovaného vyrazu

= arggnin (%Q'TXTXQ' —TXTY + ,OukTér + g (;‘Tg — 2§Tzk)>

= argming(¢),
4

tedy hleddme stacionarni bod &¥+1 funkce (&), . gradgq (¢¥1) = 0, proto podi-
tejme

0= % (xTx + (xTx)T) & —XTY + pu* + p& — pz
= (XX +pI) & = (XTY + p (z° — u¥))
— &= (XTX + o) (XTY + p (25 — u)), (1.17)

pficemz q(¢) je jisté konvexni funkce, nebot je to soucet konvexnich funkci?*. Déle

zkt1 = argmin Lp(é‘kﬂ, z,u)
z

= arginin (% ||Y — xérk+1||z + 1zl + pukT (§k+1 _ z) + g Hérk+1 — z”i)

= argmin (£ 6541 — 2]} - out” (21— 2) + el )
= argmin (fz_) (&1 + uk) - z“; +u ||z||1> ,
z ¢ehoz podle (1.13) dostavdme
= Su (g1 +uk) (1.18)

akonecné z (1.15) plyne i posledni ¢ast jedné iterace ADMM algoritmu pro LASSO

regresi (1.9)

uk—+-1 — uk + xk+1 _ Zk+1. (119)

2%Clen TXTY je konkavni a konvexni zaroveti.
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Celkem mtizeme postup ADMM metody pro LASSO regresi zapsat v julia podle
rovnic (1.17), (1.18), (1.19) algoritmem 1, ktery fesi problém (1.4), tedy I[-rozmér-
nou LASSO regresi — tu ovSem opét provddime pro kazdy sloupec zévislé pro-

meénné zvlast [3, 19].

Sequentially Thresholded Least Squares

Druhym zptisobem, jak vynutit fidkost vektoru koeficientti ¢, je metoda STLS
(Sequentially Thresholded Least Squares). Tato metoda funguje na principu opako-
vani metody nejmensich ¢tverctl, pfi¢emz postupné odebirdme koeficienty (a jim
pislusné sloupce kovariatti), které jsou mensi nez ndmi stanoveny parametr 7.
Matematicky zapsano se jedna o optimaliza¢ni problém [20]

1 2
min = [[Y - X
¢ A fll (1.20)
za podminky Vj € {1,...,n} : |§,‘J| > T.

Tuto metodu mtiZzeme v julia zapsat pomoci algoritmu 2. Ukazme si nyni pouZiti
obou metod na ukdzkovém problému

julia> using DataDrivenDynamics.SINDy.Optimizers # load our
-~ package
julia> Random.seed! (12345)
Random.TaskLocalRNG()
julia> X = rand(100, 10); # define the input data
julia> Y = 18 * X[:, 1] - 7 * X[:, 3] + 5 * X[:, 8] + rand(168);
julia> stls = STLS(8.3);
julia> stls(X, Y)
18-element Vector{Float64}:
10.245952215711691
0.0
-6.696224591081352
0.0
.0
.0
.0
.2476477086041146
.0
0.0
julia> lasso = LASS0(2, 168);
julia> lasso(X, Y; max_iter = 1008)
18x1 Matrix{Float64}:
10.08532610984748
0.0
-6.496672185858213
0.0815879591881733

[ev &2 BN ev N av BN av)
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.0190881274926735947
.15833690717414423
.1102230246251565e-16
.924004569131574

.0

.07419783265262703

o000

Base.@kwdef struct LASSO <: Optimizer
p =5
p =106
end

S(z, n) = max(z - n, 8) - max(-z - n, 8)

# Solving LASSO problem using ADMM algorithm

function (optimizer::LASS0)(®, X; max_iter=188, kwargs...)
A, Q = eigen(B' * 0)
Q_inv = Matrix(Q') # Q is orthonormal
p, W = optimizer.p, optimizer.p

= = zeros(variables(8), variables(X))

for variable in 1:variables(X)
# Initialize all variables as zero vectors
£, u, z = [zeros(variables(B8)) for _ in 1:3]

for in 1:max_iter

& = Q * ((Diagonal(l ./ (A .+ p)) * (Q_inv * (B' *
- X[:, variable] + p * (z - u)))))
z=S.(E+u, p/p
u=u+§¢g-z
end
=[:, variable] = §
end

return
end

Algoritmus 1: Ukdzkova implementace LASSO regrese pomoci ADMM algo-
ritmu
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Base.(@kwdef struct STLS <: Optimizer
T = 0.025
end

function (optimizer::STLS)(®, X; max_iter=18, kwargs...)
# Get the number variables in the "outcome data"
vars = variables(X; kwargs...)

Compute OLS as the initial guess of our system

=0\ X

=+

for _ in 1:max_iter

small_indices = @. abs(Z) < optimizer.t
=[small_indices] .= 8

# For each variable, do the thresholded OLS
for variable in 1:vars
big_indices_in = @. !small_indices[:, variable]

=[big_indices_in, variable] .= O[:, big_indices_in]
~ \ X[:, variable]
end
end
return =
end

Algoritmus 2: Ukdzkova implementace STLS metody
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1.4 QOdstranovani sumu

V idedlnim svété bychom vZdy pracovali s dostatkem cistych dat — Cistd data
neobsahuji okolni vlivy ¢i chyby v méfeni. To je vSak velmi neredlna situace, a
proto je dobré se zabyvat tim, jaky Sum mtzZe nase data ovlivnit a jak ho odstranit
¢i redukovat.

1.4.1 Klasifikace Sumu

V této praci budeme uvazovat hlavné 3 druhy Sumt, pficemz je mtizeme prvni
hrubé rozdélit na aditivni a multiplikativni $um [21]. Na vygenerovani jednotli-
vych pozorovani ze specifikovanych rozdéleni pravdépodobnosti pouZzijeme ba-
licek Distributions.jl [22].

Aditivni Sum
Necht mdme jednorozmérna® data x € R" a ndhodny vektor N ~ (u, 021,,),

t. N; i, 0?). Nejcastéji volime p = 0. Rikdme, Ze y € R" jsou data x ovlivnéna
aditionim sumem s rozptylem o2 tehdy, kdyZ plati

yi=x; + N

Base.@kwdef struct AdditiveNoise <: AbstractNoise
distribution::Distribution = Normal(8, 8.5)

AdditiveNoise(pn, o) = new(Normal(u, o))
AdditiveNoise(distribution::Distribution) =
- new(distribution)
end
(noise::AdditiveNoise) (data:: AbstractArray) = data .+
~ rand(noise.distribution, size(data))

Algoritmus 3: Ukazkova implementace aditivniho Sumu

Ridi-li se $um N normalnim rozdélenim, pak ho nazyvame Gaussovskym. Po-
kud je navic rozdéleni Sumu konstantni pro cely vektor dat, pak jej mtiZeme nazvat
bilym Sumem — tedy v nasem p¥ipadé se jedna o aditivni bily Gaussovsky Sum (an-
glicky Additive White Gaussian Noise). Na obrazku 1.6 mtizeme vidét efekt Sumu na
nahodné rozmisténé body a na funkci x - sin x.

BUvazujeme jednorozmérnd data s n pozorovanimi.


https://juliastats.org/Distributions.jl/stable/starting/
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- mnoisy data true data — z-sin(z) noisy data

100 A
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: -50 -
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index x
(a) Aditivni Sum na ndhodné vygenerova- (b) Aditivni $um na funkci x - sin x

nych bodech
Obrézek 1.6: Ukazka vlivu aditivniho $umu N ~ (0,32 - 1) (zdrojovy kéd)

Aditivni Sum s rozptylem dat

Tento Sum je velmi podobny obvyklému aditivnimu Sumu, jen s tim rozdilem,
Ze misto pfedem daného rozptylu pro néj uréujeme rozptyl podle dat, kterd ma
ovlivnit. Necht mame ,¢istd“ data x € R", kterd maji vybérovy rozptyl s2. Potom
Sumem s rozptylem dat nazveme ndhodny vektor s i-tou slozkou N; ~ (y;, 0 - s2),
kde 0 je pfedem dand konstanta urcujici, jak velkou ¢ast rozptylu z dat Sum pfejme.
Opét se jedna o aditivni Sum

yi =xi + N;.

Ukézkovéa implementace v julia je ddna algoritmem 4 a jeho efekt je zfejmy z ob-
razku 1.7.

- noisy data true data — z-sin(z) noisy data
100 -
> 04
-100 -
T T T T T T
0 5000 10000 0 50 100
index x

(a) Aditivni Sum s rozptylem dat na na- (b) Aditivni Sum s rozptylem dat na
hodné vygenerovanych bodech funkci x - sinx

Obrazek 1.7: Ukazka vlivu aditivniho Sum s rozptylem dat pro & = 02,4 = 0
(zdrojovy kod)


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Noise-Comparisons/generator.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Noise-Comparisons/generator.jl

Kapitola 1. Zdakladni pojmy 31

Base.@kwdef struct AdditiveVarianceNoise <: AbstractNoise
p::Floaté4 = 6
6::Floaté4s = 6.2
args::Vector []
distribution::Type{<:Distribution} = Normal

AdditiveVarianceNoise(u, &) = new(u, 6, [], Normal)
AdditiveVarianceNoise(p, &, args, distribution) = new(u, &,
- args, distribution)
end
function (noise::AdditiveVarianceNoise) (data::AbstractArray)
additive_noise = AdditiveNoise(noise.distribution(
noise.p, sqrt(noise.d) * std(data), noise.args...
))
return additive_noise(data)
end

Algoritmus 4: Uk4azkova implementace aditivniho Sumu s rozptylem dat.

Multiplikativni Sum

V poslednim pfipadé€ méjme jednorozmérnd data x € R" a ndhodny vektor
N ~ (u,0%L,), 4. N; iid (4, 0%), pficemZ nejcastéji volime y = 1. Datay € R”
ovlivnéna multiplikationim Sumem s rozptylem ¢? maji tvar

yi=x;i- N

Tento Sum vyrazné znasobuje extrémni hodnoty. Multiplikativni Sum je ukaz-
kové implementovén v jazyce julia v algoritmu 5 a jeho efekt je patrny z obrazku
1.8.

Base.(@kwdef struct MultiplicativeNoise <: AbstractNoise
distribution::Distribution = Normal(1l, 6.2)

MultiplicativeNoise(pn, o) = new(Normal(u, o))
MultiplicativeNoise(distribution::Distribution) =
-~ new(distribution)
end
(noise::MultiplicativeNoise)(data::AbstractArray) = data .*
-~ rand(noise.distribution, size(data))

Algoritmus 5: Ukazkova implementace multiplikativniho Sumu.
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noisy data true data — z-sin(x) noisy data

100
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index T

(a) Multiplikativni $um na ndhodné vyge- (b) Multiplikativni Sum na funkci x - sin x
nerovanych bodech

Obrézek 1.8: Ukazka vlivu multiplikativniho Sumu pro N ~ (1,0.2% - 1) (zdrojovy
kod)

1.4.2 Metoda totdlni variace

V pfedchozi ¢asti jsme ukdzali, s jakymi druhy Sumu se mtizeme potkat a jak
je mtizeme ptidat do ¢istych dat. AvSak vétsinou bude nasim cilem pravy opak, tj.
dostaneme data s Sumem a budeme je chtit Sumu zbavit. Pro tyto tcely pouZijeme
tzv. metodu totalni variace (anglicky fotal variation).

Nechty € R" jsou jednorozmérna data obsahujici Sum. Definujme fotdlni vari-
aci [23]

n—1
Viy) = Z Vi1 —vil, (1.21)
i=1

pfi¢emZz bychom chtéli najit posloupnost vystupnich dat x € R" takovych, Ze maji
mensi totdlni variaci, ale pfitom jsou blizko ptivodnich dat. Matematicky feceno
feSime problém [24]

. 1 2
in (WV(X) + 5l = yllz) , (1.22)

kde 7 je parametr reqularizace, jehoZz ,sprdvna“ volba je sama o sobé obtizna [24,
25]. JelikoZ je ti¢elova funkce (1.22) ostie konvexni, tak feSeni x tohoto problému
existuje a je jednoznacné urceno vstupnimi daty y.

Problém totalni variace mtizeme feSit napiiklad pomoci metody pevného bodu,
operator splitting method [24] nebo také pomoci vyse probirané metody ADMM
[26].

V této praci dale pouZzijeme balicek TotalVariation.jl [27], ktery implemen-
tuje metodu totdlni variace feSenou pomoci MM metody (metoda minimalizace—


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Noise-Comparisons/generator.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Noise-Comparisons/generator.jl
https://github.com/fundamental/TotalVariation.jl
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sin(z) + || noisy data — denoised data

0_ —
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Obrazek 1.9: Ukazka odstranéni Sumu pomoci metody totalni variace (zdrojovy
kod)

maximalizace) [28]. Ukazku odstrariovani Sumu se zaSuménou funkci sin(x) + |x|
muZeme vidét na obrazku 1.9.

1.4.3 Numerické derivovani regularizované totdlni variaci

V predchozi sekci jsme se bavili o odstrariovani Sumu z dat pomoci metody to-
taln{ variace. Pokud si vzpomeneme na formulaci problému (1.4), tak si mtizeme
uvédomit, Ze na vyfeSeni, tj. nalezeni parametrt systému, potfebujeme znat i de-
rivace v kazdém casovém okamZiku.

V realném svété se casto mtizeme dostat do situace, kdy zname jednotlivé sta-
vové proménné, ale nikoliv jejich derivace — tedy je musime ziskat pomoci nu-
merickych metod. AvSak castym problémem numerického derivovani, zejména
metod konecnyjch diferenci, byva chovani na datech ovlivnénych Sumem, pficemz
odstranéni Sumu pfed aplikovanim téchto metod neziidka nedava uspokojivé vy-
sledky [29].

Z tohoto dtivodu v této praci pouZijeme metodu numerického derivovini regulari-
zovaného totdlni variaci (anglicky Total Variation Regularized Numerical Differentiation
(TVDiff)), implementovanou v bali¢ku NoiseRobustDifferentiation.jl [29].

Tento problém muZeme fesit pomoci Tichonovovy regularizace odpovidajiciho
inverzniho problému [30]. Hledejme prozatim derivaci funkce f : R — R na

v ¥ Vv

intervalu [0, L]. Tato derivace je jisté feSeni funkciondlniho problému
min (7R (u) + DF(A(u) - f)), (1.23)

kdeujefunkceu : R — R, R(u) je regularizaéni (penalizacni) ¢len, A(u) je operator
antidiference, tj. A(u) = fOL u(x) dx, DF (v) je ¢len zachycujici vérohodnost k datiim
(anglicky data-fidelity term), ktery penalizuje rozdil mezi A(u) a f, a 7 je parametr
regularizace, ktery vyvaZuje tyto dva ¢leny.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/total_variation_denoise.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/total_variation_denoise.jl
https://github.com/adrhill/NoiseRobustDifferentiation.jl
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noisy sin(z) + |z| %(sin(x) +12]) — denoised derivative
10 27 27
1- 1-
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Obrazek 1.10: Ukazka numerického derivovani regularizovaného metodou totalni
variace (zdrojovy kod)

Jako DF nejcastéji pouzivdme [,-normu, o které 1ze ukazat, ze je ,dobrou vol-
bou*, méme-li aditivni bily Gaussovsky $um?®. Déle jako R(u) volime totdlni vari-
aci, tj.

L
R(u) = fO u' (x)|d x,

tedy tulohu (1.23) mtizeme v naSem ptipadé formulovat jako

L 1/ oL
min (zx (fo |u’(x)|dx) + 5 (fo |A(u(x)) —f(x)|2dx>> , (1.24)

kde u : R —» R. Uvazujme nyni diskrétni p¥ipad, tj. mame vstupni data f € R"
takova, ze Vi € {1,...,n} : f; = f(x;) pro vhodné x; € R. Poté budeme fe$it misto
(1.24) problém
1

min (nwu) + 5 1Aq(w - f||§), (1.25)
kde V (x) je totalni variace (1.21) a funkce A;(u) aproximuje integral funkce u(x)
nabodech u. Nebot A; mtZeme bréat jako metodu numerického integrovini, tak se na-
bizi pouzit napiiklad Gaussovu nebo Newtonovu—-Cotesovu kvadraturni formuli,
pfi¢emz nejcastéji pouzivame tzv. lichobéznikové pravidlo [31, 29].

Tento problém lze feSit napiiklad metodou nejvétsiho spaddu nebo lépe tzv. al-
goritmem s opozdénou difuzivitou (anglicky lagged diffusivity algorithm). Ukazku
regularizovaného numerického derivovani se zaSuménou funkci sin(x) + |x| ma-
Zeme vidét na obrazku 1.10.

26]iné typy Sumt by vyzadovaly jinou volbu této funkce.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/tvdiff_denoise.jl

Kapitola 2

Ridka identifikace nelinearni
dynamiky (SINDy)

Jak jiZz bylo nastinéno v kapitole 1, hlavnim tématem této prace jsou metody
nalézani rovnic dynamickych systémt z dat. V této kapitole se podivame na #id-
kou identifikaci nelinedrni dynamiky (SINDy) (z anglického Sparse Identification of
Nonlinear Dynamics), se kterou pfisel prof. Brunton et al. v roce 2016 [32, 1]. Tato
kapitola je z velké ¢asti zalozena pravé na jeho publikacich [1, 33].

Ackoliv zde budeme pouZivat vyhradné SINDy, patfi se uvést alternativni me-
tody [34, 1]. Mezi né patii napiiklad symbolickd regrese [35], automatickd inference
dynamiky [34] nebo nové i pomoci aritmetickijch neuronovych siti [36].

I kdyZz se zde budeme zabyvat pouze identifikaci obycejnijch diferencidlnich rov-
nic, SINDy algoritmus 1ze formulovat i pro parcidlni diferencidlni rovnice [1, 37].

2.1 Teoreticky avod

Predpokladejme, Ze zkoumany dynamicky systém
mé pouze malé mnoZstvi ,aktivnich ¢lenti“ v prostoru vSech moZnych ¢lenti
pravé strany této rovnice. Napiiklad FitzHughtiv-Nagumtv model (1.2) obsa-
huje pouze linearni ¢leny a tfeti mocniny v kazdé rovnici.

Jinak feceno se snaZime aproximovat neznamou funkci f(x) zobecnénym linedr-
nim modelem

p
f(x) Y 0,08 = OXE, (2.2)
i=1

pfi¢emZz se snaZzime minimalizovat pocet nenulovych ¢lenti v ¢, kde p € N, 6; :

R" - R" a také
01 (x) ! ¢1
@(x):( : ) gz(s). (2.3)
6,(x) ,

—-35—
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Funkce 6;(x) prok =1, ..., p dohromady nazyvame knihovnou kandidata (¢i
bazi kandiddtnich prokii). Pomoci ¥fidké regrese 1.3.2 jsme schopni najit pozadované
¢ pro (2.2) takové, ze bude z vétSiny tvofeno nulovymi ¢leny, tj. bude 7idké.

Necht mame data z ¢asové fady pfislusné systému (2.1), které uspotfddame do
matice

X = [x(t) x(B) .. x(t)]"

a obdobné vytvofime matici derivaci

X = [x(t) X(t) ... x(t)]".

V praxi se ¢asto potkdvame se situaci, kdy mame matici X ovlivnénou Sumem, a
neziidka matici X viibec nezndme a musime ji odvodit z dat. Tyto problémy feSime
pomoci metod fotilni variace predstavenych v sekci 1.4.2, respektive v sekci 1.4.3
[1].

Knihovnu kandidatnich funkci konstruujeme z dat uloZenych v matici X jako

OX)=[1 X Pp(X) .. P;X) .. sin(X) ... £(X)], (2.4)

kde Py(X) = (pa(X1.) ... pd(Xn,,))T, pticem? p; : RF - R znaé&i polynom k-pro-
ménnych d-tého stupné, sin(X) je myslen po prvcich (stejné jako obdobné funkce)
a nakonec f : R™* — R libovoln4 ndmi zvolen4 funkce — obecn& mohou byt
soucésti knihovny kandidata libovolné funkce, o kterych predpokladame, ze by
se v systému (2.1) mohly nachazet.

Celkem tedy SINDy aproximuje systém (2.1) pomoci zobecnéného linedrniho mo-
delu (1.4)

X=0(X)E +¢,

kde i-ty sloupec ¢; matice regresnich koeficientti & odpovidé koeficientéim apro-
ximace i-té slozky systému (2.1) ve smyslu (2.2). Setrnym modelem (z anglického
parsimonious model) rozumime takovy model, ktery bude dobfe aproximovat pti-
vodni systém a zdroven obsahovat pouze malé mnoZstvi nenulovych koeficient(i
v E. Obecné mtizeme tento problém formulovat jako

1,.
min (E X - @00z, + yR(E)) , (2.5)

kde R(-) je regularizujici funkce vynucujici fidkost (viz také (1.9) specidlné pro
LASSO regresi). Setrny model miizeme ziskat napiiklad pomoci metody STLS,
viz 1.3.2, nebo pomoci LASSO regrese, viz 1.3.2, pficemZ prof. Brunton doporu-
¢uje metodu STLS [1]. Déle pak v [38] je ukdzdno pouziti metody SR3, jakoZzto
alternativy k STLS, viz 2.4.4, a v sekci 2.4.4 navrhujeme novou metodu DSTLS tak-
téZ upravujici ptivodni metodu STLS.

Dohromady aproximaci i-té slozky systému (2.1) dostaneme jako

X = O(X)g;,

kde ®(x) vnimame jako vektor symbolickijch funkci ve smyslu (2.3).
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2.2 Ukazkova implementace

Ukazme si nyni ukédzkovou implementaci SINDy v jazyce julia. Jako optima-
liza¢ni algoritmy vyuZzijeme STLS, algoritmus 2, a LASSO regresi, algoritmus 1,
z kapitoly 1.3.2 — tyto metody budeme souhrnné v kédu, viz algoritmus 6, ozna-
Covat abstraktnim typem Optimizer, pfi¢emZ volba konkrétni metody bude na
uZivateli.

Hlavni myslenkou SINDy je prvni vytvofit knihovnu moznych funkci, pro kte-
rou budeme pouZivat abstraktni typ Library, a potom se pokusit najit takové koe-
ficienty pro funkce z knihovny, Ze co nejlépe vystihuji data ze systému (2.1) a pfi-
tom jsou Fidké.

Tento postup miiZzeme algoritmicky zapsat pomoci funkce discover, viz algo-
ritmus 6, kterd na vstupu potfebuje matici X, matici derivaci X, knihovnu kandi-
déth a optimaliza¢ni metodu.

function discover(X, X, library::T, optimizer::TT; kwargs...)
~ where {T<:Library,TT<:Optimizer}
@ = library(X; kwargs...)
= = optimizer(®, X; kwargs...)
return =
end

Algoritmus 6: Ustfedni funkce SINDy metody

Knihovna funkci, kterd je v algoritmu 6 vyjaddfena abstraktnim typem Library,
miZe mit mnoho rtznych podob a tim se bude lisit, jak ji budeme v kédu vytvaret.

Pro zacatek si definujme funkci, kterd pro kazdy fadek matice X vyhodnoti
knihovni funkce na tomto pozorovani.

function (library::Library)(X; iterate_by=eachrow, kwargs...)
0 = reshape.([func(X) for func in library],
-~ length(iterate_by(X)), 1)
return hcat(0...)
end

eachstate(func, X; iterate_by=eachrow) = [func(iteration) for
~ iteration in iterate_by(X)]

Algoritmus 7: Ustfedni funkce pro praci s knihovnami kandidata

Vlastnoru¢né implementujeme pouze nékolik vybranych typt knihoven, a to
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monomidlni knihovnu (viz P¥ilohy/algoritmus 11), napt. funkce (1,x,y, xz,yz),
polynomidlni knihovnu (viz Pfilohy/algoritmus 12), napt. funkce (1,y,yx,x), a
knihovnu z libovolnych funkci zvolenych uzivatelem (viz Pfilohy/algoritmus 10).
Dal$imi knihovnami, které bychom mohli pouzit, by byly napfiklad trigonomet-
rické funkce.

Timto jsme posklddali dohromady vSechny stavebni bloky metody SINDy a
mulizeme si ji ukdzat na pfikladu systému daném FitzHughovym-Nagumovym
modelem .

7 3
V=08-W+V 3V, (2.6)
W = 0.056 — 0.064 - W + 0.08 - V.

Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze uZ mame data o tomto systému, pfes-
n&ji matici méfeni stavovych proménnych X a matici derivaci X. Déle uréeme, Ze
budeme pouZivat knihovnu polynomt 2 proménnych stupné nejvyse 3 a jakoZto
optimaliza¢ni metodu vyuZzijeme STLS (zdrojovy kod).

julia> basis = Polynomiallibrary(3, 2)
DataDrivenDynamics.SINDy.Libraries.PolynomiallLibrary{Int64}(3, 2)
julia> optimizer = STLS()
DataDrivenDynamics.SINDy.Optimizers.STLS(08.625)

julia> = = discover(X, X, basis, optimizer; max_iter=188)
180%x2 Matrix{Float64}:
0.8 0.0856
-1.90 -0.064
0.0 0.0
0.0 0.0
1.0 0.08
0.9 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0

-8.333333 0.0
julia> prettyprint(Z, basis; vars=["V" "W"])
Found equations for the system are:
V =10.80 + -1.80*W + 1.88*V + -8.33*V"3.0
W =0.86 + -0.06*W + 8.88*V

Z ukazky vyse vidime, Ze aZ na zaokrouhlovaci chyby jsme v tomto, ackoliv
jednoduchém, piipadé nalezli systém spravné.

2.3 Knihovna DataDrivenDiffEq.jl

Ackoliv je pro vzdélavaci ticely vlastni implementace nutnosti, z pohledu dlou-
hodobé udrZitelnosti, efektivity ¢i funkcionality je vhodné pouzit volné dostupné


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/FitzHugh-Nagumo-Custom/learner.jl
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knihovny. Knihovna DataDrivenDiffEq.jl [20], pfesnéji ,podbali¢ek* DataDriven-
Sparse, implementuje nejen metodu SINDy v jazyce julia. Udélejme proto nyni
rychlé srovnani nasi vlastni implementace a této knihovny.

Abychom mohli pouzit SINDy metodu v této knihovné, je nejdfive potieba
si zadefinovat tzv. DataDrivenProblem. V této praci budeme vyhradné pouzivat
ContinuousDataDrivenProblem, ale z dokumentace mtizeme zjistit, Ze je imple-
mentovany napi. i DiscreteDataDrivenProblem a dalsi.

julia> using DataDrivenDiffEq, DataDrivenSparse

julia> @named data_driven_problem =
~ ContinuousDataDrivenProblem(X', times, Xm)

Continuous DataDrivenProblem{Floaté64} data_driven_problem in 2
-~ dimensions and 108081 samples

Dalsim krokem je volba knihovny kandidatt, coZ zde probiha zvolenim pro-
ménnych pfes makro @variables. V naSem piipadé jsme déle s pomoci funkce
polynomial_basis vytvorili pole obsahujici funkce polynomidlni baze v promén-
nych V, Wstupnénejvyse 3. V poslednim kroku tuto bazi jesté pfevedeme na odpo-
vidajici typ Basis, pfi¢emZ v tomto misté bychom mohli upravit posledni detaily
ohledné této knihovny kandidéat.

julia> (@variables V, W
2-element Vector{Symbolics.Num}:
v
W
julia> term_library = polynomial_basis([V, W], 3)
18-element Vector{Symbolics.Num}:
1
vV
V~2
V~3
W
V*W
W*(V~2)
W"2
V¥ (W~2)
W*3
julia> @named model_basis = Basis(term_library, [V, W])
Model model_basis with 18 equations
States (2):
V
W
Parameters (8):

V neposledni fadé potiebujeme na vyfeSeni SINDy problému (1.4) optimali-
za¢ni metodu. Knihovna DataDrivenDiffEq.jl poskytuje metodu STLS (pod typem


https://docs.sciml.ai/DataDrivenDiffEq/stable/
https://docs.sciml.ai/DataDrivenDiffEq/stable/libs/datadrivensparse/sparse_regression/
https://docs.sciml.ai/DataDrivenDiffEq/stable/libs/datadrivensparse/sparse_regression/
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STLSQ), metodu LASSO regrese feSenou pomoci ADMM algoritmu (pod typem
ADMM) a také metodu SR3 (pod typem SR3), kterou déle rozebereme v sekci 2.4.4.

julia> optimizer = STLSQ(8.825)
STLSQ(8.0825)

V tuto chvili ndm jiZ zbyva na vyfeSeni problému zavolat funkci solve, ktera
odpovida funkci discover z nasi implementace. Pomoci funkce get_basis zis-
kame nalezené rovnice, pficemZ hodnoty parametrti feSeni dostaneme funkci
get_parameter_map, kterd vraci jejich hash mapu (zdrojovy kod).

julia> solution = solve(data_driven_problem, model_basis,
~ optimizer); print(solution)
"DataDrivenSolution{Float64}" with 2 equations and 7 parameters.
Returncode: Success
Residual sum of squares: 3.0803304826639461e-17
julia> fitted_system = get_basis(solution); print(fitted_system)
Model ##Basis#319 with 2 equations
States : V W
Parameters : 7
Independent variable: t

Equations
Differential(t) (V) = p1 + V*pa + W*py + p3*(V"3)
Differential(t) (W) = ps + V*pe + W*py

julia> fitted_parameters = get_parameter_map(fitted_system)
7-element Vector{Pair{SymbolicUtils.Sym{Real,
~ Base.ImmutableDict{DataType, Any}}, Float64}}:

p1 = 8.8

p2 = 1.8

pz = -06.3333333333
ps = -1.0

ps = 0.056

pe = 0.08

p7 = -0.064

Celkem si mtiZeme vSimnout, Ze jsem dostali stejné feSeni jako pomoci nasi
vlastni implementace.

2.4 Vyzvy p¥i hledani modela

V této kapitole jsme zatim pfedvadéli ukazkovy piipad pouziti SINDy metody
na FitzHughové-Nagumové modelu. Pfedpoklddali jsme, Ze zname matici stavo-
vych proménnych X, matici derivaci X, Ze jsou tyto hodnoty bez sumu a Ze jich
zname dostatek. Navic jsme ml¢ky uvaZovali, Ze méfime ty spravné proménné, a
volbu kandidati do knihovny jsme udélali na zédkladé predchozi znalosti tohoto


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/FitzHugh-Nagumo-Bare/learner.jl
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systému — védéli jsme, Ze obsahuje nejvyse polynom 3. stupné, a tedy jsme jej do
knihovny zahrnuli. Naopak jsme knihovnu kandidétt ochudili o funkce, o kterych
jsme védéli, Ze se v systému nevyskytuji.

Avsak tyto pfedpoklady jisté nemusi byt splnény (¢i alespor ¢ast z nich). Proto
se nyni budeme vénovat tomu, jaké maji zminéné nedostatky dat vliv na chovani
SINDy metody a jak je Tesit.

24.1 SINDy a data

Jak jiz bylo nastinéno na zacatku této sekce, pojdme se nyni zamé¥it na mozné
problémy spojené s nedostatkem dat. Tedy nyni pfedpoklddejme, Ze méfime
spravné proménné a mame ¢istd data.

Aby SINDy metoda fungovala dle o¢ekavéni, je potieba, abychom méli relativné
jemné méfena data po dostatecné dlouhou dobu [39]. Co to ale znamend v praxi?

V ¢ldnku [40] dr. Kathleen Champion a prof. Brunton ukazali, Ze pokud mame
data méfend dostatecné casto (vici jedné periodé! v datech), tak staci i méné nez
jedna perioda na korektni identifikaci systému, podle tvaru systému a toho, zda je
deterministicky chaoticky?. Pro Lorenztiv model (viz sekce 3.2) je to cca 70 - 110 %
periody, podle poc¢ate¢ni podminky, viz obrazek 2.1.

Sampling rate and duration effect on SINDy
5

n

1

P(model identified)

—
\l

o
©

o
0

trajectory duration (periods)

24 28 211 215
sampling rate (samples per period)

Obrazek 2.1: Vliv délky trajektorie a poc¢tu pozorovani najednu periodu na chovani
SINDy metody na Lorenzové modelu s chaotickymi parametry (zdrojovy kod)

V opacném piipadé, tj. pokud ,snimkujeme* data po dlouhych ¢asovych oka-
mZicich, potfebujeme ,,vidét* cely systém i nékolikrat. Pro Gplnost uvedme, ze za
uspésné nalezeny model jsme povaZzovali situaci, kdy jsme nalezli model se 7 pa-
rametry a Zadny parametr se od ptivodniho nelisil o vice nez 0.01. KaZdou dvojici

Periodou se napt. u Lorenzova systému rozumi doba, kterou trajektorie potfebuje na ,projiti
jednoho kiidla“ a odpovida ¢t ~ 0.759.

2Systém nazveme deterministicky chaoticky, jestlize velmi mald zména v pocate¢nich podminkéach
zpusobi velkou zménu v dynamice tohoto systému.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/3D-Lorenz-Sampling_Rate/generator_and_learner.jl
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délky trajektorie a po¢tu pozorovani na jednu periodu jsme spustili pro 10 rtiznych
pocate¢nich podminek (ty byly ndhodné vybrany z bodii na atraktoru pfed spus-
ténim programu). P¥i hleddni modelu jsme pouzili polynomialni knihovnu az 5.
stupné a optimalizaéni metodu STLS s T = 0.1.

Avsak i s dostatkem dat se nevyhneme casté situaci, Ze jsou tato data zatiZena
Sumem a navic nemdme méfeni derivaci stavovych proménnych. V takovém pfi-
padé musime pouZzit techniky odstranéni Sumu, abychom podpofili tspésné nale-
zeni dynamiky.

Na odstranéni Sumu z dat miZeme pouzit napiiklad metodu totdlni variace,
definovanou v sekci 1.4.2. Na vypocteni derivaci z dat zatiZenych Sumem je vy-
hodné pouzit nékterou regularizovanou metodu numerického derivovini, nap¥. pomoci
totalni variace [40], viz sekce 1.4.3.

Ukazme si nyn{ vliv velikosti $umu na pocet nalezenych parametrt, R?, AIC a
BIC® Lorenzova systému, viz obrazky 2.3 a 2.4. A¢koliv jsme jesté nerozebrali zob-
razené optimaliza¢ni metody (viz sekce 2.4.4), obrazky 2.3 a 2.4 pékné ilustruji
vliv Sumu a proto je uvadime jiZ nyni. Pro kaZdou hodnotu ¢ velikosti aditivniho
Sumu s rozptylem dat a kazdou optimaliza¢ni metodu byly vSechny , diagnostické
metriky“ spoc¢teny pro 10 rtiznych — pfedem urcenych — poc¢ate¢nich podminek.
Tedy na obrazcich 2.3 a 2.4 tlusté ¢ary znaci primér z vysledkdi pro vSechny po-
¢atecni podminky a svétleji zbarvené pasy znazormuji rozpéti minima a maxima
téchto vysledkd.

Dalsi metodou, jak se vypofddat s Sumem, je v jistém smyslu oslabeni SINDy
metody [41]. Vzpomerime si, Ze SINDy spocivd v nalezeni fidkého vektoru ¢ tak,
ze knihovna kandidat ® (x) dobfe aproximuje ptivodni systém (2.1), viz (2.2)

P
x=f(x) ~ ) 6;(08 = O,
j=1
coz pro i-tou sloZzku znamend

P
1= (0, =) §0;,(),
j=1

PR

kde Bj,l-(x) = (Bj(x))i. Tuto formulaci ale mtizeme relaxovat a misto ni fesit pro-
blém

p
x;(t) = ;00 + ) &d; i (x, 1),
j=1

pficemz definujeme
t
diix,0) = [ 8T d.

Tento pfistup umoziuje SINDy tolerovat vétsi aditivni Sum, nebot jej ,,rozpro-
stte“ pfes vSechna data [41].

3 Akaikeho a Bayesovské informaéni kritérium, vice zde a zde.


https://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_information_criterion
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2.4.2 Soufadnicovy systém

Dosud jsme pfedpokladali, Ze méfené proménné (sloupce matice X) odpovi-
daji proménnym hledaného systému (2.1)

x = £(x)

Jak ale mtizeme védét, ze méfené proménné jsou ,ty spravné“? V redlném svété
muizeme narazit na rtizné problémy [42], napf.

YN 2

e méfime pouze nékteré proménné systému (2.1),

e méfime , p¥ili§ mnoho proménnych* — tedy mezi nékterymi mohou byt silné
korelace,

e v méfenych proménnych nema systém (2.1) fidkou reprezentaci.

Naptiklad na prostorové ¢asovych systémech, jako je tfeba proudéni za pre-
kazkou, na volbu soufadnicového systému dobte funguje SVD rozklad, ktery po-
skytuje ortogonalni bazi dobfe vystihujici variabilitu dat [40, 43].

SVD navic méZeme vnimat jako jednovrstvy linedrni autoenkodér — neurono-
vou sit, kterd mnohorozmérny vstup transformuje pfes ,malou” vrstvu zpétky na
mnohorozmérny vystup. Tento koncept mtiZeme zobecnit a misto jednovrstvého
linedrniho autoenkodéru pouZzit vicevrstvou nelinedrni neuronovou sit, viz obra-
zek 2.2.

input x output X

encoder ¢(x) decoder ¥ (z)

Obrazek 2.2: Schematické zndzornéni autoenkodéru pro pouZiti se SINDy meto-
dou

Takto 1ze zkombinovat schopnost autoenkodéru naucit se vhodny soufadni-
covy systém se SINDy hledajici ¥idky systém na téchto novych soufadnicich. Do-
konce je optimalizaci SINDy problému mozné zafadit do ztratové funkce neuro-
nové sité autoenkodéru [43].



44 Kapitola 2. Ridkd identifikace nelinedrni dynamiky (SINDy)

Obdobny postup mtizeme pouZzit i na situaci, kdy vstupni data o systému X
neobsahuji nékterou z proménnych, pokud tento systém spliuje jisté pozadavky
— mimo jiné predpoklady Takensovy véty o vnofeni. Pomoci time-delay embedding
(volné pfelozeno vnofeni se zpoZdénim) soufadnic, ktera transformujeme autoen-
kodérem, jsme schopni nalézt ¥idky model v ,originalnich soufadnicich“4 [43].

2.4.3 Vybér ¢lent do knihovny

Vybér ¢lentt do knihovny kandidatnich funkci z velké ¢asti ovliviiuje tspéch
SINDy metody — pokud knihovna nebude obsahovat ¢leny, které byly v ptivodnim
systému (2.1), pak se ndm nejspiSe nepodafi najit fidky model, ktery by tato data
dobfe aproximoval [44].

Urceni téchto funkci mtiZze byt obtizné, nemame-li Zddné znalosti o pfislusném
tyzikdlnim (¢i jiném) systému, a jednodusSe se mtizeme dostat do situace, Ze ne-
vime, které ¢leny by knihovna obsahovat méla a které ne.

Obecné muzeme narazit na nasledujici vyzvy:

Podminénost matice O (X)

Knihovna by méla byt navrzena tak, aby zahrnovala ¢leny, které jsou vzajemné
nezavislé nebo jen malo korelované, a aby se minimalizovalo mnozstvi redun-
dance a zbytecné komplexity v modelu. V opaéném piipadé bude pravdépodobné
matice O (X) Spatné podminénd a bude ndrocné najit minimalizujici matici &, zvlast
pokud budou data ovlivnéna Sumem. Napiiklad pokud knihovna obsahuje funkce
sinx, x, x3, x°, pak je velka Sance, Ze matice ©(X) bude $patné podminénd, nebot
jsou tyto ¢leny nezanedbatelné korelované. S timto se také vaze pfedpoklad, Ze sta-
vové proménné systému jsou nezavislé — v opa¢ném pfipadé bychom ze stejného
problému museli nékteré vyfadit.

Je vhodné zminit, Ze pod podminénosti matice myslime ERC podminénost [45,
44, ktera kvantifikuje podminénost matice na jejich ¥idkych podprostorech.

Velikost knihovny

Pokud méame piili$§ rozsahlou knihovnu, také se dostavame ke problému zmi-
nénému vyse. Nejen, Ze pro velké matice je vypocetné ndro¢né spocitat pseudoin-
verzi, ale také je matice @ (X) prislusna piilis velké knihovné Spatné podminéna a
dochédzi k numerickym chybam pfi vypoctu pseudoinverze.

Nelinearita systému

Metoda SINDy je navrZena pro identifikaci linedrnich modeld nelinearnich sys-
tému. Pokud je v8ak systém pf¥ili$ nelinedrni (napf. pokud je zad&n raciondlnimi
lomenymi funkcemi), mize byt téZké najit vhodnou knihovnu ¢lenti pro identifi-
kaci modelu.

Ve vnotenych soufadnicich ¢asto dostaneme linedrni model, coz souvisi s teorii Koopmanova
operatoru.


https://en.wikipedia.org/wiki/Takens's_theorem
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Vnéjsi vlivy

Pokud mame systém, ktery zavisi nejen na stavovych proménnych, ale i na
vnéjsich vlivech, pak bychom méli mozné formy tohoto vlivu zakomponovat do
knihovny kandidatt. Pfikladem miuiZe byt model predator—kofist, ve kterém kon-
trolujeme populaci napf. kofisti, ¢i epidemiologické modely, o kterych mame data
z redlného svéta, kde si nemtizeme dovolit prestat 1é¢it lidi a nebo zrusit vSechna
bezpecnostni opatieni, jen abychom mohli zmétit dynamiku systému bez okolnich
vliva.

244 Optimalizacni algoritmy

Vzpomerime si, Ze podstatou SINDy metody je najit koeficienty & Setrného mo-
delu tesictho dlohu (1.4)
X=0X)E +e.

Takovy model mtiZeme dostat rliznymi optimaliza¢nimi metodami, které si dale
rozebereme. Jejich srovndni mizeme vidét i na obrdzcich 2.3 a 2.4.

LASSO regrese

Ackoliv by se intuitivné mohlo zdat, ze LASSO regrese (viz 1.3.2) bude davat
spravné vysledky (napf. i v [1]), ve skute¢nosti tomu tak vétsinou neni. Matice
koeficientti & podle LASSO regrese ¢asto obsahuje velké mnoZstvi malych, ale ne-
nulovych koeficienttl. I kdyZz zvysime parametr regularizace y, tak ¢asto neidenti-
fikujeme spravny model 38, 46].

Sequentially Thresholded Least Squares (STLS)

Tato optimaliza¢ni metoda, doporucend v [1], je zaloZena na opakovani me-
tody nejmensich ¢tvercli pfi vyfazovani pfilis malych koeficientd, viz 1.3.2. Pro
~standardni“ formulaci SINDy problému (1.4) funguje STLS relativné dobfe [38].
Nicméneé jelikoZ se jedna o ,,samostatnou metodu*, bez pfesné vyjadiené ztratové
funkce, tak je ji potfeba pfeformulovat, zménime-li tvar SINDy metody (napiiklad
pridanim dalSich omezent).

Sparse Relaxed Regularized Regression (SR3)

Jak jiz bylo zminéno na zacatku této kapitoly, dalsim algoritmem, kterym lze
nalézt Setrny model, je metoda SR3. Tato metoda, se kterou ptisla Dr. Champion et
al. v [38], se v jistém smyslu snazi byt kompromisem mezi LASSO regresia STLS.

SR3 upravuje optimaliza¢ni problém SINDy metody (2.5) tak, aby byl robust-
néjsi vici odlehlym pozorovanim a pouZzival nelinedrni parametricky odhad [38,
47]

in 2 [X = @00 + JROW) + —— |IE — WI2 2.7
min 5 [X - @COZ[, + uRW) + 5 12 — Wi, (2.7)
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kde W je pomocna proménnd. Tento problém mtiZeme fesit pomoci pfibuzné me-
tody k ADMM, viz algoritmus 8.

function SR3(X, X, 8; €, W, R, v, p)

k =6
€ =2 * ¢
= = similar(W)
while € > €
k += 1

# Find the minimizing =Zx (usually via OLS or similar)
Zk = argmin(1/2 * norm(X - B(X) * )72 + 1/(2*v) *
« norm(Z - W)"2 for = in R(size(W)))

# Update the auxiliary variable
Wk = prox(Zk, p*v*R)
# Recalculate the error ¢
e = norm(We - W) / v
W= We; = = =k

end

return =

end

Algoritmus 8: Schématické zndzornéni algoritmu fesiciho SR3

Dynamic Sequentially Thresholded Least Squares (DSTLS)

Posledni optimaliza¢ni metoda, kterou si predstavime, je motivovand problé-
mem s rozdilnymi velikostmi parametri v jednotlivych rovnicich. Vezméme si na-
ptiklad FitzHughtv-Nagumtv model (2.6)

. 1
Vwﬂmzos—W+V—§V%

WV, W) =0.056 — 0.064 - W + 0.08 - V.

Tento model mé v prvni rovnici parametry v fadu desetin, ale v druhé rovnici
v fadu setin. Pokud se tedy pokousime nalézt tento model pomoci SINDy a STLS
metody (viz (1.20)), narazime na problém s volbou parametru 7.

Zvolime-li T velké, napt. T > 0.1, v druhé rovnici nenajdeme zZadné vhodné
¢leny (tedy W bude model aproximovat nulou). Naopak pti volbé T malého, napt.
T < 0.03, sice nalezneme spravné dynamiku v proménné W, ale v rovnici pro
proménnou V zbude velké mnoZstvi ¢lenti s malym koeficientem.

Proto navrhujeme upravit metodu STLS tak, Ze v kaZzdé rovnici si metoda ome-
zovaci hranici upravuje podle jiz nalezenych parametrti této rovnice. Jelikoz se
jedna o vice ,proménlivou” modifikaci STLS metody, budeme ji dale nazyvat Dy-
namic Sequentially Thresholded Least Squares (DSTLS). Mimo rdmec této prace usi-
lujeme o publikaci metody DSTLS.
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Jadrem nasi Gpravy je predpoklad, Ze se koeficienty v kazdé z rovnic od sebe
vyrazné nelisi. Tedy misto vylucovani koeficientti mensich neZ hranice 7 metoda
DSTLS vyloudi koeficienty mensi neZ t-ndsobek nejvétsiho koeficientu. Matema-
ticky zapsano se jednd o tlohu

1 2
in-[[Y—-X
2 | 4l (2.8)

za podminky Vj € {1,...,n} : |§]| > 7 -max{|f]: ¢ € ¢},

kde uvazujeme 7 € (0,1). Tato optimalizacni metoda je ukdzkové implemento-
vana v algoritmu 9. Dale na obrazcich 2.3 a 2.4 mtiZeme porovnat jeji chovani oproti
predeslym metodam.

Base.@kwdef struct DSTLS <: Optimizer
T =0.1
end

function (optimizer::DSTLS)(®, X; max_iter=18, kwargs...)
vars = variables(X; kwargs...)
= =08\ X

for _ in 1:max_iter
for variable in 1:vars
€h = maximum(abs.(Z[:, variable]))
small_indices = @. abs(Z[:, variable]) <
~ (optimizer.t * &)
=[small_indices, variable] .= 0

big_indices_in = @. !small_indices

=[big_indices_in, variable] .= O[:, big_indices_in]
~ \ X[:, variable]
end
end
return =

end

Algoritmus 9: Ukdzkova implementace DSTLS metody
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Obrazek 2.3: Vliv velikosti rozptylu Sumu na chovani SINDy metody na Lorenzové

modelu (zdrojovy kod)

— STLS
SR3
LASSO, 1 =0.1
LASSO, p=2.0
DSTLS
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LASSO, 1 =0.1
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DSTLS
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LASSO, 1 =0.1
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LASSO, u=0.1
LASSO, u=2.0
DSTLS
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— STLS
SR3
LASSO, 1 =0.025
DSTLS

— STLS
SR3
LASSO, p=0.025
DSTLS

— STLS
SR3
LASSO, 1 =0.025
DSTLS

— STLS
SR3
LASSO, 1= 0.025
DSTLS

Obrazek 2.4: Vliv velikosti rozptylu Sumu na chovdni SINDy metody na

FitzHughové-Nagumové modelu (zdrojovy kod)


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/FitzHugh-Nagumo-Noise/learner.jl




Kapitola 3

Simulaéni studie

YV 2

V této kapitole se zaméfime na aplikace SINDy metody na vybrané problémy,
zvlasté pak na modely neuronti. Podivdme se podrobnéji na chovani SINDy me-
tody, rtizné diagnostiky kvality konvergence apod.

3.1 FitzHughtiv-Nagumiiv model

Prvni a nejjednodussi model, ktery jsme si navic jiz ukédzali v pfedchozich ka-
pitolach, je FitzHughtiv-Nagumtiv model neuronu. Jedna se o 2-rozmérné zjed-
noduseni Hodgkinova—Huxleyho modelu vzniku a $ifeni akéntho potencidlu [48].
Hodgkintiv—-Huxleyho model (HH model, viz 3.3) byl vytvofen na zdkladé méfeni
velkého neuronu olihné [49] a je tvofen 4 proménnymi. FitzHughtv—-Nagumtiv
model je z né&j odvozen pomoci linedrni kombinace ptivodnich proménnych, viz
sekce 3.3. Podivejme se nyni na biologickou podstatu zkoumaného systému.

Kazda burika mé na svém okraji bunéénou membranu, kterd (vétsinou) dobfe
propousti draselné kationty K*, ale $patné kationty sodiku Na*. Diky této vlast-
nosti bunééné membrany obecné u vSech bunék dochézi k jevu, ktery nazyvame
membranovy potencidl. To je stav, kdy je koncentrace kladné nabitych ¢astic (ty-
picky iontt K*, které difunduji ven z buriky) uvniti buiiky nizsi, nez vné buriky
(typicky Na* a K*). Jak draslikové ionty K* opousti buiiku, zanechévaji v ni ani-
onty CI~, které ale podle Coulombova zakona zpatky pfitahuji kladné nabité ¢as-
tice smérem do buriky (avsak opét jen kationty K* mohou projit pfes buné¢nou
membréanu). Tento nepomeér kladnych iontti na obou strandch bunééné membrany
vytvéii elektricky potencidl, ktery se stabilizuje na hladiné —70 mV, coZ nazyvame
klidovy membrinovy potencidl.

Nékteré buriky, jako naptiklad neurony, jsou schopné kontrolovat propustnost
své bunécné membréany. Akénim potencidlem nazyvame jev, pfi kterém dochéazi
k lokdIni zméné membranového potencidlu. Tento jev je zplisoben zménou kon-
centrace ionti na vnitini strané buitiky. Je-li tato zména pouze mirnd, regula¢ni
mechanismy ji vyrovnaji na ptivodni hladinu klidového membranového potenci-
alu a k popisovanému jevu nedochézi. Naopak za pfitomnosti dostate¢né vyrazné
zmény dojde ke zmifiovanému akénimu potenciédlu.

Pfi tomto procesu butika otevie Nat-propustné kanédlky v bunééné membrané,

—51—-
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které jsou normalné zaviené, a Na* ionty se diky Coulombovu zédkonu a difizi
nahrnou dovnit# buriky. Buiika se takto stane kladné nabitou a kationty K*, které
uvnitf drzela Coulombova sila, se dostanou ven z buriky. V této chvili je na oka-

sV Vs

mzik hodnota membrénového potencidlu jesté nizsi nez klidovy membranovy po-
tencidl, cemuZz fikdme hyperpolarizace. Cely akéni potencial konéi navracenim mem-
branového potencidlu na klidovou hladinu. Tato faze navraceni na klidovy stav ma
dvé casti — absolutni, pti které nemiize dojit k akénimu potenciélu, a relativni, p¥i
které je vySe zmény membrdnového potencidlu nutnd na spusténi akéniho poten-
cidlu vyssi nez za normalniho stavu.

Jak jiz bylo zminéno, akéni potencidl je lokalni jev, avSak nastane-li v jednom
misté, ,fetézovou reakci se zacne sifit po bunééné membrané. Diky vysSe popsané
klidové fazi typicky nedochazi k nekonecnému kolobéhu akénich potencialt, pri
némz by akéni potencidl okolo mista prvotniho akéniho potencidlu vyvolal v po-
¢atku opét akéni potencial.

Neurony se fidi tzv. pravidlem ,vSechno nebo nic“ (all-or-nothing law), tedy
jakmile dostanou dostate¢né silny vzruch, vyslou signdl pfes akéni potencidl.
Tento signal je navic pokazdé prakticky stejny a po celé burice neménny — jinak
feceno, pii Sifeni nedochazi k deformaci signélu. Tento mechanismus pouZzivaji
neurony na komunikaci mezi sebou!.

Z tohoto mimo jiné plyne, Ze neuron je schopen poznat pouze to, zda k nému
zprava (akéni potenciadl sousedniho neuronu) dorazila, kolik jich momentéalné
bylo, ¢i od kterého neuronu pfisla. AvSak vSechny zpravy od daného neuronu
jsou de facto totozné [49].

Zjednoduseny model akéniho potencidlu, odvozeny z HH modelu, byl pfed-
staven v [51], kde jej autor nazyva Bonhoefferiiv—Van der Poliiv model (BVP model),
avsak my jej budeme nazyvat FitzHughiiv—Nagumiiv model (FHN model).

Jak jiz bylo uvedeno dfive, FHN model ma tvar (1.2)

. V3
V=V- 5 - W +i,
W=a-(b-V—-c-W+4d),
kde je vyznam vybranych proménnych a parametrt nasledujici:

MY

V' zastupuje hodnotu membranového potencidlu nap¥i¢ bunéénou sténou [49],

W tzv. obnovovaci proménnd (anglicky recovery variable), ktera popisuje zotaveni
neuronu po akénim potencidlu,

i, velikost excita¢niho (budiciho) proudu,
a,b,c,d parametry popisujici vlastnosti neuronu a prostiedi.
V této praci, nebude-li feceno jinak, budeme volit hodnoty parametrt

a=008b=1,c=08d=07
i, =08,

'Buné¢na membrana miize obsahovat vice kanalkd, nez jsme zde pro jednoduchost popsali —
viz [50].
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s pocatecni podminkou [V, W] = [3.3, —2] na ¢asovém intervalu (0,100). Systém
diferencialnich rovnic dany modelem FHN (1.2) fe$ime pomoci Rosenbrock?23?
metody na numerické feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic. Zobrazenou tra-
jektorii systém za téchto podminek mtiZeme vidét na obrazcich 3.1.

Generated Trajectory Phase space

A
t = - full trajectory
31 = —
=\
—— ——— o —
—— —
s =

(a) Vygenerovana trajektorie FHN modelu (b) Fazovy portrét FHN modelu s vyznace-
nou trajektorif

Obrazek 3.1: Pfehled vygenerované FHN trajektorie (zdrojovy kod)

Jak je vidét na obrazcich 3.1, p¥i téchto parametrech dochazim k opakovanému
akénimu potencialu (na obrazku 3.1b je to vystizeno limitnim cyklem, viz definice
9).

Takto ziskana data pouZijeme na vstupu SINDy metody, pficemZ predpokla-
dejme, Ze zndme méfeni stavovych proménnych V, W, ktera jsou ovlivnéna aditiv-
nim Sumem s p = 0,0 = 0.1 pochazejicim z normdlniho rozdéleni (viz sekce 1.4.1),
a navic nezndme jejich derivace.

Jak jsme si ukézali v sekci 1.4.2, na odstranéni Sumu z dat pouzijeme metodu
totalni variace. Srovnani ptivodni trajektorie, trajektorie ovlivnéné Sumem a po od-
stranéni Sumu miZeme vidét na obrazku 3.2.

Obdobny proces provedeme i pro ziskdni derivaci ze zaSuménych dat pomoci
numerického derivovini reqularizovaného totdlni variaci (viz sekce 1.4.3). Srovnani
skute¢nych derivaci a derivaci nalezenych touto metodou je zobrazeno na ob-
razku 3.3.

Nyni pottebujeme zvolit knihovnu kandidatnich funkci pro SINDy metodu.
Tentokrat zvolme polynomidlni knihovnu proménnych V, W nejvyse 4. stupné.
JakoZto optimaliza¢ni metodu pouZijeme nami navrhovanou metodu DSTLS,

2 Alternativné na feSeni diferencidlni rovnice miizeme pouzit napt. Tsitb, pficemz doporuco-
vana metoda dobfe funguje i na tuhé problémy.
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Trajectory
—— noisy V
~ true V
— denoised V
-2 T T T
0 50 100
— noisy W
true W
— denoised W
| | |
0 50 100
t

Obréazek 3.2: Srovnani trajektorii po procesu odstranéni Sumu (zdrojovy kod)

Derivatives

0.0 W

=
o -2.5 1
tvdiff V
true V
504 — tvdiff .W
-~ true W
T T T
0 50 100

Obrazek 3.3: Srovnani skute¢né derivace a derivace ziskané ze zasuménych dat
(zdrojovy kod)
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Diagnostic graphs of the discovered model

1.0
2_
0.5-
" T — Ly
— Vi | = 5 4o ai
— Wi | = i — iy
ch|~c; dt
-0.5
-1
-1.0
T T T T T T
0 50 100 0 50 100
t t
11 0.5 1
— V@ | = oA S 0.0 Mj — ew(?)
— W) | = s — ew(d)
-1 0.5
0 50 100 0 50 100

Obrézek 3.4: Diagnostické grafy nauc¢eného modelu (zdrojovy kod)

viz2.4.4,s T = 0.15. Celkem pomoci SINDy metody dostaneme nauceny systém

| o

tV: 0.7+0.83-V —0.85-W —0.29- V3,

Q. o

—W = 0.05+0.08-V —0.05-W.
dt

Diagnostické grafy nau¢eného modelu 1ze vidét na obrazku 3.4. Vlevo nahofeje
zobrazena trajektorie pouZitd na nalezeni modelu, vlevo dole pak pouzité derivace.
Vpravo nahofte jsou derivace odhadnuté nau¢enym modelem a vlevo dole rozdil
pavodnich a novych derivaci v kazdém ¢asovém okamZiku.

V této chvili uZ mdme nalezeny model a pokud jsme s nim spokojeni, tak nase
préace kondi. Jako posledni , méfitko kvality“ nalezeného modelu mtizeme pouZit
srovnani origindlni trajektorie a trajektorie simulované pomoci nového modelu ze
stejného pocatecniho bodu, viz obrazek 3.5.

Pro tplnost jesté dopliime, Ze ackoliv se nam v tomto p¥ipadé podafilo model

D4

nalézt relativné tspésné, zménime-li nékteré , parametry*, napft. velikost knihovny
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Predicted trajectory

predicted V
used V
true V
— predicted W
---used W

I
0 50 100

Obrazek 3.5: Srovnani ptivodni a nové simulované trajektorie (zdrojovy kod)

¢i optimaliza¢ni metodu, vysledky se mohou velice lisit. Jako pfiklad si uvedme
stejnou tlohu, avSak s polynomiélni knihovnou nejvyse 5. stupné. Vysledkem ta-
kové tulohy je systém

d . - I o S

aV: 201-W+065-V-W+076-V-W3 +058-V2. W2
—1.07-W3—-144-V-W2-0.88-W- V2,

d . ~ R o o

EW: 0.06+0.09-V +0.02-W%+006-V-W2+0.04-W.V3

+004-V2.-W2-005-W2—-0.02-W3—-0.11-V-W—-0.04-W-V?
—0.02-V3.W2?,

kterého diagnostické grafy 1ze vidét na obrdzku 3.6. Na prvni pohled je patrné, ze
nalezeny model je vyrazné horsi kvality nez v pfedchozim p¥ipadé. Pokud bychom
se snazili, mohli bychom nejspiSe zlepsit kvalitu tohoto model zménou parametru
T u optimaliza¢ni metody DSTLS, ¢i bychom mohli optimalizovat pomoci jiné me-
tody, napt. STLS nebo SR3, coz by zna¢né ovlivnilo nalezeny model.

Také si vSimnéme, Ze ani z dat nalezend derivace neodpovidd pravde tak, jak
bychom si mozna ptéli. I v tomto piipadé by stalo za to bud zménit parametry
pouzité metody nebo ziskat tuto derivaci jinym zptisobem.
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Diagnostic graphs of the discovered model

2_
< 00_
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Obrazek 3.6: Diagnostické grafy nauceného modelu s polynomialni knihovnou
nejvyse 5. stupné (zdrojovy kod)
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3.2 Lorenztv model

Ackoliv se nejednd o model neuronu, z naseho pohledu je pro celkové pocho-
peni chovani SINDy metody Lorenztiv model nezbytny, nebot u néj pro vhodné
zvolené parametry dochdzi k deterministickému chaosu. Ackoliv lze najit modely
neuronu, které tak vykazuji deterministicky chaos, jmenovité Hindmarshtiv—-
Rosetiv model, pfipadné i FitzHughtiv—Nagumtiv model s externim buzenim
zadanym vhodnou funkci, Zddny z téchto modeli neni tak ,jednoduchy*“ a tedy
ilustrativni jako Lorenztiv model. Proto jsme se rozhodli ukazat chovéani SINDy a
deterministického chaosu pravé na Lorenzové modelu.

V roce 1963 meteorolog a matematik Edward Lorenz sestavil zjednodusSeny
model proudéni v atmosféte [52], kdyZ se svymi kolegy, jmenovité s Ellen Fettero-
vou a Dr. Barry Saltzmanem, zkoumali dlouhodobé pfedpovédi pocasi — pfesnéji
otdzku, pro¢ jsou tak nepresné. Lorenz pro tyto potieby sestavil model, kterym
modeloval konvekéni proudéni v piipadé, Ze uvazujeme tekutou (nejcastéji vzdu-
chovou) vrstvu, jez je zahfivana zespodu a chlazena shora. Tim se v dolni ¢asti
tekutina ohfiv4, stdva se méné hustou nez tekutina nad ni a zac¢ind proudit na-

2 X2z Mev s

horu. Naopak chlazena tekutina v horni ¢asti se stava hustéjsi nez tekutina pod ni

a tlaci se dolti. Takto vznika v tekuté vrstvé proudéni tvorici tzv. konvekcni buiiky,
coz se Lorenz snazil popsat timto modelem, viz obrazek 3.7.

Obrazek 3.7: Schematické znazornéni modelované situace [53]

Na obrazku 3.7 parametr H urcuje vysku tekuté vrstvy, T je teplota na vrchu
popisované vrstvy a AT znaci rozdil teplot mezi spodni a vrchni vrstvou. V nepo-
sledni fadé H /a udava ,sifku buriky konvekéniho proudéni®.

Lorenztiv model je dan 3 diferencidlnimi rovnicemi

X=0y —x)
y=x(p—-2) -y (3.1)
z=xy— Bz,

kde vyznam proménnych a parametrti je nasledujici [54, 53]:

x rychlost rotace konvekéniho proudént,

y rozdil teploty stoupajiciho a klesajictho proudu tekutiny,
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z odchylka vertikalniho gradientu (profilu) teplot od linearity, viz obrazek 3.8,

S|
I
[

= Prandtlovo d&islo (v odpovida kinematické viskozité a x soudiniteli tepelné
vodivosti),

podil Rayleighova ¢isla R a kritického Rayleighova ¢isla R, viz [53],

e
I
P|=

4 s % o v e “ . y
= 17z Kkoeficient rozmért bunék konvekéniho proudéni — vztahuje se k poméru

sitky a délky jedné konvekéni buriky.

Linear profile Nonlinear profile
1.0 / 1.0 /_——
= 0.5 = 0.5 1
0.0- ./ . . 0.0 / . .
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
x x

Obrézek 3.8: Znazornéni linedrniho a nelinedrniho teplotniho profilu (zdrojovy
kod)

V nasem pfipadé budeme nejcastéji volit parametry stejné jako v originalni pu-
blikaci [52], tj. ¢ = 10,p = 28,8 = %. Pfi téchto hodnotach parametrti dochazi
k deterministickému chaosu, coZ chceme spole¢né se SINDy zkoumat. Déle v této
sekci budeme pfedpokladat, Ze Lorenziiv systém simulujeme na ¢asovém inter-
valu (0,30) a neni-li fe¢eno jinak, uvazujeme vychozi bod [1,1,1].

Takto definovany problém systému obycejnych diferencidlnich rovnic opét fe-
Sime numericky pomoci metody Rosenbrock23 a ukladdme si trajektorii po ¢aso-
vych krocich At = 0.01. Stejné jako v pfedchozi sekci, také zde pfedpoklddame, ze
nemdame méfeni derivaci a data jsou zatizena aditivnim Sumem N; id N 0,1).

Dale je zfejmé potieba pokusit se odstranit Sum z dat a spocitat derivace z pii-
vodnich dat ovlivnénych Ssumem. I tentokrat pouZijeme metodu totdlni variace, viz
obrazek 3.9, na vyhlazeni dat a numerické derivovini reqularizované totdlni variact, viz
obrézek 3.10.

Jako knihovnu kandidatnich prvkt pouZzijeme polynomidlni knihovnu nejvyse
3. stupné — knihovna polynomti 2. stupné by byla nejmensi mozna, tedy polynomy
3. stupné tvofi dostatecné, ale ne pfili$, velky prostor ,moznych pravych stran®
pro nasi ukazku. Volba optimaliza¢ni metody se u tohoto modelu ukaZe neméné
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Trajectory

—— noisy =
true x

— denoised z

— noisy y

true y

— denoised y

—— noisy z

true z

— denoised z

Obréazek 3.9: Srovnani trajektorii po procesu odstranéni Sumu (zdrojovy kod)

Derivatives
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Obréazek 3.10: Srovnani skutecné derivace a derivace ziskané ze zaSuménych dat
(zdrojovy kod)
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dtlezita. Prvni tedy zvolme metodu STLS s T = 0.4 (ij. kovaridty s koeficienty
vétsi nez 0.4 jsou pokazdé vyfazeny z regrese). S témito predpoklady dostaneme
pomoci SINDy metody nalezeny model

d_ X "

Tt = 086+93-7-908-%

d

7= 1827-7-714-2-049-7 %, (32)
d

—2= 093-%-7—-114-202-2.

17 093-x-7y 02-z

Vsimnéme si zde chybéjici ,interakce” ve druhé rovnici mezi ¢leny % a Z, tj. chy-
béjici X - Z, a naopak Spatné identifikované interakce 7 - Z. Také velikosti koeficientti
u X a ¥ neodpovidaji ptivodnim hodnotam. Ve stejném duchu se nese i 3. rovnice,
ktera obsahuje nadbyte¢ny konstantni posun nezanedbatelné velikosti.

Diagnostické grafy modelu nalezeného pomoci optimaliza¢ni metody STLS
jsou ukazany na obrdzku 3.11. Zamé¥me se na tomto obrazku hlavné na srovnani
ptivodnich a nalezenych derivaci— zde se ndm podafilo relativné dobfe odhadnout
derivace, coZ vidime i na pravém dolnim obrazku. Navic jsou chyby nalezenych
derivaci vice méné konstantni na celych datech.

Pokud bychom simulovali nalezeny model ze stejného pocate¢niho bodu na
stejném casovém intervalu, zjistime, Ze trajektorie se velmi brzo rozchézeji, viz ob-
razek 3.12. Toto je mimo jiné zplisobeno i deterministickym chaosem pfitomnym
v Lorenzové modelu — deterministicky chaos se pravdépodobné bude objevovat
i v nalezeném modelu, nebot ten se snaZzi aproximovat ptivodni Lorenztiv model.
PovSimnéme si, Ze v proménnych x a y u nové nalezeného modelu nevidime tzv.
stfidani k¥idel Lorenzova atraktoru (anglicky lobe-switching), které je patrné na pti-
vodni trajektorii.

Ackoliv presnd predikce trajektorie je uzite¢na, tak v tomto piipadé vidime,
Ze zvlasté z dlouhodobého hlediska je to nemoZné. Nicméné velice uzite¢nou in-
formaci mtize byt atraktor, ke kterému jsou ostatni trajektorie pfitahovany. Pokud
se ndm podaii spravné identifikovat atraktor, tak ackoliv nejsme schopni pfesné
predpovédét trajektorii, jsme schopni fict, v jaké mnoziné bude za dostatecné dlou-
hou dobu leZet. Srovnani ptivodniho a nového atraktoru mtizeme vidét na obrazku
3.13. Zde si miizeme vS§imnout, Ze nalezeny atraktor neodpovidd Lorenzovu atrak-
toru tak, jak bychom si mohli pfat.

Z pfedchézejici analyzy a obrazku mtizeme usoudit, Ze ackoliv pe€kné odpovi-
daji nalezené derivace, celkové kvalita nalezeného modelu nemusi byt dostate¢na.
Proto se pokusme tento model zlepsit pouZitim ndmi navrhované metody DSTLS

414

s T = 0.02 (stejné jako v minulém pfipadé, i tentokrat jsme ,,optimélni“ hodnotu T
nalezli metodou pokus—omyl). Nalezeny SINDy model s touto optimaliza¢ni me-
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Diagnostic graphs of the discovered model
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Obréazek 3.11: Diagnostické grafy nauceného modelu s optimalizacni metodou
STLS pro T = 0.4 (zdrojovy kod)
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Predicted trajectory

20 A
10 used x
8 0 — true z
-10 — predicted z
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used y
— true y

— predicted y

used z
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Obrazek 3.12: Srovnani ptivodni a nové simulované trajektorie s optimaliza¢ni me-
todou STLS pro T = 0.4 (zdrojovy kod)

Attractor of the discovered model
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10 20 0
P -25
Y

Obrazek 3.13: Srovndni atraktoru pro ptivodni a nalezeny systém s optimaliza¢ni
metodou STLS pro T = 0.4 (zdrojovy kod)
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todou bude mit tvar

d _ _ _

;8= 086+93-7-9.08-%,

d

—j= 2301-—0.86-%-%, (3.3)
dt

d

2= 0.14-%24+084-%-§—251—251-3,

kde si povSimnéme, Ze jsme tentokrat nalezli sprdvnou interakci ve 2. rovnici i hod-
notu koeficientu u ¢lenu %, ackoliv ndm nyni chybi ¢len 7. Dale 1. rovnice ztistala de
facto totozna. Ve 3. rovnici jsme chybné identifikovali ¢len %2, ktery ale ma v naleze-
ném modelu relativné maly koeficient, a podafilo se ndm zmensit konstantni ¢len
v této rovnici — ten se v origindlnim modelu také nevyskytuje. Diagnostické grafy
nalezeného SINDy modelu Ize vidét na obrazku 3.14, kde si mizeme vSimnout

vyrazné horsi kvality nalezené derivace ig nez u optimaliza¢ni metody STLS.

Ackoliv by se z diagnostickych grafti mohlo zdét, Ze novy model (3.3) je ,horsi*
nez predchozi (3.2), zjistime, Ze nemtiZeme spoléhat pouze na né. Pokud simulu-
jeme nalezeny systém (3.3) opét ze stejného pocatecniho bodu a na stejném caso-
vém intervalu, dostaneme trajektorii zobrazenou na obrazku 3.15. Nejen, Ze tato si-
mulovana trajektorie nalezeného systému vykazuje stiidini kiidel, ale i y-¢ast nové
trajektorie se chova podobné jako v trajektorii Lorenzova modelu, o ¢emZ bychom
mohli kvili chybé nalezené a ptivodni derivace y pochybovat.

Asinejzajimavéjsi bude srovnani ptivodniho Lorenzova atraktoru s atraktorem
pro nalezeny systém. Vzpometime si na metodou STLS nalezeny atraktor, viz ob-
razek 3.13, ktery neodpovidal origindlnimu Lorenzovu atraktoru. Naopak atraktor
podle metody DSTLS, viz obrézek 3.16, vyrazné 1épe odpovida Lorenzovu atrak-
toru — a tedy by byl zna¢né uZzite¢néjsi na zevrubnou predikci trajektorie.

Ackoliv jsme si doted v této kapitole uvedli nanejvyse srovnani metod STLS a
DSTLS, jak bylo popsano i v sekci 2.4.4, mohli jsme pouZit napf. LASSO regresi ¢i
SR3 metodu. Také volbu knihovny jsme provadeéli viceméné , optimisticky“, kdy
jsme jiz méli pfedstavu, jaké funkce budou tvorit pravé strany diferencidlnich rov-
nic a zvolené knihovny nebyly pfili§ rozsahlé. I pfesto doufame, Ze tato ¢ast po-
sledni kapitola poskytla vhled do pouziti SINDy metody na vybrané problémy,
spolu s tipy, ¢i triky, které jsme p¥i délani této prace objevili.
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Diagnostic graphs of the discovered model

d -~
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Obréazek 3.14: Diagnostické grafy nauceného modelu s optimaliza¢ni metodou
DSTLS pro T = 0.02 (zdrojovy kod)
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Predicted trajectory

used z
— true =
— predicted z

used y
— true y
— predicted y

used z

— true z

— predicted z

Obrazek 3.15: Srovnani ptivodni a nové simulované trajektorie s optimaliza¢ni me-
todou DSTLS pro T = 0.02 (zdrojovy kod)

Attractor of the discovered model

original attractor

— discovered attractor

Obrazek 3.16: Srovnani atraktoru pro ptivodni a nalezeny systém s optimaliza¢ni
metodou DSTLS pro T = 0.02 (zdrojovy kod)
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3.3 Transformace dynamiky Hodgkinova—Huxleyho
modelu na FitzZHughtiv—-Nagumav model

Nasledujici sekce pojednava o metodach transformace Hodgkinova—-Huxleyho
modelu na jednodussi FitzHughtiv-Nagumtiv model. Prezentované vysledky
i postupy, véetné druhtt pouZitych transformaci a metodiky optimalizace, jsou
Cisté autorskou praci.

Jak jiz bylo dfive zminéno, FitzHught@v—-Nagumiiv model je odvozeny ze slo-
zitéjstho Hodgkinova—Huxleyho modelu. Vznik a biologické vysvétleni 4-rozmér-
ného Hodgkinova-Huxleyho modelu bylo rozepsano v sekci 3.1, proto si nyni
uvedme pouze jeho tvar:

. 1
V= & (L= gnam®h(V = Ving) = g (V = Vi) = g1V = V1)),

it = a,,(V)(1 —m) — B,,(V)m, (3.4)
=, (VY1 = h) — B, (V)h,
n=a,(V)1—-n)—-pB,V)n,

kde méame funkce

25-V _v
Dém(V) =0.1- v le(V) =4-¢e 18
e 10 —1
_v 1
lxh(V) =0.07-¢ 20, ‘Bh(V) = v
e 10 —1
10-V _v
@, (V) =001+ (V) =0.125.¢7%,
e 10 —1

pficemz parametry a proménné maji nasledujici vyznam [55, 56, 49]:
V napéti na bunécné membrané (tzv. lipidové dvouvrstvé),
C,, elektricka kapacita buné¢né membrany,
Sk 8na elektrickd vodivost sodikovych a draslikovych kandlkd fizenych napétim,

Vi, Vg reverzni potencidly kandlkd fizenych napétim — potencidly na bunééné mem-
brané, pfi kterych se oto¢i proud piislusnych iontt v daném kandlku,

g1, V1 elektrickd vodivost, resp. reverzni potencidl, stale otevienych iontovych ka-
nalkd,

m,h,n pravdépodobnosti spojené s otevienim, resp. zavienim, piislusnych ka-
nélkd — presnéji feceno jsou tyto pravdépodobnosti spojeny s aktivaci, resp.
deaktivaci, podjednotek v danych kandlcich [55],

I, excita¢ni (budici) proud.
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Numerické konstanty ve funkcich a,,, ..., a,, B,,, ..., B, byly nalezeny experimen-
talné [48]. Hodnoty parametrt budeme typicky volit podle [50], a to ndsledovné

o1 [ - {9 pro netlumené oscilujici trajektorii (3.5)
" ° |6 pro tlumené oscilujici trajektorii (3.6)
gNa = 120, Ve = 115,
gk = 36, V= —-12,
g1 = 0.3, V= 1046,
pricemZ jako pocate¢ni podminku nejcastéji pouzivdme [—20, %, %, %] na caso-

vém intervalu (0,100). Re$ime-li ODR systém (3.4) pomoci numerické metody
Rosenbrock23, dostaneme trajektorie zndzornéné na obrazku 3.17.

Generated Trajectory Generated Trajectory
100 A 100 A
S v S v
< 50+ m < 907 —m
S g
o h S h
—n —n
0 0
T T T T T T
0 50 100 0 50 100
t t

(a) Netlumené oscilujici trajektorie HH mo- (b) Tlumené oscilujici trajektorie HH mo-
delusl, =9 delusl, =6

Obrazek 3.17: Pfehled vygenerovanych trajektorii HH modelu (zdrojovy kod)
Vzpomerime si, Ze FHN model je odtivodnén linedrni transformaci stavovych

proménnych HH modelu. V ¢lanku [51] navrhuje Richard FitzHugh nasledujici
transformaci (u, resp. w, odpovida proménné V, resp. W, z FHN modelu)

u =1V 4+ 36m, w=

(3.7)

pficemz déle z podobnosti fazovych portrétt FHN modelu a takto transformo-
vaného HH modelu tvrdi, Ze tyto 2 modely patti do ,stejné obecné tfidy systémil
s excitovatelnyymi oscilacemi*.

Pokusime se tedy dale v této podkapitole ovéfit, zda FitzHughem uvedena li-
nedrni transformace opravdu transformuje dynamiku HH modelu na dynamiku

Ve s

FHN modelu a zda neni vhodnéjsi nekterd jind, nelinearni, transformace. Vzhle-


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/hodgkin_huxley_generator.jl
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dem k velmi zjednoduSenému polynomialnimu tvaru FHN modelu se d& pfedpo-
kladat, Ze tloha nalezeni vhodnych parametrtt FHN modelu z trajektorii nepoly-
nomialntho HH modelu nebude dévat tak dobré vysledky, jako jsme vidéli v pfed-
chozich dvou studiich 3.1 a 3.2, kdy jsme odvozovali polynomidlni tvar z dynamiky
modelt taktéZ v polynomidlnim tvaru.

Transformaci na proménnou w miZeme odvodit z matice X}, ,, € R**2 obsa-
hujici h, n slozky simulované trajektorie (uspofddané do sloupcti) modelu, jehoz
transformaci hledame, tj. v nasem pfipadé HH modelu. Pokusime se nyni trans-
formaci na w odvodit pomoci SVD rozkladu centrované matice B = X}, ,, — ih,n,

kde Xj, ,, je Fadkovy pramér (fj. pramér ptes viechny fadky) definovany jako [1]

Ve vyse zobrazeném piipadé trajektorie s netlumenymi oscilacemi, viz 3.17, mé
SVD rozklad centrované matice B tvar

368 0 ) (—0.7310 0.6824
0 0.30 0.6824 0.7310 )’

S vT

Bzu-<

kde V; . odpovida soufadnicové transformaci, kterd vystihuje nejvice variability
v datech z proménnych h,n (body [k, n] maji nejvétsi rozptyl podél této osové
pfimky — v naSem piipadé pokryva cca 93 % rozptylu), naopak V, . vystihuje
pouze odchylky dat od této pfimky, coz vysvétluje cca 7 % jejich variability.

Velmi podobny vysledek dostaneme, pokud body [/, n] proloZime regresni
pfimkou (ta je vykreslena na obrazku 3.18a). Celkem pro nami zvolené hodnoty
parametrt dostaneme, Ze soufadnicova transformace w = —0.7310 - h + 0.6824 - n
dobfe aproximuje stavové proménné h, n, viz obrazek 3.18.

To stejné bychom mohli provést i pro dvojici V,m, u které zjistime, Ze kvtili
rozdilu velikosti rozptyli v proménné V a proménné m, neni schopen SVD rozklad
wsloucit® tyto proménné pomoci linedrni transformace. Misto toho dostdvame, Ze
soufadnicova transformace u = 0.9999 - V 4 0.0111 - m vystihuje 99 % rozptylu, viz
3.18b. Proto se v ¢lanku [51] uvazuje linedrni soufadnicova transformace podél
kfivky separatrix sedlového bodu®.

Pokud se peclivéji zaméfime na tyto vysledky (viz 3.18), zjistime, Ze se pro-
ménnd u transformovaného HH modelu pohybuje v intervalu (—20, 150), zatimco
proménnd V FHN modelu nabyvé hodnot z intervalu (—4,4), coZ je patrné napf.
z obrazku 3.1 — proto bude pravdépodobné obtizné nalézt fyziologické hodnoty
parametri pro FHN model. Stejnd situace nastava i pro transformaci ziskanou po-
moci SVD rozkladti trajektorie v proménnych V, m, respektive h, n.

Problém s rozsahem proménné u, resp. v mensi mife i proménné w, 1ze jisté vy-
fesit pfeSkdlovanim pouzitych transformaci. Potom bychom dostali transformova-
nou trajektorii, kterd se pohybuje na podobném atraktoru — to Ize vidét i na obrazku

3Informace o sedlovém bodu lze najit zde a o separatrix zde.


https://en.wikipedia.org/wiki/Saddle_point
https://en.wikipedia.org/wiki/Separatrix_(mathematics)
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(a) Lineérni transformace (b) Linedrni transformace (c¢) Zndzornéni transformované
proménnych k,n na w proménnych V, m na u trajektorie  (podle  FitzHugha
i pomoci SVD rozkladit)

Obrézek 3.18: Pfehled FitzHughovy linearni transformace HH modelu (zdrojovy
kod)

3.18c (preskédlovani os nezmeéni ,tvar“ trajektorie v prostoru u, w). Nicméné€, co
nelze vidét, je zavislost 1, w na ¢ase — pokud bychom si vykreslili u(t), w(t) trans-
formovaného HH modelu a V' (t), W(t) FHN modelu (s vhodnymi parametry), tak
zjistime, Ze FHN model mé tendenci oscilovat rychleji nez transformovany HH
model. To stejné je patrné i na obrazkt 3.19 a 3.21, znazoriujici feSeni relaxované
varianty tohoto problému, kterou uvadime niZe.

Navic si mtizeme uvédomit, Ze rozhodnuti hledat u, resp. w, ve tvaru u =
aV + Bm, resp. w = yh + dn, je pti hledani dobré aproximace FHN modelu zby-
te¢né omezujici. Doposud jsme se nezabyvali ani otazkou, co vlastné myslime pod
~dobrou aproximaci FHN modelu*.

UvaZzujme nyni trajektorii HH modelu s netlumenymi oscilacemi (3.5). Necht
k € N je pocet méteni, H € R¥** matice trajektorie HH modelu* (mé&feni jednotli-
vych proménnych jsou uspofadany do sloupctt), f funkce zadavajici pravou stranu
FHN modelu (1.2), u = (V, W) stavové proménné FHN modelu, p = (i.,4,b,¢c,d)
vektor jeho parametrt tak, ze plati

u = f(u; p).

Dale ozna¢me u(t; p, ug, ty) stav systému FHN modelu v ¢ase t € R s poca-
te¢ni podminkou uy € R? a pocateénim Casem t, € R. JelikoZ je systém pfi-
slusny FHN modelu autonomni, bez Gjmy na obecnosti mtiZeme uvazovat t,; = 0
(v opacném piipadé zavedeme substituci T = t — t;) [9]. Proto pouzijme jedno-

*V predchozi ¢asti této sekce jsme ji kviili obecnosti znaéili X.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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dussi znaceni u(t; p, up). Pfedpokladejme, Ze méfeni trajektorie H probéhly v ¢a-
sechT = {t,...,t;}, a ozna¢me

u(ty; p,up)
u(T;p,ug) = :
u(ty, p,ug)

trajektorii FHN modelu zaznamenanou v téchto ¢asech t; € T proi =1, ..., k.

V neposledni fadé zavedme matici transformace A € R*? HH modelu na
FHN model. Tim padem nalezeni optimélni transformace Hodgkinova—Huxleyho
modelu na FitzZHughtiv—-Nagumtv model s vhodnymi parametry a poc¢ate¢ni pod-
minkou miZeme matematicky formulovat jako optimaliza¢ni problém

[{nin (loss (u(T; p,ug), HA) + uR(p)), (3.8)
/P-Uo

kde R(p) je regularizac¢ni funkce parametru p (nebude-li feceno jinak, uvazujeme
R(-) = |Ill,), 4 je parametr regularizace5 a loss(x,y) je ndmi definovana ztratova
funkce. Experimentalné jsme urcili vhodny tvar ztratové funkce na

o(X,)
o (Xp)

1 o (x)
b%uw)=Eh—y@+ab—;Gﬂ+ﬁh—

/ (39)

pFicemz x € R*? zastupuje simulovanou trajektorii FHN modelu pro dané para-
metry a po¢ate¢ni podminku ay € R¥*2 transformovanou trajektorii HH modelu.
Parametry &, B jsou v rdmci optimalizace pevné (volime je pfed zapocetim optima-
lizace). Vyznam symbolii a ¢lentl v rovnici (3.9) je nasledujic:

o (z) smérodatnd odchylka dat z definovand jako

1 & _2
U(Z) = \Jk_—ll:Zl”Zl —Z||2,

kde Z € R? znadi primér dat z,

x, prvni polovina dat x — pro x € R¥*2 definujeme jako

X1,. k k k d 2
x,=| |, kdel= {§| _ {%_1 pro sP ?,
Xi,. —- pro k liché,

x; druha polovina x, definovana obdobné jako x,,

2 o) b4 Z z . z Z . .
%Hx —yl; primérna vzdalenost simulované a transformované trajektorie — normu

>Penalizovanim komplexity ¢&i velikosti parametru p zajiStujeme uréitou numerickou stabilitu
pti feSeni FHN modelu. Parametr regularizace y je v rdmci optimalizace pevny — volime jej pfed
jejim zapocetim.
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o (x)
o(y)

o(X,)
o (Xp)

x — y||§ prameérujeme, abychom oSetfili situaci, kdy se ndm nepodafii si-
mulovat trajektorii FHN modelu pro celé T. V takovém pfipadé pouzivdme
zkrdcené T’ dlouhé tak, jak ndm simulace FHN modelu dovoli. Jinak bychom
dostali kratsi trajektorii, ktera by zkreslovala skute¢nou ,,vhodnost® nalezené
transformace A, parametrii p a pocate¢ni podminky uy,

odpovida poméru smérodatnych odchylek simulované a transformované

trajektorie a vynucuje rovnost jejich rozptylti (resp. smérodatnych odchy-
lek)

odpovida poméru smérodatnych odchylek prvni a druhé poloviny simulo-

vané trajektorie x — v pfipadé netlumenych oscilaci trajektorie HH modelu
timto vynucujeme obdobné oscilace i v FHN modelu®,

a, B parametry vazici rovnost rozptyla trajektorif x a y, resp. konstantnost roz-

ptylu trajektorie x.

Uvédomme si, Ze optimaliza¢ni problém (3.8) jisté nema konvexni tcelovou
funkci, a tedy na jeho feSeni nemtZzeme pouzit ADMM algoritmus pfedstaveny
v sekci 1.3.2. Proto jej budeme fesit Nelderovou-Meadovou metodou [57], ktera
nevyzaduje znalost gradientu (ktery by v tomto pfipadé bylo velmi obtiZné spoci-
tat). Pro implementaci pouZijeme julia knihovnu Optim.jl [58].

V tuto chvili ndm jiZ staci zformulovat postup, jak se budeme pokouset vhod-
nou transformaci a parametry FHN modelu nalézt. V prvé fadé si definujme po-
¢atecni hodnoty pro optimalizaci (jako vychozi pouzivame FitzHughovu transfor-

maci)

10
A=|% 0| pi=04510,08,07,08),
0 -05

pficemz jako vychozi pocatetni podminku uy,; volime uy, = H; . - A;. Déle je nutné
zvolit parametry optimalizace, v naSem piipadé

a =50, =1, u=01, pro netlumené oscilace, (3.10)
a=1, g=0, u=01, pro tlumené oscilace, (3.11)

které jsme urcili experimentalné ze simulaci. Pfipomerime, ze H oznacuje trajekto-
rii HH modelu vykazujici netlumené oscilace (3.5). S takto uréenymi hodnotami
nalezneme po nejvyse 10 000 iteracich Nelderovy-Meadovy metody feSeni

0.065 0.038
—5.725 0.002
A= 0.028 0550 |7 Yo~ [—1.407,0.024],
0.036 —0.700 (3.12)
p = (0.948,0.820, 0.586, 0.485, 0.609),
(i,,a,b,c,d)

%V opa¢ném pripadé md optimalizace tendenci nalézt skoro-konstantni trajektorii na hlading pra-

meéru.


https://github.com/JuliaNLSolvers/Optim.jl
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pficemz trajektorie u(T;p,uy) vystihuje HA s koeficientem determinace R?Z =
—0.852. Srovnani simulované a transformované trajektorie mtizeme vidét na ob-
razcich 3.19 a 3.20a. Kvalitu nalezené transformace A dale ovéfime pomoci tra-
jektorie HH modelu s tlumenymi oscilacemi (3.6), kterou budeme znacit H" -
potiebujeme k ni av8ak najit vhodné parametry pr FHN modelu a jeho pocatecni

podminku u I coz bude feSeni zjednodusené varianty problému (3.8)

1197?111101]( (loss (u(T; Pr uof),H’A> + yR(pf)> , (3.13)

pro A pevné jiz nalezené, pficemzZ navic poklddame parametry a« = 1, = 0 podle
(3.11)”. Problém (3.13), na ktery opét aplikujeme Nelderovu-Meadovu metodu,
ma feSeni

pr = (1.040,1.090,0.771,0.727,0.691) , Ugp = [1.966,0.016] . (3.14)

Koeficient determinace R? je v tomto pfipadé roven R> = —0.203 a porovnan{
téchto trajektorii 1ze vidét obrazcich 3.20b a 3.21.

Comparison of transformed and discovered trajectory

2.5
discovered V
Eﬁ 0.0 - transformed V
~ discovered W
— transformed W
-2.5

T
0 50 100

Obrézek 3.19: Srovnani ¢asového pribéhu simulované trajektorie FHN modelu a
transformovaného HH modelu pro netlumené oscilace (zdrojovy kod)

"Pavodni trajektorie HH modelu s tlumenymi oscilacemi nem4 konstantni rozptyl, tedy to ne-
budeme vyzadovat ani po simulované trajektorii.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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Linear transformation attractor
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Obrézek 3.20: Trajektorie zobrazené ve fdzovém portrétu nalezeného FHN modelu
(zdrojovy kod)

Comparison of transformed and discovered trajectory
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Obrazek 3.21: Srovnani ¢asového prtibéhu simulované trajektorie FHN modelu a
transformovaného HH modelu pro tlumené oscilace (zdrojovy kod)

Na obrazcich vyse je patrna zmitiovana tendence trajektorie FHN modelu os-
cilovat rychleji, nez je tomu u transformovaného HH modelu.

Ackoliv jsme pomoci vyse nalezenych linedrnich transformaci zobrazili HH
model ,blizko“ vhodného FHN modelu, stale bychom si mohli pfat, aby si tyto
modely odpovidaly mirné 1épe, ¢i aby oba modely oscilovaly pfiblizné stejnou
rychlosti.

PouZzijme proto obdobnou myslenku jako u SINDy metody, a to vytvofeni
knihovny kandidéatnich funkci ®, pomoci niZ transformuje H, resp. H’', tak, aby

Vv,

bylo jednodussi nalézt dobrou transformaéni matici A. Tuto tlohu mtZeme mate-


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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maticky zapsat jako zobecnéni optimaliza¢niho problému (3.8)

min (loss (u(T; p,ug), @ H; qQ)A) + uR(p)), (3.15)
Apug.q
kde vyznam funkciloss, R ztistavé stejny a ® znac¢i knihovnu kandidéatnich funkci,
kterd zavisi na vektoru parametri q — tento vektor je také soucasti optimalizace.
Prvni si ukaZme piiklad nelinedrni transformace s pfidanymi inverznimi sigmoi-
dami pro stavové proménné m, h, n — ty totiZ reprezentuji pravdépodobnosti a tedy
nabyvaji hodnot [0, 1], ale obé proménné FHN modelu mohou (teoreticky) naby-
vat libovolné hodnoty z R.
Necht S : R — (0, 1) je funkce tvaru

2N = e

kde g; # 0, pak pro potfeby této préace tuto funkci nazveme sigmoida®, viz obrazek
3.22.

1.0 5
= 0.5
0.0 - : : :
-5 0 5
T

Obrazek 3.22: P¥iklad sigmoidy S (x; 2, %) na intervalu [—7,7] (zdrojovy kod)

Vsimnéme si, Ze sigmoida je bijekci mezi R a intervalem (0,1). Tim pddem
bude jeji inverze zobrazeni R — (0, 1), které mtiZeme pouZit na transformaci prav-
dépodobnosti m, h, n. Proto pocitejme

Y =050 = e
1
~=1+4ge D
y q
-y _ o~ (x=1)
yq

X = 1n<ﬂy> +7r=S5Yy;q,m),

pti¢emZ funkci S~! budeme nazyvat inverzni sigmoida.

8Sigmoidu lze definovat obecnéji, vice zde.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/document/snippets/sigmoid.jl
https://en.wikipedia.org/wiki/Sigmoid_function
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Zkonstruujme nyni knihovnu kandidatnich funkci ®,(H; q,r) pro q,r € R3
jako

®S(H;q,r)=(Hi,. S7Ym;qq, 1) STl qp, 1) Sl(n;qg,rg,)), (3.16)

kde m odpovida H; , proi = 1, ..., k a obdobné pro zbylé proménné. Poté mtiZeme
zapsat optimaliza¢ni problém s touto knihovnou kandidatti (3.16) jako

min  (loss (u(T; ps, ug,), Os(H; g, 1) Ag) + uR(ps) ), (3.17)
AsrpsruOSIqS/rs

pri¢emz A, € R”*2. Trajektorii Hodgkinova—-Huxleyho modelu, ke které ptiddme
inverzni sigmoidy proménnych m, h,n a poté ji transformuje pomoci A;, budeme
zkracen€ oznacovat jako o-transformovanou. Minimaliza¢ni tloha (3.17) s parame-
try (3.10) je opét fesitelnd Nelderovou-Meadovou metodou a jejim vysledkem je
v piipadé netlumenych oscilaci (3.5)

0.094 0.004
-9.049 0.012
—0.003 0.725
A, = 0.008 —0.559 |, ug, = [—1.774,0.017],
0.214 0.317 (3.18)
0.980 0.838
1.415 1.049
ps = (0.508,1.125,0.422,0.946,0.689) ,
qs = (1.483,1.672,1.889), r, = (0.021,0.002,0.004) .

Trajektorie nalezeného FHN modelu s parametry p, a pocatecni podminkou
ug, Viz (3.18), ma vuci o-transformované trajektorii H koeficient determinace ro-
ven R? = —0.719. To zna& mirné lep$i kvalitu nalezeného modelu a pifslugné
o-transformace, neZ pro linedrni transformaci a ji odpovidajici FHN model (3.12).
Srovnéni trajektorii nalezeného FHN modelu a o-transformovaného HH modelu
lze nalézt na obrazcich 3.23 a 3.24a.

Obdobnym postupem pro trajektorii H' s tlumenymi oscilacemi (3.6) a para-
metry optimalizace (3.11) dostaneme FHN model odpovidajici o-transformované
trajektorii H' s koeficientem determinace R? = —0.389. Obé tyto trajektorie jsou
zndzornéné na obrazcich 3.24b a 3.25.
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Comparison of transformed and discovered trajectory

— discovered V
transformed V

discovered W

— transformed W

I
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Obrazek 3.23: Srovnani ¢asového priibéhu simulované trajektorie FHN modelu a
o-transformovaného HH modelu pro netlumené oscilace (zdrojovy kod)
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Obrazek 3.24: Trajektorie zobrazené ve fazovém portrétu nalezeného FHN modelu
(zdrojovy kod)


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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Comparison of transformed and discovered trajectory
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Obrazek 3.25: Srovnani ¢asového pritbéhu simulované trajektorie FHN modelu a
o-transformovaného HH modelu pro tlumené oscilace (zdrojovy kod)

Jako posledni vyzkousime pfidat do knihovny kandidatnich prvka ©, expo-
nencidlu, tj.9

©,H;q) = |H, H-a ], (3.19)

1,

piicemz H; . € R*proi = 1,...,ka q € R* je vektor parametrti knihovny ©,.
Takto dostdvame optimaliza¢ni problém

min  (loss (u(T; pe,up,), ©,(H; q,)A,) + 4R (p,)), (3.20)

Aetpe/uOg/qc

kde A, € R>*2. Trajektorii HH modelu, kterou obohatime o exponencilu pomoci
knihovny @, a pak transformujeme matici A,, nazveme e-transformovand.

Parametry optimalizace volime podle (3.10) s vyjimkou f, pro které pouzijeme
hodnotu B = 10, a tlohu (3.20) fesime opét pomoci Nelderova-Meadova algo-
ritmu, cozZ ndm da vysledek

0114  0.004
~10.509 0.013

A, =| —0009 0658 |,
0.016 —0.525 (3.21)
0703  1.074

vy, = [-5.036,0.055], q, = (—0.022,0.922,0.827,1.140),
p. = (0.520,1.697,0.659,1.383,1.345) ,
pro néjz si trajektorie FHN modelu a e-transformovaného HH modelu odpovidaji

s koeficientem determinace R?> = —0.730. Opét vidime mirné zlep$eni oproti li-
nearni (3.12) transformaci, ale nepatrné zhorseni oproti o-transformaci (3.18) (a

9Skalarni soucin 2 vektorti a,b € R" oznacujeme (a,b) = a;b; + - + a,,b,,.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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jim pfislusnym FHN modeltim). Srovndni trajektorii nalezeného FHN modelu a
e-transformovaného HH modelu 1ze spatfit na obrdzcich 3.26 a 3.27a.

V neposledni fad€ provedme stejny proces i pro trajektorii H' s tlumenymi os-
cilacemi (3.6), pfi¢emZz optimaliza¢ni parametry pro tlohu (3.20) volime podle
(3.11). Vysledna trajektorie vhodného FitzZHughova—-Nagumova modelu a e-trans-
formovand trajektorie H' Hodgkinova—Huxleyho modelu si odpovidaji s koefici-

entem determinace R? = 0.660, pficemz jejich srovnani je ukdzané na obrazcich
3.27b a 3.28.

Comparison of transformed and discovered trajectory

— discovered V

transformed V

o) IRV | | o
|

— transformed W

I
0 50 100

Obrazek 3.26: Srovnani ¢asového pribéhu simulované trajektorie FHN modelu a
e-transformovaného HH modelu pro netlumené oscilace (zdrojovy kod)
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Obrazek 3.27: Trajektorie zobrazené ve fazovém portrétu nalezeného FHN modelu
(zdrojovy kod)


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl
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Comparison of transformed and discovered trajectory
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Obréazek 3.28: Srovnéni ¢asového priibéhu simulované trajektorie FHN modelu a
e-transformovaného HH modelu pro tlumené oscilace (zdrojovy kod)

Srovnani v8ech uvedenych transformaci a modelti je nelehky tikol, nebot kazda
varianta nabizi néco jiného. Z linedrni transformace dostdvame interpretovatelné
zobrazeni Hodgkinova-Huxleyho modelu na FitzHughtiv-Nagumtv model. Na-
opak z obrazku 3.25 je patrné, Ze od ¢asu cca t = 30 velmi dobfe odpovida dy-
namika vhodného FHN modelu a o-transformace HH modelu. V neposledni fadé
e-transformace nejlépe fesi rtizné rychlosti oscilace téchto dvou modelti, kdy z ob-
razku 3.26 muzeme vidét, Ze FHN model osciluje skoro pfesné dvakrat rychleji nez
e-transformovany HH model.


https://gitlab.com/sceptri/bachelor-thesis/-/blob/main/experiments/Hodgkin-Huxley-to-FitzHugh-Nagumo/learner.jl

Zaveér

Schopnost odvodit nelinedrni dynamiku systému z dat z néj pochazejicich je
velmi silny néstroj, ktery md mnohd vyuZiti nejen v praxi, ale i ve spousté védnich
obord. V této préci jsem predstavil #idkou identifikaci nelinedrni dynamiky (SINDy)
jako jeden z moZznych pfistupti k tomuto problému.

V prvni kapitole jsem vybudoval nutny teoreticky zaklad potfebny pro SINDy
metodu. Ten jsem v druhé kapitole pouZil na matematickou formulaci SINDy
metody a poté jsem predvedl jednoduchou a ndzornou implementaci v jazyce julia
s riznymi optimaliza¢nimi metodami a volbami knihovny kandidatnich funkci.
Konec této kapitoly jsem vénoval problémitm, na které l1ze pfi pouziti SINDy
metody narazit. V posledni kapitole jsem uvedl 2 simula¢ni studie na vybranych
modelech. FitzHughtiv—Nagumtiv model jsem zvolil kv1ili oscilacim, které v ném
vznikaji, a Lorenztiv model kvtli jeho chaotickému chovéni. V posledni sekci
se vénuji transformaci dynamiky Hodgkinova-Huxleyho modelu na jednodussi
FitzHughtiv—Nagumuv model.

Nejvétsi piinos této prace vidim v origindlni modifikaci DSTLS jiZz existujici
metody STLS. Tuto novou metodu jsem srovnal s ostatnimi optimaliza¢nimi me-
todami, prozkoumal jsem jeji chovani na datech ovlivnénych Sumem a poté jsem
ji aplikovali na vySe zminéné vybrané modely. Metodu DSTLS spolu s dalsimi vy-
sledky a analyzami planuji publikovat ve védeckém casopise.

Za neméné podstatnou povazuji posledni sekci, ve které objastiuji FitzHu-
ghovu linedrni transformaci Hodgkinova—Huxleyho modelu, dale pak pfedstavuji
obecnéjsi metodu ziskdni vhodné linearni i nelinedrni transformace a ilustruji ji
pro rizné transformace s tlumenou i netlumenou oscilaci v pouzité trajektorii
Hodgkinova-Huxleyho modelu.

Hodnotu také spatfuji v mé implementaci SINDy v jazyce julia, nebot jsem toho
nazoru, Ze napsany kéd je ¢itelny, jednoduchy a dobfe pochopitelny, ale zarover
zahrnuje cely proces hledani modelu.

JiZ zmiriované porovnani optimaliza¢nich metod v zavislosti na velikosti Sumu
je taktéZz origindlnim vysledkem. Domnivam se, Ze tuto analyzu lze vyuZzit p¥i roz-
hodovani, kterou optimaliza¢ni metodu pouZit, mame-li vyrazné zaSuména data.
V neposledni fadé tato prace pfinasi ucelené a vcelku podrobné pojeti tématu dy-
namickych systémi fizenych daty jak s vysvétlenim potfebné teorie, tak i rtizno-
rodymi aplika¢nimi ukdzkami.

—-81—-






Ptilohy

struct CustomLibrary{T<:AbstractArray} <: Library
functions:: T
end

Base.length(library::CustomlLibrary) = length(library.functions)
Base.iterate(library::CustomLibrary; kwargs...) =
- Base.iterate(library, 0; kwargs...)

function Base.iterate(library::CustomLibrary, index; kwargs...)
index += 1
if index > length(library.functions)
return nothing
end

func = X -> eachstate(system_state ->
~ library.functions[index](system_state), X; kwargs...)
return (func, index)
end

Algoritmus 10: Definice vlastni knihovny kandidatnich funkci

—-83-—
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struct Monomiallibrary{T<:Integer} <: PredefinedLibrary
degree:: T
variables::T

end

Base.length(library::MonomiallLibrary) = library.degree *
-~ library.variables + 1

function Base.iterate(library::Monomiallibrary; stateful=false,
~ kwargs...)
state = zeros(library.variables)
func = X -> eachstate(system_state -> prod(system_state .
~ state), X; kwargs...)
return stateful ? (state, (8, library.variables, stateful))
«~ ¢ (func, (@, library.variables, stateful))
end

N

function Base.iterate(library::Monomiallibrary, state;
~ kwargs...)
power, var, stateful = state
power += 1
if power > library.degree

var -= 1

power = 1
end
if var = 0

return nothing
end

func = X -> eachstate(system_state ->
- system_state[var]“power, X; kwargs...)
if !stateful
return (func, (power, var, stateful))
end

power_vector = zeros(library.variables)

power_vector[var] = power

return (power_vector, (power, var, stateful))
end

Algoritmus 11: Definice knihovny monomidlnich funkci
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struct Polynomiallibrary{T<:Integer} <: PredefinedlLibrary
degree:: T
variables::T

end

is_malformed(state::Vector, library::Polynomiallibrary) =
-~ sum(state) > library.degree || any(state .> library.degree)

Base.length(library::Polynomiallibrary) = sum(binomial(k +
< library.variables - 1, library.variables - 1) for k in
-~ B:(library.degree))

function Base.iterate(library::Polynomiallibrary;
~ stateful=false, kwargs...)

state = zeros(library.variables)
func = X -> eachstate(system_state -> prod(system_state ."
- state), X; kwargs...)
return stateful ? (state, (state, stateful)) : (func,
~ (state, stateful))
end

function Base.iterate(library::Polynomiallibrary, state;
~ kwargs...)
state, stateful = state
index = length(state)
state[index] += 1
while is_malformed(state, library)
state[index] = 0

index -= 1
if index = @
return nothing
end
state[index] += 1
end

func = X -> eachstate(system_state -> prod(system_state .”
- state), X; kwargs...)
return stateful ? (state, (state, stateful)) : (func,
~ (state, stateful))
end

Algoritmus 12: Definice knihovny polynomidlnich funkci
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