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Uvod

Nasledujici text se zabyva problematikou modelovdni dynamickych procesi, kterd je
ndsledné aplikovdna na konkrétnim ekonomickém problému. Jako vychozi literaturu pro
teoreticky zdklad jsme pouZili zdroj [5] a poté jsme tyto znalosti aplikovali na konkrétni
model ze ¢lanku [8]. Jednd se o model popsany soustavou diferencidlnich rovnic, je-
jichZ feSeni aproximujeme pomoci diferen¢nich rovnic procesem zvanym diskretizace.
K vypoctu aproximaci byly pouZity programy MATLAB a Excel.

Préace je rozdélena do dvou kapitol a ty se dédle ¢leni na podkapitoly. Prvni kapi-
tola se vénuje teoretickému vykladu a déli se na tfi podkapitoly. Prvni podkapitola se
vénuje diferencidlnimu poctu vice proménnych. Obsahuje definice zdkladnich pojmd,
vycet zdkladnich typl rovnic i systémil a v neposledni fad¢ stabilitu feSeni. Druhd pod-
kapitola se vénuje diferenénimu poctu a obsahuje fakticky stejnou strukturu teorie jako
podkapitola predesla s tim rozdilem, Ze se jednd o rovnice diferencni. Tteti a posledni
podkapitola obsahuje teorii diskretizace, tedy postup pfevodu diferencidlnich rovnic na
rovnice diferen¢ni. V této podkapitole rovnéZz nalezneme feSeny vzorovy priklad, podle
kterého budeme postupovat v praktické ¢asti. Zaroven byly provedeny vzorové simulace
v programech MATLAB a Excel, které jsou nasledné vyhodnoceny. Druhd kapitola je
zaméfena na aplikaci teorie z prvni kapitoly na dany ekonomicky problém, na jehoZz
zékladé celd bakalarskd prace vznikla. Tato kapitola se déli na dvé podkapitoly. Prvni
obsahuje ekonomickou teorii, ndsledujici se zabyva popisem vybraného ekonomického
problému a jeho nédslednym fesenim. ReSent je realizovano opét tfemi zptisoby - mate-
maticky a na pocitaci v programech MATLAB a Excel. Na zavér je rovnéZ zhodnocena
ekonomicka relevance obdrzenych vysledkd.

V prvni kapitole ¢erpadme ze zdrojt [2], [6], [3] a [9], v druhé ze zdroji [10] a [4].
Treti kapitola obsahuje teorii ze zdroje [11]. Ctvrtd vychdzi ze zdroje [7] a posledni ze
zdroji [8] a [5].

Predpokladd se, Ze ¢tenaf md zdkladni znalosti diferencidlniho a diferen¢niho poctu.
Bakalérské prace je sdzena programem PDFIATEX.
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Teoreticka cast



Kapitola 1

Zaklady diferencialniho poctu vice
proménnych

V této kapitole zminime zdkladni pojmy diferencidlniho poctu vice proménnych. Vzhle-
dem k obsahu praktické ¢4sti se omezime na diferencidlni pocet funkci dvou proménnych.

1.1 Pojem diferencial a diferencovatelnost funkce

Diferencidlem funkce f dvou proménnych rozumime pfirtstek funkce na te¢né nadro-
viné vedené ke grafu funkce bodem xo € R".

Definice 1.1. Rekneme, 7e funkce f: R2 — R definovand v okoli bodu [xo, yol je
v tomto bodé diferencovatelnd, jestliZze existuji redlnd Cisla A, B takovd, Ze plati

lim fxo+h, yo+ k) — f(xo, yo) — (Ah + Bk) _
(h.k)—(0.0) Vh?+ k2
Linedrni funkce Ah+ Bk proménnych 4, k se nazyva diferencidl funkce v bodé [xg, yo]
a znaci se d f (xo, yo)(h, k), ptip. d f (xo0, yo).

0. (1.1)

Véta 1.2. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé |xo, yol, pak je v tomto bodé spojita.
Diikaz: viz [2], str. 38. O

Véta 1.3. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo, yol, pak ma v tomto bodé parcialni
derivace a plati A = %(Xo, Yo), B = %(XO, Y0), 1.

d d
df (xo, y0) = %(Xo, yo)h + %(Xo, yo)k. (1.2)

Diikaz: viz [2], str. 39. ]



Véta 1.4. Ma-li funkce f v bodé [xo, yol| spojité parcialni derivace 1. ¥adu, pak je
v tomto bodé také diferencovatelna.

Diikaz: viz [2], str. 41. O

Definice 1.5. Nechf funkce f: R2 — R m4 v bodé& [xo, yo] spojité parcidlni derivace
az do fadu m vcetné. Diferencidlem m-tého fadu funkce f v bodé€ [xq, yo] rozumime
homogenni funkci m-tého stupné

m

m " f o
d” , h, k) = ) —————(x0, Yo)R/ K" /. 1.3
£ (x0, y0) (h, k) ; (J) )Gy 00 (1.3)

Definice 1.6. Taylorovym polynomem stupné n € N funkce f se stfedem v bodé
[x0, Yol nazyvame polynom

Tu(f, x0,Y0, X, y) =
= f(x0, yo) +df(x0, yo)(x — x0, y — yo) +

1
+ 5 & f (0. y0) (¥ = x0,y = y0) + . +
1
+ ;d"f(xo, yo)(x — x0,y — yo) = f(x0, Yo) +

of of
+ a—(xo, Y0)(x — x0) + ——(x0, yo)(y — yo) +
X ay

1/ 9% 52
+ o <—(ax])02 (x0, Y0) (X — x0)* +2 8x8fy (x0, y0)(x — x0)(y — yo) +

2

—J _ 2
+ @) (x0, ¥0) (¥ — y0) ) +...+

i1y (”‘)L< )ox =20 (3 = yo)' ™
nt 22\ j) @iy 020 TR0

(1.4)

Pokud je z kontextu ddna funkce f a stied [xg, yo], piSeme stru¢né T, (x, y).

Véta 1.7. Necht funkce f : R? — R md v bodé [xq, yo| a néjakém jeho okoli spojité
parcialni derivace aZ do 7adu n+ 1 vcetné. Pak pro kaZdy bod [x, y] z tohoto okoli plati

fx,y) =T(x,y) + Ry(x, y), (1.5)
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kde T,(x, y) je Tayloriiv polynom stupné n funkce f se stredem v bodé [xg, yo] a

| gl f . .
R s = i _ *’ * _ J _ n"‘l_],
n(X,y) TR jgzo( j )(Bx)f(ay)”+1_l (", ¥y —x0) (y — yo)

(1.6)
kde x* = xo + U (x — x0), y* = yo + % (y — yo) pro vhodné ¥ € (0, 1).

Diikaz: viz [2], str. 43. ]

1.2 Diferencialni rovnice 1. radu

1.2.1 Zakladni pojmy

Definice 1.8. Nechf F je funkce, jejiZ defini¢ni obor G je podmnoZinou trojrozmérného
euklidovského prostoru R3. Rovnice

F(x,y(x),y' (x)) =0, nebo strucngji F(x,y,y’) =0, (1.7)

se nazyvd obycejnd diferencidlni rovnice prvniho fddu. Partikuldrnim feSenim této
rovnice rozumime funkci y, kterd je definovand v néjakém intervalu J € R a spliuje
pro vSechna x € J tyto podminky:

[x, y(x),y'(0)] € G,

) (1.8)
F(x,y(y),yx) =0

Definice 1.9. Nechf y; je feSeni rovnice (1.7) definované na intervalu J; a y, je feSeni
téZe rovnice definované na intervalu J,. Je-li J; C J> a y1(x) = y2(x) na intervalu Jy,
fikdme, Ze feSeni y; je zdZenim feSeni y, na interval J;.

Definice 1.10. Nechf f je funkce, jejiZ defini¢ni obor G je podmnoZinou dvojrozmér-
ného euklidovského prostoru R%. Rovnice

Y= fx,y), (1.9)

kterd je zvlaStnim piipadem rovnice (1.7), se nazyva diferencidlni rovnice rozieSena
vzhledem k y’.

Diéle se budeme zabyvat vyhradné rovnicemi (a soustavami rovnic) tohoto typu.
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Véta 1.11. Necht funkce f je spojitd na oteviené mnoZiné G C R?. Potom ke kazdému
bodu [xo, yol € G existuje alespon jedno reSeni y rovnice (1.9) definované v jistém okoli
bodu xq takové, Ze y(xg) = yo.

Diikaz: viz [0], str. 1. ]

Problém urcit funkci y takovou, Ze

y = f(x,y), y(&o) =y (1.10)

se nazyva pocate¢ni (Cauchyho) problém. Cislo yo se nazyva pocite¢ni hodnota feSeni
y v bodé xg.

Definice 1.12. Rekneme, Ze pocitecni problém (1.10) m4d pravé jedno feSeni, kdyZ
existuje feSeni y (tzv. uplné feSeni) takové, Ze kazdé jiné feSeni je jeho zuZenim.

Definice 1.13. Obecnym feSenim diferencidlni rovnice (1.9) rozumime kazdé jeji feSeni
yv(x, ¢), z néhoz lze vhodnou volbou konstanty ¢ obdrZet libovolné feSeni této rovnice.

Reseni rovnice (1.9) Ize interpretovat geometricky. Tato rovnice pfitazuje kazdému
bodu [x, y] defini¢niho oboru G funkce f pravé jednu hodnotu y’(x), kterou lze chépat
jako smérnici pfimky prochdzejici bodem [x, y]. Tato pfimka se zndzorniuje obvykle
kratkou useckou, kterd ma stfed v bod€ [x, y] a smérnici y’(x).Tato dsecka se nazyva li-
nedrni element. Mnozina vsSech linedrnich elementti dané diferencidlni rovnice se nazyva
smérové pole. Funkce y je zfejmé feSenim rovnice (1.9) pravé tehdy, kdyz te¢na v ka-
7dém bod¢ [x, y(x)] jejiho grafu obsahuje piislu$ny linedrni element. K¥ivky, v jejichz
bodech maji linedrni elementy tentyZ smér, nazyvame izokliny. Jsou uréeny rovnici

k= f(x,y), keR (1.11)

1.2.2 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice 1.14. Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi nazveme obycejnou
diferencialni rovnici tvaru

y = f(x)g(y), (1.12)

kde f a g jsou spojité funkce na néjakych otevienych intervalech I resp. J, a g(y) # 0
proy € J.

Véta 1.15. Budte [: (a,b) — R, g: (c,d) — R spojité funkce a g(y) # 0 na (c, d).
Pak je funkce y reSenim pocdtecniho problému

Y = f(x)gky), yxo)=yo, xo0€(ab), y€lcd) (1.13)

12



na intervalu I pravé tehdy, kdyZ

y(x) dr X

/ — = / f(s)ds pro kaZdé x € I. (1.14)
Y0 g(1) X0

Diikaz: viz [0], str. 3. O

Resitelnost diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi zarucuje ndsledujici
véta.

Véta 1.16. Budte f: (a,b) — R, g: (c,d) — R, spojité funkce, g(y) # 0 na (a, b).
Pak ma pocatecni problém (1.13) prave jedno reseni, které je urceno implicitne vzorcem
(1.14).

Diikaz: viz [6], str. 4. OJ

1.2.3 Homogenni diferencialni rovnice

Definice 1.17. Funkce g(x, y) dvou proménnych definovand na R™ x R™ se nazyva
homogenni (fddu nula), jestlize pro kazdé + > O plati

gltx,ty) = g(x,y). (1.15)

Homogenni diferencidlni rovnici nazveme takovou diferencidlni rovnici tvaru (1.9), kde
f je homogenni funkce.

Predpoklddejme, Ze funkce f je spojitd na néjakém intervalu J. KdyZ poloZime
u = y/x pro x # 0, plati yY = u’x + u a rovnice y/ = f(x, y) se transformuje na
rovnici u'x +u = f(1,u), kterou lze upravit do tvaru u’ = 1/x(f(1, u) — u), coz je
rovnice se separovanymi proménnymi. Re$eni piivodni rovnice potom dostaneme z fesen{
této rovnice vztahem y = ux.

1.2.4 Linearni diferencialni rovnice

Definice 1.18. Linedrn{ diferencidlni rovnici (1. fddu) nazveme obycejnou diferencidlni
rovnici tvaru

y =a(x)y + b(x). (1.16)
Pokud je funkce b(x) identicky nulovd, potom tuto rovnici nazyvdme homogenni,
v opacném piipadé nehomogenni.
Rovnici
y =a(x)y. (1.17)

nazyvame homogenni diferencidlni rovnice pfidruZend k rovnici (1.16).

13



Véta 1.19. Necht yi, y» jsou FesSeni rovnice (1.17) a c1, ¢ € R. Pak také funkce c1y; +
+ coy2 je FeSenim této rovnice. MnoZina vSech reseni této rovnice tedy tvori vektorovy
prostor.

Diikaz: viz [3], str. 21. ]

Véta 1.20. Necht vy, y» jsou reSeni rovnice (1.16) a ¢y, c2 € R takové, Ze ¢y + cp = 1.
Pak také funkce ci1y, + coyy je resenim rovnice (1.16) a yy — y» je FeSenim rovnice
(1.17). MnoZina vSech reseni rovnice (1.16) tedy tvoFi afinni prostor, jehoZ zaméreni je
mnoZzina vSech veseni rovnice (1.17). Plati tedy

yo=yp+y", (1.18)

kde yo je obecné reSeni rovnice (1.16), yp je libovolné partikuldrni reseni rovnice (1.16)
a y* je obecné reSeni rovnice (1.17).

Diikaz: viz [3], str. 22. O

Véta 1.21. Necht funkce a(x) a b(x) jsou spojité funkce na intervalu I. Nechf xo € 1
a yo € R jsou libovolna cisla. Pak pocatecni problém (1.10), kde f(x,y) = a(x)y+b(x),
ma prave jedno reseni, a to existuje na celém intervalu I.

Diikaz: viz [3], str. 20. ]

Déle budeme predpokladat, Ze funkce a(x) a b(x) jsou spojité funkce definované na
intervalu I a ukdZeme postup feSeni téchto rovnic. Podle véty 1.20 sta¢i najit obecné
feSeni rovnice (1.17) a libovolné partikuldrni feSeni rovnice (1.16).

Obecné Feseni homogenni rovnice

Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, takze podle véty 1.16 ma kazdy poca-
teni problém

y =ax)y, yxo) =y, x0€l, yeR (1.19)

pravé jedno feSeni definované na celém intervalu 7, které obdrZzime ze vztahu (1.14)
integraci a jednoduchymi dpravami, a dostaneme

y = yo- el @, (1.20)
Obecné feSeni lze potom zapsat ve tvaru
y=C-eleWd  ceR, (1.21)
kde f a(x)dx znaci libovolnou, ale pevnou primitivni funkci k a(x).
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Partikularni reSeni

Partikularni feSeni budeme hledat ve tvaru
y=C(x) efa®dx  c R, (1.22)

tj. ve vzorci pro obecné feSeni nahradime konstantu C nezndmou funkci C(x), proto
se tato metoda nazyvd metoda variace konstanty. Dosazenim vztahu (1.22) do rovnice
(1.16) dostaneme podminku

C'(x) = b(x)e~ Jatdx, (1.23)

takze C(x) bude libovolnd primitivni funkce k b(x)e™ Jatdx

Obecné reSeni

Podle véty 1.20 tedy dostaneme, Ze obecné feSeni rovnice (1.16) je

y=C.elawdr 4 /b(x)e_f“(x)dxdx, C eR. (1.24)

1.3 Systémy diferencialnich rovnic

1.3.1 Systémy linearnich diferenciilnich rovnic

Definice 1.22. Systémem linearnich diferencidlnich rovnic 1. fddu nazveme soustavu

xp =an@®x; +ap@®x+ ...+ an@)x, + bi (@),
Xy = a1 (t)x1 + axn(t)x: az, (t)x 2(1) (125)
x;l = a1 (1)x1 + a2 (t)x2 + ... + app(t)xn + by(2),

kde x1, x2, ..., x, jsou nezndmé funkce proménné ¢, ayy, aiz, ..., an, a by, b2, ..., by
jsou spojité a redlné funkce na né&jakém intervalu I a ' znali derivaci podle 7. Tuto
soustavu miZeme zapsat pomoci matic jako

x'=A@x +b(1), (1.26)

kde x = [xp,x2, ..., 50" A = (a; ()] ,_; a b@) = [b1(1), ba(1), ..., bu()]T.
Resenfm budeme rozumét n-vektorovou funkci x, kterd je diferencovatelnd na néjakém
podintervalu J intervalu I a spliluje zde rovnici (1.26) (resp. soustavu rovnic (1.25)).
Je-li b(t) = 0 pro kazdé ¢t € I, nazyvame soustavu (1.25) homogenni, v opacném
pfipadé nehomogenni.
O soustavé

x'=A@)x (1.27)

fikdme, Ze je homogenni ptidruzend k soustavé (1.25).
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Pojem zizeni feseni soustavy diferencidlnich rovnic definujeme analogicky jako
u jedné diferencidlni rovnice.

Definice 1.23. ReSeni soustavy (1.25) se nazyva uplné feSeni, kdyZ neni ziZenim
Z4dného jiného feSeni rovnice (1.25).

Problém urcit feSeni (x) soustavy (1.25) splitujici podminku x (#9) = x¢ se analogicky
jako u jedné diferencidlni rovnice nazyva pocateCni (Cauchyho) problém. Stru¢né ho
budeme zapisovat ve tvaru

x'=A@x +b(t), x(to) = xo. (1.28)

Véta 1.24. Necht x, A(t), b(t) jsou stejné jako v definici 1.22 a necht ddle ty € 1
a xg € R". Potom existuje prave jedno x spliiujici

x'=AM)x +b(t), x()=xp, (1.29)

které je definované na celém intervalu I. Toto x je limitou tzv. Picardovy posloupnosti
postupnych aproximaci

@o(1) =0

t
Pr+1(1) = X9 +/ [A($)@x(s) + b(s)lds, k& € No.

fo

(1.30)

Diikaz: viz [0], str. 21. OJ

1.3.2 Homogenni systém rovnic

Véta 1.25. Necht x1, x3 jsou reseni soustavy (1.27) a c1, ca € R. Potom také c1x1+c1x1
je feSenim této soustavy, tj. mnoZina vsech reseni soustavy (1.27) tvori vektorovy prostor.

Diikaz: viz [3], str. 53. ]
Definice 1.26. Reseni xq, x2, .. ., Xk soustavy (1.27) se nazyvaji linedrné zdvisla, kdyz
existuji konstanty cy, ¢z, ..., ¢k, které nejsou vSechny rovny nule, a plati

c1x1(t) + ...+ cxxx(t) =0 (1.31)
pro vSechna ¢ € I. V opa¢ném piipadé se nazyvaji linedrn¢ nezdvisla.

Véta 1.27. Mnozina vsech reseni soustavy (1.27) tvori vektorovy prostor dimenze n.

Diikaz: viz [0], str. 25. O

Definice 1.28. Libovolnou bdzi vektorového prostoru vsech feSeni rovnice (1.27) na-
zyvame fundamentélni systém feSeni rovnice (1.27).
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1.3.3 Nehomogenni systém rovnic

Véta 1.29. Necht x1, x3 jsou reSeni rovnice (1.25) a ¢y, c2 € R takové, Ze ¢y + cp = 1.
Pak také funkce ci1x1 + coxa je tesenim rovnice (1.25) a x1 — x3 je reSenim rovnice
(1.27). MnoZina vsech reseni rovnice (1.25) tedy tvoFi afinni prostor, jehoZ zaméreni je
mnoZzina vSech rveseni rovnice (1.27). Plati tedy

xo =xp+x*, (1.32)

kde xo je obecné reSeni rovnice (1.25), xp je libovolné partikularni reseni rovnice
(1.25) a x* je obecné reseni rovnice (1.27).

Diikaz: viz [3], str. 60. ]

1.3.4 Systémy nelinearnich diferencialnich rovnic

Definice 1.30. Systémem nelinedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu nazveme soustavu

Xy = filt,x1, ..., xn),
xy = fat, X1, .-\ Xn), (1.33)
X = fult, X1, ..., xn),

kde x1, x2, ..., X, jsou nezndmé funkce proménné ¢, fi, f2,..., fu jsou funkce defi-

nované na n&jaké mnozing G € R"*! a’ znad{ derivaci podle ¢. Tuto soustavu miizeme
zapsat ve vektorovém tvaru
’
x' = [, x), (1.34)

kde x = [x1,x2,....x0%, ft,x) = [[ilt,x1,.... %), ot X1y o\ Xn), ...,
fn(t, X1y oo Xn)].

Resenim budeme rozumét n-vektorovou funkci x, kterd je diferencovatelnd na néjakém
podintervalu J intervalu I a spliiuje zde rovnici (1.34) (resp. soustavu rovnic (1.33)).

Pojem tuplného feSeni definujeme analogicky jako u systémi linedrnich diferencial-
nich rovnic. Bud nyni x¢ € R”, [y, x9] € G. Problém urcit feSeni rovnice (1.34), které
spliiuje pocatecni podminku

x(ty) = xo, (1.35)

se nazyva poc¢ateéni (Cauchyho) problém. Rikdme, 7e pocatecni problém
x"'=f(@t,x), x(t0)=xo (1.36)

je jednoznacny, jestlize ke kazdym dvéma feSenim xq(?), t € J1, x2(t), t € J» problému
(1.36) existuje 6 > 0 takové, Ze x1(t) = x2(¢) pro kazdé r € J1 N J, N (ty — 8, to + 9).
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1.3.5 Autonomni systémy

Definice 1.31. Autonomnim systémem obycejnych diferencidlnich rovnic nazveme sys-
tém rovnic
x' = fx), (1.37)

kde f = (f1, f2, ..., fu) : Q@ > R*, Q C R". MnoZina 2 se nazyva fazovy prostor.

V celé kapitole budeme ptfedpoklddat, Ze f je spojitd funkce takovd, Ze pocatecni
problém (1.37) s podminkou
x(tg) = X9 (1.38)

m4 jediné feSeni pro kazdé 1y € R, x¢ € 2.

Trajektorie, stacionarni body

Véta 1.32. Je-li
x =x(t) (1.39)

resenim ulohy (1.37),(1.38), pak pro kazdé T € R je
y=y@t)=x({t+71) (1.40)

resenim rovnice (1.37) s pocatecni podminkou

y(top — ) = X9. (1.41)
Je-li x definovano na intervalu (t1, tp), je y definovano na intervalu (t| — t,t — 7).
Diikaz: viz [9], str. 35. ]

Tato véta ukazuje, Ze autonomni systémy popisuji déje invariantni vzhledem k po-
sunuti v ¢ase. Bez Gijmy na obecnosti se tedy u autonomnich systémti mizeme omezit
na pocatecni problémy s pocatecni podminkou

x(0) = xy. (1.42)
Reseni
x =x(1) (1.43)

problému (1.37),(1.42) lze interpretovat budto jako graf zobrazeni x : R — €2, nebo
jako ktivku v prostoru €2 zadanou parametricky. Tuto kfivku nazveme trajektorii feSeni
x.

Véta 1.33. Jsou-li
x=x(),y=y@) (1.44)

reseni systéemu (1.37), pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo nemaji Zadny spolecny

bod.
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Diikaz: viz [Y], str. 36. ]

Definice 1.34. Bod x* € Q2 se nazyva stacionarni bod (singuldrni bod) rovnice (1.37),
jestlize f(x*)=0.
Trajektorie feSeni rovnice (1.37) se nazyva cyklus, je-li uzavienou ktivkou.

Véta 1.35. Trajektorie feseni autonomniho systému (1.37) jsou jednoho z typii:

e staciondrni body (odpovidaji konstantnim resenim)

e cykly (odpovidaji nekonstantnim periodickym resenim)

e trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

Diikaz: viz [9], str. 36. ]

Déle se budeme zabyvat autonomnimi systémy dvou rovnic, tj. systémy tvaru

x'= f(x,y)

1.45
y =g, y). (1.43)
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Definice 1.36. (Typy staciondrnich bodl v roving) Staciondrni bod [x*, y*] systému
(1.45) se nazyva

e bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici [x*, y*]
ve svém vnitiku;

e stfed, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze kazd4 trajektorie
s [x(0), ¥y(0)] € U je cyklem obsahujicim [x*, y*] ve svém vnitiku (stfed je
specidlnim pripadem bodu rotace);

e ohnisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii
s [x(0), y(0)] € U plati

Jim [x(0), y(O] = [x*, y*] nebo  lim [x(n), y()] = [x*, y*]  (1.46)

a pro orientovany thel ¢(¢), ktery svird vektor [x(7), y(z)] — [x*, y*] s n€jakym
pevnym vektorem plati
lim ¢(t) = 00 nebo lim ¢(t) = 00 (1.47)
t—00 t——00

(trajektorie se pribliZuje ke staciondrnimu bodu nebo se od ného vzdaluje po spi-
réle);

e uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii
s [x(0), y(0)] € U plati

Aim [x(@), y(@O)] = [x*, y*] nebo  Tim [x(1), y()] =[x, y"]  (1.48)

a pro orientovany uhel ¢(¢), ktery svird vektor [x(¢), y(t)] — [x*, y*] s n€jakym
pevnym vektorem existuje vlastni tlim ¢(t) nebo t lim ¢(¢);
—00 ——0Q

e sedlo, jestliZze existuje jen koneCny pocet trajektorii [x, y] = [x(¢), y(¢)] tako-
vych, Ze

lim [x(2), y(O)] = [x*, y*] nebo  1im [x(r), y()] =[x, y"],  (1.49)

Stacionarni body linearniho autonomniho systému

Necht je dan autonomni systém
x' = Ax, (1.50)



ail a2
A= s i eR, x=/[x,y] 1.51
(a21 ar ) aijj [x, y] ( )

Je-li x feSenim rovnice (1.50), je téZ rx, r € R, feSenim této rovnice. Trajektorie
odpovidajici takovym feSenim jsou tedy stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v pocatku.

Véta 1.37. Necht A je stejnd jako v (1.51). Oznacme

A =detA = ajjaxn — apay;, (152)
D = (a11 + an)® — 4(a11axn — apar) = (a] — an)* + dapas, .

takZe D je diskriminant charakteristické rovnice matice A. Nechf A # 0. Bod [0, 0] je
potom singularni bod rovnice (1.50) typu

e ohnisko < A >0, D <0, aj1 +ax #0,
o stted & A >0, D <0, aj; +axn =0,

o uzel & A >0 D =0,

e sedlo & A < 0.

Diikaz: viz [6], str. 105. O

Stacionarni body nelinearniho autonomniho systému

Véta 1.38. Necht je dan autonomni systém
x'=ax+by+ P(x,y),y =cx +dy+ Q(x,y) (1.53)

kde a,b,c,d € R a funkce P,Q jsou spojité v okoli bodu [0, 0). Necht ad — bc # 0
a necht existuje € > 0 tak, Ze

[P, I+ 10, )|

im = 0. 1.54
[eyl=[001  (Jx] + [y])IFe (39
Je-li bod [0, 0] uzlem nebo ohniskem pro systém
/
—ax+b
e (1.55)
y =cx +dy,

pak je stejného typu i pro systém (1.53)). Je-li bod [0, 0] stfedem pro systém (1.55), pak
je bodem rotace nebo ohniskem pro system (1.53). Je-li bod [0, 0] sedlem pro systém
(1.55) a funkce P, Q maji spojité parcialni derivace podle obou proménnych v okoli
pocatku, pak je [0, 0] sedlem i pro systém (1.53).

Diikaz: viz [Y], str. 40. ]
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Véta 1.39. Necht funkce f(x,y), g(x,y) maji spojité parcidlni derivace druhého radu
v okoli bodu [xg, yol takového, Ze f(xo, yo) = g(xo0, yo) = 0. Nechf

J= < %(Xo,yo) %(Xo,yo) )

(1.56)
g—i(xo, Y0) g—i(xo, Y0)

Necht dale det J # 0. Potom je bod [xg, yo] izolovanym singularnim bodem systému
(1.45). Je-li bod [0, 0] uzel, ohnisko nebo sedlo systému

x' = Jx, (1.57)
potom je bod [xo, yo] singuldarnim bodem systému (1.45) stejného typu. Je-li v§ak bod
[0, O] stred systému (1.57), potom je bod [xg, yo| bud bod rotace nebo ohnisko systému
(1.45).

Diikaz: viz [Y], str. 42. ]

1.4 Stabilita reSeni

Definice 1.40. Nechf xg = x¢(¢) je feSeni systému (1.37) definované na intervalu
[0, 00). Resen{ x( se nazyvd stejnomérné stabilni, jestlize ke kazdému € > 0 existuje
8 > 0 tak, Ze pro kazdé ry = 0 vSechna feSeni x = x(¢) systému (1.37) spliiujici
podminku |x(zp) — xo(tg)| < & existuji pro vSechna ¢t = fy a spliiuji pro né nerovnost
|x(t) —x0)| < €. Neni-li feSeni xo = xo(¢) systému (1.37) stejnomérné stabilni, nazyva
se nestabilni.

Definice 1.41. Nechf xo = xo(¢) je feSeni systému (1.37) definované na intervalu
[0, 00). ReSeni x( se nazyva stejnomérné asymptoticky stabilni, je-li stejnomérné sta-
bilni a existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé ¢t; = 0 a vSechna feSeni x = x(¢) systému
(1.37) spliujici podminku |x(#1) — xo(#1)| < § plati

Tlim [x(t) = xo(1)] = 0. (1.58)

Véta 1.42. Necht A je konstantni matice. JestliZe vSechny koteny jeji charakteristické
rovnice det (A—AE) = 0 (vilastni ¢isla matice A) maji nekladnou redalnou cast a ty s nu-
lovou redlnou casti jsou jednoduché, pak reseni xog = x¢(t) = 0 linearniho autonomniho
systému

x' = Ax (1.59)

je stejnomérné stabilni.

Diikaz: viz [Y], str. 41. ]
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Véta 1.43. Reseni xo = xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému (1.59) je stejnomérné
asymptoticky stabilni praveé tehdy, kdyz kaZdé vlastni ¢islo matice A ma zapornou redlnou
cast.

Diikaz: viz [9], str. 41. ]

Definice 1.44. Nechf [xq, yo] je staciondrni bod systému (1.37) a nechf existuji parcialni
derivace funkci f a g v tomto bod€. Matice J z rovnice (1.56) se nazyvd Jacobiho
matice (nebo téZ variani matice) zobrazeni (f, g) v bodé [xo, yo] a systém (1.57) se
nazyva variacni rovnice systému (1.37) v bodé [x¢, yol.

Véta 1.45. Necht [xo, yo] je stacionarni bod systému (1.37) a nechf zobrazeni f a g je
spojité diferencovatelné. Maji-li vSechna vlastni cisla variacni matice J v bodé [xo, yo]
zdporné redlné casti, pak konstantni reseni x(t) = [xo, yO]T systemu (1.37) je stejno-
mérne asymptoticky stabilni. Pokud existuje vlastni c¢islo této matice s kladnou redalnou
Cdsti, pak je konstantni FeSeni x(t) = [xq, yol! systému (1.37) nestabilni.

Diikaz: viz [9], str. 42. O
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Kapitola 2

Z.aklady diferencniho poctu

V této kapitole zminime zdkladni pojmy diferen¢niho poc¢tu. Vzhledem k obsahu prak-
tické ¢4sti se omezime na diferencni rovnice prvniho fadu.

2.1 Pojem diference

Definice 2.1. Nechf je dino xo € R a & > 0. Nechf dile funkce f(x) je definovdna
v bodech xg a xo + h. Diferenci funkce f(x) v bodé€ xo rozumime cislo

Af(xo) = f(xo+h) — f(xo) 2.1

Cislo h nazyvame diference argumentu nebo diferencni krok. Bod x¢ nazyvame poca-
tecni bod diference.

Definice 2.2. Necht je ddano & > 0 a funkce f(x) je definovdna na neprdzdné mnoZiné
M takové, Ze pro kazdé x € R plati x € M = x + h € M. Diferenci funkce f(x)
potom rozumime funkci, které kazdému Cislu x € M pfifazuje ¢islo Af(x), tedy

Afx)=fx+h)— fx), xeM 2.2)

Mnozinu M nazyvdme defini¢ni obor diference.

Definice 2.3. Nechf je ddno xg € R, 2 > 0 a n € N. Nechf ddle funkce f(x) je
definovana v bodech xg, xo + 4, ..., xo + nh. Diferenci fadu n funkce f(x) v bod€ xg
rozumime ¢islo A” f(xg) definované rekurentné vztahem

A" f(x0) = AA"! f(x0)), (2.3)

kde A f(x0) = Af (x0).
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Definice 2.4. Nechf je dano 27 > 0 a n € N. Nechf ddle funkce f(x) je definovdna
na neprazdné mnoziné M takové, Ze pro kazdé x € Rplati x e M = x +h € M.
Diferenci fddu n funkce f(x) potom rozumime funkci, které kazdému Cislu x € M
pfifazuje ¢islo A" f(x).

Piikladem mnoZiny M spliiujici podminku x € M = x + h € M je kazdd mnoZina
tvaru {xo + nh,n € No}, xg € R.

Sumaci rozumime feSeni opacného problému neZz hledani diference. Mdme dédnu
diferenci a hleddme funkci, kterou jsme diferencovali.

Definice 2.5. Je dana funkce f(x) definovand na neprazdné mnoziné M takové, Ze pro
kazdé x € R plati x € M = x + h € M. Nechf funkce F(x) je takova, Ze pro kazdé
x € M je AF(x) = f(x). Funkci F(x) potom nazyvdme sumaci funkce f(x) v M
a zna¢ime ji A~ f(x).

2.2 Diferenc¢ni rovnice 1. radu

2.2.1 Diferencni rovnice 1. typu

Definice 2.6. Nechf je funkce f(x, y, Ay) definovdna pro vSechna x € M, kde M je
mnozina takova, ze x € M = x + h € M. Rovnici tvaru

fx,y, Ay) =0, 2.4

ve které je nezndmou funkce y(x), nazyvdme diferencni rovnici 1. fddu a 1. typu defi-
novanou na M. Partikuldrnim feSenim této rovnice v M nazyvame kazdou funkci y(x),
kterd pro vSechna x € M spliluje danou rovnici. Obecnym feSenim nazyvame feSeni
tvaru y(x, ¢), z néhoz lze vhodnou volbou konstanty ¢ obdrzet vSechna partikularni
feSeni.

Predchozi definice je analogickd definici diferencidlni rovnice, jestlize diferenci dané
funkce nahradime jeji derivaci.

2.2.2 Diferencni rovnice 2. typu

Definice 2.7. Nechf je funkce f(x, y(x), y(x + 1)) definovana pro vSechna x € M,
kde M je mnoZina takovd, Ze x € M = x + 1 € M. Rovnici tvaru

Jx, y(x), y(x +1)) =0, 2.5)

nazyvame diferencni rovnici 1. fddu 2. typu definovanou na M. Partikuldrni a obecné
feSeni této rovnice definujeme analogicky jako u diferen¢nich rovnic prvniho typu.
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Je-li M = {xo +n,n € Ny} pro néjaké xo € R, potom je hledand funkce y vlastné
posloupnost a pouzivame zdpis y, misto y(x).

2.2.3 Linearni diferencni rovnice

Definice 2.8. Nechf xo € R a M = {xoy + n, n € Np}. Diferen¢ni rovnici tvaru

ar(xX)yx+1 +ao(x)yx = f(x), (2.6)

kde f(x), ap(x), ai(x) jsou libovolné funkce proménné x definované na M, pricemz
ap(x) # 0 a aj(x) # 0 pro x € M, nazyvame linedrni diferencni rovnici 1. fadu.
Funkce ap(x) a a1(x) nazyvame koeficienty a funkci f(x) nazyvame pravou stranou.
Jsou-li funkce ap(x) a a;(x) konstantni, potom fikdme, Ze rovnice (2.6) je s konstant-
nimi koeficienty.
Je-li f(x) =0 pro x € M, potom fikdme, Ze rovnice (2.6) je homogenni. V opacném
pfipad¢ fikdme, Ze je nehomogenni.
Rovnici

ar(x)yx+1 + ao(x)yx =0, (2.7)

nazyvame homogenni rovnici pfidruZenou k rovnici (2.6).

Véta 2.9. Nechf je dino c € M a y € R, kde M je stejné jako v definici 2.8. Potom
existuje prave jedno reSeni rovnice (2.6) takové, Ze y. = y.

Diikaz: viz [10], str. 8. ]

Véta 2.10. Necht yy, y; jsou reSeni rovnice (2.7) a c1, ¢y € R. Pak také funkce c1y1+cay2
je reSenim této rovnice. MnoZina vSech feseni této rovnice tedy tvori vektorovy prostor.

Diikaz: viz [10], str. 8. L]
Véta 2.11. Necht yy, y» jsou feseni rovnice (2.6) a c1, c2 € R takové, Ze c1 + ¢y = 1.
Pak také funkce c1y| + cay» je fesenim rovnice (2.6) a y; — y» je reSenim rovnice (2.7).

MnoZina vsech teseni rovnice (2.6) tedy tvori afinni prostor, jeho? zaméreni je mnoZina
vSech teseni rovnice (2.7). Plati tedy

yo=yp+y", (2.8)

kde yo je obecné reseni rovnice (2.6), yp je libovolné partikuldrni resSeni rovnice (2.6)
a y* je obecné reSeni rovnice (2.7).

Diikaz: viz [10], str. 2. OJ
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UkdZeme si postup feSeni linedrni diferencni rovnice 1. fadu s konstantnimi koefici-
enty a s konstantni pravou stranou. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze M = N.
Takovou diferen¢ni rovnici potom miZeme bez Gjmy na obecnosti upravit do tvaru

Yx+1 = Ayx + B, (29)
kde A, B € R, A # 0 a x € Ny. Podle véty 2.11 staci najit libovolné partikuldrni feSeni

této rovnice a obecné reSeni prisluSné homogenni rovnice.
Piislu§na homogenni rovnice je

Yxg1 = Ayx (2.10)

Z tohoto vztahu zfejmé& plyne, Ze pro kazdé x € Ny plati

yx = A% yo, (2.11)

takZe obecné feSeni je y, = CA*, kde C € R.
Partikuldrni feSeni rovnice (2.9) je napf.

xB o A=1
Yx = { P (2.12)

% pro A # 1,

takze obecné feSeni rovnice (2.9) je

C+xB roA=1
Ve = { P (2.13)

CA*+ 2. proA#1,

kde C € R.

2.3 Stabilita reseni

Definice 2.12. Nechf k € N, f : Ny x R¥ — RF je funkce spojitd ve druhé sloZce,
no € Ny a yp € R¥. Bod y* € RF nazyvame stacionarni bod (equilibrium) soustavy

y(n+1)= f(n, yn), yno) = yo, (2.14)

pokud f(n, y*) = y* pro vSechna n = ny.
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Definice 2.13. Stacionarni bod y* rovnice (2.14) nazyviame

e stabilni, pokud pro kazdé € > 0 a ng = 0 existuje § = 8(e, ng) takové, Ze pokud
lvo — y*|I < 8, potom || y(n, ng, yo) — y*|| < € pro vSechny n = ng. Pokud
8 nezdvisi na ng, fikdme, Ze je tento bod stejnomérné stabilni. Staciondrni bod
nazveme nestabilnim, pokud neni stabilni.

e pritahujici, pokud existuje u = wu(ng) takové, zZe pokud | yp — ¥y*|| < u, po-
tom lim y(n,ng, yo) = y*. Pokud u nezdvisi na ng, fikdme, Ze je tento bod
n—oo
stejnomérné pritahujici.
e asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a pfitahujici, a stejnomérné asymptoticky
stabilni, pokud je stejnomérné stabilni stejnomérné pritahujici.

e exponencidlné stabilni, pokud existuje § > 0, M > 0, a n € (0, 1) takové, Ze
pokud [|yo — y*|| < 8, potom ||y(n, no, yo) — y*|| £ M| yo — y*[|n®~"0.

vvvvvv

neZz vySetfovani stability rovnic diferencidlnich. Studium této otdzky by vedlo k pfe-
kroceni rozumného rozsahu price, proto se jim nebudeme zabyvat. Navic diferen¢ni
rovnice studované v praktické ¢asti prace budou predstavovat diskretizaci rovnic diferen-
cidlnich (podrobnosti v ndsledujici kapitole), budou tedy slouZit jako pomocné objekty
pro pocitacovou simulaci, nikoliv pro teoretickou analyzu.
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Kapitola 3

Diskretizace

Diskretizace je numerickou metodou feSeni diferencidlnich rovnic, kterd prevadi danou
diferencidlni rovnici na rovnici diferencni. Priblizné feSeni obycCejné diferencidlni rov-
nice se tedy nekonstruuje jako spojita funkce, ale postupné se utvaii posloupnost uzla
X0, X1, X2, . .. a pro né€ se stanovi ¢isla yg, y1, y2, .. ., kterd aproximuji hodnoty presného
reSeni y(xo), y(x1), y(x2), ... Vypocty lze provést v tabulkovém procesoru (MS Exel)
nebo v systému pro numerické vypocty MATLAB. Postup vypoctu Ize sledovat v Exce-
lovskych seSitech nebo m-filech na priloZzeném CD. V tiSténé verzi prace jsou uvedeny
pouze vysledky.

3.1 Zakladni pojmy

Ukolem je najit aproximaci feSeni pocédtecni tlohy

Y=fxy), ya=c (3.1
na intervalu [a, b]. Nejprve si zvolime déleni xo = a, x1, ..., x, = b intervalu [a, b].
Pro jednoduchost budeme predpoklddat, Ze uzly jsou ekvidistantni, tj. x; = a + ih pro
i €{0,1,...,n}, kde h = (b — a)/n. Pfi odvozovani hodnot yy, yi, ..., yu, které jsou

aproximacemi funk¢nich hodnot skute¢ného fesSeni rovnice (3.1) budeme postupovat tak,
Ze v této diferencidlni rovnici pfi dosazeni x = x; nahradime pfesnou hodnotu y(x;) jeji
aproximaci y; a derivaci y'(x;) vyrazem (y;41 — y;)/(Xit1 — xi) = (Vig1 — i)/ h , 4.
smérnici pfimky prochédzejici body [x;, yi] a [xj+1, yi+1]. Dostdvdme tedy

Yi+1 — i

h

pricemz vzdy predpokldddame, Ze body [x;, y;] leZi v definicnim oboru funkce f(x, y).
Z tohoto vztahu po snadné tpravé dostdvame

= f(xi, i), (3.2)

Yit1 = hf(xi,yi) +yi, Yo=c, (3.3)

coZ je rekurentni vztah pro posloupnost {y;};_ (tj. diferen¢ni rovnice 2. typu), z né¢hoZz
jiz snadno vypocteme hledané aproximace.
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3.2 Reseny priklad

Odvodte obecny vzorec pro hodnotu C K¢ drocenych ro¢ni drokovou mirou 100r% po
dobu n let. PouZijte tento vzorec k nalezeni hodnoty vkladu 100 K¢ pfti zturoceni 10% po
dobu 10 let. Refeni aproximujte pomoci diskretizace s diskretiza¢nim krokem 3 mésice
(coz odpovida cEtvrtletnimu droceni s mirou 10%).

3.2.1 Postup reSeni

Nechf y(¢) je hodnota vkladu v case 7. Potom pfi spojitém troceni s ro¢ni tdrokovou
mirou r musi funkce y(¢z) spliiovat vztah

Yty =ry@) (3.4)

a plati, Ze y(0) = C, kde C je vySe puvodniho vkladu. Jednd se tedy o diferencidlni
rovnici se separovanymi proménnymi s pocate¢ni podminkou.

y'(t) =ry(t)

dy
ar ="
d
4 = rdt
y
y(®) dy /t
— = rdt
/y(O) y 0
In _y(t) =rt
y(0)
ya)
y(0)
y(t) = Ce"’

Vypoctem jsme dostali obecny vztah pro hledanou hodnotu y(z).

Nyni provedeme diskretizaci. Nejprve si vypocitdme uzly. Veli¢ina x bude znacit
uplynuly cas v letech. V naSem piipadé€ je a = 0, b = 10 a n = 40, dostdvame tedy
x;i =1i/4,kdei €{0,1,...,40}. Po dosazeni do (3.3) obdrZime vztah

1
Yitl = 5 0.1y +yi = 1.025y;,  yo = 100. (3.5)

Z tohoto vztahu zfejmé plyne y; = 100 - 1.025'. Pro srovnani pfesnd hodnota y(x;) je
podle vyse odvozeného vztahu rovna 100 - %02
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3.2.2 Simulace v Excelu

A B G D E E G H 1 J K L M
-
2 i Vi) y ) konstanta pro vklad y(0)= 100
5 0 100 100 kontanta 1 1,025
4 1| 1025 1025315 konstanta 2 0,025
5 2| 105,025 105,1271
6 3| 107.6891 107.7884] vatah pro hodnoty diskretizace yli)=y(0y1,0254i
7 4] 1103813 1105171 vatah pro piesné hodnoty y (iFy(0)°e~0,025
8 5[ 1131408 113.3145)
] 6| 115.9693 116.1334]
10 7| 118.3686 1191246
11 8| 121.3403 122.1403)
12 9| 124.3863 125.2323) o=
13 10| 128.0085 1284025 Graf iroceni v case t
14 11 131.2087 1316531
15 12 134.4889 134,9859 250
16 13| 137.8511 138 4031
17 14| 141.2974 1419068 = ]
18 15| 44,8298 145 4991 200 -=l'
19 16| 148.4506 149,1825 o
20 17| 152.1618 152,959 -
21 18| 1559659 156,8312 g 150 av"
22 19| 159,865 160,8014 § ._.-l" +Diskretizace
23 20| 163.8616 164,6721 - -~ "
24 21| 167.9562 169,0459 ERUE
2 22| 172.1571 1733253 =
26 23| 176.4611 177.7131
27 24| 180.6726 1522119 50
28 25 185.3944 136,8246
29 26| 190.0293 191,5541
30 27| 19478 1964033 0
31 28| 199.6495 2013753 0 10 20 30 40
32 29| 204.6407 2064731 b
33 30 2097568 2117
34 31| 215,0007 217,059
35 32| 2203757 222 5541
36

Obrazek 3.1: Simulace v Excelu

3.2.3 Simulace v MATLABu

[N ] [ (=) [
o [N £ o il
[=] [=] [=] [m] [
T T T T 1
#
-
+
H
+
¥
+

Hodnoty vt
k.
k3

160 *
e :
Pfesné hodnaty *** Diskretizate

140 -

120+

) i . . . . . . .
0 5 10 15 W 2 W 3B 40

Cast
Obrazek 3.2: Simulace v MATLABu

Z grafti vidime, Ze pfi ndmi zvoleném # = 0.1 ddva tato metoda velmi piesné
vysledky a Casovd ndro¢nost vypoctu je pri pouZziti vySe uvedenych matematickych
programli pomérné mald, tento diskretizacni krok proto budeme pouzivat v praktické
¢asti pfi simulaci feSeni zkoumaného problému.
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Cast II

Prakticka cast
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Kapitola 4

Ekonomicky uvod

Z ekonomické teorie vime, Ze se na trhu stfetdvaji dvé strany - nabidka a poptdvka. Na
jejich vzdjemnych vztazich je ve skuteCnosti zaloZen trh i trzni mechanismus. Poptdvka
predstavuje souhrn zamySlenych koupi a je urovana poptidvanym mnoZstvim a cenou,
za kterou jsou kupujici ochotni kupovat. V riznych kontextech miiZzeme rozliSovat po-
ptavku celkovou, individudlni a trzni. Pro poptdvkovou kiivku je charakteristické, Ze
s rostouci cenou klesd poptdvané mnozstvi a naopak. Hovorime o zdkonu klesajici po-
ptavky. Poptédvajici tedy na trhu kupuje ekonomické statky (v nasem piipadé produkty)
a sluzby ke spotfebé. RozliSujeme produkty kazdodenni a dlouhodobé spotieby. Produkty
kaZzdodenni spotieby jsou nakupovény stéle, zatimco produkty dlouhodobé spotieby jsou
nakupovédny v dlouhych (obvykle nékolikaletych) intervalech, az kdyZ se opotfebuji. Do
prvni skupiny fadime napf. potraviny, bydleni, benzin, obleceni, atd. a do druhé auto,
pracku, lednic¢ku nebo televizor.
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Kapitola 5
Reseny problém

Zkoumame situaci, kdy si na spole¢ném trhu konkuruji dvé firmy, které proddvaji pro-
dukty dlouhodobé spotfeby. Oznacime si S celkovou kapacitu trhu, x(¢) resp. y(¢) po-
ptavky po vyrobcich prvni resp. druhé firmy v Case ¢, p; a py ceny jejich vyrobk,
q1 a q» kvality vyrobkli a a; a ap ceny reklam na vyrobky. Pritom pfedpoklddidme, Ze
firmy vyrdbéji pravé poptavané mnozstvi svych vyrobku. Stejné jako v [¢] budeme vy-
chézet z toho, Ze poptavky x(¢) a y(¢) jsou feSenim nelinedrniho autonomniho systému
diferencidlnich rovnic

x'=fx,y) =S —x—ylg1 — p)x+ail

/ (5.1)
Y=g, y) =8 —x—y)(g2— p2y+az]

Pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze p; # g;, a; > 0 pro i € {1, 2}.

5.1 Reseni

Najdeme x a y nulkliny systému (5.1), tj. hleddme fesSeni rovnic

x nulkliny:
x+y=S§
aj
X =
P1—q1
y nulkliny:
x+y=S§
as
y =
P2 —q2
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¥ ¥
s | &
3
— | =
el
——
al % al X
(p1-51] (p1-g1)
¥ %
a2 T
s (p2-2)
a2 1 T s 1
(p2-42)
T Si T
L~
x x

Obrazek 5.1: Nukliny systému (5.1) pro p; > g;, i € {1,2}. Nahofe x-nukliny pro
xo < S axg> S, dole y-nukliny pro yo < Sayy> S

Spojenim grafického feSeni pro x a y nulkliny obdrZime ctyfi nédsledujici pripady.

v v
¥
; [/2 g
al Lz)_g R ' x ﬁ J T_)
a2 | 3 [N R Lgy, N | A
al x al X
pl-ql pl-ql
¥ b
al P T—) al
pl-q2 pl-q2
Lla T,
al x al x
pl-ql plql

Obrazek 5.2: Fazové portréty systému (5.1) pro p; > g, i € {1, 2}.
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Sipky na obrézcich vyznacuji znaménka derivaci funkci x(¢), y(¢), tj. zda jsou tyto
funkce v danych oblastech rostouci nebo klesajici. Obrazky se vztahuji k ptipadu, kdy
q1 > p1, q2 > p2 (niZe uvidime, Ze nas bude zajimat pfedevsim tento piipad).

Odtud vidime, Ze zkoumany systém md piimku staciondrnich bodd x +y = §
a izolovany staciondrni bod

aj az

PL—q1 p2—q]

[x0, Yol = (5.2)

pokud tento bod nelezi na této primce.
Déle pravé strany systému (5.1) postupné derivujeme podle x a y a dostdvdme tyto
rovnice

B
% =—((q1 — p)x+a1) + (S —x —y)(q1 — p1)
3
a—f =—((q1 — p1)x —ay)
y
g
P —((q2 — p2)y + a2)
X
3
% = —((q2 — p)y + @) + (S —x — y)(q2 — p2).

Do takto vzniklych rovnic dosadime staciondrni body xo a yo

af aj a
—(x0, y0) = (S — - )(g1 — p1)
dx P1L—q1 DP2—q

d
a—f(XO, yo) =0
y

0
%8 (X0, y0) = 0
0x

0g aip as
8—(360, yo) = (§ — - ) (g2 — p2).
y P1 — 41 P2 —q2

Dosazenim do vztaht (1.52) dostadvame

a] a2 2
A=detJ =(S— — ) (q1 — p1)(q2 — p2)
P1 — 41 P2 —q2 (5.3)
ai a 2 2 '
D=(S—- — ) (q1 — p1—q2+ p2)°.
P1 — 41 P2 —q2

Odtud vidime, Ze bude vzdy D > 0 a znaménko A bude zdviset na znaménkdach
g1 — p1 a g2 — p2. Pokud bude g1 < pi, g2 < p2 nebo g1 > pi, g2 > p2, potom
podle véty 1.39 bude stacionarni bod [xg, yo] uzel. Ve druhém z téchto piipadi ale bude
[x(), y(¢)] konvergovat k [x¢, yo] pouze pro t — —oo, takZe feSeni naSeho modelu
k tomuto bodu konvergovat nebudou (pro t — o0).
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Pokud bude gq; > p1, g2 < p2 nebo g1 < p1, g2 > p2, potom podle véty 1.39 bude
staciondrni bod [xg, yo] sedlo a [x(¢), y(¢)] bude konvergovat k [xg, yo] pouze pokud
nékterd z funkci x(¢), y(#) bude konstantni, tyto piipady uvaZzovat nebudeme.

V ptipadech, kdy p; < g1 nebo py < ¢, tedy nelze pouZzit uvedenou teorii (protozZe
[x(), y(¢)] nebude konvergovat k izolovanému staciondrnimu bodu). Uvedeni potfebné
teorie by dalece presdhlo rozsah této prace, jsme tedy odkdzani pouze na simulace.
Za davéryhodné je mizeme povazovat proto, Ze v analyzovaném piipad€ (g; > p; pro
i €{l1,2}) davaly vysledky v souhlasu s teorii.

5.2 Diskretizace

Zadany systém diskretizujeme a dostaneme novy systém rovnic

Xnt1 = Xp + (g1 — 1) (S — X — y)(q1 — p1)xn +ail
Y1 = Yn + (g1 — t2)(S — x40 — Y) (g2 — p2)yn + azl,

kde t,4+1 — t, znaci diskretizacni krok A.

Diskretizaci dostavame systém nelinedrnich diferen¢nich rovnic. Analytické studium
jejich stability vyZaduje teorii, jejiZ uvedeni by zplsobilo neimérné zvétSeni rozsahu
bakalafské prace. AvSak vysledky simulaci (diferencnich rovnic) souhlasi s vysledky
analyzy stability diferencidlnich rovnic (v ptipadé p; > g;).

Nyni si vhodné dosadime za proménné a obdrzené vysledky vyhodnotime v nume-
rickych programech Excelu a MATLABu.

5.3 Vysledky simulaci v Excelu a MATLABu

Nyni provedeme simulace pro riizné hodnoty vstupnich parametrti a pokusime se analy-
zovat vysledky. Ve vSech simulacich budeme volit § = 1 a & = 0.1. Pfitom rozliSujeme

pfipad, kdy p > g a p < gq.

5.3.1 Symetricky pripad pro p > g

V tomto pfipad€ uvaZujeme, Ze obé firmy na trhu maji stejné velkou poptadvku po svych
vyrobcich. To znamend, Ze se hodnoty parametrii ceny, kvality i reklamy obou firem
rovnaji a nabyvaji hodnot p;1 =2, pp =2,q1 =1, g2 = 1, a; = 0.4, a, = 0.4. Potom
bude [xo, yo] = [0.4, 0.4].
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1
Z
3
4
5
6
i
8

9

10
1"
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

A B C D E = G H il K ks M
#%_n+1=x_n+h{S-x_n-y_n)[(q_1-p_1px_n+a_1]
y_n+1=x_n+h{S-x_n-y_n)[(q_2-p_2)y_n+a_2]
1. véechny parametry obou podniki shodné (p>g)
¥ _n= 0,001 n x n+1 n+1 t L .
p 1= 2 0| 004082 0.04082 0 Zavelosinatcase |
Q1 1 1| 0.073806 0,073806 0.1
al= 0.4 2| 010161 010161 0.2 05]—|
3| 0,125385 0,125385 0.3 i * produkix
y_n= 0,001 4| 014595 014596 0.4 »
p2= 2 5| 0,163948 0,163948 0.5 %03 B produkty
- 2= 1 8| 0179813 0,179813 0.6 £
a2= 04 7| 0193914 0,193914 07 | §oz2 il
8| 020653 0,2053 0.8 g f
8= 1 9| 0,217885| 0,217885 0.9 - i Al
h 0.1 10| 0228161 0,228161 1 " !
11| 0237503 0,237503 (E T
12| 0246034 0246034 12 o
13| 0,263856 0,253855 13
14| 0.261049 0,261049 1.4
15| 026769 0.26769 1.5
16| 0.273837 0,273837 1.6 Fézowy portret
17| 0.279544 0279544 1.7
pomocné Kfivky 18| 0.284856 0,284855 18 i3
x y 19| 0.289809 0,289809 1.9
0 1 20| 0,294442| 0,294442 2 o e
1 0 21| 0,298781 0,298781 21 £ i * smulsénl ek
22| 0,302855 0,302855 22 £ B steconimibod
0 0.4 23| 0.306685 0,306685 23 g o4 s
5 0.4 24| 0,310293| 0,310293 24 K V4
25| 0,313697 0,313697 25 02
26| 0,316912| 0,316912 26 . .~,
27| 0319955 0,319956 27 i e ”
28| 0,322837| 0,322837 28 & .
29| 0325671 0325671 29 e Lo L
30| 0,328168 0,328168 3
L . . 1.2 vz
Obrazek 5.3: Simulace symetrického pfipadu v Excelu
1

Kapacita trhu S =1

Stacionarni

1 | |
04 04 0.6

Poptavka po X

0.1 nz2 03 o7 08 089 1

Obrazek 5.4: Fazovy portrét v MATLABu pro symetricky piipad
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Obrazek 5.5: Zavislost poptdvek na case t v MATLABu pro symetricky piipad

5.3.2 ZmenSeni parametru reklamy pro p > ¢

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
plvodni hodnoty parametrli, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni ndklad na
reklamu. Dojde ke zméné parametru a;. Tedy parametry nabyvaji nasledujicich hodnot
r1=2p=2,qi=1Lqp=1,a1=04,a=04p1 =2, pp=2,q1=1,qp=1,
a; = 0.4, a; = 0.3. Potom bude [xg, yo] = [0.4, 0.3].

A B c D E F G H 1 J K L M
1 _n+1=x_n+h{S=_n-y_n)l{g_1p_1jx_n+a_1]
2 ly_n+1=x_n+h(Sx_ny_n)l(q_2-p_2y_n+a_2]
3

4 2.zmenseni parametru reklamy u druhého podniku (p=q)
5 [xn= 0,001 n xontl  yonel |t [E—

6lp1= 2 0 0.04082 0.03084 ]

7lqg1= 1 1| 0074164 0055827 041

8lai= 04 2| 0102512 0077071 02 05 -‘—|

g 3| 0126918 0,09536 03 i & i
10|y n= 0.001 4| 0148157 0111275 04 >

11]p2= 2 5| 0,166807 0125252 05 203 s B produdy
12]q 2= 1 6| 0,183316 0137623 06 | £ /

13_ 7| 0.19803 0.148649 0.7 £ o2 i
14 8| 0211225 0158537 08 | &

15 |8= 1 9] 0223123 0167453 038 o .
16 |h= 041 10] 0233902 0175531 1 .

17 11| 0,243711 0,182881 11 o 4 % & i

18 12| 0,252673 0,189597 12 Sast

19 13| 0.26089 0.195755 13

20 14| 0268448 0201419 14

21 16| 0276422 0206645 16

22 16| 0.281875 021148 1.6 Fézovy portrét

23 17| 0287859 0215965 7

24 | pamocné kiiviy 18| 0,293424 0220134 18 1%

25 |x v 19| 0,298608 0.224019 19

26 0 1 20| 0303448 0.227647 2 5. M

27| 1 0 21| 0,307975 0,231039 Pl Lo o smuisen v
28 22| 0312218 0234218 22 ] B it
2 0 0.4 23| 0,316199 0,237202 23 § o4 GO
30 5 04 24| 0319942 0,240006 24 K o

31 26| 0323465 0,242646 25 02

32 0 03 26 0,326785 0,245135 26 . P

33 5 03 27| 032992 0247484 27 x mE ;

34 28| 0332881 0,249703 28 b

3% 29| 0,335683 0,251802 29 e

36 30| 0,338336 0253791 3

Eil

Obréazek 5.6: Simulace v Excelu po zmenSeni a;
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a 0.1 nz 03 04 05 0B 07 08 09 1

Poptavka po X

Obrazek 5.7: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni a;

0af

08f

e
o
T

o
m
T

Stacionarni hladina pro X

o
=

" Produkt¥—

Obréazek 5.8: Zavislost poptavek na Case t v MATLABu po zmenSeni a;
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5.3.3 ZvétSeni parametru reklamy pro p > ¢

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkach prvni firma zachovava
pivodni hodnoty parametrti, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvySeni ndkladi
na reklamu. Dojde ke zméné parametru a,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich
hodnotp; =2, po =2,q1 =1, g2 = 1, a; = 0.4, a; = 0.5. Potom bude [xq, yo] =
=[0.4,0.5].

A 8 c D E F c H d K L M
1% 1=x_n+h(Sx_n-y_n)[(q_1-p_1px_n+a_1]
2 y_n#A=x_n+h(Sa_ny_n)l(g_2-p_2ly_n+a 2]
3
4 3. zvétseni parametru reklamy u druhého podniku (p>q)
5 xn= 0,001 n x n+1 nl |t . N
6 p1= 2 0| 004082  0.0508 0 Ehvlostialoust
Tlq 1= 1 1| 0073447 0,091605 01
8 at1= 04 2| 0,100713 0,125703 02 05
9 3| 0.123865 0.154658 03 M} _ ®; P
10 |yn= 0,001 4| 0143788 0179574 04 5
p 2= 2 5| 0161124 0201255 05 Zos B odukty
12]g 2= 1 6| 0.176355 0220304 06 | £
13_ 7| 0.189849 0237179 07 g o2 edongnl,
14 8| 0.20189 0.252238 08 | &
15 8= 1 9| 0.212704 0.265763 0.9 . sl
16 h= 01 10| 0222472 0277979 1 0
17 11| 023134 028307 11 i G om 5 @ &
18 12| 0239429 0299186 12 Py
19 13| 0246838 0.308451 13
20 14| 0253649 031697 14
2 15| 0,269933 0,324820 15 AT
22 16| 0.265749 0,332102 16 Fézovy portrét
23 17| 0271148 0.338864 17
24 pomocné kiivky 18| 0276173 0.345139 18 1 -
25 % y 19 0.280862 0.351003 19
2 0 1 20{ 0.285248 0.356488 2 Al
27 1 0 21| 0289359 036163 21 L6 + s e
2 22| 0293221 0366459 22 ] = o iaeimte
29 0 04 23| 0,296855 0371004 23 | Boa -
30 5 04 24| 0,300281 0,375288 24 £ /
31 25| 0.303516 0.379334 25 o2 1
32 0 05 26| 0,306576 0383161 26 e
3 5 05 27| 0,309474 0386786 27 b o |
34 28| 0,312224 0,390225 28 ]
3% 29| 0314836 0393491 23 el
3% 30| 031732 0.396598 3
37

Obrazek 5.9: Simulace v Excelu po zvétSeni as
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Obréazek 5.11: Zavislost poptdvek na Case t v MATLABu po zvétSeni ar

5.3.4 ZmenSeni parametru kvality pro p > ¢

V tomto prfipadé€ uvazujeme, Ze pfi nezménénych podminkich prvni firma zachovava pt-
vodni hodnoty parametrli, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni kvality vyrobkd.
Dojde ke zméné parametru ¢,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich hodnot p; = 2,
p2=2,q1=1,qg2=0.5,a =04, ap = 0.4. Potom bude [x¢, yo] = [0.4,4/15].

A B C ] E E G H i 3 K L M
1 [x_n#1=x_n+h(Sony_m)l(a_1p_1pcn+a 1]
2 |y nt1=x_n+h(Sx_ny_n)llg_2p 2)y n*a 2]
3
4 4, zmenseni paramstru kvality u druhého podniku (p>q)
5 xn= 0,001 n x n+1 / n+1 t . "
6 p 1= 2 0| 004082 004077 0 S et
Tlai= 1 1| 0.073808| 0,07189 0.1
8 lal= 04 2| 0.101674| 0,09685 0.2 0-5"—|
9 3| 0.125584| 0117265 03 S + produkix
10|y n= 0,001 4| 0,146362| 0,134233 04 -
Hlp 2= 2 5| 0.164609| 0148524 05 203 S B produty
12_ 5| 0.130777 0.160897 06 | £ )
13]a 2= 04 7| 0.195213| 0.171164 07 | fez2 % shaconam
14 8| 0.208189| 0180241 08 | £, i
15 5= 1 9| 0.21992| 0188169 0.9 d i
16 h= 0.1 10| 0.230579 0195139 1 . ‘
17 11| 0,240308| 02013 11 B 4 8 w6 &
18 12| 0.249225| 0206775 12 Cast
19 13| 0.257428 0211663 13
20 14| 0,264997| 0,216043 14
21 15| 0,272003| 0219984 15
22 16| 0,273505| 0,223541 1.6 Fézovy portrét
23 17| 0.284555| 0226762 1.7
24 |pomocné kiiviy 18| 0.230197| 0 229687 18 i
25 |x ¥y 19] 0,295469| 023235 1.9
26 0 1 20| 0,300404| 0234781 2 o8
2 1 0 21| 0,305034 0,237004 21 250 b S
28 22| 0,309383| 0.239042 22 g A
29 0 04 23| 0.313475 0240913 23 | Eoa N
30 5 04 24| 0,317331| 0,242634 24 . Py
3 25| 0,320968 0244221 25 02
32 0 0,266667 26| 0,324405| 0245685 26 " ./
EX) 5 0266667 27| 0.327655 0.247038 2] g = ;
34 28| 0.330732| 024829 28 |
3% 29| 0,333648| 0,24945 29 et
3 30| 0.336414| 0260627 3

Obrézek 5.12: Simulace v Excelu po zmenSeni g2

42



Poptavka po Y

Poptavky

o
=

=)
R}

=)
m

Kapacita trhu 5 = 1

2
mn

o
.
T

=
[}
T

Stacionarni bod

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.1 nz 0.3 04 04 e 07 o 08 1

Poptavka po X

Obrazek 5.13: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni g»
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Obrazek 5.14: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu po zmenSeni g2
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5.3.5 Zvétseni parametru kvality p > ¢

V tomto pripadé€ uvazujeme, Ze pfi nezménénych podminkich prvni firma zachovava pi-
vodni hodnoty parametrd, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvyseni kvality vyrobkd.
Dojde ke zméné parametru g,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich hodnot p; = 2,
p2 = 2, q1 = 1, q2 = 1.5, a) = 0.4, ajy = 0.4. Potom bude [X(), y()] = [0.4, 0.8].

A E] I ) E F G H J K L M
1 x_n+1=x_n+h{S-x_n-y_n)[(g_1-p_1)x_n+a_1]
2 y_n+1=x_n+h(S=x_n-y_n)[(qg_2-p_2)y_n+a_2]
3
4 5. zvétseni parametru kvality u druhého podniku (p>g)
5 xn= 0.001 n xnt1 yonl |t T
6 p 1= 2 0| 0.04082] 0.04087 0 Pagostna Casst
7lq1= 1 1| 0.073804| 0,075726 0.1
8 al1= 04 2| 0.101546| 0,106525 02 03 —
g 3| 0.125181| 0133984 0.3 07 o pidil
10y n= 0.001 4| 0,145541| 0,158654 0.4 » 06
lp2= 2 5| 0.163246| 0180867 [ Zos " produdty
12_ 6| 0.178772| 0201264 06 | £o04- e
13la 2= 04 7| 0.192488| 0219824 07 | o3 il
14 8| 0.204683| 0236872 08 | €o2 S
15 /8= 1 9| 021559| 0.252596 0.9 04 i
16 h = 0.1 10| 0.225397| 0267152 1 o ;
17 11| 0.234258| 0,280672 11 6 & o= 5 4 =
18 12| 0.242297| 0,293267 1.2 i
19 13| 0.249622| 0305034 13
20 14| 0.256319| 0316056 14
21 15| 0.262463| 0.326403 15 e
2 16| 0.268117| 0,336139 1.6 Fazovjportrét
23 17| 0,273337| 0345317 17
24 pomocné Kiivky 18| 0.278167| 0,353987 16 3o
25 |x y 19| 0.282648) 036219 19
26 0 1 20| 0286816/ 0.369965 2 5, D8
27 1 0 21| 0.290701| 0.377345 2.1 Do v e
28 22| 0,294329| 0.38436 22 H EONE
29 [ 04 23| 0.297725| 0,331037 23 | Goa ] R
30 5 0.4 24| 0,300908| 0,397401 24 K] /
31 25| 0.303897| 0403474 25 02 7
32 0 0.8 26| 0,30671| 0.409276 26 o L&
33 5 0.8 27| 0.309359| 0,414825 27 os :
3 28| 0.311859| 0420137 28 -
35 29| 0,314221| 0.425227 29 pHmp
36 30| 0.316456 0.430109 3
37
. . Yov .
Obrazek 5.15: Simulace v Excelu po zvétSeni g2
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Obrazek 5.16: Fazovy portrét v MATLABu po zvétSeni g2
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Obréazek 5.17: Zavislost poptdvek na Case t v MATLABu po zvétSeni ¢»

5.3.6 ZmenSeni parametru ceny pro p > ¢

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
ptivodni hodnoty parametrti, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni ceny vyrobkd.
Dojde ke zméné parametru p,. Tedy parametry nabyvaji nasledujicich hodnot p; = 2,
p2 = 1.5, q1 = 1, q2 = 1, a) = 0.4, ay = 0.4. Potom bude [X(), y()] = [0.4, 0.8].

A B £ D E F G H J K b M
1 x_nt1=x_n+h{S=_n-y_n)[{q_1-p_1px_n+a_1]

2 |y_n+1=x_n+h(Sx_n-y_n)[(q 2-p_2)y_n+a 2]

3

4 6. zmenseni parametru ceny u druhého podniku (p>g)

5 xn= 0,001 n x_n+1 n+l |t ] v

6lp1= 2 0] 0.04082 0,04087 ] Frvpioeinalcasel

7lq1= 1 1| 0.,073804 0,075726 0.1

8 la1= 04 2| 0.101546 0,106525 0.2 o8

9 3| 0.125181 0,133984 0.3 o7 * peodubix
10y n= 0.001 4| 0145541 0,158654 04 5 08

11 _ 5 0163246 0,180967 05 Zos B produsty
12]q 2= 1 6| 0178772 0,201264 06 204 - R .
Blaz= 04 7| 0.192488 0,219824 07 | Eo3d sedoninl
14 8| 0204683 0,236872 08 €02 y
158 1 9| 0.21559 0,252596 0.9 01 A
16 h 0.1 10[ 0.225397 0,267152 1 A :

17 11] 0,234258 0,280672 1.1 = 5 lwp B

18 12| 0.242297 0,293267| 12 st

19 13| 0.249622 0305034 13

20 14] 0.256313 0316056 14

27 15| 0.262463 0326403 15 .

2 16] 0.268117 0336139 16 Faeocypastist

23 17| 0.273337 0,345317| 17

24 |pomocné kiivky 18] 0.278167 0,353987| 18 1 4

25 x y 19] 0.282648  0,36219 19

26 0 1 20| 0.286816 0,369965 2 Ly

27 1 0 21| 0.290701 0377345 21 8 simlatni Kivka
28 22| 0.2904329  0,38436 22 £ A
29 0 04 23] 0.297725 0,391037| 23 8 os r ] T,
30 5 0.4 24| 0.300908 0,397401 24 g /

31 25| 0.303897 0403474 25 02

32 0 038 26| 030671 0409276 26 ai

3 5 0.8 27| 0.309369 0,414825 27 i 7

34 28] 0.311859 0,420137| 28 :

3% 29| 0.314221 0425227 29 e

36 30| 0.316456 0,430109 3

Obrazek 5.18: Simulace v Excelu po zmenSeni p>
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Obrazek 5.19: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni p;
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Obrazek 5.20: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu po zmenSeni p>

46



5.3.7 Zvétseni parametru ceny pro p > g

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
ptvodni hodnoty parametrt, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvySeni ceny vyrobk.
Dojde ke zméné parametru p,. Tedy parametry nabyvaji nisledujicich hodnot p; = 2,
pp=15qg=1,qgp=1a =04,a,=04. p1 =2, pp=25,q1 =1, ¢»p = 1,
a; = 0.4, a; = 0.4. Potom bude [xq, yo] = [0.4, 4/15].

A B c D E F G H | J K ks M
1 x_n+1=x_n+h(S¢_n-y_n)i(q_1-p_1}x_n+a_1]
2 |y _nt1=x_n+h(S=x_n-y_n)(q_2-p_2)y_n+a_2]
3
4 7. zvétseni parametru ceny u druhého podniku (p>q)
5 |xn= 0.001 n x_n+1 y_n+1 t P ettt
6 pi1= 2 0] 004082 0.04077] 0 it
7T qi= 1 1| 0.073808 007189 01
8 al= 0.4 2| 0.101674  0,09685 0.2 08
9 3| 0.125584 0,117265 0.3 07 * produktx
10yn= 0,001 4] 0.146362 0,134233 04 =06
11“ 5| 0164609 0,148524 05 I B pmdukty
12/q2= 1 6| 0.180777 0,160697 0.6 £ 04 - S —
13)a2= 04 7| 0.195213 0171164 07 | B oa __ el
14 8| 0.208169 0,180241 0.8 £ 24 .
15 8= 1 9| 021992 0188169 0.9 014 e
16 h= 0.1 10[ 0.230579 0,195139 1 o ¥
17 11| 0.240308 02013 i o |4 5 5 hs B
18 12| 0.249225 0,206775 12 et
19 13| 0.267428 0211663 13
20 14| 0,264997 0,216043 14
21 15| 0.272003 0,219984 15 .
22 16| 0.278505 0,223541 16 Fezavyporiet
23 17| 0.284555 0,226762 17
24 pomocné kfivky 18| 0.290197 0,229687 18 1
25 x ¥ 19| 0,295469 0,23235 1.9
26 0 1 20| 0,300404 0234781 2 s
77 1 0 21| 0.305034 0,237004 21 2 g6 o smulstnikivka
28 22| 0.309383 0,239042 22 £ m stacionimibod
29 0 0.4 23| 0.313475 0,240913 23 g 04 e
30 5 04 24| 0317331 0,242634 24 £ ot
31 25| 0.320968 0,244221 25 02
32 0 0,266667 26| 0.324406 0,245685 26 . ./
33 5 0266667 27| 0.327665 0,247038 27 5 £ ’
7] 28| 0.330732  0,24829 28 :
3 29 0333648 024945 29 Foplaviapox
36 30| 0.336414  0,250527 3
37
. . Y ,
Obréazek 5.21: Simulace v Excelu po zvétSeni p»
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Obrazek 5.22: Fazovy portrét v MATLABu po zvétSeni p;
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Obréazek 5.23: Zavislost poptdvek na Case t v MATLABu po zvétSeni p>

5.3.8 Symetricky pripad pro p < g

V tomto pripadé uvazujeme, Ze ob€ firmy na trhu maji stejn¢ velkou poptavku po svych
vyrobcich. To znamend, Ze se hodnoty parametr ceny, kvality i reklamy obou firem
rovnaji a nabyvaji hodnot p;1 =1, po =1, g1 =2, g2 =2, a; = 0.4, a, = 0.4. Potom
bude [xg, yo] = [—0.4, —0.4].

A

B c D E E G H | J K L M

%_n+1=x_n+h(S n-y_n)i(q_1p_1)_n+a 1]
y_n+1=x_n+h(S_n-y_n)l(a_2-p_2)y_n+a_2]

8. viechny parametry u obou podnikii shodné (p<q)

X_n= 0.001 n x_n+1 n+1 t e —
pi= 1 0] 0.04102] 0,04102 0
q1= 2 1| 0,081504| 0,081504 01
al= 0.4 2| 0,121805/ 0,121805 0.2 0g
boot o crounes crcezs| 04 | b ¥
A= f f , 05
p2= 1 5| 023534 023534 05 EE; il W
q2= 2 6| 0,268969| 0,268969 06 o i
a2= 0.4 7| 0.29988| 0,29988 or | § o R
8| 0,327892| 0,3276892 0.8 § o1 e prx
8= 1 9| 0,352947| 0,352047] 03 | a2 S staclondmi
h= 01 10| 0,375092| 0,375092 1 23 hisdins proy
11| 0,394455| 0,394455 11 el
12| 0.411225| 0411225 12 i
13| 0.425628| 0425628 13
14| 0.437909| 0.437909 14
15| 0.448314| 0448314 15
16| 0,457083| 0457083 1.6 Fazavypostiet
17| 046444| 046444 17
pomocné kiivky 18| 0.470568| 0,470588 18
x y 19| 0475708 0475709 19 5
0 1 20| 0.479963| 0,479963 2 5
1 0 21| 048349 048349 21 2 ' .
22| 0.486407| 0.485407| 22 2 o / » oseNims
0 0.4 23| 0.488817| 0,488817| 23 z 552 Ed W oconmibog
5 04 24| 0.490805| 0,490805 24 g o kapacta thu s
25| 0.492443| 0,492443 25 e 45 5 05
0 04 26| 0.493792| 0,493792 28 = o4
5 0.4 27| 0.494902| 0.494902 27 |
28| 0.495814| 0,495814 28 i
29| 0.496564| 0496564 29 FoplvapeT
30| 049718 049718 3

Obrazek 5.24: Simulace symetrického piipadu v Excelu
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Obrazek 5.25: Fazovy portrét v MATLABu pro symetricky piipad
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Obrazek 5.26: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu pro symetricky piipad
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5.3.9 ZmenSeni parametru reklamy pro p < g

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
ptivodni hodnoty parametrli, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni ndkladd na
reklamu. Dojde ke zméné parametru a,. Tedy parametry nabyvaji nasledujicich hodnot
pP1 = 1, P2 = 1, q1 = 2, q2 = 2, ay = 0.4, a) = 0.3. Potom bude [X(), y()] = [—0.4, —
—0.3].

A B C L E r G H J K L M
x_n+1=x_n+h(S_n-y_n)l(q_T-p_1px_n+a_1]
y_n+1=x_nth(S-_n-y_ni(q_2-p_2)y_n+a 2|

9. zmenéeni parametru reklamy u druhého podniku (p<q)
0.00

i 1 n x_n+1 y_n+1 t i o
p1= 1 0| 0.04102] 003104 0 Pt b
q 1= 2 1| 0.081944| 0,061758 0.1
ai= 04 2| 0.123213| 0,092736 02 ug
3| 0.164235 0,123528 03 o5 o produrtx
10yn= 0.001 4| 0.204422| 0,153693 04 L 05
1p2= 1 5| 0243219 0,182815 05 20 A
12gq2= 2 6| 0.280138| 0,210527 0.6 E ooz
13_ 7| 0314779 023653 07 | g§ o ——
14 8| 0.346851( 0,260604 0.8 Ly isding pro x
15 5= 1 9] 0.376168| 028261 09 E ST
16 h= 01 10| 0.402653| 030249 1 D nisding pro y
17 11| 0.426319| 0,320256 1.1 o M
18 12| 0.447261| 0,335974 12 s
19 13| 0.465626 0,349759 13
20 14| 0.481607| 0,361755 14
21 15| 0.495416| 0,37212 15 —
2 16| 0.607277| 0,381024 16 Fézovy portrét
23 17| 0517411 0,388631 17
24 | pomocné kiivky 18| 0.526031 0.395101 1.8
25 |x v 19| 0.633335| 0400583 19 i
26 [ 1 20] 0.539502| 0405213 2 b
27 1 0 21| 0.544696| 0409111 21 H ; —
28 22| 0.54906 0,412387 22 = 54 s R
29 0 04 23| 0.652719 0415133 23 H o / ESistacionat [ bod
30 5 0.4 24| 0,555782| 0,417432 24 E ’ /’ kepacts tru §
3 25| 0.568342| 0.419354 25 = i 1
32 0 03 26| 056048 0420958 26 08 g9 05 i
33 5 0.3 27| 0.562262| 0422297 27 . |
3 28| 0.563748| 0423412 28 i ;
35 20| 0.564986| 0424341 29 Feptaviagox
36 30| 0.566016| 0426114 3
37
P . v .
Obrazek 5.27: Simulace v Excelu po zmenSeni a;
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Obrazek 5.28: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni ap
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Obrazek 5.29: Zavislost poptavek na case t v MATLABu po zmenSeni a,

5.3.10 ZvétSeni parametru reklamy pro p < g

V tomto piipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
plivodni hodnoty parametrd, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvySeni ndkladli na
reklamu. Dojde ke zméné parametru a;. Tedy parametry nabyvaji nasledujicich hodnot
pP1 = 1, P2 = 1, q1 = 2, q2 = 2, a) = 0.4, a) = 0.5. Potom bude [X(), yo] = [—0.4, —
—0.5].

A B C D E F G H I J K i M
1 nt1=x_n+h(S-x_n-y_njl{q_1-p_1px_nta 1]
2 |y _ntA=x_n+h(S_ny_njl{q_2-p_2y_n+a 7]
3
4 10. zvétieni parametru reklamy u druhého podniku (p<q)
5 xn= 0,001 n [ n+1 n+1 t . "
6 p 1= 1 o| oo4102] 0051 0 ARvisatraral
Tlgi= 2 1| 0.081084| 0,10103 0.1
8 |a1= 0.4 2| 0.12041] 0150188 0.2 08
9 3| 0.158369| 0197613 03 05 v G
10lyn= 0.001 4| 0,194329| 0242541 0.4 05 1
1]p 2= 1 5| 0.227797| 0284355 05 2 03] iy
12|g 2= 2 6| 0.258424| 032262 0.6 g o2
13_ 7| 0.285009| 0.357084 o | § % = stacioném
14 8| 0,310493| 0.387674 0.8 & o1 T 7 3 & hiedina o
15 8= 1 9| 0,331938| 0414467 0o | * 03 stacionimi
16 h = 0.1 10| 0,3506 0.437657 1 ey e — hiedia pe
17 11| 0,366399| 0457521 11 e |
18 12| 0.379894| 0,474381 1.2 Honk
19 13| 0,391269| 048858 13
20 14| 0.400767| 0,500459 14
21 15| 0.408676 0.510341 15
2 16| 0.415226| 0518523 16 Fazovy portrét
23 17| 0.420626| 0,525271 17
24 | pomocné kiivky 18| 0.425066/ 0.530818 18
25 [x y 19| 0.428706 0535366 19 y
26 0 1 20| 0.431683| 0,539085 2
27 1 0 21| 0434114 0542123 21 2 o Vi —
78 22| 0436096/ 0544599 22 g s * Gl
29 0 04 23| 043771| 0.546616 23 2 = & W daannan g
30 5 0.4 24| 0,439023| 0,548256 24 £ = kspaota trhu §
31 25| 0.440091| 054959 25 & 06 g2 05
2 0 0.5 26| 0,440958| 0550673 26 o
33 5 05 27| 0.441661| 0551552 27 m
34 28| 0,442233| 0,552266 28 -
35 29| 0.442696| 0,552845 29 PowtévkapoX
36 30| 0.443072| 0,563314 3
7

Obrazek 5.30: Simulace v Excelu po zvétSeni ap
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Obrézek 5.31: Fazovy portrét v MATLABu po zvétSeni a;
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Obrazek 5.32: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu po zvétSeni ap
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5.3.11 ZmenSeni parametru kvality pro p < ¢

V tomto pripadé€ uvazujeme, Ze pfi nezménénych podminkich prvni firma zachovava pi-
vodni hodnoty parametrii, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni kvality vyrobkd.
Dojde ke zméné parametru g,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich hodnot p; = 1,
p2 = 1, q1 = 2, q2 = 1.5, a) = 0.4, ajy = 0.4. Potom bude [X(), y()] = [—0.4, —0.8].

A B G; D E E G H i K L M

y_n+1=x_n+h(S-x_n-y_n)[iq_2-p_2)y_n+a 2]

7

2

3

4 11. zmenseni parametru kvality u druhého podniku (p<q)

5 |[xn= 0.001 n x_n+1 n+1 t F—

6|p1= 1 0| 004102 004097 0

7lqg1= 2 1| 0.081508| 0,079571 01

8 lai1= 0.4 2| 0,121901| 0,116465 02 o8

] 3| 0,16165| 0,151366 03 o8 Pr—
10|y n= 0,001 4| 0.200235| 0,134045 04 0z

Mlp 2= 1 5 0237192 021434 05 28 B produity
12“ 6| 0.27214| 0,242156 05 29

13)a2= 04 7| 0,304786| 0,267465 07 | § 31 7 S—— staciondmi
14 8| 0,334934| 0,290295 08 5031 hiading prax
15 |s= 1 9| 0,362477| 0,310726 09 05 stacionémi
16 |h = 0.1 10| 0.387394| 0,328875 1 3?% el
17 11| 0.409735| 0,34489 7] o8

18 12| 0.429604| 0,358936 1,2 —

19 13| 0447147 037119 13

20 14| 0.462536| 0,381828 14

21| 15| 0.47596| 0,391025 1,5 —

22 16| 0.487612| 0,398946 16 Fazovy portret

23 17| 0,497631| 0.405746 17

24 |pomocné kiivky 18| 0.50635| 0411568 18 5

25 x y 19| 0.51379] 0.416541 1,9 8

2% 0 1 20| 0,520156 0420779 2 6

27 1 0 21| 0,525691| 0.424384 21 > 4 o~ —
28| 22| 0,530221| 0427448 22 2 R S
29 0 0.4 23| 0534159 0.430044 23 H & §, ecgramibed
30 5 04 24| 0,537503| 0432246 24 g P i kspacta thus
3 25| 0,540339| 043411 25 L b

32 0 0.3 26| 0,542742| 0.435686 26 s

EE] 5 038 27| 0644776 0437019 27 :

34 23| 0,546496| 0.438145 23 "

3% 29| 0.547948| 0433096 29 Hoptiviapox

36 30| 0,549177| 0439399 3

Obrézek 5.33: Simulace v Excelu po zmenSeni ¢»
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Obrazek 5.34: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni g»
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Obrazek 5.35: Zavislost poptavek na Case t v MATLABu po zmenSeni ¢»

5.3.12 ZvétSeni parametru kvality p < ¢

V tomto piipad€ uvazujeme, Ze pti nezmeénénych podminkach prvni firma zachovava pi-
vodni hodnoty parametrii, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvySeni kvality vyrobki.
Dojde ke zméné parametru ¢,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich hodnot p; = 1,
p2=1,q1 =2,q2=2.5, a; =04, a = 0.4. Potom bude [xg, yo] = [—0.4, —4/15].

A B G D E F G H I & K L M
1 x_n+1=x_n+h(S-x_n-y_njl(g_1p_1)x_n+a_1]

2 y_n+1=x_n+h(S=_n-y_n)[iq_2-p_2)y_n+a_2]

3

4 12. zvétseni parametru kvality u druhého podniku (p<q)

5 xn= 0,001 n x_n+1 y n+l t - .

6 p1= 1 0] 0.04102] 0,04107 0 Zavsostiaasat

7lq1= 2 1| 0,081501| 0,083441 01

8lal1= 0.4 2| 0,12171| 0,127295 0.2 03

9 3| 0,16089] 0.171674 0.3 06 * RR
10y n= 0,001 4| 0.198326| 0215559 04 L0

11lp 2= 1 5| 0,233394| 0.257956 05 g o) 8 Pk
12_ 6| 0,265612| 0,297982 0.6 5o

13]a 2= 0.4 7| 0.29466| 0,334945 o7 | § o1 stacionimi
14 8| 032039 036837 08 & o1 e
15 8= 1 9| 0,342811| 0,398017 08 | "2 [ — —
16 h= 0.1 10| 0,362063| 0.423857 1 19 hisdins pro y
17 11| 0,378377| 0446032 11 pol

18 12| 0.392044| 0.464803 1.2 i i

19 13| 0.403383| 048051 13

20 14| 0.412711| 0493523 14

21 15| 0.420331| 0,504215 15 R

22 16| 0.426521| 051294 16 Fazovy portrét

23 17| 0431525 0,520019 17

24 | pomocné kiivky 18| 0.435554| 0525737 18

25 x v 19| 0.438788| 0.530338 1.9 o

26 0 1 20| 0,441378| 0.534029 2 '

27 1 0 21| 0,443447| 0,536983 21 2 85 7 .-
28 22| 0,445098| 0.539342 22 2 : ¥ ol
29 0 0.4 23| 0.446413| 0,541223 2.3 -] N4 )1 siadanam hod
30 5 0.4 24| 0,447459| 0542722 24 g & kspaots thu §
3 25| 0448291 0,543914 25 B ©

32 0 -0.26667 26| 0.448953 0544862 26 5 g3 05 1

33 5 -0.26667 27| 0.449478| 0545615 27 _ \

34 28| 0.449895| 0,546212 28 .

3% 29| 0450225/ 0 546687 29 PorimEpox

36 30| 0,450488| 0547064 3

37

Obrazek 5.36: Simulace v Excelu po zvétSeni g2
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Obrézek 5.37: Fazovy portrét v MATLABu po zvétSeni ¢
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Obrazek 5.38: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu po zvétSeni g2
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5.3.13 ZmenSeni parametru ceny pro p < g

V tomto pfipadé uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
ptvodni hodnoty parametrti, zatimco druhd firma se rozhodne pro sniZeni ceny vyrobkd.
Dojde ke zméné parametru p,. Tedy parametry nabyvaji nasledujicich hodnot p; = 1,
p2 = 0.5, q1 = 2, q2 = 2, a) = 0.4, ay = 0.4. Potom bude [X(), y()] = [—0.4, —4/15].

A B & D E F G H I J K L M
1 [x_n+1=x_n+h(S-x_n-y_n)[(g_1-p_1)x_n+a_1]
2 y_n+1=x_n+h(S_n-y_n)i(g_2-p_2)y_n+a_2]
3
4 13. zmenSeni parametru ceny u druhého podniku (p=g)
5 xn= 0.001 n xntl  ynel |t T —
6 pi1= 1 0] 0,04102 0,04107] 0
7.q1= 2 1| 0.081501 0,083441 01
8 al= 0.4 2| 042171 0127295 0.2 ug
9 3| 0.16089 0171674 03 08 o
10 yn= 0,001 4 0,198326 0,215559 04 05 1
11“ 5| 0233394 (0.257955 08 | % E;iE u produsty
12.q2= 2 6| 0265612 0,297982 06 et
13a2= 0.4 7| 029466 0,334945 or | § o stacionimi
14 8| 0.32039 0,36837] 08 80 i
15 5= 1 9| 0,342811 0,398017] 0.9 | = o2 G S TR ockindas
16 h= 01 10| 0,362063 0,423857| 1 D3 hisdins pro y
17 11| 0378377 0446032 11 s ___________
18 12| 0,392044 0,464803 1.2 Eiky
19 13| 0403383 048051 13
20 14| 0412711 0493623 14
21 15| 0420331 0504215 15 .
2 16| 0426521 0.51294 16 Fazarvy postist
23 17| 0431525 0,520019 17
24 pomocné kiivicy 18| 0435554 0525737 18
25 x y 19| 0438788 0,530338 1.9
26 0 1 20| 0441378 0,634029 7
27 1 0 21| 0.443447 0,536983 21 2 7 S
28 22| 0,445098 0,539342 22 = # e
29 0 0.4 23| 0446413 0.541223 23 z n / B ro=tooonamibod
30 5 04 24| 0447459 (0542722 24 g e kapacta thus
31 25| 0448291 0,543914 25 B
2 0 -0.26667 26| 0.448953 (0,544862 26 05 go 05 1
33 5 026667 27| 0449478 0,545615 27 = \
4 28] 0.449895 (0,546212 28 .
% 29| 0450225 0546687 29 PoptavkapaX
36 30/ 0.450488 0.547064 3
37
~ . v s
Obrazek 5.39: Simulace v Excelu po zmenSeni p;
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Obrazek 5.40: Fazovy portrét v MATLABu po zmenSeni p;
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Obrazek 5.41: Zavislost poptdvek na Case t v MATLABu po zmenSeni p;

5.3.14 ZvétSeni parametru ceny pro p < g

V tomto pfipad¢ uvaZujeme, Ze pfi nezménénych podminkdch prvni firma zachovava
ptvodni hodnoty parametrt, zatimco druhd firma se rozhodne pro zvySeni ceny vyrobk.
Dojde ke zméné parametru p,. Tedy parametry nabyvaji ndsledujicich hodnot p; = 1,
p2 = 1.5, q1 = 2, q2 = 2, ay = 0.4, ajy = 0.4. Potom bude [X(), y()] = [—0.4, —0.8].

A B c [} E; E G H | oJ K ks M
¥_n+1=x_n+h(S-x_n-y_n)l(q_1-p_Tpx_n+a_1]
y_n+1=x_n+h(S-x_n-y n)[(q_2-p_2)y n+a 2]

14. zvétieni parametru ceny u druhého podniku (p<q)
n

@~ @ s o
]

n= 0,001 xntl  yn+l |t D —
p1= 1 0] 004102 004097 0
qi= 2 1| 0.081506 0,079571 0.1
ai= 04 2| 0121901 0,116465 0.2 28
9 3| 0.16165 0,151366 03 0% 7 v R
0]y n= 0,001 4| 0200235 0,184045 04 03
1 _ 5| 0237192 021434 05 | 7831 § ey
12]q 2= 2 6| 0.27214 0242156 0.6 B
13a 2= 0.4 7| 0304786 0267465 07 39 dacidt
14 B| 0.334934 0,290295 0.8 L EEE niading pro x
15 |s= 1 9| 0.362477 0310726 09 95 stscioném|
16 h= 0.1 10| 0.387394 0,326675 1 '8_?15 hiedina priy
17 11| 0409735 0,34489 11 D |
18 12| 0.420604 0,358936 1.2 i
19 13| 0447147 037119 13
20 14| 0462536 0,381828 14
21 15| 047596 0,391025 15
22 16| 0487612 0,398946 1,6 FizovypartiEt
23 17| 0497681 0405746 17
24 pomocné kiivky 18| 0.50635 0411568 1.8
25 x y 19| 0.51379 0.416541 1.9 8
26 0 1 20| 0520156 0420779 P 5 =
27 1 0 21| 0525591 0,424384 2.1 2 o4
28 22| 0530221 0427446 22 2 o= / ol oo
29 0 0.4 23| 0.534159  0.430044 23 3 L Wy, sisonnsibad
30 5 0.4 24| 0537503 0432246 24 ‘5 R i kspactatu s
3 25( 0540339 043411 25§ e i
32 0 08 26| 0542742 0435686 26 =
33 5 08 27| 0544776 0,437019 27 i
4 28| 0546496 0438145 28 .
3 29| 0547943 0439096 29 Porimaneon
36 30 0.549177 0,439699 3
37

Obrazek 5.42: Simulace v Excelu po zvétSeni p»
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Obrézek 5.43: Fazovy portrét v MATLABu po zvétSeni p»

06

Produkt &
O4f /0

0.2

Poptavky

04 sStacionarni hladina pro ¥

06

-0.8

] 5 10 15 20 25 30 5 40
Cas

Obrazek 5.44: Zavislost poptavek na ¢ase t v MATLABu po zvétSeni p»
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5.4 Shrnuti vysledku simulaci

V prvnich sedmi piipadech (p > ¢) simulace ukazuje, Ze poptavky konverguji ke sta-
ciondrnimu bodu [x¢, yo], v druhych sedmi piipadech (p < g) poptdvky konverguji ke
staciondarnimu bodu, ktery lezi na pfimce x 4+ y = S. Dale vidime, Ze poptdvka firmy
vzroste, pokud tato firma zvysi kvalitu svych vyrobku a ndklady na reklamu a klesne,
kdyZ zvysi cenu vyrobku. Naopak poptdvka firmy klesne, pokud druhd z firem zvysi
kvalitu svych vyrobku a ndklady na reklamu a vzroste, kdyz druhd z firem zvysi cenu
vyrobku. Pokud p > ¢, potom staciondrni hladina firmy nezéleZi na parametrech druhé
z firem, rozdily mezi jejimi poptidvkami tedy budou konvergovat k nule pro r — oo.
Naopak, pokud p < g, potom staciondrni hladina, ke které poptdvka firmy konverguje,
zavisi i na parametrech druhé z firem.

Vsechny tyto vysledky jsou v souladu s teoretickymi zavéry.

Nyni se pokusime tyto vysledky interpretovat ekonomicky. Poptdvka firmy zdvisi
pfimo imérné na kvalit€ jejtho vyrobku a nédkladech na reklamu, a nepfimo na cen¢ je-
jtho vyrobku, coZ je v souladu s redlnym o¢ekdvanim. Pro p > g nejsou firmy schopny
(kratkodobé ani dlouhodobé¢) vycerpat celou kapacitu trhu, protoze nizkd kvalita vyrobkit
vzhledem k cendm limituje rtst poptavek. Poptavka firmy kratkodobé zavisi na chovani
druhé z firem, dlouhodobé ov§em ne. Pro p < g ob¢ firmy dohromady v delSim Casovém
horizontu nasyti celou kapacitu trhu. Poptdvka firmy zavisi kratkodob¢ i dlouhodobé€ na
chovani druhé z firem.

Vysledky vSech simulaci shrnuje nésledujici tabulka, kde x* a y* jsou pfiblizné
hodnoty poslednich aproximaci pfi simulaci v Excelu.

(& pp2 i@ [a] xo | yo | X[y |
1 2 2 1 1 104/04] 04 04 0.33 ] 0.33
2 2 2 1 1 104103 04 0.3 0.34 | 0.25
3 2 2 1 1 {0405 04 0.5 0.32 1 0.40
4 2 2 1 105(04](04] 04 0.27 |0.34 | 0.25
5 2 2 1 1150404 04 0.8 0.32 1043
6 2 1151 1 104|104] 04 0.8 0.32 1043
7 2 12511 1 104/04] 04 0.27 | 0.34 | 0.25
8 1 1 2 2 104104 |-04] —04 |0.50 | 0.50
9 1 1 2 2 104103 -04] —03 |0.57]043
10 || 1 1 2 2 104105 -04] —0.5 [0.44 | 0.55
11 1 1 2115104104 -04] —0.8 | 0.55] 0.44
12 || 1 1 2125104104 ]—-04]—-0.27|045] 0.55
131 05| 2 2 104,104 |—-04]—-0.27 1045 0.55
1401 15| 2 2 104104 | —-04] —0.8 [0.55]0.44
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Zaver

Bakalarskd prace naplnila svij cil, kterym bylo vySetfovani vlastnosti modelu poptavky
po produktech dlouhodobé spotieby a nasimulovat jeho pfiblizné feSeni. Ukazalo se,
7e vlastnosti zkoumaného modelu zédvisi pfedevS§im na vztahu mezi cenami a kvalitami
produktii, v kazdém z obou piipadil jsme obdrZeli kvantitativné i kvalitativné odliSné
vysledky. Oba pripady jsou ovSem relevantni pfi popisu redlné ekonomické situace.
Aproximace feSeni spocitané pomoci MATLABu a Excelu byly v podstaté identické
a byly ve shodé€ s teoretickymi zdvéry, tyto aproximace lze tedy povazovat za dostate¢né
pfesné. Zavislost feSeni modelu na vstupnich parametrech je v souladu s ekonomic-
kou teorif, miiZzeme tedy konstatovat, Ze zkoumany model je vhodny k popisu daného
problému.
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