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Abstrakt

Tato diplomova prace se vénuje Rischovu algoritmu pro vypocet primitivni funkce.
Cilem préce je tento algoritmus popsat, uvést historické souvislosti s jeho vznikem a zda
je implementovan ve zndmych systémech pocitacové algebry. V préci jsou také uvedeny
konkrétni ptiklady integrace pomoci Rischova algoritmu.

Abstract

This master thesis is devoted to the Risch integration algorithm. The aim is to describe
this algorithm and the historical background and whether it is implemented in computer
algebra systems. The thesis includes examples for integration using the Risch integration
algorithm.
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Uvod

V této diplomové praci se zabyvdme problémem integrace v kone¢ném poctu krokt, coz
znamend, Ze chceme rozhodnout, zda ma zadana elementéarni funkce elementarni integral,
a paklize ma4, tak jej chceme spocitat.

Cilem prace je popsat Rischiv algoritmus pro vypocet primitivni funkce, historii to-
hoto algoritmu a také urcit, zda se tento algoritmus vyuZzivd v nejznamnéjsich systémech
pocitaCové algebry — tedy v systémech Maple, Maxima a Wolfram Mathematica. Celd
prace obsahuje vzorové priklady pro snadnéjsi pochopeni predkladanych algoritm.

Prace je rozdélena do péti ¢asti. V prvni uvddime historické souvislosti vzniku Rischova
algoritmu a jeho implementaci v nékterych systémech pocitacové algebry. Ve druhé kapitole
¢tenafe seznamime se zakladnimi pojmy diferencidlni algebry, definujeme logaritmicky a
exponencidlni prvek, na jejichZ zdkladé nasledné definujeme elementéarni funkce a jejich
derivace. Tteti kapitola se zabyva integraci raciondlnich funkci pomoci Hermiteovy a
Rothstein-Tragerovy metody. Ackoli popis integrace raciondlnich funkci neni cilem této
prace, zaradili jsme tuto kapitolu z toho divodu, Ze ¢ast Rischova algoritmu je na integraci
raciondlnich funkci zaloZena. Ve Ctvrté Casti prace uvadime Liouvilliv princip, ktery
predklada, jakym zptisobem lze vyjadfit kazdy elementarni integral. Kone¢né, v posledni
kapitole popisujeme Rischiv algoritmus pro transcendentni elementarni funkce, ktery je
rozdélen na dvé Casti — prvni ¢ast se zabyva algoritmem pro logaritmické rozsiteni, druha
pro exponencidlni rozsifeni. Algoritmus pro integraci algebraickych funkci zde neuvadime,
nebot je tento algoritmus rozsahly a sloZzity. Prace Cerpd pievazné z [3] a déle z [1] a [8].

Soucasti prace je také priloha, v niZ se Ctenaf miize seznamit se slozit€jSimi piiklady
vztahujicimi se k integraci raciondlnich funkci a Rischovu algoritmu.

— Vil —



Kapitola 1

Historie a vyuziti Rischova algoritmu
v systémech pocitacové algebry

Problémem integrace v kone¢ném poctu kroki, tedy rozhodnutim (v kone¢ném poctu
krokil), zda mé dand elementarni funkce elementarni neurcity integral, a pokud ano, tak
jej spocitat, se zabyvali vyznamni matematikové Niels Henrik Abel (1802—-1829) a Joseph
Liouville (1809-1882). AvSak integrace algebraickych funkci pfedstavovala takové obtize,
Ze britsky matematik Godfrey Harold Hardy (1877—-1947) prohlasil, Ze se 1ze odtivodnéné
domnivat, Ze neexistuje metoda, kterd by spocitala neurcity integrdl algebraické funkce.
Toto tvrzeni vSak bylo vyvraceno Robertem Henry Rischem (*1939), americkym matema-
tikem zabyvajicim se pocitacovou algebrou. V roce 1969 publikoval ¢lanek navazujici na
praci Josepha Liouvilla s ndizvem The Problem of Integration in Finite Terms, ve kterém
popisuje algoritmus, ktery umi urcit, zda m4 dana elementarni funkce elementéarni integral,
a pokud ano, tak jej spocitd. V poslednich letech je tento algoritmus zlepSovéan a roz§ifovin
a je standardem ve vétSiné nejpouzivané€jSich systému pocitacové algebry [1].

Prikladem takového systému mtiZze byt napiiklad Macsyma, predchidce systému Ma-
xima, jehoz pocatky se datuji k pocatku 60. let. Do systému Macsyma byl Rischiv algorit-
mus implementovén, presnéji jen jeho ¢ast, nebof implementace ¢asti algoritmu, kterd se
zabyva integrac{ algebraickych funkci, je netrividlni [6]. Soucasna verze systému Maxima
pouziva Rischiv algoritmus pro neurcitou integraci v piipadé, kdy selZzou heuristické me-
tody, pficemz vyuziva pouze transcendentni pfipad Rischova algoritmu, jelikoz algebraicka
Cast stdle nebyla implementovana [9].

Dalsim zndmym systémem, ktery vyuziva Rischtiv algoritmus, je systém Mathematica
spole¢nosti Wolfram Research. Algoritmus byl do tohoto systému implementovan v lednu
1991, kdy byla vyddna verze Mathematica 2.0 [10]. RozSifena verze Rischova algoritmu
je vyuzita tehdy, kdyZ je mozné jak integrand, tak integrél, vyjadfit pomoci elementarnich
funkci, pfipadné pomoci funkei Li, (x) = Y77, ;(C—E nebo E;(x) = — [7, %ldt apod. [11]

V systému MAPLE se nesetkdme s Rischovym algoritmem pfedstavenym v této
praci, ale s jeho modifikaci nazyvanou Risch-Normanova integracni metoda. Narozdil
od Rischova algoritmu pro integraci transcendentnich elementdrnich funkci, nepracuje
tato metoda rekurzivné a navic pracuje s télesy rozsifenymi nejen logaritmickymi ¢i expo-
nencidlnimi funkcemi, ale také funkcemi tangens [4].



Kapitola 2

Elementarni funkce

V této kapitole Ctendfe nejdiive seznamime se zdkladnimi pojmy diferencidlni algebry,
které budeme v textu déle uzivat. V dalsi ¢asti definujeme elementédrni funkce a v posledni
sekci kapitoly uvedeme jejich derivace.

2.1 Zakladni pojmy diferencialni algebry

Pred tim, nez se budeme zabyvat pojmy diferencidlni algebry, uvedeme definici rozSiteni
télesa a pojmy k nému se vztahujici.
Definice 2.1. Nechf G je téleso. Libovolny podokruh F télesa G takovy, Ze pro kazdé
acF,a#0platia~! € F, nazyvame podtélesem télesa G. Rikdme téZ, 7e G je rozsifenim
télesa F.

Jinak feCeno: Podokruh F' t€lesa G je podtélesem, jestlize F' je téleso.

Pozndmka. Télesem budeme mit naddle na mysli komutativni téleso.

Véta 2.2. Necht' I # 0 je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kaZdé i € I je ddno podtéleso F;
télesa G. Pak ﬂFi je podtéleso télesa G.

iel
Diikaz. Ziejmy. ]

Definice 2.3. Necht G je téleso. Predchozi véta ndm umoziuje definovat podtéleso télesa G
generované mnoZinou M C G jako prinik vSech podtéles tuto mnoZzinu obsahujicich. Je to
tedy nejmensi podtéleso télesa G obsahujici M.

Je-liM =FU{cy, ..., cn}, kde F je podtéleso télesa Gacy, ..., ¢, € G, pak podtéleso
generované mnoZinou F U {cy, ..., ¢y} znaime F(cy, ..., cy).

Dale definujeme pojmy derivace a diferencidlni t€leso a ndsledné uvedeme vlastnosti
derivace.

Definice 2.4. Diferencidlni téleso je téleso F charakteristiky 0, na kterém je definovano
zobrazeni D: F — F takové, Ze pro kazdé f, g € F plati

D(f+g) =D(f)+D(g),
D(f-g)=f-D(g)+g D(f)
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Zobrazeni D se nazyva derivace nebo diferencidlni operdtor a derivaci D(f) miZeme také
znadit jako f”.

Pozndmka. Neuréitou integraci rozumime vypocet inverzniho zobrazeni D! diferenci-
4lniho operitoru D, které nazyvame neurditym integralem. Neur¢ity integral D! (f) téz
znacime jako [ f.

Véta 2.5. Diferencidlni operdtor D na diferencidlnim télese F md ndsledujici vlastnosti:
(i) D(0) =D(1) =0
(ii)) D(—f) = —D(f) pro vSechna f € F,

(iii) D (§> = g-D(f)g—Zf-D(g) provsechna f,g € F, g #0;

(iv) D(f") =nf"'D(f) provSechnan € Z, f € F, f #0.
Diikaz. Viz [3, s. 475-476]. L]

Definice 2.6. Necht F', respektive G, je diferencidlni téleso s diferencidlnim operatorem D,
respektive Dg. Je-1i G rozSifenim télesa F a pro vSechna f € F plati

Dr(f) =Dg(f),
pak G nazyvame diferencidlni rozSiveni télesa F.

Definice 2.7. Nechf F je diferencidlni téleso s diferencidlnim operdtorem D. Téleso konstant
télesa F je podtéleso télesa F definované jako

K ={ceF|D(c)=0}.

Priklad. Téleso Q(x) raciondlnich funkci v proménné x s diferencidlnim operdtorem D
takovym, ze D(x) = 1, je diferenciélni téleso.

Véta 2.8. Je-li p(x) € Q[x], pak p'(x) € Q[x], pFicemz plati X' = 1. ZapiSeme-li polynom
p(x) ndsledovné

p(x) = Y apdt € QL an £0,
k=0

pak je jeho derivace tvaru

0, je-list(p(x))=n=0
Pl =4

Z (k+1)-ag 1 x5, je-li st(p(x)) =n>0.

k=0

Navic plati, Ze pokud je polynom p(x) kladného stupné, pak st(p'(x)) = st(p(x)) — 1.
Diikaz, Viz [3, s. 477]. O

Véta 2.9. Diferencidlni téleso Q(x) s diferencidlnim operdtorem D spliiujicim D(x) = 1
md téleso konstant Q.
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Diikaz. Viz [3,s. 478]. [l

Véta 2.10. Je-li F diferencidlni téleso s diferencidlnim operdtorem D, pak pro libovolné
prvky u, v € F plati

/u -D(v)=u -v —/v -D(u). (2.1)

Diikaz. Z definice derivace plati, Ze

D(u-v —/v -D(u)) =u -Dv)+v -D(u)—v-D(u)=u -D(v),

a je tedy zifejmé, Ze rovnost (2.1) plati. 0

Pozndmka. Vztah (2.1) se nazyva integrace per partes.

2.2 Elementarni funkce

Mezi elementarni funkce fadime raciondlni funkce, exponencidlni funkce, logaritmy, alge-
braické funkce, goniometrické a hyperbolické funkce a jejich inverze. Elementéarni funkci je
také kazda funkce, kterd vznikne jako vysledek kone¢ného poctu operaci s¢itdni, od¢itand,
ndsobeni, déleni a sklddani funkci zminénych vySe. Nicméné pro integraéni algoritmy uve-
dené ddle je vhodné&jsi nepouZivat notaci pro goniometrické a hyperbolické funkce a jejich
inverze, ale radéji je vyjadfit pouze uzitim exponencidlnich funkci, logaritmd a odmocnin.

Priklad 2.11. Funkci sinx miiZeme vyjadfit jako

funkci arcsinx vyjadiime jako
arcsinx = —iln(v/ 1 —x2 +ix).
Definice 2.12. Necht F je diferencidlni téleso a necht G je jeho diferencidlni rozsiteni.

(1) Prvek 0 € G se nazyva logaritmicky nad F (piSeme 6 = Inu), jestlize existuje prvek
u € F takovy, Ze

l/t/

0 =—
”
(i) Prvek 6 € G se nazyva exponencidlni nad F (piSeme 0 = expu), jestlize existuje

prvek u € F takovy, Ze
o _

0

Definice 2.13. Necht F je téleso a nechf G je rozsifenim télesa F.
(i) Prvek 6 € G se nazyva algebraicky nad F, jestlize existuje polynom p(x) € F[x]

takovy, Ze
p(0) =0.
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(i1) Prvek 6 € G se nazyva transcendentni nad F, jestlize 0 neni algebraickym prvkem
nad F.

Pozndmka. Uvédomme si, ze 6 € G muze byt soucasné jak logaritmicky (resp. exponen-
cidlni) nad F, tak algebraicky — uvaZzujme napiiklad, ze 6 € F, pak je ziejmé, Ze je nad F
také algebraicky.

Definice 2.14. Nechf F je diferencidlni téleso a nechf G je diferencidlni rozsiteni télesa F'.
G nazyvame transcendentnim elementdrnim rozsirenim télesa F, jestlize je tvaru

G=F(6,...,6,),

kde pro kazdé i =1, ..., n je 6; transcendentni a bud’ logaritmicky, nebo exponencidlni
prvek nad télesem F;_| = F(6y, ..., 0;_1),kde Fp = F.
G nazyvame elementdrnim rozsirenim télesa F, je-1i tvaru

G=F(6y,...,6),

kde pro kazdé i =1, ..., n je 6; bud logaritmicky, exponencidlni, nebo algebraicky prvek
nad télesem F;_| = F(6y,...,0,_1),kde Fh =F.

Definice 2.15. Nechf K(x) je diferencidlni téleso raciondlnich funkci nad télesem kon-
stant K, které je podtélesem télesa komplexnich Cisel. Je-1i F transcendentnim elemen-
tarnim rozsifenim télesa K(x), pak se F nazyva téleso transcendentnich elementdrnich
funkci. Podobné, je-li F elementarnim rozsifenim t€lesa K(x), pak se F nazyva téleso

elementdrnich funkci.

Definice 2.16. Prvek 0 se nazyva monomidlni nad diferencidlnim télesem F, jestlize
(i) F(0) a F maji stejné téleso konstant,
(i1) O je transcendentni nad F,

(ii1) O je bud exponencidlni, nebo logaritmicky nad F'.

Elementarni rozsifeni vyuZijeme k vyjadfovani libovolné funkce jako racionélni funkce
jedné proménné: M&jme zaddn integrand f(x). Integraéni algoritmus nejprve zkonstruuje
téleso konstant K obsahujici veskeré konstanty, které jsou potieba k vyjadieni f(x), na-
sledné ,,vytvoii* diferencidlni téleso raciondlnich funkci K(x) a nakonec ur¢i elementarni
rozsifeni F = K(x)(6, ..., 6,) potfebné k vyjadieni integrandu f(x).

Uvédomme si, Ze toto rozsifeni neni urc¢eno jednoznacné. Navic:

e rozSifujeme-li téleso logaritmickym prvkem, je mozZné, Ze ve skute¢nosti rozsifujeme
pouze novou konstantou

— napi.: Q(x)(Inx, In2x) = Q(In2)(x)(Inx) nebo
e exponencialni prvek, kterym rozsifujeme, miZe byt i algebraicky
~ napi.: Q(x)(exp(*5*)) = Q(x) (v/).

K urcent, zda je prvek, kterym rozsifujeme, monomidlni, existuje né€kolik algoritmd, které
zde nebudeme uvadeét, ale odkaZeme c¢tenare na [7].
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2.3 Derivace elementarnich funkci

V této sekci uvedeme zakladni vlastnosti derivace elementarnich funkci, konkrétné se
budeme zabyvat derivaci logaritmickych a exponencidlnich polynomu a algebraickych
funkci.

Véta 2.17 (Derivace logaritmickych polynomu). Nech? F je diferencidlni téleso a necht
F(0) je diferencidlni rozsifeni télesa F majici stejné téleso konstant. Piedpoklddejme,
Ze O je transcendentni a logaritmicky prvek nad F. Pro libovolny polynom a(0) € F[0)]
kladného stupné pak plati ndsledujici tvrzeni:

(i) d'(0) € F[6],
(ii) je-li vedouct koeficient polynomu a(0) konstanta, pak st(a'(6)) = st(a(0)) — 1,
(iii) neni-li vedouct koeficient polynomu a(0) konstanta, pak st(a'(6)) = st(a(0)).

Diikaz. Polynom a(6) zapiSeme ve tvaru
n .
a(f) = ZaiG’,
i=0

kde a, # 0 an > 0. Pak podle Véty 2.8 je

I
—

n
d0)=Y (a:+(i+1)a;110)0" +a,0".

i=0

Protoze 6’ = ”7/ € F, je tvrzeni (i) ziejmé. Je-li a,, # 0 (tedy a, neni konstanta), pak
st(a'(0)) =n =st(a(0)),

¢imZ je dokdzdno tvrzeni (iii). Pokud aj, = 0, pak vidime, Ze st(a’(0)) < n. Abychom
dokazali Ze st(a’'(0)) = st(a(0)) — 1, predpoklddejme, Ze koeficient stupné n — 1 je nulovy,
tedy

d, | +na,8' =0.

Z toho vyplyva, Ze
(na,0 +a, 1) =nd,0 +na,0' +a, =0,

na,6 +a,_ je tedy konstanta v F(0), a proto na,0 +a,—; € F. Avsak to je spor s pied-
pokladem, Ze 6 je transcendentni prvek nad F', ¢imz je tvrzeni (ii) dokdzéano. [

Véta 2.18 (Derivace exponencialnich polynomu). Nech? F je diferencidlni téleso a necht
F(0) je diferencidlni rozsiFeni télesa F majici stejné téleso konstant. PFedpoklddejme, Ze
0 je transcendentni a exponencidlni prvek nad F. Pro libovolny polynom a(60) € F[6)]
kladného stupné pak plati:

(i) jestlize h € F\{0},n € Z, n#0, pak (h0") = h 0" pro néjaké h € F \ {0},
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(ii) d'(0) € F[0] ast(d'(0)) = st(a(0)),

(iii) a(0) déli a'(0) pravé tehdy, kdy? a(0) je monom (tj. a(6) = h0" pro nékteré
heF, neZ).

Diikaz. JelikoZ plati, Ze

/

)
(h6") =K 0" +nho" "0’ = (h’+nh§) 0" = (W +nhu')6",

musime ukazat, Ze je-li h # 0 an # 0, pak h = /' +nhu' # 0. Dikaz provedeme sporem.

Piedpoklddejme, Ze h = 0, pak (h6") =0, tj. h 0" je konstanta v F(0), tudi? h 8" € F. To

je v8ak spor s ptedpokladem, Ze 0 je transcendentni nad F. Tim je dokdzana (i).
Abychom dokézali (ii), zapiSeme polynom a(0) ve tvaru

n .
a(f) = Za,ﬂ’,
i=0

kde a; € F, 1 <i<mn, a, # 0 an > 0. Pak derivaci tohoto polynomu zapiSeme pomoci

tvrzeni (i) jako
n n

d(0)=Y (a:60) =Y a6
=0 i=0

proa; € F, 1 <i<n,aa, #0. Vidime, Ze st(a(0)) = st(a'(0)).

Nakonec dokazeme vlastnost (iii). Pfedpoklddejme, Ze a(0) je monom, tj. a(0) = h 6",
h € F,n> 0. Pak diky tvrzeni (i) plati, Ze a’'(8) = h 8" pro n&jaké h € F takové, Ze h # 0,
a je ziejmé, Ze a(0) déli d'(0).
Predpoklddejme nyni, Ze a(6) neni monom a a(0) déli a’(0). Pak tedy plati, Ze a’(6) =
= g-a(0) pro n&jaké g € F[0]. Z vlastnosti (ii) vime, Ze st(a(0)) = st(a’(0)), tudiz musi
platit, Ze g € F. Polynom a(6), majici alespori dva ¢leny, zapiSeme takto

a(0)=a,0"+a, 0" +b(0),

kde n, me€Z, n>m>0, a, #0, a, # 0 a bud b(6) =0, nebo st(b(0)) < m. Diky
tvrzenim (i) a (i1) plati, Ze
d(0)=a,0"+a,0m+b(0),
kde a, # 0, a, # 0 abud b'(0) =0, nebo st(b'(0)) < m.
Vsimnéme si ptipadu, kdy m = 0. Potom

a(0)=a,0"+ay a d(0)=d,0"+a,

kde sice a,, # 0, ale je moZné, Ze a6 = 0. To v8ak za danych okolnosti nastat nemtiZe, nebof
by platilo
a’(@) =a,0"=g-a(0) =ga, 0" +gay,

kden >0, a, #0, ag # 0, a, # 0. Porovnanim koeficientd zjistime, Ze a(0) = a, 0", tedy
Ze a(6) je monom, a to nelze.
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Rozepsédnim vztahu a’(0) = g-a(0) dostdvame
(d+na,0710")0"+ (a,, +ma, 0 '0)0"+b'(0)=ga,0"+ga, 0™ +gh(6).
ProtoZe 0! 0’ = i/, dostavame tak porovnanim koeficientl ndsledujici rovnice

/ /
a,+na,u = gay,
a;n +may, u = gam.
Vydélime-li prvni rovnici vyrazem a, a druhou rovnici a,, a odecteme-li nasledné druhou
rovnici od prvni, dostaneme tak

/ /
a—n—%—i—(n—m)ulzo.
a, am

Pak diky tomu, 7e 616’ = i/, plati

! / /
An gn-m ) _ (G _ @n
am am a,%1
!

:a—nen_m(%—a—er(n mu )—0
am

ap  Qp

n— m an I on—m
9 — 6 =
> Clm —(n—m)u

(2.2)

Z rovnosti (2.2) pak plyne, ze —20""" je konstanta v F(8), tedy 29" ™ c F.Toje ale

spor s predpokladem, Ze 0 je transcendentm prvek nad F. Tim Jsme dokdzali vlastnost
(iii). [

Definice 2.19. Necht F je téleso, G je jeho rozsifeni, 0 € G, F[x]| je okruh polynomu
v proménné x nad F. Minimdlni polynom prvku 6 je normovany polynom nejmensiho
stupné ze vSech polynomu v F[x] takovych, Ze maji 6 za kofen.

Véta 2.20 (Derivace algebraickych funkci). Nech? F je diferencidlni téleso a nechf F(6)
Jje diferencidlni rozsiveni télesa F. Predpoklddejme, Ze 0 je algebraicky prvek nad F

s minimdlnim polynomem
N+1

=Y piZ €F[d,

i=0
kde py11 = 1. Pak derivace prvku 6 miiZe byt vyjddiena ve tvaru

0 = —

€ F(0),

kde d(z), e(z) € F|z] jsou polynomy tvaru

N

ZPlZa e(z) =Y (i+1)pir12"

i=0
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Diikaz. Polozime-li p(6) = 0 a ndsledné tuto identitu zderivujeme, pak dostaneme

N+1 _ N+ .
Y pio'+ Y ipi6'e’=0.
i=0 i=1

ProtoZe py+1 = 1, tak je zfejmé, Ze p’y, . ; = 0. Z rovnosti vyse vyjadiime 0’, ¢imZ obdrzime
PN+ J ] PN+1 ysevyj

N .
Y pio
i=0

/
o' =—— ,

Y (i+1)pis1 6
i=0

coz jsme chtéli dokdzat. Uvédomme si ddle, Ze jmenovatel e(0) # 0, nebof jeho stupeii je
N. Tento fakt plyne z toho, Ze polynom p(z) je minimdlni polynom prvku 6. 0

Dile se budeme zabyvat integraci raciondlnich funkci a transcendentnich elementéarnich
funkci.

e Pro integraci raciondlnich funkci vyuZijeme Hermiteovu metodu uvedenou v Kapi-
tole 3 v sekci 3.1, pfipadné pro raciondlni lomené funkce s bezctvercovym jme-
novatelem, jehoZ stupeni je v€tSi nez stupeinn Citatele, a Citatel se jmenovatelem
jsou nesoudé€lné, vyuzijeme Rothstein-Tragerovu metodu uvedenou v sekci 3.2 ve
Vétach 3.10a 3.11.

e Pro integraci transcendentnich elementéarnich funkci vyuzijeme Rischiv algoritmus
popsany v Kapitole 5; v zavislosti na rozsifeni, ve kterém dany integrand vyjadiu-
jeme, délime Rischiv algoritmus na

— Rischiiv algoritmus pro logaritmické rozsitent, ktery je uveden v sekci 5.1.

* Pro integraci raciondlni lomené funkce vyuzijeme Hermiteovu metodu pro
logaritmické rozsiteni, viz 5.1.1; pfipadn€ pro raciondlni lomenou funkci
s bez¢tvercovym jmenovatelem, jehoZ stupeni je vétsi neZ stupeii Citatele, a
Citatel se jmenovatelem jsou nesoudélné, pouzijeme Rothstein-Tragerovu
metodu pro logaritmicky piipad uvedenou v ¢asti 5.1.1 ve VEte 5.3.

* Integraci polynomu se zabyva ¢ast 5.1.2.
— Rischtiv algoritmus pro exponencidlni rozsifenti, ktery je uveden v sekci 5.2.

* Pro integraci raciondlni lomené funkce vyuzijeme Hermiteovu metodu pro
exponencidlni roz§ifeni uvedenou v ¢asti 5.2.1; pfipadné pro raciondlni lo-
menou funkce s bezétvercovym jmenovatelem, jehoZ stupeni je vétsi nez
stupeii Citatele, a Citatel se jmenovatelem jsou nesoudélné, pouZijeme Ro-
thstein-Tragerovu metodu pro exponencidlni pfipad uvedenou v ¢4sti 5.2.1
ve Vété 5.10.

* Integraci polynomu lze nalézt v ¢asti 5.2.2.



Kapitola 3

Integrace racionalnich funkci

V této kapitole se budeme zabyvat integraci raciondlnich funkci, ¢tenéfi predstavime Her-
miteovu metodu a Rothstein-Tragerovu metodu, které vyuZzijeme i pozdéji v rdmci Rischova
algoritmu. Nejdiive uvedeme né€kolik pojmu, které budeme pfi integraci potiebovat.

Pozndmka. Obory integrity, v nichZ 1ze provadét déleni se zbytkem, nazyvame euklidovské
okruhy, pticemz nejvétsiho spolecného délitele miizeme v takovych oborech integrity na-
1ézt pomoci Euklidova algoritmu. Navic plati, Ze kazdy okruh nad télesem je euklidovskym
okruhem [3].

Véta 3.1. Nechf Flx| je okruh polynomii jedné proménné nad télesem F. Necht a(x),
b(x) € F[x| jsou dané nenulové polynomy a necht g(x) = (a(x), b(x)) € F[x|. Pak pro
libovolny polynom c(x) € F[x] takovy, Ze g(x) | c(x), existuji jednoznacné urcené polynomy
o (x), T(x) € F[x] takové, Ze

o (x)a(x) + t(x)b(x) = c(x), 3.1)

st(o(x)) < st(b(x)) —st(g(x)). (3.2)
Navic, plati-li, Ze
st(c(x)) < st(a(x)) +st(b(x)) —st(g(x)),
pak
st(7(x)) < st(a(x)) —st(g(x)). (3.3)

Diukaz této véty je délen do tii ¢asti, my zde provedeme pouze ditkaz existence polynomu
o(x), 7(x), zbylé dvé ¢asti (dikaz jednoznacnosti a dikaz platnosti (3.3)) Ize nalézt v [3,
s. 44-45].

Navic tento dikaz vyuZijeme ke konstrukci polynomt ¢ (x), 7(x) v rdmci integrace pomoci
Hermiteovy metody.

Diikaz. PouZzitim roziteného Euklidova algoritmu obdrzime polynomy s(x), 7(x) € F[x]
takové, Ze plati rovnice
s(x)a(x) +1(x)b(x) = g(x).

JelikoZ g(x) | c(x), tak vidime, Ze

(mﬂ) a(x) + (t<x)@> b(x) = c(x). (3.4)

—10-
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Tim jsme sice ziskali feSeni rovnice (3.1), ozna¢me

6(x) =s(x)——=,  T(x) =1(x)—=,

g(x) 8(x)
podminka ohledné stupnid polynomil vSak splnéna neni. ZapiSme nyni rovnost (3.4) ve
e () bl _ el
a(x x) c(x
6(x)—= +T(x)—= = —. (3.5)
Ve Ve T
o < blx) . . o
Nyni vydélime se zbytkem polynom &(x) polynomem ﬂ’ ¢imZ obdrzime polynomy
g(x
q(x), r(x) € F|x] takové, Ze
6() = 2 g (x) + r(x) (3.6)
x) = —=q(x)+r(x), .
g(x)

kde st(r(x)) < st (%) = st(b(x)) - st(g(x)). Nyni definujeme

o (x) = r(x),

pfi¢emZ podminka (3.2) je splnéna. Také definujeme

Q

mw=am+ﬂw{§.

~—

oQ

Pomoci (3.5) a (3.6) l1ze snadno ovérit, Ze

G(x)%—f—f(x)% = %

Vyndsobenim této rovnosti polynomem g(x) ihned obdrzime vztah (3.1). ]

Definice 3.2. Nechf R je obor integrity s jednoznaénym rozkladem a nechf a(x), b(x) € R|x]
jsou nenulové polynomy takové, ze

m . n .
a(x) = Za,-x’, b(x) = Zbix’, am #0, b, #0.
i=0 i=0

Sylvesterova matice polynomii a(x) a b(x) je matice typu (m+n)/(m+n)

Am  Am—1 T ap ap
am  Am—1 -+ ap ap
am e Y aO
M=
by b,y -+ by by ’
by, by by by
b, bo

s Y2z s Yz

jejiz horni ¢ast obsahuje n fadkl koeficienti polynomu a(x) a dolni ¢ast m fadki koeficientt
polynomu b(x). Prazdna mista pfedstavuji nuly.
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Definice 3.3. Rezultant polynomii a(x), b(x) € R|x], piSeme res(a, b), je determinant Syl-
vesterovy matice polynomi a(x), b(x). Definujeme také res(0, b) = O pro nenulovy poly-
nom b(x) € R[x] ares(a, b) = 1 pro nenulové konstanty a, b € R. Pokud chceme zahrnout
proménnou polynomd, tak piSeme res,(a, b), coz je dilezité v piipadé, kdy je obor koefi-
cientl jiny okruh polynomd, napt. Z[y|.

Definice 3.4. Necht R je obor integrity s jednoznaénym rozkladem. Polynom a(x) € R[x]
nazyvame bezctvercovy, pokud a(x) neni délitelny druhou mocninou né&jakého polynomu,
ktery neni konstantni. Bez¢tvercovym rozkladem polynomu a(x) je

kde a;(x) jsou bezétvercové, po dvou nesoudélné polynomy.
Véta 3.5. Polynom a(x) € R[x| je bez¢tvercovy, prdvé kdyZ? (a(x), d'(x)) = 1.
Diikaz. Viz [3, s. 339]. ]

Véta 3.6. Necht a(x), b(x) € R[x], kde R je obor integrity s jednoznacnym rozkladem. Pak
a(x), b(x) maji netrividlniho spolecného délitele pravé tehdy, kdy? res(a,b) = 0.

Diikaz. Viz [3,s. 288]. [l

Pozndmka. Uvedme nyni jeden z algoritmtl pro bezétvercovy rozklad:
Necht F je téleso a nechf je ddn normovany polynom f(x) € F[x|. V prvnim kroku

spocteme g1 (x) = (f(x), f'(x)), m (x) = 5{1(();))

gi(x) hi(x)
= (gi(x),&g}(x)), hip1(x) = ,m;(x) =
(gl( ) g( )) +1( ) gi+1(x> l( ) hi+1()€)
cyklu zvysime i o jedna. Nakonec obdrZzime bez¢tvercovy rozklad polynomu f(x) = my (x) -

m3(x) -k (x).

, 1 = 1. Nasledné budeme pocitat g; 1 (x) =

dokud je h;(x) # 1, pfi¢emZ po kazdém

Véta 3.7. Necht F je téleso, a(x) € F|x| je polynom, ktery neni konstantni. Pak existuje
rozsiteni G télesa F takové, Ze a(x) se v G|x| rozklddd na soucin linedrnich cinitelu.

Diikaz. Viz [3]. ]

Definice 3.8. Nechf F je t€leso. Pro libovolny polynom a(x) € F [x], ktery nen{ konstantni,
existuje podle predchoziho tvrzeni rozsiteni G télesa F takové, Ze

alx)=c-(x—ay)--(x—0),

kde ce F, ay,...,a, € G. Téleso F(ay,...,,) pak nazyvame rozkladové téleso poly-
nomu a(x) nad télesem F.
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3.1 Hermiteova metoda — integrace racionalni c¢asti

V této Casti se budeme zabyvat integraci raciondlni funkce pomoci Hermiteovy metody
z 19. stoleti.

V ramci celé sekce predpokladejme, Ze je dano diferencidlni téleso raciondlnich funkci
K (x) nad libovolnym télesem konstant K charakteristiky 0 s derivaci spliiujici x' = 1. Proto
muZze byt K naptiklad Q, nebo C, nebo téleso raciondlnich funkci Q( ey, - .., &%) (V1, - -+, W),
kde o, 1 <i <k, jsou algebraicka ¢isla a y;, 1 <i < v, ostatni proménné nezavislé na x.

Hermiteova metoda upravuje problém integrace raciondlni funkce na soucet raciondlni
funkce a integrédlu ryze raciondlni funkce

[P e pat) o)
q(x) d(x) J blx)

kde p(x), g(x), a(x), b(x), c(x),d(x) € K[x], st(a(x)) < st(b(x)) a b(x) je normovany a
bezctvercovy. V tomto tvaru se zlomek % nazyva raciondlni édst integralu a integral [ %

se nazyva logaritmickd c¢dst (nebof tento integrél 1ze vyjadrit pouze pomoci logaritmického
rozsifeni).

Necht je tedy déana raciondlni funkce % € K(x) takova, Ze polynom ¢(x) je normo-
vany. Ddle délime se zbytkem polynom p(x) polynomem ¢(x), ¢imz ziskime polynomy
s(x), r(x) € K[x] takové, Ze p(x) = g(x) - s(x) + r(x), kde r(x) je bud’ nulovy polynom, nebo
st(r(x)) < st(g(x)). Pak je mozné integral funkce g 5 zapsat jako

/%:/s(x)-l-/;—i

cx)

Integrél polynomu s(x), ktery je soucdsti vyrazu a0 Ve vztahu (3.7), se nazyva polyno-
r(x)

midlni ¢dst a jeho integrace je trividlni. Ddle se budeme zabyvat integraci zlomku - a0
Nejdrive vypocitame bezc¢tvercovy rozklad jmenovatele

k .
:H%‘(x)l,

ve kterém je kazdy polynom g;(x), 1 <i <k, normovany a bezétvercovy, kazdé dva ruzné
polynomy ¢;(x) jsou nesoudélné a st(gx(x)) > 0. Poté rozloZime integrand (( % € K(x) na
parcidlni zlomky, tedy

kde rij(x) e K[x], 1 <i<k,1<j<ia
st(rij(x)) <st(qi(x)), je-list(gi(x)) >0, rij(x) =0, je-ligi(x)=1. (3.8)
(x)

Integral zlomku ;(—x) tedy vyjadiime ve tvaru

r(x) L "lj()
IR b

Q(x) i

Jednotlivé zlomky v rozkladu miZzeme délit na dva druhy:
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(1) je-li j =1, pakje tento integrél logaritmickou ¢asti, jejimz feSenim se budeme zabyvat
v dalsi sekei,

v v/

(ii) je-li j > 1, pak tento integral feSime nasledujicim zptsobem.

;’(S)j , kde j > 1. JelikozZ jsou polynomy g;(x)

bezétvercové, tak plati, Ze ¢;(x) a jeho derivace ¢;(x) jsou nesoudélné. Proto miZeme
vyuzit Vétu 3.1 k vypoctu polynomt s(x), 7(x) € K|[x] takovych, Ze

UvaZzujme konkrétni nenulovy integrand

s(x)qi(x) +1(x)gi(x) = rij(x), (3.9

kde st(s(x)) <st(gi(x)) — Last(r(x)) < st(gi(x)), coZ plyne z nerovnosti v (3.8). Vydélime-1i

obé strany rovnosti (3.9) polynomem ¢;(x)’ a poté obé& strany rovnosti zintegrujeme, tak

dostaneme " " o
Fij\x) s(x x)qi(x
/Clij(x)/ B /ql-(x)j—l +/ )7 (3.10)

Druhy integral na pravé strané vztahu (3.10) spoc¢teme metodou per partes, kterou jsme
uvedli ve Véte 2.10, a to nasledovné:
OznaCme nejprve

-1
ulx) =t(x), vx) = G- gt

Dle piislusného vzorce ve VEt€ 2.5 spoéteme derivaci v(x)

v = L= Da@ T G- 1020 _ diln)
(- Dgix)i—11> (= 1%qux)¥2 qi(x)/

a dle vzorce (2.1) dostavame

5 O My

a  G-Day ) G- g T

Dosadime-li tento vypocet do rovnosti (3.10), pak obdrzime

/ rx) / s =il / ‘) . / s(x)+ 54
qi(x)) ) qi(x)7t (= Dai(x)t S (= Dailx) =t gqilx) ! qi(x))~1

Uvédomme si, Ze jsme obdrZeli raciondlni funkci a integrdl s mocninou ve jmenovateli
zmensenou o jedna. Je-li Citatel tohoto nového integralu nulovy, tak se proces uvedeny vyse
ukonci. Pokud vSak j—1 = 1, pak je tento integral logaritmickou ¢4sti. Posledni moZnosti

je, ze j—1> 1, v tomto pripad€ provedeme stejny proces znovu. Pfedtim se ale musime
ujistit, Ze je stdle splnéna podminka (3.8). Plati, ze

st (s(x) + t’(x)l) < max{st(s(x)), st(t'(x))} < st(gi(x)) — 1,

[\

z ¢ehoz je zfejmé, Ze podminka splnéna je. Tento postup budeme opakovat tak dlouho, nez
budou vSechny jmenovatele zbyvajicich integrandii bez¢tvercové.
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3.2 Rothstein-Tragerova metoda — integrace logaritmické
Casti
a(x)

V této sekci budeme piedpokladat, Ze je dan integrand f(x) = ) kde b(x) je normovany

a bez¢tvercovy a st(a(x)) < st(b(x)). Pro integraci takové funkce vyuzijeme Rothstein-
-Tragerovu metodu, kterou nezavisle na sobé predstavili matematici Rothstein (v r. 1976)
a Trager (v r. 1977).

Lemma 3.9. Nechf K(x) je diferencidlni téleso nad néjakym télesem konstant K. Necht
a(x), b(x) € K[x] jsou nesoudélné polynomy, b(x) je normovany a bezctvercovy, st(a(x)) <
< st(b(x)). Predpoklddejme, Ze

@_ y Ci-In(vj(x
/b(x) = L cirn(vix)), (3.11)

kde c; € K, 1 <i <n, jsou rizné nenulové konstanty a vi(x) € K[x|, 1 <i <n, jsou
normované, bezctvercové, po dvou nesoudélné polynomy kladného stupné. Pak

b(x)zfllvxx) a a<x>:ic,~v;<x>ui<x>,
J= 1=

kde ui(x) =TT} ,;v;(x).

Diikaz. Derivaci obou stran rovnosti (3.11) a naslednym vynasobenim vyrazem b(x) -
[T, vj(x) obdrzime

a(x)-ij(x) :b(x)-i‘ici-ui(x)-v;(x). (3.12)

JelikoZ z pfedpokladu vime, Ze polynomy a(x), b(x) jsou nesoudélné, tak ziejmé b(x) déli
[T/ v;(x). Z rovnosti (3.12) plyne, Ze

Vi) b)- ; i) ().

Z predpokladu je v;(x) bezétvercovy, a tudiz (v;(x),V(x)) = 1, z CehoZ ddle plyne

vj(x) | b(x) - u;(x). Z predpokladu vime, Ze v;(x), 1 <i < n, jsou po dvou nesoudéIné,
a proto v;(x) | b(x) pro kazdé j=1,...,n, z ¢ehoZ je jiz ztejmé, Ze [Ty v;(x) | b(x).
Polynomy v;(x), 1 <i < n, a b(x) jsou navic normované, proto je

n
b(x) =[]vi). (3.13)
j=1
Diky rovnostem (3.12) a (3.13) miZeme a(x) vyjadfit jako
n
a(x) =Y ci-vi(x) ui(x),
i=1

a tim je dikaz hotov. O
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Véta 3.10 (Rothstein-Tragerova). Nech? K(x) je diferencidlni téleso nad néjakym téle-
sem konstant K. Necht a(x), b(x) € K[x] jsou nesoudéiné polynomy, b(x) je normovany a
bezctvercovy, st(a(x)) < st(b(x)). Predpokiddejme, Ze

ax) v
AR
[ ) = Lt
kde c; € K, 1 <i < n, jsou rizné nenulové konstanty a vi(x) € K|x|, 1 <i <n, jsou

normované, bezc¢tvercové, po dvou nesoudélné polynomy kladného stupné. Pak c;, 1 <i<n,
Jjsou riizné koreny polynomu

R(z) =res(a(x) —2b/(x), b(x)) € K[g]
avi(x), 1 <i<n, jsou polynomy vi(x) = (a(x) — ¢;b'(x), b(x)) € K[x].
Diikaz. Nejdiive budeme dokazovat, Ze v;(x) = (a(x) — ¢;b'(x), b(x)). Prvn& ukdzeme, Ze
prokazdé j =1, ..., nplati, Ze
vi(x) | (a(x) —c;-b'(x)). (3.14)

Zderivovanim obou stran rovnosti (3.13) dostavame b’ (x) = [T7_, vi(x) - ui(x), odkud plyne

a(x)—cj-b'(x Zc, Vi(x) - ui(x) — ¢ - Hv

i=1

i X))

i=1

(3.15)

Proi= jjec;—cj=0,aproto je v tomto pifpadé ¢len souctu nulovy, jinak pro kazdé i # j
plati v; | u;, proto vztah (3.14) plati.

Ze vztaht (3.13) a (3.14) plyne, Ze v;(x) je spole¢ny délitel a(x) —c;-b'(x) a b(x) a nyni
dokaZeme, Ze je jejich nejvétsSim spolenym délitelem. K tomu ndm vSak staci dokazat, ze
pro h # j plati (a(x) —c;j-b'(x), vy(x)) = 1. To plyne z faktu, Ze nejvétsi spole¢ny délitel
a(x) —c;-b'(x) a b(x) musi délit b(x), tedy musi délit [Tj_, v;(x). Pokud ukdzeme, Ze b(x)
je nesoudélny s v, (x) pro h # j, pak je jisté, Ze v;(x) je nejvétsim spole¢nym délitelem
a(x) —c;-b'(x) ab(x).

Ze vztahu (3.15) vime, Ze

() — -8 (0), wi(x) = (

1=
~—~
O

o
~

~—
~<\
—~

=
SN—
&
=

=
SN—

=

=
—

=
~—

\/

Plati, Ze v;,(x) déli kazdy u;(x) pro i # h, proto
(a(x) —cj-b'(x), vi(x)) = ((en— c;)Vh(x) - un(x), va(x)) -

Pro h # j je tento nejvétsi spole¢ny délitel roven jedné, nebof ¢;, # c; ], (va(x), v, (x)) =1a
(va(x), up(x)) = 1. Tim jsme dokazali, Ze v;(x) = (a(x) —cj-b'(x), b x))pro;-l .

V dalsi ¢asti diikazu ukdZzeme, Ze konstanty ¢; jsou kofeny resy(a(x) — zb'(x), ( ))
Vzhledem k pfedchozim vysledkim plati, Ze resy(a(x) —c;j-b'(x), b(x)) = 0, nebot po-
lynomy a(x) —c; - b'(x) a b(x) maji spole¢ného netrividlniho délitele. To v8ak znamend,
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Ze cj je kofenem polynomu R(z) = res,(a(x) —z -b'(x), b(x)). Pfedpoklddejme nyni na-
opak, Ze c je libovolny kofen polynomu R(z). Je také nutné predpokladat, ze ¢ € Kg, kde
Kg je rozkladové téleso polynomu R(z), jelikoZ jsme zatim nedokdzali, Ze se polynom
R(z) rozkladd nad télesem K. Pak res,(a(x) —c-b'(x), b(x)) = 0, coz ale znamend, Ze
(a(x) —c-b'(x), b(x)) = G(x) € Kgx], pfitemZ G(x) je polynom kladného stupné&. Necht
g(x) je ireducibilni délitel G(x). ProtoZe g(x) | b(x) a navic plati rovnost (3.13), pak existuje
pravé jeden v;(x) (nebof v;(x) jsou po dvou nesoudéIné) takovy, ze g(x) | v;(x). JelikoZ
g(x) | (a(x) —c-b'(x)) aplati (3.15), pak

5(v) i(a W) ).

ProtozZe g(x) | ui(x) pro kazdé i # j, musf platit g(x) | (c; —¢)v;(x) - u;(x), coZ plati jen
tehdy, kdyZ ¢; —c =0, nebot (g(x), u;(x)) =1 a (g(x), vi(x)) = 1, z CehoZ plyne, Ze c
je jednou z konstant ¢;. Tim jsme dokdzali, Ze polynom R(z) € K[z se nad K rozklada

(jelikoZ ¢; € K) aZe cj, 1 < j <n, jsou rizné kofeny R(z). O
Naésledujici véta je zobecnénim véty predchozi.

Véta 3.11. Nechf K(x) je diferencidlni téleso nad néjakym télesem konstant K, necht
a(x), b(x) € K[x] jsou nesoudélné polynomy, b(x) je normovany a bezétvercovy, st(a(x)) <
< st(b(x)). Necht L je nejmensi algebraické rozsiFeni télesa K takové, Ze integrdl miiZeme
vyjadrit ve tvaru

@—n*c*-nv*x
/b(x) ‘izzl  +In(v; (%)), (3.16)

kde c; € L, vi(x) € L[x]. Pak
L=K(cy,...,cn),

kde c;, 1 <i < n, jsou rizné koveny polynomu
R(z) = resy(a(x) —zb'(x), b(x)) € K[z].

Jinymi slovy, L je rozkladové téleso polynomu R(z) € K|z|. Navic miiZeme k vypoctu inte-
grdlu vyuZit vzorce z Véty 3.10.

Diikaz. Necht je integral vyjadien ve tvaru (3.16). Pokud ¢} a v} (x) nespliiuji podminky
Véty 3.10, pak je mozné preformulovat vyraz (3.16) nasledovné:

e Neni-li v} (x) pro nékteré i bezétvercovy, pak provedeme bezcétvercovy rozklad

k
a pomoci pravidla pro pocitani s logaritmy nahradime In(v}(x)) za Z J-In(v;(x)).
j=1
Tento postup budeme provadét do té€ doby, dokud nebudou vSechny argumenty loga-
ritmické funkce bezctvercové.
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e Pokud neni néktery argument logaritmické funkce normovany, pak jej staci vydélit
vedoucim koeficientem.

e Pokud je (v} (x),v}(x)) = v(x) pro n€které i # j, kde st(v(x)) > 1, pak vyuZijeme

pravidla pro pocitani s logaritmy a nahradime

(v} () = In(v() +1n (2 00 (@) = In(v(e)) 4 1n [ 2
e v(x) ) e v(x) )
Opét, tento postup mizZeme provadét do té doby, nez budou vSechny argumenty
logaritmické funkce po dvou nesoudélné.

e Je-li ¢ = ¢ pro i # j, pak miZeme vyuZit vlastnosti logaritmu a nahradit
¢; - In(v; (x)) + ¢ - In(vj(x)) = ¢; (In(v; (x)) +In(v(x))) = ¢; - In(v (x) - v (x)).

To tedy znamend, Ze vyraz (3.16) lze preformulovat na takovy vyraz, pro ktery plati
predchozi véta.

Dile z piedchozi véty vime, Ze ¢, 1 <i < n*, jsou rizné kofeny rezultantu R(z) a
vi(x), 1 <i<n* definujeme stejné jako v pfedchozi vété. Z toho plyne, Ze L je rozkladové
téleso polynomu R(z) € K[z]. O



Kapitola 4
Liouvilluv princip

Nasledujici véta byla predstvena Liouvillem v roce 1833 a piedstavuje tvar integralu
elementarni funkce za predpokladu, Ze je tento integrél také elementdarni.

Véta 4.1 (Liouvillav princip). Nechf F je diferencidlni téleso s télesem konstant K,
necht f € F. Predpoklddejme, Ze rovnice g = f (1j. g = [ f) md FeSeni g € G, kde G je

elementdrni rozsireni F majict stejné teéleso konstant K. Pak existuji vo, vi, ..., vm € F a
konstanty ci, ..., cy € K takové, Ze
m /
V.
/
f=vy+ E ci—.
i=1 Vi

Jinak receno
m
/f:vo—i—Zc,' Inv;.
i=1

Diikaz. Dukaz Liouvillova principu provedeme matematickou indukei vzhledem k poctu

NP

elementarnich rozsifeni potfebnych k vyjadreni integralu. Nejdiive se vSak budeme zabyvat
pouze pripady, kdy bude vyzadovéano pouze jedno elementarni rozsiteni 0, kde 6 bude bud
transcendentni logaritmicky, nebo transcendentni exponencidlni prvek, a v posledni sekci
této kapitoly uvedeme obecny ditkaz Liouvillova principu. Budeme piedpokladat, Ze téleso
konstant K je dostatecné velké na to, aby k vyjddfeni integrdlu ddle nebyla vyzadovana

novd algebraicka cisla.

4.1 Jednoduché transcendentni logaritmické rozsireni

V rdmci této sekce budeme predpokladat, Ze 0 je transcendentni a logaritmicky prvek nad
télesem F. Necht F = K(x, 6y, ..., 6,) je téleso elementarnich funkci s té€lesem konstant
K anechf f € F. Pfedpoklddejme, Ze [ f € G, kde G je elementarni rozsifeni F' takové,
7e G=F(0), 6 = Inu pro nékteré u € F a piedpokladejme ddle, Ze G ma stejné téleso
konstant K.

ProtozZe 6 je transcendentni nad F, miZeme | f vyjadfit jako raciondlni funkci v pro-
ménné 0, tedy jako

—19—
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kde a(0), b(6) € F[B] jsou nesoudélné a b(0) je normovany. Polynom b(6) miZzeme
rozloZit na soucin

u
b(6) =T ]bi(6)",
i=1
kde b;(0), 1 <i < u, jsou rizné normované ireducibilni polynomy v F[6]. Rozkladem na
parcidlni zlomky pak dostdvame

kde ap(0), a;j(0), bi(0) € F[0] ast(a;j(0)) < st(b;(0)). Zderivovanim obou stran vzhle-
dem k x dostavame

_(a®)\ _ Lo (a(8)  jai(6)b)(6)
f_ (b(e)) —00(9)+ZZ (bj(G)J - bj,'(e)j'H ), (41)

i=1j=1 i

pficemz jsme pouzili pravidlo (iii) z Véty 2.5.

Dile povedeme dikaz sporem. Necht b;(0) € F[0)] je konkrétni normovany ireducibiln{
polynom kladného stupné, ktery se objevuje ve jmenovateli na pravé strané rovnosti (4.1).
Diky V&€ 2.17 vime, Ze b}(0) € F|6], st(bi(0)) < st(b;i(0)), z &ehoZ plyne, Ze b;(0) nedéli
b}(0) a navic plati, Ze b;(6) nema zadného vlastniho d&litele, nebof je ireducibilni. Z toho
plyne, Ze na pravé strané rovnosti (4.1) je pravé jeden vyraz se jmenovatelem b;(0)"i+!.
JelikoZ neni moZzné tento vyraz z pravé strany rovnosti (4.1) nijak odecist, musi se nutné
vyskytovat i na levé strané této rovnosti, coZ je vSak spor s tim, Ze f € F. Tim dospivime
k zavéru, ze ve vztahu (4.1) nemohou byt Zddné vyrazy se jmenovateli obsahujicimi 6.
Rovnost (4.1) proto nabyva tvaru

f=ay(0), kdeage F[0],
odkud plyne, Ze aj(6) € F, coz dle Véty 2.17, Csti (ii) nastane pravé tehdy, kdyz
ap(0) =cO+d e F|0]
pro libovolnou konstantu ¢ € K a néjakou funkci d € F. Tim jsme dokézali, Ze
/f:d+cmm
kde c € K, d,u € F, coz je kyZzend podoba Liouvillova principu v ptipadé, kdy 0 je
transcendentn{ a logaritmicky prvek nad F.
4.2 Jednoduché transcendentni exponencialni rozsireni
V dalsi ¢asti budeme uvazovat, Ze 0 je transcendentni a exponencialni prvek nad télesem

F. Predpokladejme, Ze G = F(60), 6 = expu pro nékteré u € F a predpokladejme dale, Ze
G ma stejné téleso konstant K.



Kapitola 4. Liouvilluv princip 21

ProtoZe 0 je transcendentni nad F, stejnym postupem jako v pfedchozi ¢4sti obdrzime
rovnost (4.1), kde b;(0) jsou po dvou rtizné normované a ireducibilni polynomy v F[0] a
také plati, Zze f € F.

Necht b;(0) € F|[0] je konkrétni normovany ireducibilni polynom kladného stupné.
Neni-li b;(0) monom (tj. vyraz tvaru h 8%), pak z Véty 2.18 vyplyva, Ze b;(0) nedéli b}(0).
Stejné jako diive dochdzime k z4véru, Ze v rovnosti nemohou byt vyrazy se jmenovateli
obsahujicimi 6 a tedy f = a;,(6), kde st(f(0)) =0, a proto i st(ag(0)) = 0. Z Véty 2.18,
Casti (ii) poté plyne, Ze st(ap(6)) =0, a proto ag(0) € F.

Dile ptedpokladejme, Ze b;(6) je monom. Jak uz jsme uvedli dfive, b;(0) je normovany
a ireducibilni, a proto musi byt b;(0) = 6. To tedy znamend, Ze rovnost (4.1) je tvaru

) /
f= ( )3 hj9j> )
J—k

kde hj € F, —k < j < (. Zderivujeme-li kazdy vyraz h; 0/ na pravé strané rovnosti, pak
z Véty 2.18, asti (i) plyne, Ze
!
f=Y h;e
j=—k

kde l_zj € Faproj#0je l_zj # 0, pokud h; # 0. JelikoZ je f € F, tak se v rovnosti miize
objevit pouze vyraz pro j = 0. Proto je f = hy, neboli [ f = hg, kde hy € F. Tak jsme
ukdzali, Ze se ve vyjadieni integrdlu novy exponencialni prvek viibec nevyskytuje, a tim je
také Liouvilluv princip pro tento specidlni piipad dokazan.

4.3 Dukaz Liouvillovy véty

V zavérecné sekci této kapitoly uvedeme diikaz Liouvillovy véty v obecném piipadé.
Predpoklddejme, Ze existuji prvky 0y, ..., Oy takové, Zze G = F(0y, ..., Oy), kde kazdy
0;, 1 <i <N, je bud'to logaritmicky, exponencialni, nebo algebraicky prvek nad F;_| =
=F(0y,...,6;_1), vSechna rozsiteni F (6, ..., 6;) maji stejné téleso konstant K a existuje
g € G spliiujici vztah g’ = f. Diikaz provedeme indukci vzhledem k poctu elementarnich
rozsiteni.

Béazovy krok: Pfipad, kdy N = 0, je trividlni, nebof tim piddem mame g € F spliiujici
g = f, odkud plyne, ze m = 0, viz Vétu 4.1, a je tedy f = v, kde v = g.

Indukéni predpoklad: Predpokladejme, Ze véta plati pro libovolny pocet rozSifeni
mensi neZ N. Vétu dokdZzeme pro N rozsifeni. Pro pfipad N rozsifeni mizeme téleso
F(01, ..., 0y) zapsat jako F(01)(6, ..., Oy). JelikoZ f € F(0;) ag € F(6;)(6s, ..., 6N)
splituji vztah g’ = f, tak vyuZijeme indukéni pfedpoklad k tomu, abychom vyvodili, ze
existuji v;(0;) € F(61), 0 <i<m,akonstanty ¢; € K, 1 <i < m, takové, Ze

_ e ‘Vi(el)/
f=vo(61) +i;cz (61

Ukazeme, ze v;(0)) € F, 0 < i < m. Pro piehlednost ozna¢me 6; = 6.

(4.2)
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Uvazujme nejdiive piipad, kdy 6 je transcendentni a logaritmicky prvek nad F. V di-

kazu budeme dale postupovat stejné jako v dfive uvedeném piipadé jednoduchého transcen-
dentniho logaritmického rozsiteni.
Diky logaritmickému pravidlu In(v;-v;) = Inv; +Inv;, i # j, miZeme pfedpokladat, Ze
vi(0), 1 <i<m, jsou ireducibilni polynomy v F[6]. Neni-li v;(6) normovany, mtiZeme
vytknout vedouci koeficient. Navic, jsou-li si dva logaritmy rovny, pak je miZeme zapsat
jako jediny vyraz. Proto budeme dale predpokladat, Ze v;(0) jsou po dvou rizné ireducibilni
polynomy a koeficienty c;, 1 <i < m, jsou nenulové. Vyjadiime vy(0) € F(0) ve tvaru

a(0)
b(6)’

vo(0) =

kde a(0), b(0) € F[0] jsou nesoudélné polynomy a b(0) je navic normovany. RozloZime
jmenovatele b(0) na soucin

b(0) :Hb,-(e)"',

1

U
=1

kde b;(0) € F[B], 1 <i < u, jsou po dvou rizné normované ireducibilni polynomy a
ri € Z, r; > 0. Déle rozlozime vy(0) na parcidlni zlomky, tj.

)
h(6)) -

Mo
vo(68) =ao(0)+ ). ).
i=1j=1
kde ap(0), a;j(0), bi(0) € F[0] ast(a;;(0)) < st(b;(6)). Vztah (4.2) tak miiZeme piepsat

do tvaru (6)
Lori (400 P / m /
_ ij jaij(0)bi(0) ,Vi(e)
f=al6)+ :1_,; (bi(9)j ~ bi(0)F! ) +i;clvi(9)- 4

ProtoZe 6 je logaritmicky prvek nad F, existuje u € F takové, 7e 8’ = ”7/ Necht p(0) € F[0]
je libovolny ireducibilni polynom kladného stupné. Pak dle Véty 2.17 plati, Ze p’(0) € F[6],
st(p'(0)) < st(p(0)), z EehoZ vyplyva, Ze p(0) nedéli p’(6). Pokud je p(0) roven jednomu
z polynoma b;(0) z rovnosti (4.4) s nejvySsi mocninou r;, pak pravd strana rovnosti (4.4)
obsahuje pravé jeden vyraz, jehoZ jmenovatel je p(6)" ! (v§imnéme si, Ze r; 4+ 1 > 1).
ProtoZe uZ neexistuje Zadny jiny vyraz v rovnosti, se kterym by se mohl zminény vyraz
ode&ist, musi se tedy vyraz se jmenovatelem p(0)"i ! nutn& objevit i na levé stran& rovnosti
(4.4). To je vSak spor s tim, Ze f € F, z cehoZz déle vyplyva, Ze se soucty uprostied rovnosti
nemohou v rovnosti viibec objevit.

Pokud budeme nyni ptedpoklddat, Ze p(0) je roven jednomu z polynomti v;(6), 1 <i <m,
na pravé strané rovnosti (4.4), pak zjistime, Ze pravé jeden vyraz ma ve jmenovateli polynom
p(0). To je ovsem spor (opét s predpokladem, Ze f € F). Tim padem vztah (4.4) nabyva
tvaru

1

m v/
f=ap(0)+ Zciv—’_,
i=1 Vi

kdeag € F[B],vi€e F,1<i<m,ac;€K,1<i<m.Protoze f,v; € F, 1 <i<m, musi byt
iay(0) € F, coz dle Véty 2.17, Easti (ii) nastane pravé tehdy, kdyz ag(6) = c6 +d € F|[6)]
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pro né€jakou konstantu ¢ € K a né€jakou funkci d € F'. Proto

/ m /
u v
f=d +e—+Y a,
u - Vi
i=1
kded,u,vie Fac,ci € K, 1 <i<m,cozje pozadovany vysledek.

Stejnym zptisobem jako vyse si mize Ctendi snadno ovéfit, Ze argumenty uzité v pripadé
jednoduchého transcendentniho exponencidlniho rozsifeni 1ze prevést na obecny ptipad.
Tim je diikaz hotov. O



Kapitola 5

Rischuv algoritmus pro transcendentni
elementarni funkce

V této kapitole se vénujeme Rischovu algoritmu pro integraci transcendentnich elementar-
nich funkci. Tento algoritmus urci, zda existuje elementdrni integrdl zadané elementéarni
funkce, a pokud existuje, tak jej spocita.

Véta 5.1. Necht f € K(x, 0y, ..., 6,), kde téleso konstant K je podtélesem télesa kom-
plexnich cisel a kazdy prvek 0;, 1 < i < n, je transcendentni a bud logaritmicky, nebo
exponencidlni nad télesem K(x, 0y, ..., 6;_1). Pak existuje algoritmus, ktery bud dokdZe,
Ze | f neni nad télesem K(x, 0y, ..., 6,) elementdrni, nebo v pFipadé, kdy tento integrdl
elementdrni je, jej spocitd.

Pozndmka. Symbolem ' budeme i naddle znadit derivaci vzhledem k x. Pro derivaci vzhle-

v L. d
dem k 6 vyuZijeme zapisu gg.

Dikaz Véty 5.1 provedeme matematickou indukci vzhledem k poctu transcendentnich
rozsiteni. Bdzi indukce je pfipad, kdy Fy = K(x) — tuto integraci provedeme pomoci
Hermiteovy metody a Rothstein-Tragerovy metody popsanych v Kapitole 3. Déle tedy
budeme piedpokladat, Ze véta plati pro téleso K(x, 6y, ..., 6,—1) a ukdzeme, Ze plati i pro
téleso K(x, 6y, ..., 6,).

Integrand f miiZeme povazovat za raciondlni funkci v jeho poslednim rozsifeni 6,, pro
prehlednost budeme znacit 6, = 0, tedy

p(6)
f(0)=—<=¢cF_1(0),
(0) =g € Fur(0)
kde F,_1 =K(x, 01, ...,6,-1), p(0), q(0) € F,_1[0], pfiCemZ ¢(O) je normovany.
Dukaz rozdélime na dvé ¢asti, v prvni ¢asti budeme predpokladat, Ze 6 je logaritmicky

prvek, ve druhé bude 6 exponencialni.

5.1 Rischuv algoritmus pro logaritmické rozsireni

V této sekci budeme predpoklddat, ze 0 je logaritmicky prvek nad télesem F;,_i, tedy
existuje u € F,,_ takové, Ze 8’ = & Pro integraci funkce f(6) budeme sledovat Hermiteovu

_24_
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metodu uvedenou v Kapitole 3. Nejdfive vydélime se zbytkem polynom p(6) polynomem
q(0) € F,_1[6], ¢imZ ziskdme polynomy s(0), r(0) € F,_1[0] takové, Ze

p(0) =q(8)-5(6)+r(6),

kde r(6) je bud nulovy polynom, nebo st(r(6)) < st(¢(0)). Vydélenim obou stran této
rovnosti polynomem ¢(6) a ndslednym zintegrovanim obou stran dostdvame, Ze integrél

funkce f je tvaru
[ro1=[sor+ [ 5

Stejné jako v piipadé integrace raciondlnich funkci v Kapitole 3 budeme polynom s(6)

nazyvat polynomidlni ¢4sti a zlomek % budeme nazyvat raciondlni ¢asti funkce f(0).

5.1.1 Integrace racionalni ¢asti

Abychom mohli integrovat raciondlni ¢ast pomoci Hermiteovy metody, je nutné nejdfive
dokazat nasledujici vétu.

Véta 5.2. Necht' F je diferencidlni téleso s operdtorem derivace’, spliiujici X' = 1, pricemz
x € F. Necht F(0) je diferencidlni rozsifeni télesa F majici stejné téleso konstant, 0 je
transcendentni a logaritmicky prvek nad F, tj. existuje u € F takové, Ze 0’ = ”7/ Necht
a(0) € F[6] je normovany polynom kladného stupné a plati (a(@), %a(@)) =1, tedy
a(0) je bezctvercovy polynom v F[0). Pak plati, Ze (a(0),d'(0)) = 1.

Diikaz. Z Véty 2.17 vime, 7Ze d'(0) € F[6]. RozloZime normovany polynom a(0) € F[6)]
nad jeho rozkladovym télesem F; na tvar

—

N
I
—_

a(6) =] ](6 —a),

kde a; € F,, 1 <i <N, jsou navzdjem ruzné (jelikoZ a(0) je bezctvercovy v F[6]). Pak

=Y (“d) T -a

i=1 A

Pripustme nejdiive, Ze existuje i, 1 < i < N, takové, Ze ”;/ —a, =0, tedy a; = % To ale
znamend, Ze a; je logaritmus prvku u € F, a proto (6 —a;)’ = 0. Z toho vSak vyplyvd, Ze
0 —a; je v télese F,(0) konstanta, coZ je spor s pfedpokladem, Ze 6 je transcendentni prvek
nad télesem F (nebof F,(60) a F, maji stejné t€leso konstant). Odtud plyne, Ze % —d#0
prokazdéi=1,...,N.
Plati tedy, Ze

a(6) f‘V:1(9_ai)

d(0) x4 —ap)Tljx(0—a))
Jak vidime, d’(0) je soucet N soucint, pficemz N — 1 téchto s&itanci je vzdy délitelnych
vyrazem 6 — q; a jeden s¢itanec jim délitelny neni. Z toho je ziejmé, Ze a(0) a a’(0) nemaji
7adné spolec¢né délitele, ¢imz jsme dokdzali tvrzeni véty. 0
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Zabyvejme se nyni integraci raciondln{ asti integrdlu [ f(0), tedy integrdlem [ ;((zg ,

kdest(r(0)) <st(g(0)). Stejné jako u raciondlnich funkci nejdiive vypocteme bez¢tvercovy
rozklad jmenovatele ¢(0) € F,,_1[0], tedy

i=1

kde kazdy polynom ¢;(6) € F,—1[0], 1 <i <k, je normovany a bez¢étvercovy, polynomy
gi(0) jsou po dvou nesoudélné a st(gx(0)) > 0.

Pomoci tohoto rozkladu déle rozloZime integrand % na parcidlni zlomky, tedy
r(6) _ i i rij(6)
Cl(e) i=1j=1 Qi(e)j,
kdeprol <i<kal<j<ijer;€ F,_1[0] anavic plati
st(rij(0)) <st(4i(8)), je-li st(gi(8)) >0, 1i;(6) =0, je-li ¢i(6) = 1. (5.1)
r(6)

Pak je mozné integrél zlomku 20 vyjadfit ve tvaru

(0) e [ ri(6)
o on 62

q i=1j=1

Dané integrandy délime do dvou skupin podle toho, zda bud’ j = 1, nebo j > 1. Prvnim
pfipadem se budeme zabyvat v sekci Integrace logaritmické Casti 5.1.1, feSeni druhého
ptfipadu nésleduje.

Uvazujme konkrétni nenulovy integrand ;’((99)3 ,kde j > 1. Dle Véty 5.2 vime, Ze ¢;(0) a
¢+(0) jsou nesoudélné, proto vyuzijeme Vétu 3.1 k vypocétu polynomi s(0), #(0) € F,_1[6
takovych, ze

5(6)qi(0) +1(6)q;(6) = ri(6), (5.3)
kde st(s(0)) < st(g;(8)). Navic vime, Ze st(r;;(0)) < st(¢i(0)), odkud dle Véty 3.1 je
st(£(0)) < st(gi(0)). Vydélenim obou stran rovnosti (5.3) vyrazem ¢;(6)/ a néslednou
integraci obou stran dostdvidme

rij(0) _ [ s(8) 1(0)-4;(0)
/‘Zi(6>j_/%(9)jl+/ qi(0))

Stejnym zpisobem jako v Kapitole 3 zintegrujeme pomoci metody per partes druhy vyraz
na pravé strané rovnosti, a tim obdrzime

—1(6 ‘(6
/r,-,-(e) 57 +/S(9)+tj(_1)
qi(0)/  qi(8)7! qi(6)/~1
V pripadé, Ze je Citatel integrdlu na pravé strané rovnosti nenulovy a j— 1 > 1, pak

provedeme stejny proces pro integrdl na pravé stran€ rovnosti znovu. Abychom tento
proces mohli provést, je nutné ovérit, Ze stale plati podminka (5.1), tedy Ze

st (s(e) + t’(9)> < max {st(s(0)), st(r'(0)) } <st(qi(0)).

j—1
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JelikoZ plati, Ze st(s(0)) < st(¢i(0)) a st(t(0)) < st(¢i(0)) a navic z Véty 2.17 vime, Ze
derivaci logaritmického polynomu se stupeni bud’ nezméni, nebo se sniZi, tak je zfejmé, ze
podminka plati.

Proces uvedeny vyse opakujeme do té doby, dokud jmenovatele zbyvajicich integrandd

nejsou bezctvercové. Tak se vztah (5.2) zredukuje na nésledujici tvar
[0 O, jat®)
q(6) d(6) J b(6)

kde a(0),b(6),¢(0),d(0) € F,_1]0], st(a(B)) < st(b(0)) a b(0) je normovany a bez-
ctvercovy.

& P4

Integrace logaritmické casti

Zbyva spocitat integral raciondlni lomené funkce ZES; € F,—1(0),kde st(a(0)) < st(b(0))
a b(0) je bezétvercovy a normovany. Stejné jako v piipad€ integrovani raciondlni funkce

vyuZzijeme Rothstein-Tragerovu metodu.

Véta 5.3 (Rothstein-Tragerova metoda — logaritmicky pripad). Nech? F je téleso ele-
mentdrnich funkci s télesem konstanlt K. Necht 0 je transcendentni a logaritmicky nad F
(1. existuje u € F takovy, Ze 6’ = ) a predpoklddejme, Ze transcendentni elementdrni
rozSireni F (0) md stejné téleso konstant K. Necht Zggg €F(0), kdea(0),b(0) € F[0] jsou
nesoudélné, st(a(0)) < st(b(0)) a b(0) je normovany a bezctvercovy. Pak plati:

(i) [ % je elementdrni, pravé kdyZ vsechny koreny polynomu
R(z) =resg(a(0) —z-b/(0), b(6)) € FIg]
Jjsou konstanty.
(ii) Je-li f% elementdrni, pak

a(0) _gn vi(O) o [a®)
bo) ~ & ot [ G5 =Y amu(e). G

vi(0)’ 0)

kde c;, 1 <i<m, jsou riizné koreny polynomu R(z) av;(0), 1 <i <m, jsou definovdiny
jako
vi(0) = (a(0) — ;b (8),b(0)) € F(cy, ..., cm)[0)].
(iii) NechtE je minimdlni algebraické rozsireni télesa F takové, Ze % miuiZe byt vyjddieno
ve tvaru (5.4) s konstantami c; € E a vi(0) € E[0]. Pak E = F(cy, ..., cp), kde c;,
1 <i<m, jsou rizné koreny R(z).

Diikaz. Predpokladejme, ze [ % je elementarni. Pak dle Liouvillova principu plati

= v6(9)+§ci%, neboli /% =vp(0) +§Cilnw(9), (5.5)

a(@)
b(0)




Kapitola 5. Rischitv algoritmus pro transcendentni elementdrni funkce 28

kdec,e L, 1 <i<m,avi(0) € E(0),0<i<m,pfi¢emz L znaci minimdln{ algebraické
rozSifeni télesa konstant K nezbytné k vyjadreni integralu a E znaci téleso F s jeho télesem
konstant rozsitenym na L. Bez Gjmy na obecnosti mlizeme diky pravidlim pro pocitani
s logaritmy, kterd jsme uvedli také v dikazu Véty 3.11, pfedpokladat, Ze v;(0) € E[6],
1 <i<m, jsou bezétvercové, po dvou nesoud€lné polynomy a ze ¢; € L, 1 <i < m, jsou
rizné nenulové konstanty.

Dokdzeme, Ze v;,(0) = 0; dikaz povedeme sporem. Je-li vo(6) € E(0) raciondlni
funkci, tak je mozné ji vyjadfit ve tvaru v(0) = %, kde p(60), ¢(0) € E[0] jsou ne-
soud€lné a polynom ¢(6) je kladného stupné. Vyjadiime-li vo(0) stejné jako v dikazu
Liouvillova principu, tedy jako (4.3), tak je v,(0) tvaru, ktery mizeme nalézt v (4.4).
Vidime, Ze v souctu je jeden zlomek se jmenovatelem umocnénym na r; 4 1, ktery se
jiz nema s ¢im odecist. Je ziejmé, Ze tento zlomek neni bezétvercovy. ProtoZe vSak b(0)
bezétvercovy je, dochazime ke sporu, ze kterého vyvodime, Ze vo(6) € E[0)] je polynom.
Dle Véty 2.17 plati, Ze v(,(0) € E[6]. AvSak pokud je v;,(6) nenulovy polynom, pak bude
mit pravd strana rovnosti (5.5) po pfevedeni na spole¢ny jmenovatel Citatel stupné vétSiho
nebo rovného stupni jmenovatele. Tim se v§ak dostdvdme ke sporu, nebof pro levou stranu
rovnosti (5.5) plati, ze st(a(6)) < st(b(0)). Z toho tedy plyne, Ze v;(6) = 0.

Ukézali jsme, Ze je-li [ % elementarni, pak plati vztah (5.4), ptfiCemZzc; € L,1 <i <m,
jsou rtizné nenulové konstanty a v;(0) € E[0], 1 <i < m, jsou bezltvercové a po dvou
nesoudélné. Z lemmatu 3.9 vime, Ze plati

Dale postupujeme stejné jako v ditkazu Véty 3.10, tedy zjistime, Ze ¢;, 1 <i < m, jsou
rizné kofeny polynomu R(z) definované v ¢dsti (i) tvrzeni véty a v;(0), 1 <i <m, jsou
definovény v ¢4sti (ii).

Tak jsme dokdzali ¢ast (i1) a implikaci ,,zleva doprava* ¢asti (). JelikoZ jsme predpokladali,
Ze E je minimdlni algebraické rozsiteni, tak jsme dokdzali i tvrzeni (iii) a také je dokdzédno,
Ze se kofeny R(z) musi v rozifeni nutné objevit.

Poslednim tvrzenim, které jsme zatim nedokazali, je implikace zprava doleva tvrzeni (i).
Predpoklddejme, Ze vSechny kofeny polynomu R(z) jsou konstanty. Nechf ¢;, 1 <i < m,
jsou rizné kofeny R(z) a definujeme v;(0), 1 <i < m, jako

vi(0) = (a(0) —c;-b'(0),b(8)) € Fcy,...,cm)[0].

Ozna¢me w = (v;(0), v;(0)) pro i # j. Pak plati

w|(a(0) —c;-b'(8)),

wl(a(8) —c;-b'(6)),
z &ehoz miZzeme odvodit, Ze w|(c; — ¢;)b'(0), nebof spolecny délitel dvou vyrazd d&li i
jejich rozdil. Ddle také vime, Ze w|b(0). Pokud by existoval netrividlni délitel w, pak by
to byl spole¢ny délitel polynomd 5(6) a b'(0). Jelikoz je viak b(0) bezitvercovy, tak
z Véty 3.5 plyne, Ze b(6) a b'(0) jsou nesoudélné, a tedy (v;(0),v;(6)) =1 pro i # j.

Oznaéme

r(0) :ﬂvi(e).
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JelikoZ prokazdéi =1, ..., mplati, ze v;(0)|b(0), pak r(60)|b(6), neboli b(0) = r(0)s(6)
pro n&které s(0) € F(cy, ...,cm)[0]. Sporem dokazeme, Ze st(s(0)) = 0. Pfedpokladejme,
Ze polynom s5(0) je kladného stupné. Pak také resg(a(0) —z -b'(0),s(0)) je polynom
kladného stupné, ozna¢me z jeho kofen. JelikoZ b(0) je ndsobkem s(0), tak jisté plati, Ze

(a(6) —z0-b'(0), 5(0)) | (a(6) —z0-b'(6), b(8)). (5.6)

Z Véty 3.6 plyne, Ze (a(0) —zo-b'(0), s(0)) je netrividlnim délitelem polynomu (a(6) —
—z0-b'(0),b(0)), a proto (opét diky V&té 3.6) je

resg(a(0) —z0-b'(0),b(0)) =0.

Tim padem je zp jednim z kofent c¢;, necht napiiklad c; = zg. AvSak pak je prava strana
(5.6) rovna v{(60), ¢imz jsme nalezli netrividlniho spole¢ného délitele polynomt s(8) a
v1(0). Proto (s(0), r(0)) # 1, coz je spor s piedpokladem, Ze b(6) je bezltvercovy. Tento
spor dokazuje, Ze st(s(6)) = 0.

Nyni jiz miZeme usoudit, Ze

o)
—
D
N—
I
—_
o
S
—~
e
N—
I
—
=
—
D
N—

1

~

nebof jak b(0), tak v;(0), 1 < i < m, jsou normované.
Definujme dale
m
a(0) =Y ci-vi(0)[]v,(6).
i=1 i

ProtoZe plati, Ze
m

b'(0) =) vie)[]vi(6),
i=1 A
tak prokazdé k=1,...,mje
a(0) —c-b'(6) =Y (ci—cx)-vi(6) [Tv;(6),
i=1 A

z ¢ehoz ddle plyne, Ze

vi(0)](a(0) —cx-'(8)),
Z definice plati, ze

vk(0) [ (a(0) —cr -1 (9)),
a proto

vi(0)(a(0) —a()).

Jelikoz jsou v;(0), 1 <i < m, viechny normované, z Véty 2.17 vime, Ze st(vi(0)) <
< st(vi(0)), 1 <i<m, a proto je st(a(0)) < st(b(0)). Z pfedpokladu véty vime, Ze
st(a(B)) < st(b(0)), a proto je st(a(0) —a(0)) < st(b(0)). JelikoZ jsou v;(0), 1 <i <m,
jsou po dvou nesoudé€lné, tak plati, ze

b(6)|(a(6) —a(6)).
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Z toho tedy miZeme vyvodit, Zze a(0) —a(0) =0, tj. a(6) = a(0), ¢imZ jsme dokazali, Ze

a(@) _ Xty cvi(0)I1,ivi(6) _ ic,vf(e)
b(e) H?lzlvi(e) i=1 lvi(e)

a je zfejmé, 7e [ % je v tomto piipadé€ elementérni. [

Nasleduji ptiklady integrace pomoci Rothstein-Tragerovy metody.

/ 1
Inx’

/
1
0—Inx, 6/ =2 =2
X X

Priklad 5.4. Integrujte

Reseni. Necht

Pak mizZeme integrand zapsat jako funkci v proménné 6, tedy jako

£(6)= 5 €Qlx, 6).

Abychom ur¢ili, zda je integral elementarni, musime zjistit, jestli jsou vSechny koreny
rezultantu R(z) konstanty:

R(Z) :rese(l—z.9/7 9) =Tresg (1_57 9) — ’1_5‘
X X

Jedinym kofenem tohoto polynomu je ¢ = x ¢ Q, ktery neni konstanta, a tedy integrél neni
elementarni. [ |

/ 1
x-Inx’

Priklad 5.5. Integrujte

Reseni. Necht

1
0=1Inx, 8 = —.
X

Integrand zapiSeme jako funkci v proménné 0, tedy jako
1

f(8) =5 €Q(x, ).

Abychom ur¢ili, zda je integrdl elementdrni, musime zjistit, jestli jsou vSechny kofeny
rezultantu R(z) konstanty:
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Jedinym kofenem tohoto polynomu je c; = 1 € Q, ktery je konstantou, a proto je integrél
elementdrni. Dle Véty 5.3 uré¢ime polynom v;(0):

v1(6) = (1—1.1,9) ~(0,0)=0.

X X

Integradl je tedy roven

1
/x-lnx =1n6 = In(Inx).

5.1.2 Integrace polynomialni ¢asti

Pfipomertime, Ze v tvodu sekce jsme vyjadfili integrdl funkce f(6) jako

[r6)= [sto)+ [ 151 soto)) < stace))

V této sekci se budeme zabyvat integraci polynomidln{ ¢asti funkce f(60), tedy integraci
polynomu s(0) € F,,_[6]. Necht £ = st(s(6)) a necht

5(0) = 500 +5,_107 4+ £ 5,
kde s; € F,_1, 0 <i < (. Dle Liouvillovy véty plati, Ze je-li [ s(0) elementdrni, pak

§(6) = vh(8) + i c% (5.7)

kde ¢; € K, 1 <i<m, K je algebraicky uzévér télesa konstant K a v;(0) € F,_(0),

0<i<m,kdeF, 1(0)jetéleso F,_{(0) s télesem konstant rozsifenym na K.
Stejné jako v dikazu Liouvillovy véty mizeme v;,(0) vyjadfit ndsledovng

o wa (d0) aye)se
vo(6) :ao(e)'l'z Z (bij(g)j -1 b]l.EQ;j+(1 >> :

i=1j=1

Pfedpoklddejme, Ze v((6) neni polynom a uvazujme libovolny ireducibilni polynom
p(0) € F[0] kladného stupné. Pak dle Véty 2.17 plati, ze p'(0) € F[6], st(p'(0)) <
< st(p(0)), z EehoZ vyplyva, Ze p(0) ned&li p’(0). Pokud je p(6) roven jednomu z poly-
nom b;(0) s nejvyssi mocninou r;, pak vj () obsahuje pravé jeden vyraz, jehoZ jmenovatel
je roven p(6)"*!. Tento vyraz se na pravé strané rovnosti (5.7) jiz nemd s &m odeéist, a
proto se musi nutné objevit i na levé strané rovnosti. To je vSak spor, nebot s(6) je poly-
nom. Z toho miZeme vyvodit, Ze v((6) je polynom, a tedy vo(6) taktéz (nebot derivovanim
jmenovatel obsahujici 6 nezmizi).

Pokud bychom predpoklddali, Ze p(0) je roven jednomu z polynomt v;(0), 1 <i <m,
pak je ziejmé, Ze pravé jeden vyraz md ve jmenovateli polynom p(6). To je ov§em spor
s predpokladem, Ze s(0) je polynom. Tim jsme ukazali, ze v;(0) € F,_1, 1 <i < m. Proto

5(6) :vg(e)+zc,~§, (5.8)
i=1 i
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kdec; €K, 1 <i<m,vy(0) € Fy_1[0] av; € F,_1, 1 <i<m.Ozname k = st(vo(0)) a
necht
v0(6) = g6 + 16" + -+ qo,

kde g; € F,—1,0 <i <k.ZVé&ty 2.17 vime, Ze v (0) € F,_1[0] ast(v(0)) = k— 1, pokud
gk € K, jinak st(v((0)) = k. JelikoZz musi platit st(s(0)) = st(v(6)), tak je ziejmé, Ze
nejvys$si mozny stupeti polynomu vo(0) je k = ¢+ 1. Rovnost (5.8) tedy muzeme piepsat
do tvaru

m V/-

500" +5010" 50 = (90107 +0" + -+ o) + Y et

i=1 Vi
kde s; € F, 1, 0<i</{, g1 €K, g € Fy_1, 0 < i < /(. Derivovdnim a porovnanim
koeficient stejnych mocnin 6 dostdvame nésledujici soustavu rovnic

0=¢]’g+17
se=+1)-qp16"+ g},

si—1=10-q0"+qy_4, 59

s1=2q20"+ 4},
so=q10"+q0,
pricemz
m
30 =qo+ ) ci-Inv;.
i=1

Zname koeficienty s; € F,,_1,0 <i </, achceme najitfeSeni gy, 1 €K,q; € F,_1,1<i </,
aqo € Fp_i1(Invy, ... Inv,).

V feseni rovnic pokracujeme ndsledovné. Integrace obou stran prvni rovnosti vede
k rovnici ggy1 = by 1, kde by, 1 € K je libovoln4 integraéni konstanta. Dosazenim ¢, do
druhé rovnosti a integraci obou stran dostdvime

/Sf = ({+1)bey1 -0 +qr.

Nyni je nutné integrovat s; € F;,_|. Abychom vyiesili tuto rovnici pro by, €K agy € F,_;
musi pro [ sy platit ndsledujici podminky:

(i) integrél je elementérnd,
(ii) v integralu se objevuje nejvyse jedno logaritmické rozsiteni F,_1,

(iii) pokud se logaritmické rozsifeni F,_; v integrdlu objevi, pak se musf jednat o kon-
krétni 6 = Inu.

Pokud jedna z téchto podminek neplati, pak rovnice nema feSeni, a tedy [s(0) neni
elementdrni. Pokud jsou vSak vSechny uvedené podminky splnény, tak [ s, = ¢/0 +dy pro
nékteré ¢, € K ady € F,_1. Porovnanim koeficientd dostavame, Ze poZzadované feseni je
Cy
+1’

bpy1 = 7 q¢ = dy + by, kde by € Kje libovoln4 integraéni konstanta.
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Dosazenim ¢, do tieti rovnice a naslednym preskupenim dostdvame
Sp_1—L- dgel =/{- bgel —l—qul,

integraci obou stran rovnice obdrZime

/(SE_I —0-d0) = - bB+qp .

Integrand na levé stran€ rovnosti miiZzeme zintegrovat, nebot obsahuje pouze znamé funkce
lezici v télese F;,—1. Porovndme-li levou stranu rovnosti s pravou, tak je ziejmé, Ze posledni
integrdl musi zminéné tfi podminky spliiovat, jinak neni [s(0) elementdrni. Nechf jsou
tedy podminky splnény, pak

/(Sg_l —0-dy8") =ci_16+dy_y pronkteré cp_y EKady_y € Fp_y.

Z toho plyne, Ze pozadované feSeni je

by = %, gr—1 =dy_1+by_1, kde by_; € K je libovoln4 integra¢ni konstanta.

Proces feseni uvedeny vySe pokracuje pro kazdou rovnici az k pfedposledni rovnici,
kde ma4 feSeni tvar

b, = %, g1 = di + b1, kde by € K je libovoln4 integracni konstanta.

Dosazenim za ¢ do posledni rovnice, pfeuspordddnim a integraci dostdvdme

[ (o-ai6) =116+

Tentokrat musi platit jen jedna podminka, a to Ze integrdl musi byt elementdrni. Pokud
neni, pak [ p(0) neni elementdrni. Pokud elementdrni je, naptiklad

/ (s0—d16") = do,

pak go = dop — b10 + by. V tomto piipadé je by integraéni konstantou [s(6). Tim je

dokoncena integrace polynomidlni ¢4sti, kterd nabyva tvaru
/s(O):bg+19£+1+C159£+---+q19+q_0. (5.10)

Déle uvadime priklady integrace polynomidlni ¢asti.

/lnx.

Priklad 5.6. Integrujte
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Reseni. Necht

1
0=Inx, 6 =-.

X

Pak je moZné integrand povaZovat za polynom v proménné 6

f(0) =6 <€Q(x)[6].

Abychom spocetli integrél (pokud existuje), budeme fesit nasledujici soustavu rovnic:

0=4q)
1=2¢,0"+¢q)
0=q160"+q).

Nejdfive zintegrujeme obé€ strany prvni rovnice, ¢imZ obdrZime

q2 = b2 € Qa
coz dosadime do druhé rovnice. Mame tedy
1 =2b0"+¢
/1 =x+b; =2b,0+q,
z ¢ehoz vyplyva, ze
by=0, qi=bi+x b €Q.
Dosadime za g; do tfeti rovnice, a tim dostaneme
0= (b +x)0'+ ¢

=b10"+q

—X -

+1
[ =—x+by=010+a0, b €Q,
pricemz by volime libovolné, naptiklad by = 0, a odtud tedy plyne
b1 =0, go=—x.
Nyni je zfejmé, Ze

q1

I
=

a integral proto nabyvd tvaru

/lnx:0-02+x-9—x:x-lnx—x.
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X
/ -Inx.
x+1

0 = Inx, 9’:1.
X

Priklad 5.7. Integrujte

Reseni. Necht

Pak je moZné integrand povaZovat za polynom v proménné 6

F=Qx), F=FK6)=Qx)[6]
f(e):xj_l O EF.

Abychom spocetli integrél (pokud existuje), budeme feSit ndsledujici soustavu rovnic:

Nejdrive zintegrujeme obé€ strany prvni rovnice, ¢imZ obdrzime

q2:b26Q7

coz dosadime do druhé rovnice. Mame tedy

— 200"+
P 20 +q;
/)Hx_l — x—In(x+1)+b1 =200 +q1, b1 € Q,

z ¢ehoZ vyplyva, Ze
b, =0, q :x—ln(x—l—l)—i—bl.

Ovsem g ¢ Fy, proto dochazime k zavéru, Ze integrél neni elementarni. [ |

5.2 Rischiv algoritmus pro exponencialni rozsireni

V této sekci se budeme zabyvat pﬁ’p;adem, kdy je 6 exponencidlni prvek nad té€lesem F,_1,
tedy existuje u € F,_ takovy, Ze % = u'. Na§im cilem je spoditat integrél funkce f(6),
kterou mizeme — stejné jako v logaritmickém piipadé — zapsat jako
p(6)
f(0)=—=€F,_1(0),
q(6) )
kde p(0), q(0) € F,—1[6], pfi¢emZ ¢(0) je normovany. Budeme postupovat stejné jako
v logaritmickém piipadé.
Nejdfive vydé€lime se zbytkem polynom p(6) polynomem g(8), &imz obdrZzime poly-
nomy s(6), r(0) € F,_1[0] takové, Ze p(0) = q(0)s(0) + r(6), kde bud r(8) = 0, nebo
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st(r(0)) < st(q(0)). To znamend, Ze f(0) mizeme vyjadfit jako soucet polynomu a ryze
lomené funkce, tedy
r(6)

q(0)

Vypocteme bezctvercovy rozklad jmenovatele zlomku

f(0)=s(6)+ (5.11)

r(6)
q(0)

k
q(6) ZHqi(G)’}

kde kazdy ¢;(0) € F,—1[0], 1 <i <k, je normovany a bezétvercovy polynom. Abychom
mohli pokracovat v Hermiteové metodé€, je nutné, aby pro kazdé i = 1, ..., k, platilo
(4i(0),4(8)) = 1.

Uvédomme si, Ze pfedchozi podminka obecné neplati. Uvazujme napiiklad ¢;(6) = 6.
V tomto piipadé plati, Ze (¢;(0), ¢}(6)) = (6, u'6) = 6.

Dle Véty 2.18 vime, Ze g;(0) déli ¢;(8’), pouze tehdy, kdyZ je g;(6) monom. Musime
proto upravit vyraz % tak, aby ve svém jmenovateli neobsahoval Cinitele, které jsou
monomy.

Necht je tedy jmenovatel tvaru

q(6)=0"-3(6),

kde 6 1g(0), tj. ¢ je nejvyssi moznd mocnina 6, kterou miZzeme z polynomu ¢(60) vy-
tknout. Uvazujme nejdiive, ze ¢ = 0. Pak plati ¢(0) = g(0), a tudiZ jmenovatel ve svém
bezc¢tvercovém rozkladu neobsahuje Zddny monom. Nechf je tedy ¢ > 0. Pak vyuZijeme
Vétu 3.1 ke spoéitani polynomu 7(0), w(0) takovych, Ze

7(0)6" +w(6)g(6) = r(6), st(F(8)) <st(q(6))

a jelikoz plati st(r(6)) < st(q(8)) = st(8°) +st(g(9)), tak dle Véty 3.1 je st(w(8)) <
< st(6%) = £. Tuto rovnost vydélime polynomem ¢(8), &imz ziskdme
r(6) _ 7(6)
q(6) q(6) 6"~

614(0), st(r(6)) < st(g(8)).

OznaCme
3'(9) _S(G) —W( ) S(G) S-ei W(G) 1W~9i
= + 7 = E 07, = IE 0.

i=1

Polynom 5(0) je v rozSiFeném tvaru, tj.

—1 m
5’(9) = Z Wg+i91—|— Zsiel.
i=—/{ i=0
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Dile tedy integrujeme

. (6 _ _ _
[r0)= 500+ [T, str(e) < sa®)), o1a(6)
Stejné jako diive budeme polynom 5(6) nazyvat polynomidlni ¢ast a zlomek E % budeme
nazyvat raciondlni ¢ast funkce f(6).

Priklad 5.8. UvaZujme integral

1
/ e3x +62x'

Necht 8 = ¢*. Integrand miizeme povazovat za funkci v proménné 6, tedy

1

1(8) = 63+ 62

€ Q(x, 0).

Toto vyjadfeni musime upravit tak, aby bezctvercovy rozklad jmenovatele neobsahoval
Cinitele, které jsou monomy. Postupovat budeme tak, jak jsme uvedli vySe, tj. uréime ¢ = 2,
poté zjistime polynomy 7(6) =1, w(6) = —6 + 1. Proto je

~

0) 1
a(0) 0+1

3(0)=60"—-06"",

Pivodni integrél tedy miZeme vyjadfit jako soucet integrala

1 . 1 . 2 -l I —2x /
/e3x+e2x_/93+92_/<9 0 )+/9+1_/ i e 41

5.2.1 Integrace racionalni ¢asti
6)

Racionalni ¢ast =
q(0

integrujeme pomoci Hermiteovy metody. Nejprve spocitdme bezctver-
covy rozklad jmenovatele g(0) € F,_1[0]:

q(6) = [Jai(6)',
i=1
kde kazdy polynom g;(0), 1 <i <k, je normovany a bezctvercovy, (gi(0),¢;(0)) =
=1 proi# j, st(qr(0)) > 0 a navic 6 1¢;(0), 1 <i<k. Nasledujici véta dokazuje, ze
(qi(0), ¢:(8)) =1 pro kazdy netrividlni ¢initel ¢;(0).

Véta 5.9. Necht' F je diferencidlni téleso s diferencidlnim operdtorem ' spliiujicim x' = 1,
kde x € F. Necht F (0) je diferencidlni rozsifeni télesa F se stejnym télesem konstant takove,
Ze O je transcendentni a exponencidlni prvek nad F. Necht a(0) € F[0] je normovany a
bezctvercovy polynom kladného stupné, pro ktery plati 6 1 a(0). Pak (a(0),d'(0)) = 1.

Diikaz. Polynom a(6) miZeme rozlozit nad jeho rozkladovym télesem Fj na tvar

.:12

a(@0)=11(6—a),

1

~
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kde a; € F,, 1 <i <N, jsou nenulové a rizné, nebof a(0) je bezltvercovy. Derivace tohoto

polynomu je pak tvaru
N

d(0)=Y (6'—a)[](6—ay).
i=1 JFi

Je ziejmé, Ze polynom d’(0) je soutem N — 1 vyrazg, které jsou dé€litelné vyrazem 6 — a;
pro nékteré i, 1 <i <N, ajednim vyrazem, ktery jim délitelny neni. Aby byl tedy polynom
d'(0) délitelny vyrazem 6 — a;, muselo by platit

(6 —ai) | (6"—aj).

AvSak dle Véty 2.18 vime, Ze tento pfipad nastane pouze tehdy, kdyZz a; je nulové, coz
je spor s predpokladem véty. Z toho vyplyva, Ze a(0), a’(6) nemaji Zidného spoleéného
délitele, a tvrzeni véty je tim dokdzano. 0

Pokracujeme dile s Hermiteovou metodou, coZ znamend, Ze stejny postupem jako
u logaritmického prfipadu v sekci 5.1.1 na stran€ 26 upravime raciondlni ¢ast na tvar

r(6) _c(6)  [a6)
/q(e) ~d(6) +/b(e)’
kde a(0),b(0),c(0),d(0) € F,_1[0], st(a(0)) < st(b(0)), 0 1b(0) a b(H) je normovany
a bezctvercovy.

Pozndmka. U logaritmického piipadu jsme uvedli, Ze proces redukce stupiii jmenova-
telti zZlomkd v ramci integralu, je nutné v jistych piipadech opakovat. Abychom vsak toto
opakovéani mohli provést, museli jsme ukdzat, Ze i po provedeni daného procesu plati pod-
minka (5.1). Diky Vété 2.18 je ziejmé, Ze tato podminka plati i v pfipadé€ exponencidlniho
polynomu.

Integrace logaritmické ¢asti

Zbyva spocitat integral racionalni lomené funkce % €F,_1(0),kdest(a(0)) <st(b(0))a
b(0) je normovany a bezétvercovy. Opét vyuzijeme Rothstein-Tragerovy metody, tentokrat

pro exponencidlni ptipad.

Véta 5.10 (Rothstein-Tragerova metoda — exponencialni pripad.). Nech? F je téleso
elementdrnich funkci s télesem konstant K. Necht 0 je transcendentni a exponencidlni nad

!
F, 4. existuje u € F takovy, Ze % =i/, a predpoklddejme, Ze transcendentni elementdrni

rozSiteni F(0) md stejné téleso konstant K. Necht % € F(0), kde a(6),b(0) € F[0],
Jsou nesoudéiné, st(a(0)) < st(b(0)), 01b(0) a b(0) je normovany a beztvercovy. Pak

0
(i) % Jje elementdrni, prave kdyZ vSechny koreny polynomu

R(z) =resg(a(0) —z -1'(6),b(0)) € F[]

Jjsou konstanty.
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(ii) Je-li ZEZ; elementdrni, pak
a®) _ , . vi(6) . fa(®)
b(6) =g +i;cl (8 neboli /b(e) _g+i;c,1nv,(e), (5.12)

kde c;, 1 < i <m, jsou riizné kofeny polynomu R(z) a polynomy v;(0), 1 <i<m,
Jjsou definovdny jako

vi(0) = (a(8) — cib'(8), b(8)) € Flct, ..., cm)[6],

akde g € F(cy, ..., cm) je definovdno jako
m
gd=- Zcist(vi(e)) u'.
i=1

(iii) Necht E je minimdlni algebraické rozsireni télesa F takové, Ze %gg mitZe byt vy-
jddieno ve tvaru (5.12) s konstantami c¢; € E a s polynomy vi(0) € E[0]. Pak

E=F(cy,...,cnm), kde c;, 1 <i<m, jsou riizné koreny R(z).

Diikaz. Predpokladejme, Ze [ % je elementarni. Pak dle Liouvillova principu plati

m / 6
:v6(9)+26i%7 (5.13)
i=1 t

kdec,e L, 1 <i<m,avi(0) € E(0),0<i<m,pfi¢emz L zna¢i minimdlni algebraické
roz§itfeni K nutné k vyjadieni integrdlu a E znaci F' s télesem konstant rozSifenym na L.
Jako v diikkazu Véty 5.3 mizeme predpokladat, ze ¢; € L, 1 < i < m, jsou rizné nenulové
konstanty a v;(0) € E[0], 1 <i < m, jsou polynomy, které jsou bezétvercové a po dvou
nesoudélné.

Sporem dokédzeme, Ze vo(0) = ho, kde hy € E. Je-li vo(0) € E(0) raciondlni funkce
vo(0) = %, kde p(60), q(0) € E[6] jsou nesoudélné a pokud ¢(6) obsahuje Cinitel, ktery
neni monom, pak v,(0) ve svém jmenovateli obsahuje ¢initel, ktery neni bezétvercovy
(viz dikaz Liouvillova principu). ProtoZze vSak b(0) bezltvercovy je, tak se dostdvame
ke sporu, a tim pddem musi byt jmenovatel vy(8) tvaru ¢(6) = h6¥, pro n&které k > 0 a
h € E\ {0}. Jinymi slovy, vo(0) je tvaru

Y4
vo(0) = Z h;6’
j=—k

kde hj € E, —k < j </, adle Véty 2.18 je derivace tohoto vyrazu tvaru
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kde ﬁj €Eaproj#0je I_aj # 0, pokud %; # 0. Dosadime tento tvar v;,(0) do rovnosti
(5.13) a prevedeme pravou stranu na spole¢ny jmenovatel. Budeme-li pfedpokladat, ze
¢ > 0, tak bude stupeni Citatele vétSi neZ stupenl jmenovatele, coz plyne z Véty 2.18, ze
které vime, Ze st(vi(0)) = st(v;(0)). To je vSak spor s pfedpokladem, Ze pro levou stranu
rovnosti (5.13) plati, Ze stupeni Citatele je mensi nez stupen jmenovatele. Proto musi byt
¢=0.
Uvazujme, Ze k > 0. Pak po prevedeni pravé strany rovnosti (5.13) na spole¢ny jmenovatel
bude mit prava strana jmenovatele délitelného 6. To je ov§em spor s pfedpokladem, Ze b(6)
neni délitelné 0, a proto je k = 0. Tim jsme dokazali, Ze vo(0) = hg € E, a tedy rovnost
(5.13) nabyva tvaru

a0) .,y vi6)

5(0) _h°+,~_zlc"vi(6)' (5.14)

Diky lemmatu 3.9 vime, Ze

S
—~
)
~
I
=
<

~.

—
D

SN—

J=1

Pro levou stranu rovnosti (5.14) plati, Ze je ryze lomenou funkci, coZ musi platit i pro
pravou stranu rovnosti. AvSak pro kazdy zlomek v souctu plati, Ze st(v;(6)) = st(vi(6)). Je
tedy nutné upravit pravou stranu rovnosti (5.14) tak, aby spliiovala, Ze stupenl jmenovatele
bude vZzdy mensi nez stupeii Citatele. Vyjadiime hy € E ve tvaru

h0:g+h7

pro nékteré h € E, kde g je definovdno (az na libovolnou konstantu) stejné jako v tvrzeni
véty. Pak prava strana rovnosti (5.14) nabyva tvaru

W+ i i (% - st(w(e))u’) = +iic,~ : (Vé(e) = Sti;(ié?))ulvi<9)) .

Jelikoz plati, ze

v,-(G) = Q" +(Xni,19ni_] + -4 0,
Vi(8) = nl' 8" + B, 16" -+ By, kde n; = st(vi()),

tak vidime, Ze kazdy vyraz v souctu je ryze lomenou funkci (nebof vyrazy stupné st(v;(0))
se odedetly). Soudet m ryze lomenych funkci je opét ryze lomena funkce. Je-li 4’ libovolny
nenulovy prvek v E, pak bude mit celé vyjadieni, po pfevedeni na spole¢ny jmenovatel,
stuperi Citatele roven stupni jmenovatele. To je vSak spor, ze kterého plyne i’ = 0.
Ukézali jsme, Ze je-li [ % elementarni, pak rovnost (5.12) platiproc; € L, 1 <i<m,
rdzné nenulové konstanty, v;(0) € E[0], 1 <i < m, jsou normované, bezétvercové, po dvou

nesoud€lné polynomy,
m
b(6) =] v;(6)
j=1

a g’ je definovan stejné jako v tvrzeni véty. Obdobnym postupem jako v diikazu Véty 3.10,
muZeme ukdzat, Ze ¢;, 1 <i < m, jsou razné kofeny polynomu R(z) definovaného v ¢asti (i)
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tvrzeni véty a v;(0), 1 <i <m, jsou definovany stejné jako v &dsti (ii). Tak jsme dokézali
¢ast (ii), pripad ,,zprava doleva“ Casti (i) a také Cast (iii) tvrzeni véty, nebof jsme predpo-
kladali, Ze E je minimdln{ algebraické rozsiteni F, a také jsme dokdzali, Ze se kofeny R(z)
musi v rozsifeni nutné objevit.

Abychom dokazali ptipad ,,zleva doprava® ¢asti (i), predpokladejme, Ze vSechny kotfeny
R(z) jsou konstanty. Nechf ¢;, 1 <i < m, jsou rizné kofeny R(z) a definujeme v;(0),
1 <i<m,jako

vi(0) = (a(8) —c;b'(8),b(0)) € F(cy, ..., cm)|0].

Stejné jako v ditkkazu Véty 5.3 zjistime, Ze

kde v;(0), 1 <i < m, jsou normované a (v;(0),v;(0)) =1 pro i # j. Nyni definujeme
m
ci-vi(0)[]vi(6), (5.15)
J#i
kde g’ je definovano stejné jako v tvrzeni véty. JelikoZ plati
m m
b'(6) =) vi(e)[]vi(6),
i=1 J#
pak pro libovolné k, 1 <k < m, plati, Ze

a(6) = -b(8) +

T

a(8) —ci-b'(0) =g"-b(8)+ Y (ci—c) vi(0) [ v;(6),
i=1 A
odkud je ziejmé, ze
vi(0) | (a(0) —cx-'(0)).
Navic z definice v;(6) vyplyva
vi(8) | (a(6) —cx-b'(0)). (5.16)

Proto pro kazdé k =1, ..., m plati, Ze vi(0) | (a(0) —a(0)). JelikoZ jsou v;(8) po dvou

nesoudélné, pak
b(0) | (a(6)—a(6)).

Dosadime-li za g’ v (5.15) definici formulovanou ve v&té, pak dostavame

m m
a(0) =Y c;[]vi(8)(vi(6) —st(vi(6))u'vi(8)),
=1 j#i
odkud plyne, Ze st(a(0)) < st(b(0)), nebot vyrazy stupné st(v;(0)) se odeletly (stejny
postup jsme uzili jiz diive). ProtoZe také st(a(0)) < st(b(0)), je ziejmé, Ze st(a(0) —
—a(0)) <st(b(0)). Jelikoz zaroven plati i (5.16), je (a(0) —a(6)) =0, tj. a(6) = a(0).
Dokazali jsme, Ze
a(0) _ , v vi6)
— + C;———
h6) ¢ o)

aje jasné, ze [ % je v tomto piipadé elementérni. 0
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Nasleduji ptikladyy integrace pomoci Rothstein-Tragerovy metody.

/ 1
41

!/
0=¢" 0'=¢".

Priklad 5.11. Integrujte

Reseni. Necht

Integrand miZeme povazovat za funkci v proménné 0, tedy

£(0) = 9%1 cQlx, 6).

Abychom ur¢ili, zda je integrdl elementdrni, musime zjistit, jestli jsou vSechny koieny
rezultantu R(z) konstanty.

R(z)=resg(1—20,0+1)=—z—1.

Vidime, Ze R(z) ma pravé jeden kofen c¢; = —1 € Q, ktery je konstanta, a proto je integral
elementédrni. Déle dle Véty 5.10 ur¢ime polynom v;(0) a funkci g:

vi(0)=(1—(-1)0,0+1)=(1+6,1+6)=1+86,
g=x.

Integrél je tedy tvaru

I
/ex+1 —x—In(0+1)=x—In(e" +1).

Priklad 5.12. Integrujte
1
/ x(e*+1)

!/
60=¢" 6 =¢".

Reseni. Necht

Integrand miZeme povazovat za funkci v proménné 0, tedy

1

1(6) = 5 € Q. 6).

Abychom ur¢ili, zda je integrdl elementdrni, musime zjistit, jestli jsou vSechny kofeny
rezultantu R(z) konstanty.

1 1
R(z) =resg (;—z@, 0+ l) =—z+ S

. z. v z Z v o A S l I z : 4
Vidime, Ze R(z) ma pravé jeden kofen ¢ = ; ¢ Q, ktery nenf konstantou, a proto integrl
neni elementérni. |
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5.2.2 Integrace polynomialni ¢asti

V této sekci se budeme vénovat integraci polynomidlni ¢asti f(6).

Polynomidlni ¢ast integrandu f € K(x, 0y, ..., 6,) v piipadé, kdy posledni rozsiten{
0 = 6, je exponencidlni nad F,,_; = K(x, 01, ..., 6,_1), je polynom v rozsifeném tvaru
l .
5(0) = Sj@j, si€ b1, (5.17)
j=—k

ktery miiZe obsahovat jak kladné, tak zdporné mocniny 6. Nasim cilem je vypocitat integral
tohoto polynomu. Z Liouvillova principu plyne, Ze ma-li 5(0) elementarni integral, pak je
5(0) tvaru
" v(6)
5(0) =vy(0 j—
5(0) =(6) + L',

kde ¢; € K, kde K je algebraicky uzévér t&lesa konstant K, 1 <i <mav;(0) € F,-1(0),

0<i<m,kdeF, 1(6)jetéleso F,_1(0) s t€lesem konstant rozsifenym na K. Stejn& jako
v dikazu Liouvillova principu miizeme vj,(0) vyjadfit ve tvaru

i1(8)  jai;(6)bi(6
vo(6) +ZZ< g)j_iji((Q;H(l )>'

i=1j

Piedpoklddejme, Ze existuje polynom p(0) € F,_1[6], ktery je ireducibilni, normovany a
neni monom. Dle Véty 2.18 vime, Ze p(6 ) dél ( ) pouze tehdy, je-li p(6) monomem,
tudiZ v naSem piipadé plati, Zze p(0) t p (6) Pak pravd strana vySe uvedené rovnosti
obsahuje zlomek, jehoZ jmenovatel je roven p(60)” i+l JelikoZ se tento vyraz jiz nemd na
pravé stran€ rovnosti s ¢im odecist, musi se nutné objevit i na levé strané. To je ovSem
spor s pfedpokladem, Ze §(6) mizeme psat ve tvaru (5.17), tedy jako soucet mocnin 6. To
znamenad, Ze vo(0) nemtize mit ve jmenovateli ¢initele, ktery neni monomem.

Obdobnym zptsobem dosp&jeme k zévéru, ze v;(0), 1 < i < m, jsou bud prvky F,_1,
nebo jsou normované ireducibilni monomy v F,,_{[0], tedy v;(68) = 6. AvSak pak by platilo,
Ze

/ !/
c,:igg; = ci% =cul €F,_q,
coZ je vyraz, ktery mizeme zahrnout do vj(6).
Je-li tedy [ 5(0) elementdrni, pak

{ ) ! mo
= ( )3 quJ> +)
i=1 Vi

=k

(5.18)

kde g, € Fpo1, k< j<{l,c;€K,vi € Fp_1, 1 <i<m.Z Véty 2.18 plyne, Ze soulet
N
(Zesz q;6’ ) na pravé strané rovnosti (5.18) musi mit stejny rozsah —k < j < £ jako

suma definujici 5(0) v (5.17).
JelikoZ plati, Ze . .
(¢;67) = (¢} +ju'q;)87, —k<j<lt,
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pak srovnanim koeficientd stejnych mocnin 6 v rovnostech (5.17) a (5.18) obdrzime
nasledujici soustavu rovnic:

sj:q;-+j-u'qj pro —k<j<—-lal< ;<Y

4 (5.19)
50 = {4,

kde go = qo + Y| ciInv;. Zndme koeficienty s; € F,_1, —k < j < ¢, a chceme urcit feSeni

qj €F,_1proj#0a go€ Fn_; (Invy,...,Inv,). Abychom zjistili o, stadi integrovat

rovnici so = gp, tj.

%Z/m

Pokud [ so neni elementdrni, pak dochdzime k zavéru, Ze [ 5(0) neni elementérni. V opa-
¢ném piipadé jsme nalezli gg. Pro kazdé j # O musime vyfesit diferencidlni rovnici pro
q; € F,—1. Tento konkrétni tvar diferencidlni rovnice, tedy

y+fy=g,

kde dané funkce jsou f, g € F,,_; amy musime uritfeSeniy € F,,_1, je zndmy jako Rischova
diferencidlni rovnice. Pokud libovolna diferencidlni rovnice v systému vySe nebude mit
feSeni, pak [§(6) neni elementdrni. Jinak plati, Ze

/s(e) =Y 46" +2. (5.20)

J#0
Pozndmka. Algoritmus pro feSeni Rischovy diferencidlni rovnice byla predstavena jiz
Rischem v roce 1969, pozd¢ji také Rothsteinem (1976) a Davenportem (1986) a v roce
1988 Manuelem Bronsteinem [2]. V této praci se vSak témto algoritmim nevénujeme;

diferencidlni rovnice objevujici se v ndsledujicich ptikladech jsou feSeny pomoci software
Wolfram Mathematica.

Nasleduji ptiklady integrace polynomidlni ¢4sti.

Priklad 5.13. Integrujte
1

ex
Reseni. Necht 6 = ¢*. Integrand miZeme povaZovat za polynom (piip. polynom v rozsite-
ném tvaru) v proménné 0, tedy

5(0)=0"1cQ(x,0).

Abychom ur¢ili integrdl dané funkce (pokud existuje), budeme fesit ndsledujici diferenci-
alni rovnice:

l=q¢"1—q-
0= qp.

Integraci obou stran druhé rovnice ziskame go = c, kde c je libovolné konstanta; zvolme
napiiklad ¢ = 0. ReSenim prvni diferencidlni rovnice je

g-1=-1
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Integrél je tedy tvaru

1
— =107 =

Priklad 5.14. Integrujte
/ &
Reseni. Necht = " Integrand mtizeme povazovat za polynom v proménné 6, tj.
5(0) =0 € Q(x,0).
K urc€enf integrdlu musime vyfesit ndsledujici diferencidlni rovnice:
1= q;- +2xq;
0 = gp-

o o : R C o lase : . 2
Prvni diferencidlni rovnice nemad feSeni, které ndlezi do QQ(x), a proto integrdl [ ¢ neni
elementdrni. |



Zaveér

Cilem této prace bylo sezndmit ¢tenafe s Rischovym algoritmem pro vypocet primitivni
funkce, urcit historické okolnosti jeho vzniku a zda je implementovan v systémech pocita-
¢ové algebry. V praci jsou uvedeny konkrétni piiklady integrace rtiznych transcendentnich
elementarnich funkci.

Ukazali jsme, Ze pomoci Rischova algoritmu umime urcit, zda ma zadana transcen-
dentni elementarni funkce také elementarni integral, pfi¢emz jsme ukdzali, Ze ¢ast tohoto
algoritmu je zaloZena na Hermiteové metod¢ a Rothstein-Tragerové metod¢ pro integraci
raciondlnich funkci.

46—



Priloha — priklady

Racionalni funkce

Priklad 5.15. Integrujte

/ x> +4x+5
X4+ 2x*4 —6x3 —12x2+9x+ 18"

Reseni. Nejdfive vypoéteme bezétvercovy rozklad jmenovatele, tj.
2 — 600 — 128% +9x+ 18 = (x +2)(x* —3)?

a nasledné funkci rozlozime na parciondlni zlomky. Proto ptivodni integral rozdélime na
soucet tif integrall:

xX*+4x+5 1 2-x 1
/x5—|—2x4—6x3— 1202 +9x+ 18 /x—|—2+/x2—3 * /(x2—3)2‘
Nejdrive vypocteme posledni integral; pouZijeme Hermiteovu metodu uvedenou v Ka-
pitole 3.
V prvni fad€ uréime polynomy o (x) a 7(x) uvedené ve Vét&€ 3.1 pomoci postupu uvedeného
v dikazu této véty, takové, Ze plati

o(x)(x* —3) +1(x)2x = 1.
Takovymi polynomy jsou
o(x) = —3 T(x) = e

Dle Hermiteovy metody vime, Ze integrdl mtizeme vyjadfit jako

1 _Xx _l+l
4 4|56 / 376
/(x2—3)2 [x2—3+ x?—3

Déle pomoci Rothstein-Tragerovy metody (viz Kapitola 3, Véty 3.10, 3.11) vypocitdme
J ;@L—s Podle Véty 3.10 musime vypocitat v§echny kofeny polynomu

B 2x 1 2
- 3(2-3) 3J x2-3°

R(z) = resy(2—z-2x,x* = 3).
Témi jsou

1 1
“»Fiﬁe@(%)’

—47—
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Abychom mohli integral vyjadfit, je nutné rozsifit téleso konstant Q o algebraicky prvek
\/Lg. Nyni uréime dle Véty 3.10 polynomy v;(x) a vo(x):

n=(2-230-3) = 2

va(x) = 2o

V3

V tento moment jiz miZzeme dle Véty 3.10 urcit tvar integrélu | )%73, tedy

/ 2 In(v3-x)—In(x+x+V3)
2-3 3V3 '

Obdobnym zpisobem si ¢tendf miZe vypocitat i integral
pouze vysledek:

= () (e

Poslednim integrdlem, ktery musime vypocitat je [ ﬁ Opét postupujeme dle Roths-
tein-Tragerovy metody; ur¢ime kofeny polynomu

2—x

55, my zde uvedeme

R(z) =resy(l —z,x+2),
Kofenem je ¢c; = 1 € Q. Ddle uréime dle Véty 3.10 polynom vy (x):
vix) =(1—-1,x+2) =x+2,

1
=1 2).
/x+2 n(x+2)

a proto

Plivodni integral je tedy tvaru

/ x*+4x+5 In(x+2)+ 1 1 X n
— X R
x4 2x* — 6x3 — 12x2 4+ 9x + 18 2 \/_ V3

*(‘%‘%) (7“) Fr—
_In(v3—x)+In(x+x+V3)
33 '

Logaritmické rozsireni

Priklad 5.16. Integrujte

/ Inx
x-In?x+x
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Reseni. Budeme postupovat dle Rothstein-Tragerovy metody pro logaritmické roziffeni
uvedené v Kapitole 5 ve Vété 5.3.

Necht |
0=Inx, 0 =-.
X

Pak miizeme integrand povaZovat za funkci v proménné 6, tj.

0

= rorya S Qw0

f(6)
Abychom ur¢ili, zda je integrél elementdrni, musime zjistit, jestli jsou v§echny kofeny
ndasledujiciho polynomu konstanty:

-z 1-2z -z 0

0 —z 1-2z —z
_ _ .02 _ 2 _ _
R(z) =resg (0 —z 07— 220 —z,x0” +x) = .0 . o=

0 X 0 X
= X472 —4z+1).

Vidime, Ze jedinym kofenem tohoto polynomu je c; = % € Q, ktery je konstanta, a tedy
integral je elementérni. Dle Véty 5.3 uréime polynom v (6):

1 1 1
vi(6) = (—Eez—i,x(ezﬂ)) = (—5(92+1),x(92+1)> =602+1.
Nyni jiZ miZeme vyjadfit integral dle Véty 5.3 jako (5.4), konkrétné

Inx 1 1
" 1n(6%*+1)=~In(ln*x+1).
/x~ln2x+x 2 ( ) 2 ( )

Priklad 5.17. Integrujte
1
x-Inx

In(Inx)’

Reseni. Budeme postupovat dle Rothstein-Tragerovy metody pro logaritmické roziifen{
uvedené v Kapitole 5 ve Vété 5.3.
Necht

91 = lnx, 91/ = -,
X

_ O
92:11191, sza.

Pak miZeme integrand povaZovat za funkci v proménné 65, tj.

1
f(6) = % € Q(x, 61, 62),
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déle budeme pro piehlednost psit 6, = 6.
Abychom urcili, zda je integral elementarni, musime zjistit, jestli jsou v§echny kotfeny
nasledujiciho polynomu konstanty:

1 1 z Z 1
R(z) = ——2z-0,0) = _— 0| =———.
(Z) rese (x- 91 ¢ ’ ) fese (X- 91 X 91 ’ ) X 91 X 91
Vidime, Ze jedinym kofenem tohoto polynomu je ¢; = 1 € QQ, ktery je konstanta, a tedy
integral je elementérni. Dle Véty 5.3 uréime polynom v (6):

v1(9):<1 p e):(o,e):e.

X 91 o X- 91 ’
Nyni jiZ miZeme vyjadfit integral dle Véty 5.3 jako (5.4), konkrétné
1

x-Inx
=1n6 = In(In(l .
in(inx) n n(In(Inx))

Priklad 5.18. Integrujte

/x-lnx.

1
0=Inx, 6 =-.
x

Reseni. Necht

Pak miZeme integrand povaZovat za polynom v proménné 6, tj.
5(0)=x-0€Q(x,0).

Dle postupu, ktery jsme uvedli v sekci 5.1.2, budeme fesit soustavu rovnic (5.9), konkrétné

0=q)
x=2q0"+¢q)
0= q10’+q'6.

Nejdrive zintegrujeme obé€ strany prvni rovnice, ¢imZ obdrzime

q2 = b2 S Q?
coz dosadime do druhé rovnice. Mame tedy

x:2b29'—|—q'1
2
/x= 3+b1 =2b,0+q, b €Q,

z ¢ehoZ vyplyva, ze
2
X
by=0, q =b1+§.
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Dosadime-li za ¢ do tfeti rovnice, dostaneme

x? / /
O: b1+3 9+q0

[\

X

2
x x? -

/(_5) = _Z+b0:b19+(Io7 b € Q,

1
- =b10"+q
X

pricemz by volime libovolné, naptiklad by = 0. Odtud tedy plyne

2
_ X
bi=0, fo=-7.
Nyni je ziejmé, 7e
2
q1 = 5
a integral proto nabyva tvaru (5.10), tedy
2 2 2 2
X< x X
‘Inx=—0—-—=—Inx——.
/ x-Inx > Inx——
|
Priklad 5.19. Integrujte
Inx
X

Reseni. Necht

1
0=Inx, 6 =-.
x

Pak miZeme integrand povaZovat za polynom v proménné 6. tj.

5(6) = )-IC .0 €Q(x, ).

Dle postupu, ktery jsme uvedli v sekci 5.1.2, budeme fesit soustavu rovnic (5.9), konkrétné

o~

0=gqg

1 / /
- =2q20"+q)
X
0:q19’+q{).

Nejdrive zintegrujeme obé€ strany prvni rovnice, ¢imZ obdrzime

QZ:b2€Q7
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coz dosadime do druhé rovnice. Mame tedy

1
X
1

/; — 04+ b =2b20+q1, by €Q,

z ¢ehoz vyplyva, ze

by = q1=b.

5

Dosadime-li za ¢ do tfeti rovnice, dostaneme
0="016"+7,

/0:b0:b19+q‘0, bo € Q,
pricemz by volime libovolné, naptiklad by = 0. Odtud tedy plyne
by=0, go=0.
Nyni je zfejmé, Ze
q1=0

a integral proto nabyva tvaru (5.10), tedy

1 1
/x-lnx: 592 = ilnzx.

Priklad 5.20. Integrujte
/1nx-1n(x+ 1).

Reseni. Necht
1
91 = lnx, 91/ = -,
X

1
92:ln(x+l), 9£:x+1.

Pro prehlednost budeme psat 6, = 0. Pak ozna¢ime

Fo=Q(x), Fi=F(01)=Q(x,01), F=F(0)=Q(x,60),

a integrand miZeme povazovat za polynom v proménné 0, t;.

S(Q) =60,-0 k.

52
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Dle postupu, ktery jsme uvedli v sekci 5.1.2, budeme feSit soustavu rovnic (5.9), konkrétné

0=4q)
0, =2¢g,0" + ¢
0=q10"+q.

Nejdrive zintegrujeme obé€ strany prvni rovnice, ¢imZ obdrzime
g2 =by €Q,
coz dosadime do druhé rovnice. Mame tedy
0, =2b26"+ ¢
/91 — x- (61— 1)+b = 2020 +q1, by €0,
kde jsme vyuzili vysledek Ptikladu 5.6. Z toho vyplyva, Ze
by=0, q1=x(0;—1)+b;.

(Uvédomme si, Ze v tomto piipad€ g; spliiuje podminku g; € F; uvedenou v sekci 5.1.2).
Dosadime-li za ¢ do tieti rovnice, dostaneme

0=[x(61—1)+b1]0"+4q,

X
0= 0, -1 7
x+1(1 )+ o

/(_x—)ii1>(lnx_l):_/xillner/)Hx—l'

Prvni integrdl na pravé strané rovnice vSak neni elementdrni (viz Piiklad 5.7), a proto
JInx-In(x+ 1) neni elementérni. |

Exponencialni rozsireni

Priklad 5.21. Integrujte
e (2x—1)
/ eX+ e
Reseni. Budeme postupovat dle Rothstein-Tragerovy metody pro exponencidlni rozsifeni

uvedené v Kapitole 5 ve Vété 5.10.
Nechf

91 :ex, 91/ :ex,
2 2
6 =e", 0,=e"-2x.

Pak miZeme integrand vyjadrit jako funkci v proménné 6,, pro prehlednost budeme déle
znacit 6, = 0:
_6(2x—1)

f(9>_ 0+ 1 E@()@ 9176)‘
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Abychom ur¢ili, zda je integrdl elementarni, musime zjistit, jestli jsou vSechny kofeny
nasledujiciho polynomu konstanty:

R(z)=resg(1—20,0+1)=—z—1.

Vidime, Ze jedinym kofenem daného polynomu je ¢; = —1 € Q, ktery je konstantou, a
tedy integrdl je elementdrni. Dle Véty 5.10 uréime polynom v;(6) a funkci g:

vi(0)=(61(2x—1)+06,+2x60,0,+6)=(2x(6;+0),0,+60)=6,+86,
2
g=x".

Nyni jiZ mGZeme vyjadrfit integral dle Véty 5.10 jako (5.12), konkrétné

e (2x—1) 2
JEE 2o +0) =2 et o),

Priklad 5.22. Integrujte

/ Zexzx + 2exze*x + ezxze*x +e*
2% + 27 4] '
Reseni. Necht

Pak miZzeme integrand vyjadfit jako funkci v proménné 6,, pro prehlednost budeme dale
znacit 6, = 0:

_ 20x+206,+6%6,+6; 2x6

0 — =7
1(9) 02+20+1 T 2011

Pomoci bezétvercového rozkladu jmenovatele rozloZime zlomek na parcidlni zlomky, a tim
tedy obdrzime vyjadieni ptivodniho integralu jako
/ 2x
(60+1)%

ror= fors [ 2

Prvni integral na pravé strané rovnosti je polynomidlni ¢4sti (viz 5.2.2), zbylé dva integrély
jsou raciondlni ¢asti (viz 5.2.1) integralu.

Zabyvejme se nejdiive integraci raciondlni ¢asti integralu, konkrétné integraci zlomku
(ei—"l)z. Postupujeme dle Hermiteovy metody, musime tedy nejdfive nalézt polynomy 6(6),
7(0) uvedené ve VEte 3.1 takové, Ze

2x=0(0)(0+1)+1(6)6".

Vyuzijeme-li postupu uvedeného v dikkazu zminéné véty, zjistime, Ze hledanymi polynomy
jsou



Priloha 55

a proto, pokracujeme-li dile v Hermiteové metodg, je

/ 21 i 2x
(0+1)2 06+1 6+1

Dosadime-li toto vyjadieni do [ f(6), tak dostaneme

/ /9+/ > _ +/e
! 0+ 9+1 0+1  6+1 b

Jelikoz [ 6 jsme jiz vyfesili v Piikladu 5.13 v Kapitole 5, miZzeme vyjadfit integral jako

- _ _9 = —
267 + 22 4 6+1 ' 241

/ 20°x+2e e e e o 1 1 s
—e .

Dalsi priklady
Priklad 5.23. Integrujte
/ e“(xInx—1)
xIn>x

Reseni. Necht

Pak mtzeme integrand vyjadfit jako funkci v proménné 6,, pro prehlednost budeme dale
znacit 6, = 0:
91 (x 0— 1)

f(6) = — € Q(x, 61, 0).

Pomoci bezc¢tvercového rozkladu jmenovatele rozlozime zlomek na parcidlni zlomky, a tim
obdrzime vyjadfeni ptivodniho integralu

fro- /513

Dle Hermitovy metody se nyni budeme zabyvat pouze integralem zlomku, jehoZ jmenovatel
mad stupeti v&t§i nez jedna. Uréime tedy polynomy o (0), 7(6) tak, aby byla platila Véta 3.1:

c(6)=0, 1(6)=¢",

a proto, pokracujeme-li v Hermiteové metodé, je

9/
919' I
/92 /0 =% t[e="9/%

o _ 91 Lo 66 &
/f(@) / 9 6 6 Inx

a tedy
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Priklad 5.24. Integrujte

Reseni. Necht

Pak muizeme integrand vyjadfit jako polynom v proménné 6,, pro piehlednost budeme

déle psat 6, = 0, tj.

x91 —1
x9]2

Dle postupu, ktery jsme uvedli v sekci 5.2.2, budeme feSit diferencidlni rovnice (5.19),

konkrétné

() =6 € Q(x, 01, 6).

x91 —1
xGlz

=4\ +qi,
0= gp.

Integraci obou stran druhé rovnice ziskdme go = ¢, kde c¢ je libovolna konstanta, zvolime
napf. ¢ = 0. ReSenim prvni diferencidlni rovnice je

Integral je tedy tvaru (5.20), konkrétné

Priklad 5.25. Integrujte

/sinx.

Reseni. Funkci sinx miZeme zapsat jako

Necht 6 = ¢'*. Integrand miZzeme povaZovat za polynom (piip. polynom v roziifeném
tvaru) v proménné 6, tedy
1

1
5(0) = 51'9*1 - 510 € C(x,0).
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Integrovat budeme pomoci postupu uvedeného v sekci 5.2.2. Abychom ur¢ili integral dané
funkce (pokud existuje), budeme fesit diferencidlni rovnice (5.19), konkrétné budeme fesit:

1, .
—i=q |+ (=1)-(ix)q_1,

2

1._ / - \/
—3i =i+ (@) qn,

0 = g

Integraci obou stran posledni rovnice ziskdme go = ¢, kde ¢ je libovolna konstanta, zvolime
napt. ¢ = 0. ReSenimi prvni a druhé diferenciélni rovnice jsou funkce

Integrél je tedy tvaru (5.20), konkrétné

1 1 | 1 .
/sinx: —59_1 — 59 = —Ee_’x—ie’x = —COSX.
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Rejstrik

A
algebraicky prvek, 4

B
bezctvercovy polynom, 12
bezcétvercovy rozklad polynomu, 12

D

derivace, 3

diferencidlni operétor, 3
diferencialni rozsifeni télesa, 3
diferencidlni téleso, 2

E
elementarni rozSifeni télesa, 5
exponencidlni prvek, 4

L
logaritmicky prvek, 4

M
miniméalni polynom, 8

N
neurcitd integrace, 3

R

rezultant polynomi, 12
rozkladové t€leso, 12
rozsiteni télesa, 2

S

Sylvesterova matice, 11

T

t€leso elementarnich funkci, 5

téleso konstant, 3

téleso transcendentnich elementarnich funkci,
5

transcendentni elementarni rozsifeni, 5

transcendentni prvek, 5
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