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ÚSTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Diplomová práce
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Abstrakt

V této práci se věnujeme stochastickým modelům jediného neuronu, konkrétně Steino-
vu modelu a Ornstein-Uhlenbeckovu modelu v základnı́ verzi a ve verzi s mezemi. Neuron
zde chápeme jako jednotku s vnitřnı́m stavem, daným elektrickým napětı́m, vstupy od
sousednı́ch neuronů, které toto napětı́ měnı́, a jediným výstupem, který je napojen na
vstupy dalšı́ch sousedů a je aktivován, dosáhne-li napětı́ určitého prahu. Stav neuronu
tak reprezentujeme náhodným procesem, u nějž se zajı́máme o hustotu rozloženı́ doby,
kdy poprvé dosáhl daného prahu. Práce je proto doplněna matematickým úvodem týka-
jı́cı́m se náhodných procesů, jejich transformacı́ a stochastických diferenciálnı́ch rovnic
popisujı́cı́ch takové procesy. Dále je numericky určována ona hustota pomocı́ simulace
na počı́tači programem napsaným v jazyce MATLAB. Výsledkem je srovnánı́ uvedených
modelů neuronové aktivity.

Abstract

In this work we focus on stochastic models of single neuron, specifically Stein model
and Ornstein-Uhlenbeck model in the basic version and a version with boundaries. Neuron
is understood here as a unit with an internal state given by electric voltage, inputs from
neighboring neurons that this voltage change, and a single output which is connected
to inputs of other neighbors and is activated if the voltage reaches a certain threshold.
The state of the neuron is represented by a random process for which we are interested
in the density distribution of the first time to reach the given threshold. The work is
therefore supplemented by mathematical introduction concering random processes, their
transformations and stochastic differential equations describing such processes. Next, the
density is determined numericcally using computer simulation by program written in
MATLAB language. The result is a comparison of those neuronal activity models.
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Úvod

Nervová soustava člověka a pochopenı́ jejı́ho fungovánı́ patřı́ k zajı́mavým oborům biolo-
gie, ve kterých lze s úspěchem uplatnit znalosti matematiky. Neurony takových soustav
jsou pospojovány do komplexnı́ch sı́tı́ schopných zpracovánı́ vjemů, jejich uloženı́ a asoci-
acı́ mezi nimi. Kdybychom dostatečně pochopili činnost celé neuronové sı́tě, byli bychom
schopni vytvořit jejı́ umělou kopii, což by vedlo až ke vzniku značně sofistikovaných
počı́tačů či dokonce androidů.

Pro hlubši studium takovou činnost neuronů ”přenášı́me”do světa matematiky pomocı́
modelů. Každý neuron je tak nahrazen ”černou skřı́ňkou”se vstupy a výstupy vykonávajı́cı́
jistou (matematickou) funkci. Ukazuje se, že taková funkce však nenı́ deterministická,
proto k nı́ přidáváme náhodnou složku a modely nazýváme stochastické. Popišme velmi
stručně, jak se neuron chová. Stav neuronu je dán elektrickým napětı́m na jeho membráně.
Neuron dostává signály od sousednı́ch (vstupnı́ch) neuronů, které napětı́ měnı́ a při dosaženı́
jistého prahu napětı́ neuron pošle signál svým sousednı́m (výstupnı́m) neuronům. Dı́ky
kolovánı́ takových signálů v neuronové sı́ti docházı́ k uchovávánı́ informacı́.

V této práci se soutředı́me na základnı́ dı́l takové sı́tě, tedy stochastický model jediného
neuronu. Prvnı́ kapitola obsahuje nutnou teorii pro studium modelů neuronové aktivity.
Opakuje a shrnuje základnı́ pojmy týkajı́cı́ se obecných náhodných procesů, Wienerova
a Poissonova procesu a jejich vzájemných transformacı́. Dále se zabývá hustotou doby
prvnı́ho dosaženı́ meze náhodným procesem, což je stěžejnı́ část pro pochopenı́ modelů
neuronové aktivity. Kromě toho přinášı́ prvnı́ kapitola stručný souhrn pojmů týkajı́cı́ se
difúznı́ch rovnic a stochastických diferenciálnı́ch rovnic.

Druhá kapitola již popisuje ony stochastické modely neuronové aktivity, konkrétně
Steinův model a Ornstein-Uhlenbeckův model a jejich obměny. Tyto modely určujı́
náhodné procesy, u nichž potom zjišt’ujeme hustotu pravděpodobnosti v daném čase a
hustotu doby prvnı́ho dosaženı́ meze. Ve speciálnı́ch přı́padech můžeme takové hustoty
analyticky určit, což je v práci uděláno. Ve většině netriviálnı́ch přı́padů je však tyto hustoty
třeba určit numericky. V této práci je k numerickému řešenı́ využı́vána metoda simulace.

Třetı́ kapitola se tak zabývá právě simulacı́ náhodných procesů popisujı́cı́ch neu-
ronovou aktivitu. Znázorňuje grafy hustot zmı́něných ve druhé kapitole a provádı́ statistické
srovnánı́ modelů. K simulaci je využı́ván program napsaný v jazyce MATLAB, který je
přiložen i s dokumentacı́.

– ix –



Přehled použitého značenı́

Pro snažšı́ orientaci v textu zde čtenáři předkládáme přehled základnı́ho značenı́, které se
v celé práci vyskytuje.

R množina všech reálnı́ch čı́sel
Z množina všech celých čı́sel
N množina všech přirozených čı́sel
N0 množina všech přirozených čı́sel s nulou
N(µ,σ2) normálnı́ rozdělenı́ pravděpodobnosti se střednı́ hodnotou µ a rozptylem σ2

bac největšı́ celé čı́slo menšı́ nebo rovné a (floor)
dae nejmenšı́ celé čı́slo většı́ nebo rovné a (ceiling)
Ω( f ) funkce stejného nebo většı́ho řádu než f
O( f ) funkce stejného nebo menšı́ho řádu než f
o( f ) funkce ostře menšı́ho řádu než f

– x –



Kapitola 1

Náhodné procesy

V této práci předpokládáme znalost základů teorie pravděpodobnosti. Vhodná je rovněž
základnı́ znalost teorie náhodných procesů, ačkoliv je tato stručně zopakována na začátku
této kapitoly. Uveden je rovněž alternativnı́ popis náhodných procesů pomocı́ stocha-
stických diferenciálnı́ch rovnic. Dále se kapitola zabývá speciálnı́mi přı́pady náhodných
procesů, splňujı́cı́ tzv. kinetické a difúznı́ rovnice. Na to navazuje problematika tzv. doby
prvnı́ho dosaženı́. Konečně v poslednı́ části kapitoly definujeme speciálnı́ přı́pad náhod-
ného procesu - Wienerův proces a pojednáme o možnostech transformace náhodného
procesu právě na Wienerův proces. Podstatná část této kapitoly čerpá z [1] (str. 31-72),
nicméně dobrý přehled teorie náhodných procesů lze najı́t rovněž v [4].

1.1 Základy teorie náhodných procesů
Definice 1.1. Necht’je dán pravděpodobnostı́ prostor (Ω,A,P), tedy Ω množina elemen-
tárnı́ch jevů, A σ -algebra na Ω a P je pravděpodobnostı́ mı́ra na A. Necht’je dále dána
T ⊆R. Pak soubor (indexovaných) náhodných veličin {Xt |t ∈ T} nazýváme náhodným pro-
cesem. Specielně, označuje-li index t čas, označujeme jako X(t) := Xt hodnotu náhodného
procesu v čase t.

V této práci budeme pod indexem t náhodného procesu Xt vždy rozumět čas.
Dřı́ve než se budeme podrobněji věnovat teorii náhodných procesů, rozeberme přı́pad

hustoty náhodné veličiny. Je-li náhodná veličina X absolutně spojitá, definujeme jejı́ hustotu
pravděpodobnosti f (x) := dF(x)

dx , kde F(x) je distribučnı́ funkce veličiny X . Je-li náhodná
veličina X diskrétnı́, použijeme pro definici jejı́ (zobecněné) hustoty pravděpodobnosti
f (x) následujı́cı́ definici.

Definice 1.2. Pro diskrétnı́ náhodnou veličinu X popsanou pravděpodobnostı́ funkcı́
P(xi) = pi , i ∈ N definujeme hustotu pravděpodobnosti f (x) pomocı́ δ -funkcı́:

f (x) = ∑
i

piδ (x− xi) .

Jiné přı́pady náhodných veličin než ony dvě uvedené nebudeme dále uvažovat.
Hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny X(t) (tj. hodnoty procesu X v čase t)

označı́me f (x, t), kde x je hodnota realizace veličiny X(t). Podobně hustotu náhodného

– 1 –



Kapitola 1. Náhodné procesy 2

vektoru (Xt0 , . . . ,Xtn) označı́me f (x0, t0; . . . ;xn, tn), kde xi jsou hodnoty realizacı́ veličin
Xti . Konečně podmı́něnou hustotu veličiny X(t) při dané hodnotě náhodného vektoru
(Xt0, . . . ,Xtn) označı́me f (x, t|x0, t0; . . . ;xn, tn). Bez důkazu uved’me následujı́cı́ vztah pro
podmı́něnou hustotu.

Lemma 1.3.
f (x, t|x1, t1; . . . ;xn, tn) =

f (x, t;x1, t1; . . . ;xn, tn)
f (x1, t1; . . . ;xn, tn)

Nynı́ definujeme pojem Markovova procesu a uvedeme některé jeho vlastnosti.

Definice 1.4. Necht’X je náhodný proces, Xt jeho hodnota v čase t. Zvolme dále libovolné
n ∈ N0, libovolné časy ti, i ∈ {0, . . . ,n}, pro které t > t0 > t1 > .. . > tn. Pokud pro každou
takovou volbu platı́

f (x, t|x0, t0; . . . ;xn, tn) = f (x, t|x0, t0) ,

nazveme X Markovovým náhodným procesem.
Specielně, pokud ∀t a ∀t0 platı́ f (x, t|x0, t0) = f (x, t − t0|x0,0), nazveme Markovův

proces homogennı́. Poslednı́ (nulovou) proměnnou je zvykem vynechávat a pı́šeme tak
f (x, t− t0|x0) := f (x, t− t0|x0,0).

Pro popis Markovova procesu tak většinou vystačı́me s podmı́něnou hustotou
f (x, t|x0, t0). Mezi podmı́něnými hustotami v různých časech platı́ Smoluchowského
rovnice, kterou uvedeme bez důkazu.

Věta 1.5 (Smoluchowski). Necht’X(t) je Markovův náhodný proces. Pak

f (x, t|x0, t0) =
∫

dy f (x, t|y,τ) f (y,τ|x0, t0) . (1.1)

V dalšı́ sekci představı́me kinetické a difúznı́ rovnice platné pro Markovovy procesy.

1.2 Kinetické a difúznı́ rovnice
V [1] (str. 31-38) se ukazuje, že je-li náhodný proces X(t) s podmı́něnými hustotami
f (x, t|x0, t0) Markovův, musı́ f splňovat jisté diferenciálnı́ rovnice. Nejprve si zavedeme
symboly užı́vané v těchto rovnicı́ch.

Definice 1.6. Definujeme n-tý moment An pro n≥ 1, Markovova náhodného procesu X(t)
s podmı́něnými hustotami f (x, t|x0, t0) jako

An(x, t) = lim
dt→0

1
dt

∫
(y− x)n f (y, t +dt|x, t)dy = lim

dt→0

E((dX(t))n|X(t) = x)
dt

, (1.2)

kde jsme označili dX(t) = limdt→0(X(t +dt)−X(t)).

Podmı́něné hustoty Markovova procesu splňujı́ dopředné a zpětné kinetické rovnice.
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Věta 1.7 (Dopředná kinetická rovnice). Necht’X(t) je Markovův proces s podmı́něnými
hustotami f (x, t|x0, t0) a An jeho n-té momenty. Pak f splňuje diferenciálnı́ rovnici

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t

=
∞

∑
n=1

(−1)n

n!
∂ n

∂xn (An(x, t) f (x, t|x0, t0)) . (1.3)

Důkaz. Viz [1] (str. 33).

Věta 1.8 (Zpětná kinetická rovnice). Necht’ X(t) je Markovův proces s podmı́něnými
hustotami f (x, t|x0, t0) a An jeho n-té momenty. Pak f splňuje diferenciálnı́ rovnici

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t0

=−
∞

∑
n=1

An(x0, t0)
n!

∂ n f (x, t|x0, t0)
∂xn

0
. (1.4)

Důkaz. Viz [1] (str. 35).

Při vyšetřovánı́ náhodného procesu často nastává přı́pad, že máme dány momenty
An a chceme z nich určit pomocı́ kinetických rovnic podmı́něnou hustotu. To je však
poměrně obtı́žně, nebot’kinetické rovnice obsahujı́ obecně nekonečný počet členů, pokud
pro nekonečně mnoho n platı́ An 6≡ 0. Následujı́cı́ věta však ukáže, že v celé řadě přı́padů
jsou nenulové pouze momenty A1 a A2.

Věta 1.9. Necht’ |An(x, t)| < ∞ ∀n ≥ 1. Platı́-li A2k(x, t) = 0 pro nějaké k ∈ N, pak
An(x, t) = 0 ∀n≥ 3.

Důkaz. Vyjdeme z Hölderovy nerovnosti:

E(|XY |)≤ (E(|X |p))
1
p (E(|Y |q))

1
q ,

kde p,q≥ 1 a 1
p +

1
q = 1. Označme dXm = ((dX(x, t))m|X(t) = x). Dosazenı́m p = q = 1

2 ,
X = dXk, Y = dX l a vydělenı́m dt→ 0 dostaneme

lim
dt→0

1
dt

E(|dXkdX l|)≤
(

lim
dt→0

1
dt

E(dX2k) lim
dt→0

1
dt

E(dX2l)

) 1
2

.

Zřejmě Ak+l(x, t)≤ limdt→0
1
dt E(|dXkdX l|), tedy

Ak+l ≤ (A2kA2l)
1
2 .

Dosazenı́m l = k +m ∀m ≥ 1 dostáváme An = 0 ∀n > 2k. Dosazenı́m l = m ∀m ≥ 1
dostáváme An = 0 ∀n > k. Analogicky zmenšovánı́m k a l dostaneme postupně An = 0
∀n≥ 3. Zřejmě nemá smysl volit k = l, dostali bychom pouze triviálnı́ nerovnost. Protože
k, l ≥ 1, k 6= l, nemáme možnost zı́skat omezenı́ pro A1 a A2. Wienerův proces s driftem
(viz dalšı́ sekce) je přı́kladem procesu pro který A1 6≡ 0, A2 6≡ 0, avšak An ≡ 0 ∀n≥ 3.

Uvedená věta nás inspiruje k následujı́cı́ definici.

Definice 1.10. Markovův proces, pro jehož momenty An platı́ An ≡ 0, ∀n ≥ 3, nazveme
difúznı́ proces.
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Kinetické rovnice se pro difúznı́ procesy zjednodušı́. Z dopředné kinetické rovnice
dostáváme Fokker-Planckovu rovnici.

Věta 1.11 (Fokker-Planck). Necht’ X(t) je difúznı́ proces s podmı́něnými hustotami
f (x, t|x0, t0) a A1, A2 jsou jeho momenty. Pak f splňuje Fokker-Planckovu diferenciálnı́
rovnici

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t

=− ∂

∂x
(A1(x, t) f (x, t|x0, t0))+

1
2

∂ 2

∂x2 (A2(x, t) f (x, t|x0, t0)) . (1.5)

Ze zpětné kinetické rovnice potom dostáváme Kolmogorovu rovnici.

Věta 1.12 (Kolmogorov). Necht’ X(t) je difúznı́ proces s podmı́něnými hustotami
f (x, t|x0, t0) a A1, A2 jsou jeho momenty. Pak f splňuje Kolmogorovu diferenciálnı́ rovnici

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t0

=−A1(x0, t0)
∂ f (x, t|x0, t0)

∂x0
− 1

2
A2(x0, t0)

∂ 2 f (x, t|x0, t0)
∂x2

0
. (1.6)

Fokker-Planckova rovnice (1.5) je někdy zapisována ve tvaru rovnice kontinuity.
K tomu potřebujeme následujı́cı́ definici.

Definice 1.13. Necht’ X(t) je difúznı́ proces s podmı́něnými hustotami f (x, t|x0, t0)
a A1, A2 jsou jeho momenty. Pak definujeme tok pravděpodobnosti j jako

j(x, t|x0, t0) = A1(x, t) f (x, t|x0, t0)−
1
2

∂

∂x
(A2(x, t) f (x, t|x0, t0)) .

Doplňme, že j(x, t|x0, t0)dt udává množstvı́ pravděpodobnosti, které vstoupı́ zleva do
intervalu (x,∞) za čas dt. Nynı́ již můžeme přistoupit k uvedenı́ rovnice kontinuity.

Věta 1.14 (Rovnice kontinuity).

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t

+
∂ j(x, t|x0, t0)

∂x
= 0 (1.7)

Důkaz. Plyne z definice 1.13 a věty 1.11.

Rovnici kontinuity nynı́ využijeme pro určenı́ hustoty homogennı́ch difúznı́ch procesů
v čase t→ ∞. Začneme následujı́cı́ definicı́.

Definice 1.15. Necht’je dána hustota f (x, t|x0) homogennı́ho difúznı́ho procesu (uvažujeme
t0 = 0). Existuje-li limita

W (x) = lim
t→∞

f (x, t|x0) , (1.8)

která nezávisı́ na x0, řı́káme, že W (x) je rovnovážná hustota tohoto procesu. Tok pravděpo-
dobnosti j0(x) pro proces daný hustotou W (x) nazveme rovnovážný tok pravděpodobnosti.

W (x) můžeme explicitně vyjádřit, jak ukazuje následujı́cı́ věta.
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Věta 1.16. Necht’je dán homogennı́ difúznı́ proces, A1(x), A2(x) jsou jeho momenty, W (x)
jeho rovnovážná hustota a j0(x) jeho rovnovážný tok pravděpodobnosti. Pak platı́, že j0(x)
je konstantnı́ a

W (x) =
c

A2(x)
exp
(∫ x

z

A1(y)
A2(y)

)
− 2 j0

A2(x)

∫ x

z
exp
(∫ x

w

A1(y)
A2(y)

dy
)

dw , (1.9)

kde c, z jsou libovolné konstanty dané dodatečnými okrajovými podmı́nkami.

Důkaz. Dosadı́me-li W (x) a j0(x) do rovnice kontinuity (1.7), dostaneme

0≡ ∂W (x)
∂ t

=−∂ j0(x)
∂x

.

j0 je tedy konstantnı́.W (x) je potom obecné řešenı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice vycházejı́cı́
z definice 1.13, tedy

j0 = A1(x)W (x)− 1
2

d
dx

(A2(x)W (x)) .

1.3 Stochastická diferenciálnı́ rovnice
Dalšı́ možný popis Markovova náhodného procesu X je pomocı́ stochastické diferenciálnı́
rovnice. Nejprve definujme diferenci dX(t).

Definice 1.17. Necht’ X(t) je Markovův homogennı́ proces. Definujeme jeho diferenci
dX(t) jako

dX(t) = lim
dt→0

(X(t +dt)−X(t)) .

Specielně, je-li X(t) homogennı́, pı́šeme diferenci pouze jako dX, nebot’pro libovolné t
platı́

dX := dX(t) = lim
dt→0

(X(t +dt)−X(t)) = lim
dt→0

(X(dt)−X(0)) .

Nynı́ již můžeme přikročit k definici stochastické diferenciálnı́ rovnice.

Definice 1.18. Stochastická diferenciálnı́ rovnice pro Markovův homogennı́ proces X(t)
je tvaru

dX(t) = a(x, t)dt +b(x, t)dP(t) ,

kde a(x, t), b(x, t) jsou známé funkce a dP(t) je diference nějakého (jiného) Markovova
náhodného procesu P(t). Specielně v přı́padě homogennı́ho X a P dostáváme

dX = a(x)dt +b(x)dP . (1.10)

Přı́kladem homogennı́ho Markovova procesu P(t) může být Wienerův nebo Poissonův
proces, které jsou definovány následovně.
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Definice 1.19. Poissonův proces N(t) s parametrem λ je homogennı́ Markovův proces,
jehož hodnoty čase t se řı́dı́ Poissonovým rozdělenı́m s parametrem λ t, tedy pro jeho
pravděpodobnostnı́ funkci p(x, t) platı́

p(x = n, t = t) =
e−λ t(λ t)n

n!
.

Specielně tedy N(0) = 0.

Věta 1.20. V libovolném časovém intervalu < t, t + dt > zvýšı́ Poissonův proces svou
hodnotu právě o 1 s pravděpodobnostı́ λdt +o(dt), o vı́c jak o 1 s pravděpodobnostı́ o(dt)
a zůstane na stejné hodnotě s pravděpodobnostı́ 1−λdt +o(dt).

Důkaz. S ohledem na homogenitu Poissonova procesu můžeme mı́sto intervalu
< t, t + dt > uvažovat interval < 0,dt >. Tvrzenı́ věty pak plyne z Taylorova rozvoje
2. řádu funkce p(x,dt) z definice 1.19 dle dt pro x = 1, resp. x > 1, resp. x = 0.

Věta 1.21. Pro všechny momenty Poissonova procesu s parametrem λ platı́ An ≡ λ .

Důkaz. Z definice 1.6 a věty 1.20 dostáváme

An(x, t) = lim
dt→0

E(dNn|N(t) = x)
dt

= lim
dt→0

(1−λdt +o(dt))0n +(λdt +o(dt))1n +o(dt)
dt

= λ .

Definice 1.22. Wienerův proces W (t) je difúznı́ homogennı́ Markovův proces definovaný
pro t ≥ 0, jehož momenty A1, A2 jsou konstatnı́, a splňuje počátečnı́ podmı́nku W (t0) = x0.
Konstanty A1 nazveme driftem, A2 rozptylem. Specielně, je-li A1 = 0, t0 = 0 a x0 = 0,
nazveme takový proces standardnı́m Wienerovým procesem.

V sekci 1.5 dospějeme k následujı́cı́ větě, která bývá někdy považována za alternativnı́
definici standardnı́ho Wienerova procesu.

Věta 1.23. Necht’W (t) je standardnı́ Wienerův proces s momentem A2. Pak

• W (0) = 0 ,

• ∀t > 0 je W (t) normálně rozdělené: W (t)∼ N(0,A2t) ,

• W (t) má nezávislé přı́růstky, tedy ∀t1,∀t2,∀t3,∀t4 t1 < t2 ≤ t3 < t4 platı́, že náhodné
veličiny W (t4)−W (t3) a W (t2)−W (t1) jsou stochasticky nezávislé.
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1.4 Doba prvnı́ho dosaženı́
Necht’X(t) je náhodný proces s počátečnı́ podmı́nkou X(t0) = x0. Nynı́ se budeme zajı́mat
o to, ve kterém čase T (S|x0)≥ t0 proces X(t) dosáhne poprvé hodnoty S > x0. Přı́pad S < x0
by byl analogický, my ho však k řešenı́ problematiky neuronu nebudeme dále potřebovat.
Právě uvedené je obsahem následujı́cı́ formálnı́ definice.

Definice 1.24. Necht’ X(t) je náhodný proces s počátečnı́ podmı́nkou X(t0) = x0. Pak
definujeme dobu T prvnı́ho dosaženı́ prahu S > x0 jako

T (S|x0) = inf{t | t ≥ t0,X(t0) = x0,X(t)≥ S} .

Vzhledem k náhodnosti X(t) je T (S|x0) náhodná veličina popsaná (podmı́něnou)
hustotou pravděpodobnosti g(S, t|x0, t0). Nynı́ odvodı́me rovnice, které musı́ g(S, t|x0, t0)
Markovova procesu splňovat.

1.4.1 Fortetova a Siegertova rovnice
Věta 1.25 (Fortet). Necht’X(t) je Markovův proces s počátečnı́ podmı́nkou X(t0) = x0.
Necht’ (podmı́něná) hustota pravděpodobnosti procesu je f (x, t|x0, t0) a hustota doby
prvnı́ho dosaženı́ prahu S je g(S, t|x0, t0). Pak pro S > x0 platı́

f (x, t|x0, t0) =
∫ t

t0
g(S,τ|x0, t0) f (x, t|S,τ)dτ .

Předpokládáme-li navı́c, že je X(t) homogennı́ a t0 = 0, dostáváme Fortetovu rovnici

f (x, t|x0) =
∫ t

0
g(S,τ|x0) f (x, t− τ|S)dτ . (1.11)

Důkaz. Vezměme libovolné x > S. Nabude-li proces v čase t hodnoty x > S > x0, musel
v čase τ , t0 ≤ τ ≤ t, poprvé projı́t hodnotou S. Vzhledem k tomu, že je proces Markovův,
dostáváme prvnı́ rovnost. Je-li proces navı́c homogennı́, platı́ f (x, t|S,τ) = f (x, t−τ|S,0).
Dosazenı́m t0 = 0 a vynechánı́m ”koncových” nul dostáváme druhou rovnost.

Věta 1.26 (Siegert). Necht’X(t) je homogennı́ Markovův proces s počátečnı́ podmı́nkou
X(t0) = x0. Necht’hustota pravděpodobnosti procesu je f (x, t|x0, t0). Necht’ hustota doby
prvnı́ho dosaženı́ prahu S je g(S, t|x0) a g(S,λ |x0) Laplaceova transformace funkce g dle
času t. Pak pro S > x0 platı́

g(S,λ |x0) =
f (x,λ |x0)

f (x,λ |S)
. (1.12)

Důkaz. Provedeme Laplaceovu transformaci Fortletove rovnice (1.11) vzhledem k pro-
měnné t. Dı́ky známému vztahu pro Laplaceovu transformaci konvoluce (která je na pravé
straně rovnice (1.11)) dostáváme:

f (x,λ |x0) = g(S,λ |x0) f (x,λ |S) .

Po vyjádřenı́ g(S,λ |x0) dostáváme žádanou rovnost.
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Následujı́cı́ věty uvádı́ diferenciálnı́ rovnice, které splňuje g(S,λ |x0).

Věta 1.27. Necht’X(t) je homogennı́ Markovův proces s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0.
Necht’jeho momenty jsou An(x). Necht’ hustota doby prvnı́ho dosaženı́ prahu S je g(S, t|x0)
a g(S,λ |x0) Laplaceova transformace funkce g dle času t. Pak platı́

∞

∑
n=1

An(x0)

n!
∂ ng(x,λ |x0)

∂xn
0

−λg(x,λ |x0) = 0 (1.13)

s počátečnı́ podmı́nkou g(x0,λ |x0) = 1.

Důkaz. Necht’hustota pravděpodobnosti procesu X(t) je f (x, t|x0, t0) a t0 = 0. Protože je
proces X(t) homogennı́, platı́:

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t0

=−∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t

.

Ze zpětné kinetická rovnice (1.4) spolu s předešlou rovnostı́ dostáváme:

∂ f (x, t|x0)

∂ t
=

∞

∑
n=1

An(x0)

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn . (1.14)

Zřejmě Laplaceova transformace L levé strany rovnice (vzhledem k proměnné t) je (po
použitı́ integračnı́ metody per partes):

L
(

∂ f (x, t|x0)

∂ t

)
= λL( f (x, t|x0))− f (x,0|x0) .

Počátečnı́ podmı́nka pro f je zřejmě tvaru f (x,0|x0) = δ (x−x0). Proved’me nynı́ Laplace-
ovu transformaci rovnice (1.14) dle proměnné t za podmı́nky x > x0 :

λ f (x,λ |x0) =
∞

∑
n=1

An(x0)

n!
∂ n f (x,λ |x0)

∂xn .

Podělı́me-li tuto rovnici výrazem f (x,λ |S) a použijeme-li Siegertovu rovnici (1.12),
dostáváme dokazovanou rovnici. Nebot’ požadujeme f (x,0|x0) = δ (x− x0),
zřejmě g(x0, t|x0) = δ (t), z čehož g(x0,λ |x0) = 1.

Věta 1.28. Necht’ jsou zachovány předpoklady a značenı́ předchozı́ věty 1.27. Necht’ je
navı́c proces X(t) difúznı́. Pak

1
2

A2(x0)
∂ 2g(x,λ |x0)

∂x2
0

+A1(x0)
∂g(x,λ |x0)

∂x0
−λg(x,λ |x0) = 0 (1.15)

s počátečnı́ podmı́nkou g(x0,λ |x0) = 1. Přidánı́m podmı́nky g(x,λ |x0) < ∞ ∀x0 je řešenı́
jednoznačné.

Důkaz. Pro difúznı́ proces platı́ An(x) = 0, ∀n ≥ 3. Dosazenı́m těchto An do (1.13)
dostáváme dokazovanou diferenciálnı́ rovnici a prvnı́ počátečnı́ podmı́nku. Důkaz jed-
noznačnosti je proveden v [5].
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1.4.2 Výpočet momentů doby prvnı́ho dosaženı́
V častých přı́padech bývá obtı́žně spočı́tat hustotu g. Proto je vhodné znát také vztahy pro
výpočet momentů náhodné veličiny T , jejı́ž hustotou je právě g (viz definice 1.24). Tyto
vztahy shrnujı́ následujı́cı́ věty.

Věta 1.29. Necht’X(t) je homogennı́ Markovův proces s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0.
Necht’An(x) je jeho n-tý moment. Necht’dále T (x|x0) je doba prvnı́ho dosaženı́ prahu x
(tedy náhodná veličina) a tk(x|x0) je jejı́ k-tý moment. Pak platı́ diferenciálnı́ rovnice:

∞

∑
n=1

An(x0)

n!
∂ ntk(x|x0)

∂xn
0

+ k tk−1(x|x0) = 0 (1.16)

s počátečnı́ podmı́nkou tk(x0|x0) = 0, k ≥ 1 a t0(x|x0)≡ 1.

Důkaz. Necht’ hustota doby prvnı́ho dosaženı́ prahu S je g(S, t|x0) a g(S,λ |x0) Laplaceova
transformace funkce g dle času t. Předpokládejme, že je g(x,λ |x0) analytická. Rozvineme
ji do Taylorovy řady dle proměnné λ :

g(x,λ |x0) =
∞

∑
n=0

λ n

n!
dng(x,λ |x0)

dλ n

∣∣∣∣
λ=0

.

Podı́vejme se, čemu odpovı́dajı́ jednotlivé derivace v nule. Pro n = 0 je

g(x,λ |x0)

∣∣∣∣
λ=0

=
∫

∞

0
e−0tg(x, t|x0)dt = 1 .

Pro n > 0 je

dng(x,λ |x0)

dλ n

∣∣∣∣
λ=0

=
∫

∞

0
(−1)ntne−0tg(x, t|x0)dt = (−1)ntn(x|x0) .

Dosazenı́m za derivace do Taylorova rozvoje dostáváme

g(x,λ |x0) =
∞

∑
n=0

(−1)nλ n

n!
tn(x|x0) , (1.17)

kde t0(x|x0)≡ 1. Dosad’mě nynı́ tento rozvoj do rovnice (1.13):

∞

∑
n=1

An(x0)

n!

∞

∑
k=0

(−1)kλ k

k!
∂ ntk(x|x0)

∂xn
0
−λ

∞

∑
k=0

(−1)kλ k

k!
tk(x|x0) = 0

a přeuspořádejme dle mocnin λ :

∞

∑
k=1

λ
k

(
(−1)k

k!

∞

∑
n=1

An(x0)

n!
∂ ntk(x|x0)

∂xn
0
− (−1)k−1

(k−1)!
tk−1(x|x0)

)
= 0 .

Vzhledem k libovolnosti λ dostáváme pro momenty tk(x|x0), k ≥ 1 dokazovanou diferen-
ciálnı́ rovnici s počátečnı́mi podmı́nkami.
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Věta 1.30. Necht’jsou zachovány předpoklady a značenı́ předchozı́ věty 1.29. Navı́c před-
pokládejme, že je proces X(t) difúznı́. Pak platı́ diferenciálnı́ rovnice:

1
2

A2(x0)
∂ 2tk(x|x0)

∂x2
0

+A1(x0)
∂ tk(x|x0)

∂x0
=−ktk−1(x|x0) (1.18)

s počátečnı́ podmı́nkou tk(x0|x0) = 0, k ≥ 1 a t0(x|x0)≡ 1.

Důkaz. Dosazenı́m An ≡ 0 ∀n≥ 3 do rovnice (1.16).

Z právě uvedené rovnice (1.18) je možné explicitně vyjádřit tk(x|x0), což ukazuje
následujı́cı́ věta.

Věta 1.31. Necht’jsou zachovány předpoklady a značenı́ předchozı́ věty 1.30. Necht’pro
dané k existuje řešenı́ rovnice (1.18) na intervalu < a,b >, kde −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Pak
tk(x|x0) lze explicitně vyjádřit jako:

tk(x|x0) = 2k
∫ x

x0

dz
F(z)

∫ z

a

F(y)
A2(y)

tk−1(x|y) dy , (1.19)

kde F(x0) je integračnı́ faktor definovaný:

F(x0) = e
∫ x0

a
2A1(s)
A2(s)

ds
.

Důkaz. Podělme rovnici (1.18) výrazem A2
2 a řešme metodou integračnı́ho faktoru F :

∂ 2tk
∂x2

0
+

2A1

A2

∂ tk
∂x0

= −2k
A2

tk−1 / · e
∫ x0

a
2A1(s)
A2(s)

ds
= F(x0)

∂

∂x0

(
F

∂ tk
∂x0

)
= −2k

A2
Ftk−1

∂ tk
∂x0

= −2k
F

∫ x0

a

F(y)
A2(y)

tk−1(x|y) dy

tk(x|x0) = −2k
∫ x0 dz

F(z)

∫ z

a

F(y)
A2(y)

tk−1(x|y) dy .

Vzhledem k podmı́nce tk(x0|x0) = 0 můžeme psát

tk(x|x0) = 2k
∫ x

x0

dz
F(z)

∫ z

a

F(y)
A2(y)

tk−1(x|y) dy . (1.20)

Věta 1.32. Necht’jsou zachovány předpoklady a značenı́ předchozı́ věty 1.31. Existuje-li
rovnovážná hustota W (x) procesu X(t) a má-li tento proces nulový tok pravděpodobnosti
přes hranice oblasti < a,b >, platı́

tk(x|x0) = 2k
∫ x

x0

dz
A2(z)W (z)

∫ z

a
W (y)tk−1(x|y) dy . (1.21)
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Důkaz. V přı́padě existence rovnovážné hustoty W (x) = limt→∞ f (x, t|x0) a nulového toku
pravděpodobnosti j0 přes hranice < a,b > dle (1.9) platı́

W (x) =
c

A2(x)
e
∫ x

a
2A1(s)
A2(s)

ds
=

c
A2(x)

F(x) ,

kde c je normovacı́ konstanta. Vypočteme-li z tohoto vztahu F(x) a dosadı́me do (1.19),
dostaneme dokazovanou rovnost.

1.4.3 Aproximace hustoty g doby prvnı́ho dosaženı́
V řadě přı́padů nedokážeme analyticky určit hustotu g(x, t|x0). Potom je nutné uchýlit se
k numerickým metodám. Shrňme nynı́ základnı́ postupy těchto metod.

Aproximace g(x, t|x0) v přı́padě známé f (x, t|x0)

Předpokládejme neprve, že známe f (x, t|x0). Nejjednoduššı́ aproximace vycházı́ z nu-
merického řešenı́ Fortetovy rovnice (1.11). To je možné napřı́klad metodou konečných
diferencı́. Dalšı́ možnostı́ je využitı́ numerické Laplaceovy transformace dle t pro výpočet
f (x,λ |x0), následný výpočet g(x,λ |x0) dle Siegertovy rovnice (1.12) a poté využitı́ nu-
merické zpětné Laplaceovy transformace dle λ pro zı́skánı́ g(x, t|x0).

Aproximace g(x, t|x0) v přı́padě neznámé f (x, t|x0)

Neznáme-li f (x, t|x0), může být výhodnějšı́ využı́t rovnice (1.13), specielně v přı́padě
difúznı́ho procesu rovnice (1.15). Pokud An ≈ 0 ∀n ≥ 3, můžeme položit An = 0 ∀n ≥ 3
a uvažovat také rovnici pro difúznı́ proces (1.15). Následně je třeba použı́t numerické
inverznı́ Laplaceovy transformace dle λ .

Chceme-li se vyhnout výpočtu inverznı́ Laplaceovy transformace, můžeme uvažovat
pouze konečný počet členů Taylorova rozvoje (1.17). Nejprve uvažme pouze nultý a prvnı́
člen, tedy

g(x,λ |x0)≈ 1−λM1(x|x0)≈
1

1+λM1(x|x0)

za předpokladu, že λM1(x|x0)< 1. Z tohoto zlomku lze snadno určit inverznı́ Laplaceovu
transformaci (dle tabulek), která je:

g(x, t|x0)≈ L−1
(

1
1+λM1(x|x0)

)
=

1
M1(x|x0)

e
− t

M1(x|x0) .

Přeformulujeme-li náš předpoklad, je nutné, aby∫
∞

1
M1(x|x0)

1
M1(x|x0)

e
− t

M1(x|x0) e−λ t ≈ 0 . (1.22)

Můžeme též uvažovat vı́ce členů Taylorova rozvoje (1.17). Např. při použitı́ nultého až
druhého členu dostáváme

g(x,λ |x0)≈ 1−λM1(x|x0)+
1
2

λ
2M2(x|x0)≈

A
1+λa(x|x0)

+
B

1+λb(x|x0)
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za předpokladu, že λa(x|x0)< 1 a λb(x|x0)< 1. Funkce a(x|x0) a b(x|x0) určı́me řešenı́m
rovnic

A
2

∑
n=0

λ
nan +B

2

∑
n=0

λ
nan = 1−λM1 +λ

2M2 .

Inverznı́ Laplaceova transformace je poté snadná. Uvedená metoda si samozřejmě žádá
(numerický) výpočet Mi(x|x0) z rovnic (1.16) nebo (1.19), což je stejně složité jako výpočet
g(x,λ |x0). Navı́c splněnı́ podmı́nky (1.22) (či jejı́ analogie pro vı́ce členů Taylorova
rozvoje) nenı́ zaručeno.

Aproximace g(x, t|x0) pomocı́ simulace

Dalšı́ použitelnou metodou může být využitı́ simulace procesu X(t). Předpokládejme,
že máme homogennı́ Markovův proces X(t), s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0, zadaný
pomocı́ stochastické diferenciálnı́ rovnice (1.10)

dX = a(x)dt +b(x)dP ,

kde dP je diference nějakého homogennı́ho Markovova procesu, jehož hustotu pravděpo-
dobnosti h(x, t) známe. Pro jednoduchost předpokládejme P(0) = 0, což je splněno např.
v přı́padě Wienerova nebo Poissonova procesu. Zvolı́me-li nynı́ malý časový krok δ t, pak
bude dle (1.10) přibližně platit:

X(δ t)≈ x0 +a(x0)δ t +b(x0)P(δ t) .

Realizace P(δ t) můžeme generovat, nebot’ známe hustotu h(x,δ t). Z toho následně dle
právě uvedené rovnice spočı́táme realizace X v čase δ t. Označme jednu takovou realizaci
X(δ t) proměnnou x1. Opakovánı́m předešlé úvahy pak můžeme dostat realizaci o hodnotě
xn procesu X v čase nδ t jako:

xn ≈ xn−1 +a(xn−1)δ t +b(xn−1)P(δ t) . (1.23)

Realizace (x0,x1, . . . ,xn) tak tvořı́ jednu realizaci procesu X(t) na intervalu< 0,T = nδ t >.
Z průběhu realizace X(t) určı́me, kdy poprvé dosáhla žádaného prahu S.

Nynı́ vygenerujeme velký počet (tisı́ce) takových realizacı́ X(t) a u každé určı́me
dobu t prvnı́ho dosaženı́ S. Pomocı́ hodnot t a vhodně zvoleného jádrového odhadu potom
zı́skáme hustotu g(S, t|x0). Metodu simulace pro určenı́ g(S, t|x0) budeme v této práci hojně
využı́vat.

1.4.4 Hypergeometrické a chybové funkce
Tato podsekce shrnuje definice, které budeme potřebovat při výpočtu hustoty g doby
prvnı́ho dosaženı́ u některých modelů. Jedná se o hypergeometrické funkce definované
nekonečným rozvojem a chybové funkce definované integrály, které nelze analyticky
vypočı́tat.
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Definice 1.33. k-tá zobecněná mocnina čı́sla a je definována jako

a(k) = a(a+1)(a+2)...(a+ k−1) . (1.24)

Definice 1.34. Konfluentnı́ hypergeometrická funkce F(a,b,z) je definována jako

F(a,b,z) =
∞

∑
n=0

a(n)

b(n)n!
zn . (1.25)

Pro usnadněnı́ zápisu řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic se ukáže být výhodné zavést funkci
U , která je lineárnı́ kombinacı́ dvou funkcı́ F , a dále funkci D, která vznikne z funkce U
speciálnı́ volbou parametrů. To shrnuje následujı́cı́ definice.

Definice 1.35. Funkci U definujeme jako

U(a,b,z) =
Γ(1−b)

Γ(a−b+1)
F(a,b,z)+

Γ(b−1)
Γ(a)

z1−bF(a−b+1,2−b,z) , (1.26)

kde Γ je standardnı́ gamma funkce. Funkci D definujeme jako

D−λτ(z) =U
(

λτ

2
,
1
2
,
z2

2

)
. (1.27)

Konečně definujme chybové funkce.

Definice 1.36. Chybové funkce Er f a Er f i jsou definovány jako

Er f (x) =
2
π

∫ x

0
e−t2

dt , (1.28)

Er f i(x) =
2
π

∫ x

0
et2

dt . (1.29)

1.5 Wienerův proces
Jak již vı́me z definice 1.22, Wienerův proces je difúznı́ proces s konstantnı́mi mo-
menty A1, A2 a počátečnı́ podmı́nkou W (t0) = x0. Určı́me nejprve (podmı́něnou) hustotu
pravděpodobnosti Wienerova procesu f (x, t|x0, t0) a poté hustotu pravděpodobnosti doby
prvnı́ho dosaženı́ prahu g(x, t|x0, t0).

Věta 1.37. Necht’ W (t) značı́ Wienerův proces s počátečnı́ podmı́nkou W (t0) = x0. Oz-
načme A1(x) ≡ µ , A2(x) ≡ σ2 jeho momenty. Pak hustota pravděpodobnosti procesu f
je

f (x, t|x0, t0) =
1√

2πσ2(t− t0)
exp(−(x− x0−µ(t− t0))2

2σ2(t− t0)
) . (1.30)

Důkaz. Dosad’me dané momenty A1, A2 do Kolmogorove rovnice (1.6):

∂ f (x, t|x0, t0)
∂ t0

+µ
∂ f (x, t|x0, t0)

∂x0
+

σ2

2
∂ 2 f (x, t|x0, t0)

∂x2
0

= 0 . (1.31)
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Tuto rovnici budeme nynı́ řešit spolu s počátečnı́ podmı́nkou

f (x, t0|x0, t0) = δ (x− x0) .

Rovnici (1.31) substitucı́ x̂0 =Ψ(x0, t0) a x̂=Ψ(x, t), jejı́ž tvar vzápětı́ určı́me, převede-
me na standardnı́ rovnici vedenı́ tepla

∂ f̂
∂ t0

+
∂ 2 f̂
∂ x̂2

0
= 0 , (1.32)

kde jsme pro zabráněnı́ dvouznačnostı́ označili hustotu v proměnných x̂0, x̂ jako f̂ . Nynı́
určı́me tvar této substituce.

Členy v rovnici (1.31) se (zatı́m obecnou) substitucı́ transformujı́ takto:

ft0 = f̂x̂0Ψt0 + f̂t0 ,
fx0 = f̂x̂0Ψx0 ,

fx0x0 = f̂x̂0x̂0Ψ
2
x0
+ f̂x̂0Ψx0x0 .

Rovnice (1.31) po této (zatı́m obecné) substituci přejde do tvaru:

f̂t0 +(Ψt0 +µΨx0 +
σ2

2
Ψx0x0) f̂x̂0 +

σ2

2
Ψ

2
x0

f̂x̂0x̂0 = f̂t0 + b̂ f̂x̂0 + â f̂x̂0x̂0 = 0 .

Pro transformaci na (1.32) žádáme b̂ = 0, â = 1. Z podmı́nky â = 1 dostáváme

Ψ(x0, t0) =

√
2

σ
x0 +ω(t0) ,

kde ω(t0) je nějaká funkce. Dosazenı́m této Ψ(x0, t0) do podmı́nky b̂ = 0 dostáváme

dω(t0)
dt0

=−
√

2
σ

µ ,

celkově tedy

Ψ(x0, t0) =

√
2

σ
(x0−µt0) .

Vztah hustot f a f̂ je dán vztahem

f (x, t|x0, t0) = f̂ (x̂, t|x̂0, t0)
dx̂
dx

=

√
2

σ
f̂ (x̂, t|x̂0, t0) .

Počátečnı́ podmı́nka v proměnných x̂, t, x̂0, t0 přejde zřejmě do tvaru (plyne z transformace
δ -funkce dle věty 4.1)

f̂ (x̂, t0|x̂0, t0) = δ (x̂− x̂0) .

Řešenı́ rovnice vedenı́ tepla (1.32) spolu s právě danou počátečnı́ podmı́nkou lze zı́skat
např. Fourierovou transformacı́ dle proměnné x̂0 a znı́

f̂ (x̂, t|x̂0, t0) =
1√

4π(t− t0)
exp(−(x̂− x̂0)

2

4(t− t0)
) .
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Konečně řešenı́ (1.31) je potom

f (x, t|x0, t0) =
1√

2πσ2(t− t0)
exp(−(x− x0−µ(t− t0))2

2σ2(t− t0)
) .

Věta 1.38. Necht’jsou zachovány podmı́nky i značenı́ předchozı́ věty 1.37. Pak

• W (t0) = x0 ,

• ∀t > 0 je W (t) normálně rozdělené, W (t)∼ N(x0 +µ(t− t0),σ2(t− t0)),

• W (t) má nezávislé přı́růstky, tedy ∀t1,∀t2,∀t3,∀t4 t1 < t2 ≤ t3 < t4 platı́, že náhodné
veličiny W (t4)−W (t3) a W (t2)−W (t1) jsou stochasticky nezávislé.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ plyne přı́mo z předpokladů. Druhé tvrzenı́ plyne z tvaru hustoty f
v předchozı́ větě 1.37. Nynı́ dokážeme třetı́ tvrzenı́.

Necht’jsou dány libovolné časy t0 < t1 < .. . < tn. OznačmeYi =W (ti)−W (ti−1) náhod-
nou veličinu přı́růstku. Hustotu pravděpodobnosti vektoru (Y1, . . . ,Yn) v bodě (y1, . . . ,yn)
označme f (Y1 = y1, . . . ,Yn = yn). Konkrétnı́ realizace náhodného procesu W (t) v časech
t0, . . . , tn, označená x0, . . . ,xn zřejmě udává realizaci přı́růstků Y1, . . . ,Yn a tedy platı́

f (Y1 = (x1− x0),Y2 = (x2− x1), . . . ,Yn = (xn− xn−1)) =

f (x1, t1|x0, t0) f (x2, t2|x1, t1) . . . f (xn, tn|xn−1tn−1) =

f (x1− x0, t1− t0|0,0) f (x2− x1, t2− t1|0,0) . . . f (xn− xn−1, tn− tn−1|0,0) =
f (Y1 = (x1− x0)) f (Y2 = (x2− x1)) . . . f (Yn = (xn− xn−1)) ,

kde předposlednı́ rovnost plyne z tvaru hustoty f pro Wienerův proces. Z uvedené rovnosti
plyne nezávislost přı́růstků Yi, což jsme chtěli dokázat.

Věta 1.39. Necht’W (t) značı́ Wienerův proces s počátečnı́ podmı́nkouW (0)= x0. Označme
A1(x)≡ µ , A2(x)≡ σ2 jeho momenty. Pak hustota g(x, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́ meze
x > x0 je

g(x, t|x0) =
x− x0√
2πσt

3
2

exp
(
−(x− x0−µt)2

2σ2t

)
. (1.33)

Důkaz. Využijeme diferenciálnı́ rovnice (1.15), která řı́ká

σ2

2
∂ 2g(x,λ |x0)

∂x2
0

+µ
∂g(x,λ |x0)

∂x0
−λg(x,λ |x0) = 0 (1.34)

s počátečnı́ podmı́nkou g(x0,λ |x0)= 1, podmı́nkou g(x,λ |x0)<∞∀x0 a podmı́nkou x> x0.
Jde o snadnou homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnici 2. řádu, jejı́ž řešenı́ je

g(x,λ |x0) = A exp
(
(−µ +

√
µ2 +2σ2λ )

x0

σ2

)
+Bexp

(
(−µ−

√
µ2 +2σ2λ )

x0

σ2

)
pro libovolné konstanty A, B. Vzhledem k podmı́nce g(x,λ |x0)< ∞ pro x0→−∞ musı́me
položit B = 0 (pro x0 → +∞ takovou podmı́nku nemáme, nebot’ požadujeme konečné
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x > x0). Z počátečnı́ podmı́nky g(x0,λ |x0) = 1 potom dostáváme hodnotu A a funkce
g(x,λ |x0) má pak tvar

g(x,λ |x0) = exp
(
(−µ +

√
µ2 +2σ2λ )

x0− x
σ2

)
.

Našı́m dalšı́m úkolem bude určit inverznı́ Laplaceovu transformaci g(x,λ |x0) dle proměnné
λ . Platı́

g(x, t|x0) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
g(x,λ |x0)eλ tdλ

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
exp
(
(−µ +

√
µ2 +2σ2λ )

x0− x
σ2

)
eλ tdλ ,

kde c > 0 je libovolná reálná konstanta. Zaved’me proto substituci p:

2σ
2 p = µ

2 +2σ
2
λ ,

d p = dλ ,

potom

g(x, t|x0) = exp
(

µ

σ2 (x− x0)
) 1

2πi

∫ d+i∞

d−i∞
exp
(√

2σ2 p
x0− x

σ2

)
exp
(

t(p− µ2

2σ2 )

)
d p

= exp
(

µ

σ2 (x− x0)−
µ2t
2σ2

)
1

2πi

∫ d+i∞

d−i∞
exp
(
−√p

√
2

x− x0

σ

)
eptd p ,

kde d > 0 je opět libovolné reálné. Z posledně uvedeného integrálu je zřejmé, že potřebu-
jeme znát inverznı́ Laplaceovu transformaci funkce exp(−a

√
p) dle proměnné p. Z tabulek

(viz [10]) dostáváme

L−1
p exp(−a

√
p) =

a
√

4πt
3
2

exp(−a2

4t
) ,

pak

g(x, t|x0) = exp
(

µ

σ2 (x− x0)−
µ2t
2σ2

)
x− x0√
2πσt

3
2

exp
(
−(x− x0)

2

2σ2t

)
=

x− x0√
2πσt

3
2

exp
(
−(x− x0−µt)2

2σ2t

)
.

1.5.1 Transformace homogennı́ho difúznı́ho procesu
Ve speciálnı́ch přı́padech je možné homogennı́ difúznı́ proces převést na standardnı́
Wienerův proces s momentem A2 = 2 pomocı́ vhodné transformace. V této sekci určı́me
podmı́nky, jaké musı́ takový proces splňovat a nalezneme onu transformaci.
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Věta 1.40. Necht’X(t) je homogennı́ difúznı́ proces s momenty A1, A2 s počátečnı́ pod-
mı́nkou X(t0) = x0. Označme a(x) = A2(x)

2 , b(x) = A1(x). Je-li splněna rovnost

b(x) =
ax

2
+

a
1
2

2

(
c2

∫ x dz

a(z)
1
2
+ c1

)
(1.35)

pro nějaké konstatny c1, c2, pak lze proces X(t) pomocı́ transformace
(x, t) 7→ (Ψ(x, t),Φ(t)) transformovat na standardnı́ Wienerův proces s momentem A2 = 2.
Transformace jsou tvaru

Φ(t) =− 1
c2

e−c2t , (1.36)

Ψ(x, t) = e−
c2t
2

(
c1

c2
+
∫ x dz

a(z)
1
2

)
. (1.37)

Důkaz. Proces X(t) je popsaný Kolmogorovou rovnicı́

∂ f
∂ t0

+b
∂ f
∂x0

+a
∂ 2 f
∂x2

0
= 0 . (1.38)

Pokusı́me se jej transformovat na Wienerův proces, pro který A1(x) = 0, A2(x) = 2, který
má tedy Kolmogorovu rovnici

∂ f
∂ t0

+
∂ 2 f
∂x2

0
= 0 .

Zavedeme (zatı́m obecnou) transformaci y = Ψ(x0, t0), τ = Φ(t0). Hustotu v nových
proměnných y, τ označı́me pro zabráněnı́ nejednoznačosti se střı́škou, tedy jako f̂ . Členy
v rovnici (1.38) potom budou

ft0 = f̂yΨt0 + f̂τΦt0 ,

fx0 = f̂yΨx0 ,

fx0x0 = f̂yyΨ
2
x0
+ f̂yΨx0x0 .

Mohli bychom pro τ použı́t též obecnějšı́ transformaci τ =Φ(x0, t0). Při nı́ by však v rovnici
pro fx0x0 vznikl nový člen Φ2

x0
f̂ττ , kterému se chceme vyhnout, požadujeme tedy Φx0 = 0,

z čehož nutně Φ(x0, t0) = Φ(t0).
Rovnice (1.38) po uvedené transformaci a vydělenı́ Φt0 přejde do tvaru

f̂τ +
1

Φt0
(Ψt0 +bΨx0 +aΨx0x0) f̂y +

aΨ2
x0

Φt0
f̂yy = f̂τ + b̂ f̂y + â f̂yy = 0 .

Pro transformaci na žádaný Wienerův proces musı́ b̂ = 0, â = 1. Z podmı́nky â = 1
dostáváme

Ψx0 =
Φ

1/2
t0

a1/2 ,
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Ψ = Φ
1/2
t0

∫ x0 dz
a(z)1/2 +ω(t0) , (1.39)

kde ω(t0) je libovolná (dostatečně hladká) funkce. Dle podmı́nky b̂ = 0 vyjádřı́me b:

b =−aΨx0x0

Ψx0

− Ψt0
Ψx0

=−
aΦ

1
2
t0ax0

−2a
3
2

a
1
2

Φ
1
2
t0

−

Φt0t0
∫ x0 dz

a(z)
1
2

2Φ
1
2
t0

+ωt0

 a
1
2

Φ
1
2
t0

b =
ax0

2
− a

1
2

2

Φt0t0
∫ x0 dz

a(z)
1
2

Φt0
+

2ωt0

Φ
1
2
t0


Zavedeme přeznačenı́

c1(t0) = −2ωt0

Φ
1
2
t0

, (1.40)

c2(t0) = −Φt0t0
Φt0

=−(lnΦt0)t0 . (1.41)

Po dosazenı́ do rovnice pro b dostaneme podmı́nku, kterou musı́ splňovat koeficienty
difúznı́ rovnice, aby ji bylo možno transformovat na Wienerův proces:

b(x0) =
ax0

2
+

a
1
2

2

(
c2

∫ x0 dz

a(z)
1
2
+ c1

)
(1.42)

pro nějaké c1, c2. Protože je proces homogennı́, nezávisı́ b(x0) na t0, tedy obecně musı́ být
c1, c2 konstanty. Z rovnice (1.40) zı́skáme nejprve Φ(t0):

Φ(t0) =−
1
c2

e−c2t0 . (1.43)

Z rovnice (1.41) dosadı́me do (1.39):

Ψ(x0, t0) = e−
c2t0

2

(
c1

c2
+
∫ x0 dz

a(z)
1
2

)
. (1.44)



Kapitola 2

Modely neuronové aktivity

2.1 Obecné předpoklady
V této kapitole popı́šeme chovánı́ neuronu pomocı́ různých stochastických modelů. Bude-
me se rovněž zabývat vztahy mezi těmito modely. Začněme základnı́m popisem, který
bude pro všechny modely společný.

Neuronovou aktivitu budeme modelovat pomocı́ homogennı́ho Markovova náhodného
procestu X(t), který značı́ hodnotu elektrického potenciálu na membráně neuronu v závis-
losti na čase t ≥ 0. Na vstup(y) neuronu přicházejı́ v náhodných časech kladné, resp.
záporné náboje, které způsobujı́ nárůst, resp. pokles napětı́. Jakmile napětı́ dosáhne jisté
prahové hodnoty S, neuron vyšle signál (kladný náboj) na výstup, což způsobı́ pokles napětı́
na ”resetovanou” hodnotu ρ . Bez přı́tomnosti vstupů vystoupá napětı́ po jisté době z re-
setované hodnoty k rovnovážné hodnotě x0. Protože elektrické napětı́ je relativnı́ veličina,
volı́me jeho nulovou hladinu jako x0 = 0. Dále budeme vždy (poněkud zjednodušeně)
předpokládat ρ = x0.

Rozdělenı́ pravděpodobnosti homogennı́ho procesu X(t) s počátečnı́ podmı́nkou
X(0) = x0 popı́šeme pomocı́ podmı́něné hustoty pravděpodobnosti f (x, t|x0), kde x je
hodnota napětı́ v čase t za podmı́nky X(0) = x0. Počátečnı́ podmı́nka pro tuto hustotu je
zřejmě

f (x,0|x0) = δ (x− x0) .

Připomeňme, že vzhledem k našı́ volbě x0 = ρ = 0 má neuron na začátku procesu
rovnovážné napětı́.

Dále nás bude zajı́mat čas T , kdy napětı́ dosáhne poprvé prahu S> x0 = 0, tedy náhodná
veličina T (S|x0) z definice 1.24. Rozdělenı́ této náhodné veličiny popı́šeme pomocı́ (pod-
mı́něné) hustoty pravděpodobnosti g(S, t|x0), kde S je hodnota prahu a t čas jeho prvnı́ho
dosaženı́ za podmı́nky X(0) = x0.

Začněme popisem diskrétnı́ho Steinova modelu, jehož speciálnı́m přı́padem je Poisso-
nův proces. Potom přejděme k popisu spojitého Ornstein-Uhlenbeckova modelu, jehož
speciálnı́m přı́padem je Wienerův model. Sekce o Steinově modelu čerpajı́ z [2], o Ornstein-
Uhlenbeckově modelu z [1] (str. 118 až 147) a rozšı́řenı́ obou modelů z [3].

– 19 –
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2.2 Steinův model
V Steinově modelu je napětı́ na membráně neuronu navyšováno excitačnı́mi pulsy, které
přicházejı́ náhodně, v průměru λ -krát za jednotku času a časy jejich přı́chodů jsou navzá-
jem nezávislé. Vzhledem k řečenému tak přı́chody excitačnı́ch pulsů tvořı́ homogennı́
Poissonův proces Nλ (t) s parametrem λ . Každý puls navýšı́ napětı́ o hodnotu a > 0.
V základnı́m Steinově modelu předpokládáme a konstatnı́. Podobně je napětı́ snižováno
inhibičnı́mi pulsy, jejichž přı́chody tvořı́ homogennı́ Poissonův proces Nω(t) s parametrem
ω . Každý inhibičnı́ puls naopak snı́žı́ napětı́ o hodnotu i > 0, kterou také předpokládáme
konstatnı́. V době, mezi přı́chody pulsů, napětı́ klesá po exponenciále s kvocientem−1/τ ,
tedy X(t +dt) = X(t)exp(−dt

τ
). Celkem tak dostáváme

X(t +dt) = X(t)exp
(
−dt

τ

)
+a(Nλ (t +dt)−Nλ (t))− i(Nω(t +dt)−Nω(t)) .

Přechodem k limitě dt→ 0 zı́skáme stochastickou diferenciálnı́ rovnici pro X tvaru (1.10).
Nebot’exp(−dt

τ
) = 1− dt

τ
+o(dt), dostáváme tak následujı́cı́ definici.

Definice 2.1. Steinův proces je homogennı́ Markovův proces popsaný následujı́cı́ stocha-
stickou diferenciálnı́ rovnicı́.

dX =−X
τ

dt +a dNλ − i dNω , (2.1)

kde τ > 0 a a, i≥ 0.

Na obrázku 2.1 je znázorněna jedna z možných trajektoriı́ Steinova procesu.

2.2.1 Hustota f Steinova modelu
Věta 2.2. Necht’X(t) je Steinův proces, s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0. Necht’ f (x, t|x0)
je jeho hustota pravděpodobnosti. Pak f splňuje diferenciálnı́ rovnici

∂ f (x, t|x0)

∂ t
=

∂ ( x
τ

f (x, t|x0))

∂x
+λ

∞

∑
n=1

(−a)n

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn +ω

∞

∑
n=1

in

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn . (2.2)

Důkaz. Viz Appendix A - věta 4.2.

Následujı́cı́ věta uvádı́ vzorce pro výpočet momentů An(x) Steinova procesu.

Věta 2.3. Pro momenty An Steinova procesu platı́:

A1(x) = − x
τ
+λa−ωi ,

An(x) = λan +ω(−i)n ∀n≥ 2 .

Důkaz. Nejjednoduššı́ důkaz je porovnánı́m rovnice (2.2) s kinetickou rovnicı́ (1.7).
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Obrázek 2.1: Ukázka trajektorie Steinova modelu pro λ = 6 ms−1, ω = 0, a = 2 mV ,
τ = 0.5 ms.

Dalšı́ možný důkaz je výpočtem momentů přı́mo ze stochastické diferenciálnı́ rovnice
(2.1):

A1(x) = lim
dt→0

E(dX |X(t) = x)
dt

= lim
dt→0

−E(X(t))
τ

dt +a E(dNλ )− i E(dNω)

dt

= − x
τ
+aλ − iλ ,

An(x) = lim
dt→0

E(dXn|X(t) = x)
dt

= lim
dt→0

E((−X(t)
τ

dt +a dNλ − i dNω)
n)

dt
.

V čitateli má zřejmě smysl uvažovat jen členy řádu Ω(dt). Nebot’E(dNn
λ
) = λdt, dostává-

me
An(x) = λan +ω(−i)n ∀n≥ 2 .

Z důkazu věty je tak patrno, že popis pomocı́ stochastické diferenciálnı́ rovnice (2.1)
je shodný s popisem pomocı́ (kinetické dopředné) rovnice (2.2).
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2.2.2 Hustota g doby prvnı́ho dosaženı́ prahu Steinova modelu
Hustotu g(S, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́ prahu S > x0 u Steinova modelu bohužel ne-
dokážeme analyticky vypočı́tat. Musı́me se tak uchýlit k numerickým metodám shrnutým
v sekci 1.4.3. Z těchto metod využijeme metodu simulace, o které pojednáme hlouběji
v následujı́cı́ kapitole.

Ve speciálnı́m přı́padě, kdy položı́me τ = ∞ a ω = 0 se Steinův proces stává totožným
s Poissonovým procesem. Pro hustotu g potom platı́ následujı́cı́ věta.

Věta 2.4. Necht’ X(t) je Steinův proces s počátečnı́m podmı́nkou X(0) = x0. Necht’pro
jeho parametry platı́ τ = ∞ a ω = 0. Pak pro hustotu g(S, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́
prahu S > x0 platı́

g(S, t|x0) =
λ ntn−1e−λ t

(n−1)!
,

kde

n =

⌈
S− x0

a

⌉
.

Důkaz. Zadaný Steinův proces X se řı́dı́ stochastickou diferenciálnı́ rovnicı́

dX = a dNλ .

Zřejmě X dosáhne prahu S, právě tehdy když Nλ dosáhne (celočı́selné) hodnoty n, dané
zněnı́m věty. Zajı́má nás pravděpodobnost, že právě v intervalu < t, t+dt) nabyde Poisso-
nův proces Nλ hodnoty n. Ta je zřejmě rovna součinu pravděpodobnosti, že v čase t
má Nλ hodnotu n− 1, a pravděpodobnosti, že v intervalu < t, t + dt) nastane n. událost.

Prvnı́ činitel je dle definice 1.19 roven (λ t)n−1e−λ t

(n−1)! . Druhý činitel je dle věty 1.20 roven
λdt + o(dt). Vydělenı́m uvedeného součinu diferencı́ dt a přechodem k limitě dt → 0
dostáváme tvrzenı́ věty.

2.2.3 Steinův model s mezemi
Možnou obměnou základnı́ho Steinova modelu je přidánı́ spodnı́ a hornı́ meze procesu
X(t). Steinův model s mezemi je dán stochastickou diferenciálnı́ rovnicı́

dX =−X
τ

dt +a(VE −X) dNλ − i(X−VI) dNω , (2.3)

kde τ > 0 a 1> a, i> 0 jsou konstanty. VE a VI , pro něž VE > S > x0 = 0>VI , jsou konstatnı́
meze, které (jak vidno z uvedené rovnice a podmı́nek) nemůže proces X překročit.

Uvedený model má nevýhodu, že má pouze deterministickou limitu pro λ ,ω → ∞ a
a, i→ 0+ (viz [6]). Tuto nevýhodu však můžeme odstranit předpokladem nekonstantnı́ch
(kladných i záporných) vstupů. Dostáváme tak Steinův model s mezemi a nekonstantnı́mi
vstupy daný stochastickou diferenciálnı́ rovnicı́

dX =−X
τ

dt +(a+A)(VE −X) dNλ − (i+ I)(X−VI) dNω , (2.4)
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kde majı́ symboly stejný význam jako v předešlé rovnici (2.3). A, resp. I jsou náhodné
veličiny nabývajı́cı́ hodnot z intervalu (−a,1−a), resp. (−i,1− i) se střednı́mi hodnotami
E(A) = E(I) = 0, navzájem nezávislé a též nezávislé na dNλ a dNω .

Uvedený model má rovněž nevýhodu. Při difúznı́ aproximaci, o které bude řeč v násle-
dujı́cı́ sekci 2.3, se dá ukázat (viz [3]), že hranice VI a VE jsou regulárnı́. Regulárnosti
hranice se myslı́, že jı́ proces může (v konečném čase) dosáhnout a nadále pokračovat. My
však žádáme, aby proces uvedených hranic nikdy nedosáhl. Navı́c pro řešenı́ rovnice (2.4)
bychom museli stanovit hodnoty procesu X na oněch hranicı́ch, ty však nejsou známy.
Řešenı́m se ukázalo být ještě vı́ce pozměnit Steinův model s mezemi, tak, aby náhodná
složka závisela na obou mezı́ch, tedy aby platila stochastická diferenciálnı́ rovnice

dX = −X
τ

dt (2.5)

+ [a(VE −X)+A (VE −X)p(X−VI)
q] dNλ

− [i(X−VI)+ I(VE −X)q(X−VI)
p] dNω .

V tomto modelu je vhodné volit konstanty p = q = 1
2 , aby rovnice nabyla symetrické

podoby.
U všech těchto modelů s mezemi jsou obdobné problémy s výpočtem hustoty g(S, t|x0)

doby prvnı́ho dosaženı́ prahu S jako u základnı́ho Steinova modelu. Proto budeme funkci
g hledat numericky v následujı́cı́ kapitole věnové simulacı́m.

Dřı́ve než přistoupı́me k simulovánı́ Steinova procesu, popı́šeme v následujı́cı́ sekci
dalšı́ model, a sice Ornstein-Uhlenbeckův (dále jen O.U.), který ze Steinova vycházı́. O.U.
model je onou difúznı́ aproximacı́ Steinova modelu, kterou jsme zmı́nili v této sekci.

2.3 Ornstein-Uhlenbeckův model
Steinův model je poměrně složitý v tom smyslu, že všechny jeho momenty Am(x) jsou
nenulové, což znesnadňuje (byt’ jen numerické) řešenı́ kinetických rovnic (1.3) a (1.4).
Pokusı́me se proto Steinův model nahradit jistým limitnı́m modelem, který bude mı́t pouze
konečně mnoho nenulových momentů, tedy Am(x) ≡ 0 ∀m ≥ m0 pro nějaké m0 ≥ 3. Pak
ale dle věty 1.9 bude Am(x)≡ 0 ∀m≥ 3.

Vyjdeme ze Steinova modelu. Necht’ je dána posloupnost Steinových modelů SMn
(n ∈ N) s parametry an, in,λn,ωn a m-tými momenty (Am)n(x). Žádáme, aby pro každé m
posloupnost momentů (Am)n(x) konvergovala (stejnoměrně) k funkci Am(x), tedy

(Am)n(x)→ Am(x) .

Momenty Am(x) nám určujı́ limitnı́ model, po kterém budeme žádat splněnı́ uvedené
podmı́nky Am(x)≡ 0 ∀m≥ 3. Konkrétně pro m = 2 a m = 4 tedy požadujeme

(A4)n(x) = λna4
n +ωni4n→ A4(x)≡ 0 ,

(A2)n(x) = λna2
n +ωni2n→ A2(x) 6≡ 0 .

Toho je možné docı́lit jedině pokud an→ 0, λn→ ∞ a in→ 0, ωn→ ∞.
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Předpokládejme tedy, že pro n→ ∞ platı́

an, in → 0+ ,

λn,ωn → ∞ ,

avšak

λnan−ωnin → µ (2.6)
(A2(x))n = λna2

n +ωni2n → σ
2 (2.7)

pro dané parametry µ , σ . Toho lze docı́lit snadno volbou

an = in =
1
n
, (2.8)

λn =
1
2
(σ2n2 +µn) , (2.9)

ωn =
1
2
(σ2n2−µn) . (2.10)

Posloupnost SMn se nám tak blı́žı́ k difúznı́mu homogennı́mu modelu, který je obsahem
následujı́cı́ definice.

Definice 2.5. Difúznı́ homogennı́ model, pro jehož momenty platı́

A1(x) = − x
τ
+µ ,

A2(x) = σ
2 ,

An(x) = 0 ∀n≥ 3 ,

nazýváme Ornstein-Uhlenbeckův (dále jen O.U. model). Řı́káme též, že O.U. model je
difúznı́ aproximacı́ základnı́ho Steinova modelu.

Na obrázku 2.2 je znázorněna jedna z možných trajektoriı́ O.U. procesu.
Analogicky jako u Steinova modelu splňuje O.U. model následujı́cı́ stochastickou

diferenciálnı́ rovnici.

Věta 2.6. Stochastická diferenciálnı́ rovnice pro Ornstein-Uhlebeckův proces X(t) znı́

dX =
(
− x

τ
+µ

)
dt +σdW , (2.11)

kde dW je diference standardnı́ho Wienerova procesu s momentem A2 = 1.

Důkaz. Každý homogennı́ difúznı́ proces, pro který je moment A2 konstantnı́, splňuje
stochastickou diferenciálnı́ rovnici

dX = A1(x)dt +A2 dW .

Dosazenı́m momentů A1(x), A2 O.U. procesu pak dostáváme (2.11).



Kapitola 2. Modely neuronové aktivity 25

Obrázek 2.2: Ukázka trajektorie O.U. procesu pro µ = 20 mV/ms, σ2 = 20 mV 2/ms,
τ = 2ms.

Skutečně, ověřme, že proces definovaný pomocı́ (2.11) má požadované momenty A1(x),
A2. Dle (1.2) dostáváme

A1(x) = lim
dt→0

E(dX |X(t) = x)
dt

= lim
dt→0

(−E(X |X(t)=x)
τ

+µ)dt +σE(dW )

dt

= − x
τ
+µ ,

An(x) = lim
dt→0

E(dXn|X(t) = x)
dt

= lim
dt→0

E((−X(t)
τ

dt +σdW )n)

dt
.

V čitateli má zřejmě smysl uvažovat jen členy řádu Ω(dt). Nebot’ E(dW 2) = dt a
E(dW n) ∈ o(dt),∀n≥ 3 dostáváme

A2(x) = σ
2 ,

An(x) = 0 ∀n≥ 3 .
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2.3.1 Hustota f O.U. modelu
Výhodou O.U. modelu je, že dokážeme analyticky určit hustotu f (x, t|x0) rozloženı́ O.U.
procesu v čase t, jak ukazuje následujı́cı́ věta.

Věta 2.7. Necht’ X(t) je O.U. proces s počátečnı́ podmı́nkou X(t0 = 0) = x0. Pak pro
hustotu f (x, t|x0) O.U. procesu platı́

f (x, t|x0) =
1√

2πV (t)
exp
(
−(x−µ(t))2

2V (t)

)
, (2.12)

kde

µ(t) = µτ +(x0−µτ)e−
t
τ , (2.13)

V (t) =
σ2τ

2
(1− e−2 t

τ ) . (2.14)

X(t) má tedy normálnı́ rozdělenı́:

X(t)∼ N(µ(t),V (t)) .

Důkaz. Viz Appendix A - věta 4.3.

Věta 2.8. Pro O.U. proces X(t) s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0 existuje rovnovážná
hustota W (x) (z definice 1.15):

W (x) =
1√

2πV (∞)
exp
(
−(x−µ(∞))2

2V (∞)

)
, (2.15)

kde

µ(∞) = µτ , (2.16)

V (∞) =
σ2τ

2
. (2.17)

X(∞) má tedy normálnı́ rozdělenı́:

X(∞)∼ N(µτ,
1
2

σ
2
τ) .

Důkaz. Dosazenı́m t→∞ do (4.2) dostáváme W (x). Normálnost rozdělenı́ X(∞) je zřejmá
z tvaru hustoty W (x).

2.3.2 Hustota g doby prvnı́ho dosaženı́ prahu O.U. modelu
Stejně jako v přı́padě Steinova modelu je analytický výpočet hustoty g(S, t|x0) doby prvnı́ho
dosaženı́ prahu S > x0 nemožný. Uchýlı́me se tedy opět k numerickým metodám shrnutým
v sekci 1.4.3, a sice k metodě simulace, o které pojednáme hlouběji v následujı́cı́ kapitole.

Kromě již uvedených numerických metod můžeme vypočı́tat Laplaceovu transformaci
g(S,λ |x0) pomocı́ funkcı́, definovaných nekonečným rozvojem. Tyto funkce jsou uve-
deny v podsekci 1.4.4. Následujı́cı́ věta ukáže vztah pro g(S,λ |x0). Inverznı́ Laplaceovu
transformaci pro zı́skánı́ g(x, t|x0) je pak třeba samozřejmě provést numericky.
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Věta 2.9. Pro Laplaceovu transformaci hustoty g(x,λ |x0) doby prvnı́ho dosaženı́ prahu
x > x0 u O.U. modelu s parametry µ , σ , τ platı́:

g(x,λ |x0) = exp
(

x2
0− x2

2τσ2 +
(x− x0)µ

σ2

)D−λτ

(
1
σ

√
2
τ
x0− µ

σ

√
2τ

)
D−λτ

(
1
σ

√
2
τ
x− µ

σ

√
2τ

) . (2.18)

Důkaz. Vyjdeme z diferenciálnı́ rovnice (1.15), která pro O.U. proces znı́

σ2

2
∂ 2g(x,λ |x0)

∂x2
0

+
(
− x

τ
+µ

)
∂g(x,λ |x0)

∂x0
−λg(x,λ |x0) = 0 (2.19)

s počátečnı́ podmı́nkou g(x0,λ |x0) = 1.
Zavedeme značenı́ g′′ = ∂ 2g(x,λ |x0)

∂x2
0

. Rovnici (2.19) vydělı́me σ2/2 a dostáváme

g′′+
(
− 2x

τσ2 +
2µ

σ2

)
g′− 2λ

σ2 g = g′′+ag′+bg = 0 .

Z rovnice potřebujeme nejprve vyloučit člen ag′. Proto zavedeme substituci
g = uexp(−1

2
∫

a(x0)dx0). Rovnice pak přejde ve tvar

u′′+
(
−
( x

τσ2 −
µ

σ2

)2
+

1
τσ2 −

2λ

σ2

)
u = 0 .

Nynı́ použijeme lineárnı́ substituci

z0 =
1
σ

√
2
τ

x0−
µ

σ

√
2τ , (2.20)

aby rovnice přešla ve standardnı́ tvar Weberovy rovnice (u′′ nynı́ značı́ ∂ 2u(z,λ |z0)

∂ z2
0

)

u′′+
(
−

z2
0
4
−
(

λτ− 1
2

))
u = 0 . (2.21)

Weberovu rovnici převedeme substitucı́ h = uexp( z2
0
4 ) na rovnici

h′′− z0h′− (λτ)h = 0 . (2.22)

Předpokládáme analytické řešenı́ ve tvaru h(z0) = ∑
∞
n=0 cnzn

0. Pro koeficienty cn pak
dostáváme rekurentnı́ vztah

(n+2)(n+1)cn+2 = (n+λτ)cn .

Pomocı́ zobecněných mocnin zapı́šeme řešenı́ rekurentnı́ho vztahu jako

c2n =
(λτ

2 )(n)2n

(2n)!
c0 =

(λτ

2 )(n)

(1
2)

(n)2nn!
c0 ,
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c2n+1 =
(λτ+1

2 )(n)2n

(2n+1)!
c1 =

(λτ+1
2 )(n)

(3
2)

(n)2nn!
c1 .

Pak řešenı́ (2.22) můžeme zapsat jako

h(z,λ |z0) =
∞

∑
n=0

cnzn
0

= Â(z)F

((
λτ

2

)(n)

,

(
1
2

)(n)

,
z2

0
2

)

+ B̂(z)z0F

((
λτ +1

2

)(n)

,

(
3
2

)(n)

,
z2

0
2

)
,

kde Â(z), B̂(z) jsou nějaké funkce. Provedeme-li zpátky všechny zavedené substituce,
dostaneme řešenı́ (2.19) ve tvaru

g(x,λ |x0) = exp
(

x2
0

2τσ2 −
x0µ

σ2

)
{Ã(x)F

((
λτ

2

)(n)

,

(
1
2

)(n)

,
z2

0
2

)

+ B̃(x)z0F

((
λτ +1

2

)(n)

,

(
3
2

)(n)

,
z2

0
2

)
} ,

kde jsme ponechali označenı́ z0 zavedené dle (2.20). Z tohoto tvaru řešenı́ je obtı́žně určit
funkce Ã(x), B̃(x) z počátečnı́ podmı́nky g(x0,λ |x0) = 1. V [8] je proto navrženo použı́t pro
zápis řešenı́ zavedené funkce U a D. Pak řešenı́m (2.19) je (jako z1−b = z1/2 zde bereme
kladnou větev odmocniny)

g(x,λ |x0) = exp
(

x2
0

2τσ2 −
x0µ

σ2

)
{A(x)D−λτ(z0)+B(x)D−λτ(−z0)} . (2.23)

Přidáme dalšı́ podmı́nku, kterou musı́ g(x,λ |x0) splňovat, a sice g(x,λ |−∞) = 0. Použije-
me-li asymptotické rozvoje D−λτ(z0) pro z0→±∞ (viz [8]), dostaneme D−λτ(∞) = 0
a D−λτ(−∞) > 0. Pak dı́ky podmı́nce g(x,λ | −∞) = 0 nutně B(x) ≡ 0. Z podmı́nky
g(x,λ |x) = 1 nynı́ dostaneme A(x) jako

A(x) = exp
(
− x2

2τσ2 +
xµ

σ2

)
D−1
−λτ

(
1
σ

√
2
τ

x− µ

σ

√
2τ

)
.

Po dosazenı́ A(x) a B(x) do (2.23) dostáváme tvrzenı́ věty.

Podobně jako g(x,λ |x0) lze též moment t1(x|x0) O.U. procesu určit pomocı́ funkce F .
V důkazu věty použijeme chybové funkce definované v podsekci 1.4.4.

Věta 2.10. Pro prvnı́ moment t1(x|x0) O.U. procesu s parametry µ , σ , τ platı́ vztah

t1(x|x0) =

√
πτ

σ

(
(x−µτ)F

(
1
2
,
3
2
,
(x−µτ)2

σ2τ

)
− (x0−µτ)F

(
1
2
,
3
2
,
(x0−µτ)2

σ2τ

))
+ τ

∞

∑
n=1

2n−1

n(2n−1)!!

((
x−µτ

σ
√

τ

)2n

−
(

x0−µτ

σ
√

τ

)2n
)

. (2.24)
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Důkaz. Vyjdeme ze vzorce (1.21):

t1(x|x0) = 2
∫ x

x0

dz
A2(z)W (z)

∫ z

−∞

W (y) dy ,

kde je rovnovážná hustota W (x) dána rovnicı́ (2.15):

W (x) =
1

σ
√

πτ
exp
(
−(x−µτ)2

σ2τ

)
,

A2(x) = σ
2 .

Upravme druhý integrál v t1(x|x0) pomocı́ substituce s = y−µτ

σ
√

τ
:

σ
√

πτ

∫ z

−∞

W (y)dy =
∫ z

−∞

exp
(
−(y−µτ)2

σ2τ

)
dy = σ

√
τ

∫ z−µτ

σ
√

τ

−∞

e−s2
ds

=

√
π

2
σ
√

τ

(
1+

2√
π

∫ z−µτ

σ
√

τ

0
e−s2

ds

)

=
σ
√

πτ

2

(
1+Er f

(
z−µτ

σ
√

τ

))
.

Pak pro t1(x|x0) dostáváme

t1(x|x0) =

√
πτ

σ

∫ x

x0

dzexp
(
(z−µτ)2

σ2τ

)(
1+Er f

(
z−µτ

σ
√

τ

))
= I1 + I2 ,

kde jsme označili

I1 =

√
πτ

σ

∫ x

x0

dzexp
(
(z−µτ)2

σ2τ

)
,

I2 =

√
πτ

σ

∫ x

x0

dzexp
(
(z−µτ)2

σ2τ

)
Er f

(
z−µτ

σ
√

τ

)
.

Po úpravě analogické úpravě
∫ z
−∞

W (y)dy dostáváme pro I1:

I1 =
πτ

2

{
Er f i

(
x−µτ

σ
√

τ

)
−Er f i

(
x0−µτ

σ
√

τ

)}
.

Funkci Er f i(x) lze též zapsat pomocı́ nekonečného polynomu ∑
∞
n=0 cnxn. Er f i(x) je zřejmě

řešenı́m diferenciálnı́ rovnice
f ′(x)− 2√

π
ex2

= 0

s počátečnı́ podmı́nkou f (0) = 0. Dosadı́me-li do této rovnice onen polynom ∑
∞
n=0 cnxn,

dostaneme rekuretnı́ vztah pro cn a řešenı́ oné diferenciálnı́ rovnice je pak

Er f i(x) =
2√
π

xF
(

1
2
,
3
2
,x2
)

,
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kde F je konfluentnı́ hypergeometrická funkce 1. řádu definovaná rovnicı́ (1.25).
Nynı́ je třeba určit I2. Pokusme se proto nejdřı́ve integrál

∫ x
0 dt exp(t2)Er f (t) určit

pomocı́ nekonečného polynomu. Tento integrál je řešenı́m diferenciálnı́ rovnice

f ′′(x)−2x f ′(x)− 2√
π
= 0

s počátečnı́mi podmı́nkami f (0)= 0 a f ′(0)= 0. Dosadı́me-li f (x)=∑
∞
n=0 cnxn, dostaneme

rekurentnı́ vztah pro cn:

cn =
2(n−2)
n(n−1)

cn−2 ∀n > 0 ,

c2 =
1√
π

s počátečnı́mi podmı́nkami c0 = 0 a c1 = 0. Řešenı́m je

c2n =
2n−1

√
πn(2n−1)!!

∀n > 0 ,

c0 = 0 ,

c2n+1 = 0 ∀n > 0 .

Celkem tak dostáváme pro integral I2 (po substituci s = z−µτ

σ
√

τ
):

I2 = τ

∞

∑
n=1

2n−1

n(2n−1)!!

((
x−µτ

σ
√

τ

)2n

−
(

x0−µτ

σ
√

τ

)2n
)

.

Ve speciálnı́m přı́padě, kdy položı́me τ = ∞ se O.U. proces stává totožným s Wie-
nerovým procesem s momenty A1(x) ≡ µ a A2(x) ≡ σ2. Hustotu f (x, t|x0) potom určuje
vztah (1.30) a hustotu g(x, t|x0) vztah (1.33).

2.3.3 O.U. model s mezemi
Podobně jako v sekci 2.2.3 jsme k základnı́mu Steinovu modelu přidali meze, rovněž
k základnı́mu O.U. modelu můžeme přidat spodnı́ a hornı́ mez. O.U. model s mezemi
budeme také konstruovat jako difúznı́ aproximaci Steinova modelu s mezemi, tedy jako
limitu Steinových modelů s parametry an, in→ 0+ a λn,ωn→∞. Jedině tak totiž docı́lı́me,
aby pro O.U. model s mezemi byly momenty Am(x), ∀m≥ 3, rovné 0.

Předpokládejme tedy posloupnost Steinových modelů s mezemi SMn s parametry
an,in,λn,ωn, VE ,VI , pro které

an, in → 0+ ,

λn,ωn → ∞ .
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Vzhledem k přı́tomnosti mezı́, tedy závislosti na (VE−X) nebo (X−VI), nemůžeme využı́t
triku, aby platilo (důkaz viz [6])

λnan(VE −X)−ωnin(X−VI) 6→ 0 ,

λna2
n(VE −X)2 +ωni2n(X−VI)

2 6→ 0 .

Mı́sto toho požadujeme platnost podmı́nky

λnan → µ , (2.25)
ωnin → ν . (2.26)

Pro model daný rovnicı́ (2.3) potom dostaneme difúznı́ aproximaci s momenty

A1(x) = − x
τ
+µ(VE − x)−ν(x−VI) ,

A2(x) = 0 .

Nebot’je A2 nulový, chová se tento proces deterministicky, a proto pro nás nenı́ zajı́mavý.
Model daný rovnicı́ (2.5) (přı́padně rovnicı́ (2.4), který je speciálnı́m přı́padem pro

p = 1,q = 0) dává momenty

A1(x) = − x
τ
+λa(VE − x)+ωi(x−VI) ,

A2(x) = λa2(VE − x)2 +ωi2(x−VI)
2

+ λE(A2)(VE −X)2p(X−VI)
2q +ωE(I2)(VE −X)2q(X−VI)

2p .

Vzhledem k podmı́nkám (2.25), (2.26) a tomu, aby v limitnı́m difúznı́m modelu platilo
A2 6≡ 0, žádáme splněnı́ podmı́nek

λE(A2
n) → σ

2
A > 0 , (2.27)

ωE(I2
n ) → σ

2
I > 0 .

Dostáváme tak homogennı́ difúznı́ model, který nazveme O.U. model s mezemi, daný
momenty

A1(x) = − x
τ
+µ(VE − x)−ν(x−VI) ,

A2(x) = σ
2
A(VE −X)2p(X−VI)

2q +σ
2
I (VE −X)2q(X−VI)

2p .

Pro p = 1, q = 0 tak dostaneme model, který již zapı́šeme pomocı́ stochastické difer-
enciálnı́ rovnice

dX =

(
−X

τ
+µ(VE −X)−ν(X−VI)

)
dt +

√
σ2

A(VE −X)2 +σ2
I (X−VI)2 dW . (2.28)

Pro naši speciálnı́ (symetrickou) volbu p = q = 1
2 dostaneme model

dX =

(
−X

τ
+µ(VE −X)−ν(X−VI)

)
dt +σ

√
(VE −X)(X−VI) dW , (2.29)
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kde jsme označili σ2 = σ2
A +σ2

I . Opět se chceme vyhnout tomu, aby hranice x =VE , resp.
x =VI , byla regulárnı́. Dle [3] to nastane právě tehdy, pokud

σ
2 <

2VE

τ(VE −VI)
, (2.30)

resp.

σ
2 <

−2VI

τ(VE −VI)
. (2.31)

Je známo, že |VI|< |VE |, stačı́ nám tedy pouze platnost 2. podmı́nky.
Stejně jako pro základnı́ O.U. model, je též pro O.U. model s mezemi nemožné ana-

lyticky vypočı́tat hustotu g(S, t|x0). g tak budeme opět hledat numericky pomocı́ metody
simulace v následujı́cı́ kapitole.



Kapitola 3

Simulace

V této kapitole znázornı́me a popı́šeme výsledky simulace základnı́ho Steinova a Ornstein-
Uhlenbeckova (dále jen O.U.) procesu i obou procesů s mezemi. Simulace budeme provádět
pomocı́ přiloženého programu implementovaného v jazyce a prostředı́ MATLAB. Nejprve
vždy uvedeme parametry procesů, poté přı́kaz ke spuštěnı́ simulace, následně grafy vzniklé
simulacı́ a přı́padně též statistické testy porovnávajı́cı́ oba modely.

V jednotlivých sekcı́ch vždy na začátku uvedeme hodnoty vstupnı́ch parametrů. V ta-
bulkách i grafech uvažujeme čas v ms, frekvenci v ms−1 a napětı́ v mV . Ve všech přı́padech
budeme volit t0 = 0, x0 = 0.

3.1 Simulace základnı́ho Steinova a O.U. procesu
Pro simulaci základnı́ch modelů zvolı́me parametry, které budou řádově odpovı́dat para-
metrům uvedeným v tabulce 3.3 pro modely s mezemi. Aby simulace doběhla v ”rozumně
krátkém” čase, je vhodné volit µ = λa−ωi > 0, toto však parametry v tabulce 3.3
nesplňujı́. Zvolme

λ = 10 ms−1

ω = 5 ms−1

a = 0.2 mV
i = 0.2 mV
τ = 10 ms

Parametry µ a σ O.U. procesu jsou dopočı́tány dle vztahů

µ = λa−ωi = 10 mV/ms,

σ =
√

λa2 +ωi2 = 0.775 ,

které vycházejı́ z limit (2.6) a (2.7). Zdá se být rovněž vhodné, aby byl krok výpočtu
O.U. procesu menšı́, než s jakou průměrnou periodou nastávajı́ skoky v Steinově modelu
(1/(λ +ω)). Zvolme proto krok o velikosti 0.01 ms.

– 33 –
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3.1.1 Průběh střednı́ hodnoty napětı́
Nejprve zobrazı́me průběh sřednı́ hodnoty (plně) a standardnı́ odchylky od střednı́ hodnoty
(tečkovaně) 1000 trajektoriı́ obou procesů přı́kazem:

plotBothEvolve(NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,30),1e-2,1e3),
GraphEvolveParam(0,0,1,1,1));

Obrázek 3.1: Průběh střednı́ hodnoty a standardnı́ odchylky trajektoriı́.

Výsledkem je obrázek 3.1. Jak vidno, střednı́ hodhoty i standardnı́ odchylky trajektoriı́
obou modelů (s popisky ”Stein” a ”OU”) vycházejı́ přibližně stejné. Rovněž se mnoho
nelišı́ od teoretických hodnot (s popiskem ”Teorie”) daných vztahem (2.13) a odmocninou
z V (t) ze vztahu (2.14). Pro t → ∞ se též střednı́ hodnoty i standardnı́ odchylky limitně
blı́žı́ k hodnotě (s popiskem ”Limita”) dané vztahy (2.16) a (2.17) (vztah (2.17) je pro
druhou mocninu standardnı́ odchylky).

3.1.2 Průběh hustoty pravděpodobnosti
Dále zobrazı́me průběh hustot pravděpodobnostı́ f (x, t|x0) procesů v čase t = 10 ms,
přičemž zvýšı́me počet vzorků k simulaci na 10 000, přı́kazem:
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plotBoth(NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,10),1e-2,1e4));

Obrázek 3.2: Odhad hustot pravděpodobnosti procesů.

Výsledkem je obrázek 3.2. Teoretická křivka (s popiskem ”Teorie”) vycházı́ z O.U.
modelu a je dána vztahem (4.2). Dalšı́ 2 křivky jsou zkonstruovány z generovaných dat
metodou vyhlazovánı́ s normálnı́m jádrem, optimálnı́ šı́řkou okna a 400 ekvidistančnı́mi
body (viz funkce MATLABu ksdensity v [9]).

Kromě obrázku funkce vypı́še statistické údaje uvedené v tabulce 3.1. p-hodnota je
z χ2 testu dobré shody s normálnı́m rozdělenı́m. Vidı́me, že je poměrně vysoká (vycházı́
většı́ jak 5 %) i pro jiné simulace, což koresponduje s teoretickou hustotou f (danou
vztahem (4.2)), která má normálnı́ rozdělenı́. Z obrázku je patrná dobrá shoda teorie
s oběma modely i obou modelů navzájem. Toto je též podpořeno Wilcoxonovým párovým
testem a Kolmogorovým-Smirnovovým (dále jen KS) testem mezi daty z obou modelů. Pro
Wilcoxonův test vycházı́ p-hodnota 68.23 %, pro KS test p-hodnota 63.77 % a k-hodnota
1.05∗10−2. k-hodnotou mı́nı́me maximum vzdálenosti empirických distribučnı́ch funkcı́
obou modelů.

Simulace s 10 000 vzorky byla provedena 10-krát a p-hodnoty Wilcoxonova i KS testu
vycházely v rozmezi 3-99 % a k-hodnota v rozmezı́ 0.01 - 0.02. Provedeme-li Wilcoxonův
nebo KS test mezi dvěma soubory s 10 000 vzorky, avšak oba soubory generujeme dle
Steinova nebo O.U. modelu (každý pár opět 10-krát), dostaneme p-hodnoty i k-hodnoty ve
stejném rozmezı́, tedy nedostaneme většı́ p-hodnoty ani menšı́ k-hodnoty než pro dvojici
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Stein O.U.
simulace simulace teorie

střednı́ hodnota 6.336365 6.334167 6.321206
medián 6.334062 6.313460 6.321206

mód 6.253246 6.251389 6.321206
stand. odchylka 1.605589 1.598027 1.610588

šikmost 0.010371 0.064272 0
špičatost -0.025490 -0.035680 0

p-hodnota (%) 79.58 15.49 -

Tabulka 3.1: Údaje o hustotě f (x, t = 10|x0 = 0)

Stein O.U. Teorie
střednı́ hodnota 8.728182 8.656363 8.692273

medián 8.135663 8.068725 -
mód 7.045094 7.109642 -

stand. odchylka 3.347129 3.300488 3.323808
šikmost 1.157778 1.139453 -

špičatost 2.291389 2.116522 -

Tabulka 3.2: Údaje o hustotě g(x = 6, t|x0 = 0)

různých modelů. Z těchto faktů a zejména z nı́zké k-hodnoty usuzujeme o dobré ekvivalenci
obou modelů pro odhad hustoty f (x, t|x0).

3.1.3 Průběh hustoty doby prvnı́ho dosaženı́ prahu
Konečně nejzajı́mavějšı́ bude průběh hustoty g(x, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́ prahu u obou
modelů. Jako práh zvolı́me hodnotu S = 6 mV , která je menšı́ než limitnı́ hodnota 10 mV ,
ke které konverguje střednı́ hodnota pro t→ ∞. Počet vzorků bude opět 10 000. Simulaci
spustı́me přı́kazem:

plotBothThreshold(NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,30,6),1e-2,1e4));

Výsledkem je obrázek 3.3. Teoretická křivka (s popiskem ”Teorie”) vycházı́ z Wiene-
rova modelu (tedy O.U. modelu pro τ → ∞) a je dána vztahem (1.33). V této rovnici je
třeba určit konstanty µ a σ . Řešenı́m rovnice (1.18) pro 1. moment M1 a 2. moment M2
Wienerova modelu s přidanou podmı́nkou Mk(x|x0)< ∞ pro x0→−∞ dostaneme:

M1(x|x0) =
x− x0

µ
,

M2(x|x0) = M2
1(x|x0)+

σ2

µ3 (x− x0) .

M1, resp. (M2−M2
1) odhadneme jako průměr střednı́ch hodnot, resp. rozptylů trajektoriı́

Steinova a O.U. modelu a z těchto odhadů vypočı́táme dle uvedených vztahů µ a σ . Dalšı́
2 křivky jsou opět zkonstruovány z generovaných dat metodou vyhlazovánı́.
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Obrázek 3.3: Odhad hustot doby prvnı́ho dosaženı́ prahu.

Dále jsou vypsány statistické údaje v tabulce 3.2. Z obrázku je patrná dobrá shoda
Steinova a O.U. modelu. Wilcoxonovův párový test dává p-hodnotu 17.41 %, KS test
p-hodnotu 36.46 % a k-hodnotu 1.30 ∗ 10−2. Simulace s 10 000 vzorky byla provedena
10-krát, přičemž k-hodnoty KS testu vycházely vždy v rozmezı́ 0.01 - 0.02. Při KS mezi
dvěma soubory s 10 000 vzorky, avšak oba soubory generovanými dle Steinova nebo O.U.
modelu, nedostaneme menšı́ k-hodnoty. Z těchto faktů usuzujeme o dobré ekvivalenci
obou modelů pro odhad hustoty g(x, t|x0).

3.2 Simulace Steinova a O.U. modelu s mezemi
V této sekci uvažujeme Steinův model s mezemi daný stochastickou diferenciálnı́ rovnicı́
(2.4) a O.U. model s mezemi daný rovnicı́ (2.28). Vzhledem k tomu, že však nejsou
přı́liš dobře splněný podmı́nky difúznı́ aproximace (tedy λ ,ω→ ∞, a, i→ 0), O.U. model
s mezemi pozměnı́me tak, že bude dán rovnicı́

dX =

(
−X

τ
+µ(VE −X)−ν(X−VI)

)
dt (3.1)

+
√
(λa2 +σ2

A)(VE −X)2 +(ωi2 +σ2
I )(X−VI)2 dW .
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λ =
8
τ
= 1.379 ms−1

ω =
4
τ
= 0.690 ms−1

a = 0.02 mV
i = 0.2 mV
τ = 5.8 ms

VE = 100 mV
VI = −10 mV
S = 10 mV

Tabulka 3.3: Vstupnı́ parametry modelů s mezemi

Vstupem modelů s mezemi budou odhady parametrů zjištěné experimentálně u neuronů
savců (viz [7]) uvedené v tabulce 3.3.

Dle Steinova modelu s mezemi daného rovnicı́ (2.4) má být A náhodná veličina nabý-
vajı́cı́ hodnot z intervalu (−a,1−a) se střednı́ hodnotou E(A) = 0 a rozptylem E(A2). Pro
přı́slušný O.U. model daný rovnicı́ s mezemi (2.28) žádáme platnost podmı́nky

λE(A2) = σ
2
A , (3.2)

která vycházı́ z limity (2.27). Proto položı́me A = Ǎ−a, kde Ǎ je náhodná veličina s beta

rozdělenı́m se střednı́ hodnotou a a rozptylem σ2
A

λ
. Tı́m jsou již jednoznačně určeny parame-

try α , β onoho beta rozdělenı́, a sice takto:

α = −a
(

1+
λa(a−1)

σ2
A

)
, (3.3)

β = (a−1)
(

1+
λa(a−1)

σ2
A

)
. (3.4)

σA zvolı́me o 1 řád menšı́ než je konstanta a, tedy σA = 10−3. Analogicky volı́me I = Ǐ− i,
kde Ǐ má beta rozdělenı́. Volı́me opět σI o 1 řád menšı́ než i, tedy σI = 10−2.

Podobně jako v předešlé sekci budeme zobrazovat průběh střednı́ hodnoty trajek-
toriı́ Steinova a O.U. procesu s mezemi, průběh konkrétnı́ch trajektoriı́, průběh hustoty
pravděpodobnosti f (x, t|x0) procesů a průběh hustoty g(x, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́
prahu. Jako krok výpočtu O.U. procesu s mezemi se ukázalo účelné volit 0.01, v dalšı́m
vysvětlı́me proč.

3.2.1 Průběh trajektoriı́ a jejich střednı́ hodnoty u modelů s mezemi
Opět nejprve zobrazı́me průběh sřednı́ hodnoty (plně) a standardnı́ odchylky od střednı́
hodnoty (tečkovaně) trajektoriı́ obou procesů. Pro oba procesy použijeme 5000 vzorků a
pro O.U. proces délku kroku 0.01. Přı́kaz pro spuštěnı́ je
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plotBothEvolve(BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,25),0.01,1e3),
GraphEvolveParam(0,0,1));

Obrázek 3.4: Průběh střednı́ hodnoty a standardnı́ odchylky trajektoriı́.

Výsledkem je obrázek 3.4. Z obrázku je patrné, že střednı́ hodnoty i rozptyly obou
procesů konvergujı́ k přibližně 4 mV pro t→∞. Může se zdát tedy překvapivé, že jednotlivé
trajektorie vůbec dosáhnou požadované meze S = 10 mV . Většı́ jasno do situace vnese,
zobrazı́me-li u obou modelů průběh jediné trajektorie přı́kazem

plotBothEvolve(BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,50),0.01,1),
GraphEvolveParam(0,0,0));

Výsledkem je obrázek 3.5. Vidı́me, že hodnota napětı́ trajektorie ani u jednoho z modelů
se neustálı́ a opakovaně s rostoucı́m časem překračuje práh S = 10 mV .

3.2.2 Průběh hustoty pravděpodobnosti u modelů s mezemi
Dále zobrazı́me průběh hustot pravděpodobnostı́ f (x, t|x0) procesů v čase t = 10 ms,
přičemž zvýšı́me počet vzorků k simulaci na 10 000. Simulaci spustı́me přı́kazem
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Obrázek 3.5: Průběh trajektoriı́.

plotBoth(BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,10),0.01,1e4));

Výsledkem je obrázek 3.6. Křivky jsou opět zkonstruovány z generovaných dat
metodou vyhlazovánı́ s normálnı́m jádrem. Funkce dále vypı́še statistické údaje uvedené
v tabulce 3.4. p-hodnoty Wilcoxonova párového a Kolmogorova-Smirnovova testu mezi
daty z obou modelů vycházejı́ menšı́ než 1 % a zdálo by se tedy, že modely nejsou ekviva-
lentnı́ pro dané parametry. Avšak provedeme-li oba testy mezi dvěma soubory dat o 10 000
vzorcı́ch dle stejného modelu (Steinova nebo O.U.), dostaneme též takto nı́zké p-hodnoty.
Určujı́cı́ je tak spı́še k-hodnota KS testu (maximálnı́ vzdálenost distribučnı́ch funkcı́). Ta
se pro 10 provedených simulacı́ po 10 000 vzorcı́ch vždy pohybovala mezi 1.5 ∗ 10−2 a
4∗10−2 pro dvojice dat z různých modelů, pro dvojice dat stejných modelů vycházı́ také
až 4∗10−2. Z toho lze usuzovat poměrně dobrou shodu Steinova a O.U. modelu s mezemi
s danými parametry pro odhad hustoty f (x, t|x0).

3.2.3 Průběh hustoty doby prvnı́ho dosaženı́ u modelů s mezemi
Při odhadu hustoty g(x, t|x0) doby prvnı́ho dosaženı́ O.U. modelu metodou simulace
nastává následujı́cı́ problém. Nastavı́me-li u O.U. procesu přı́liš velký časový krok (oz-
načme jej δ t), může se stát, že proces dosáhl poprvé dané meze S v (otevřeném) intervalu
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Obrázek 3.6: Odhad hustot pravděpodobnosti procesů.

(nδ t,(n+1)δ t) pro nějaké n ∈ N0, avšak v časech nδ t i (n+1)δ t měl hodnotu nižšı́ jak
mez. S rostoucı́m krokem se tedy zvětšuje doba prvnı́ho dosaženı́ meze (na simulovaných
datech). Pro naše zvolené parametry se ukázalo, že pro délku kroku δ t nižšı́ než 0.01
se již střednı́ hodnota doby prvnı́ho dosaženı́ prahu nesnižuje a δ t = 0.01 se tak zdá být
dostatečně nı́zká. Ukažme si tedy výsledné grafy a testy pro 10 000 vzorků a takový krok.
Simulaci spustı́me přı́kazem:

plotBothThreshold(BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2),
SimParam(CoordParam(0,200,10),0.01,1e4));

Výsledkem je obrázek 3.7. Křivky jsou opět zkonstruovány z generovaných dat
metodou vyhlazovánı́. Statistické údaje jsou vypsány v tabulce 3.5. Bohužel z obrázku
je patrné, že modely jsou si sice podobné, ale rozcházejı́ se. Střednı́ hodnota O.U. modelu
je přibližně o 15 % nižšı́ než u o Steinova modelu. Wilcoxonův párový i Kolmogorův-
Smirnovův test mezi daty z oněch dvou modelů dávajı́ p-hodnoty nižšı́ jak 1 %. Pro nás
je však důležitějšı́ k-hodnota KS testu. Ta pro 10 provedených simulacı́ s 10 000 vzorky
od každého modelu vycházı́ v rozpětı́ 6.5 ∗ 10−2 až 9.5 ∗ 10−2. To je o něco horšı́ než
k-hodnota mezi soubory s 10 000 vzorky stejného modelu, která je v rozpětı́ 1 ∗ 10−2 až
3∗10−2. V přı́padě modelu s mezemi jsme tak zjistili, že Steinův a O.U. model s mezemi
pro dané vstupnı́ parametry nejsou ekvivalentnı́.
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Stein O.U.
střednı́ hodnota 3.802266 3.896466

medián 3.525773 3.627249
mód 2.592636 2.652360

stand. odchylka 3.967342 3.992174
šikmost 0.387517 0.494934

špičatost -0.035778 0.625079

Tabulka 3.4: Údaje o hustotě f (x, t = 10|x0 = 0)

Stein O.U.
střednı́ hodnota 19.06477 16.23581

medián 14.35096 11.82663
mód 4.899424 4.985732

stand. odchylka 16.69076 14.33932
šikmost 1.976980 1.983992

špičatost 6.247321 5.777315

Tabulka 3.5: Údaje o hustotě g(x = 10, t|x0 = 0)

Obrázek 3.7: Odhad hustot doby prvnı́ho dosaženı́ prahu (δ t = 0.01).



Závěr

Po nastudovánı́ nutné teorie náhodných procesů jsme se zabývali Steinovým a Ornstein-
Uhlenbeckovým (dále jen O.U.) modelem neuronu. Dle teorie jsou tyto modely pro parame-
try λ ,ω → ∞, a, i→ 0 ekvivalentnı́. To se potvrdilo při simulaci modelů pomocı́ počı́tače
na 10 000 vzorcı́ch, přičemž jsme použili parametry o velikosti (řádově) λ ,ω ∼ 104 s−1,
a, i ∼ 10−4 V . Ačkoli se domnı́váme, že Steinův model odpovı́dá realitě lépe než O.U.
model, dı́ky ekvivalenci modelů (pro dané parametry) můžeme pro dalšı́ výpočty s výhodou
využı́t O.U. model. Ten totiž dává analytické řešenı́ pro hustotu pravděpodobnosti f (x, t|x0)
(viz rovnice (4.2)) procesu a usnadňuje numerický výpočet hustoty g(S, t|x0) doby prvnı́ho
dosaženı́ prahu S > x0 (viz sekce 2.3.2).

Dále jsme se zabývali Steinovým i O.U. modelem s mezemi. Bohužel se ukázalo, že
pro námi zvolené parametry nejsou modely ekvivalentnı́ ve smyslu hustoty g(S, t|x0). To
je způsobeno tı́m, že 3. a vyššı́ momenty (A3(x)) Steinova procesu nejsou zanedbatelné.
V O.U. procesu jsou však tyto momenty nulové, jelikož se jedná o difúznı́ proces. Nicméně
O.U. model s mezemi poměrně slušně aproximuje Steinův model s mezemi a pro jiné
parametry by aproximace mohla být ještě lepšı́.

V rámci práce se dále podařilo implementovat uvedené modely v jazyce MATLAB
a optimalizovat jejich časovou náročnost. Lze tak řı́ci, že na této implementaci, či jejı́ch
principech, bude možné stavět při simulaci dalšı́ch modelů a jejich obměn.

V modelovánı́ neuronové aktivity, o které práce pojednává, je možno dále pokračo-
vat v několika směrech. Uvedené modely je možné srovnat s dalšı́mi experimentálnı́mi
daty různých částı́ nervové soustavy člověka i ostatnı́ch savců. Na základě toho je možné
vytvářet dalšı́ modely, které budou lépe odpovı́dat realitě. Dalšı́ možnostı́ je spojovánı́
takových modelů jediného neuronu do celých sı́tı́, podobných neuronové sı́ti mozku
člověka, ve kterých některé neurony budou vstupnı́ a některé výstupnı́. Simulacı́ takové
sı́tě lze zı́skat ještě zajı́mavějšı́ výsledky.
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4 Appendix A

V tomto appendixu jsou dokázány některé věty použité v předchozı́ch kapitolách. Důkazy
jsou převzaté z [1].

Pro důkaz věty 4.2 budeme potřebovat následujı́cı́ větu, která řı́ká, jakým způsobem se
transformuje proměnná v δ -funkci.

Věta 4.1.
δ ( f (x)) =

δ (x− x0)

| f ′(x0)|
,

kde f (x) je monotónnı́ funkce a x0 je jejı́ jediný nulový bod, tedy f (x0) = 0, a navı́c
f ′(x0) 6= 0.

Důkaz. Z definice δ -distribuce dostáváme pro libovolnou hladkou g(x) s kompaktnı́m
nosičem

< δ ( f ),g >=
∫

∞

−∞

δ ( f (x))g(x)dx .

Provedeme transformaci t = f (x), dx = dt
f ′(x(t)) :

∫
∞

−∞

δ ( f (x))g(x)dx =
∫ f (∞)

f (−∞)
δ (t)g(x(t))

dt
f ′(x(t))

=
g(x(0))
| f ′(x(0))|

=
g(x0)

| f ′(x0)|
,

nebot’x(0) = f−1(0) = x0 a 0 ∈< f (−∞), f (∞)> pro f neklesajı́cı́, 0 ∈< f (∞), f (−∞)>
pro f nerostoucı́.

Věta 4.2. Necht’X(t) je Steinův proces, s počátečnı́ podmı́nkou X(0) = x0. Necht’ f (x, t|x0)
je jeho hustota pravděpodobnosti. Pak f splňuje diferenciálnı́ rovnici

∂ f (x, t|x0)

∂ t
=

∂ ( x
τ

f (x, t|x0))

∂x
+λ

∞

∑
n=1

(−a)n

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn +ω

∞

∑
n=1

in

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn . (4.1)

Důkaz. Využijeme Smoluchowského rovnici (1.1) pro homogennı́ Markovův proces

f (x, t +dt|x0) =
∫

∞

−∞

f (x, t +dt|y, t) f (y, t|x0)dy =
∫

∞

−∞

f (x,dt|y) f (y, t|x0)dy .

Určı́me nejprve f (x,dt|y). Nebot’ po delšı́m odvozovánı́ přejdeme k limitě dt → 0,
budeme členy většı́ho řádu než dt souhrně psát jako o(dt). Pravděpodobnost nárůstu
X(t) o a někde v intervalu < 0,dt > je rovna λdt + o(dt), nebot’ nárůst je způsoben
Poissonovým procesem Nλ (t). Podobně pravdepodobnost poklesu o i v intervalu < 0,dt >

– 45 –



Kapitola 4. Appendix A 46

je rovna ωdt +o(dt). Dále vı́me, že X(t) klesá po exponeciále, za čas dti→ 0 tedy klesne
o X(t)

τ
dti. Dostáváme tak rovnici

f (x,dt|y) = (1− (λ +ω)dt +o(dt)) δ (x− y0)

+ (λdt +o(dt)) δ (x− y1)+(ωdt +o(dt)) δ (x− y2) ,

kde

y0 = y− y
τ

dt = y(1− dt
τ
) ,

y1 = (y− y
τ

dt1 +a)(1− dt2
τ
) ,

y2 = (y− y
τ

dt1− i)(1− dt2
τ
) .

Předpokládáme tedy, že přı́padný nárůst (pokles) o a (i) nastane v čase dt1, a platı́ dt1+dt2 =
dt. Pro dalšı́ účely bude výhodnějšı́ mı́t δ -funkce ve tvaru δ (y−h(x)), kde h(x) je nějaká
funkce. Využijeme proto věty 4.1 o transformaci δ -funkce. Zřejmě součin dt1dt2 ∈ o(dt).
Pak

f (x,dt|y) =
1

1− dt
τ

(1− (λ +ω)dt +o(dt)) δ

(
y− x

1− dt
τ

)

+
1

1− dt
τ
+o(dt)

(λ dt +o(dt)) δ

(
y−

x−a+adt2
τ

1− dt
τ
+o(dt)

)

+
1

1− dt
τ
+o(dt)

(ω dt +o(dt)) δ

(
y−

x+ i− idt2
τ

1− dt
τ
+o(dt)

)
.

Platı́ (1− dt
τ
+o(dt))−1 = 1+ dt

τ
+o(dt). Nebot’dt2dt,dt2 ∈ o(dt), po úpravách dostáváme

f (x,dt|y) =

((
1+

dt
τ

)
(1− (λ +ω)dt)+o(dt)

)
δ

(
y− x(1+

dt
τ
+o(dt))

)
+

((
1+

dt
τ

)
λ dt +o(dt)

)
δ

(
y− (x−a)(1+

dt
τ
)+a

dt2
τ

+o(dt)
)

+

((
1+

dt
τ

)
ω dt +o(dt)

)
δ

(
y− (x+ i)(1+

dt
τ
)− i

dt2
τ

+o(dt)
)

=

(
1+

dt
τ
− (λ +ω)dt +o(dt)

)
δ

(
y− x(1+

dt
τ
)+o(dt)

)
+ (λ dt +o(dt)) δ

(
y− (x−a)(1+

dt
τ
)+a

dt2
τ

+o(dt)
)

+ (ω dt +o(dt)) δ

(
y− (x+ i)(1+

dt
τ
)− i

dt2
τ

+o(dt)
)

.
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Poslednı́ rovnost nynı́ dosadı́me do Smoluchowského rovnice:

f (x, t +dt|x0) =

(
1+

dt
τ
− (λ +ω)dt +o(dt)

)
f
(

x(1+
dt
τ
+o(dt)), t|x0

)
+ (λ dt +o(dt)) f

(
(x−a)(1+

dt
τ
)+a

dt2
τ

+o(dt), t|x0

)
+ (ω dt +o(dt)) f

(
(x+ i)(1+

dt
τ
)− i

dt2
τ

+o(dt), t|x0

)
.

Odečtenı́m f (x, t|x0) od obou stran rovnice, vydělenı́m dt a přeskupenı́m členů dostáváme

f (x, t +dt|x0)− f (x, t|x0)

dt
=

f (x(1+ dt
τ
)+o(dt), t|x0)− f (x, t|x0)

dt

+
1
τ

f (x+O(dt), t|x0)

+ (λ +
o(dt)

dt
) f ((x−a)+O(dt), t|x0)

− (λ +
o(dt)

dt
) f (x+O(dt), t|x0)

+ (ω +
o(dt)

dt
) f ((x+ i)+O(dt), t|x0)

− (ω +
o(dt)

dt
) f (x+O(dt), t|x0) .

Přechodem k limitě dt→ 0 dostáváme

∂ f (x, t|x0)

∂ t
=

x
τ

∂ f (x, t|x0)

∂x
+

1
τ

f (x, t|x0)

+ λ ( f (x−a, t|x0)− f (x, t|x0))+ω( f (x+ i, t|x0)− f (x, t|x0))

=
∂ ( x

τ
f (x, t|x0))

∂x
+λ

∞

∑
n=1

(−a)n

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn +ω

∞

∑
n=1

in

n!
∂ n f (x, t|x0)

∂xn ,

kde jsme využili Taylorova rozvoje v bodě x za předpokladu, že f (x, t|x0) je analytická.
Stačı́ nám také, pokud bude f (x, t|x0)∈ L2(R) (vzhledem k x proměnné), nebot’potom ji lze
libovolně přesně aproximovat (analytickým) polynomem. Pro f (x, t|x0) ve tvaru δ -funkce
by takový rozvoj nebyl možný.

Věta 4.3. Necht’ X(t) je O.U. proces s počátečnı́ podmı́nkou X(t0 = 0) = x0. Pak pro
podmı́něnou hustotu f (x, t|x0) O.U. procesu platı́

f (x, t|x0) =
1√

2πV (t)
exp
(
−(x−µ(t))2

2V (t)

)
, (4.2)

kde

µ(t) = µτ +(x0−µτ)e−
t
τ ,

V (t) =
σ2τ

2
(1− e−2 t

τ ) .
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X(t) má tedy normálnı́ rozdělenı́:

X(t)∼ N(µ(t),V (t)) .

Důkaz. Protože je Ornstein-Uhlenbeckův proces difúznı́ a homogennı́, platı́ pro něj Kol-
mogorova rovnice ( f := f (x, t|x0, t0 = 0))

∂ f
∂ t0

=−∂ f
∂ t

=
(x0

τ
−µ

)
∂ f
∂x0
− σ2

2
∂ 2 f
∂x2

0
. (4.3)

Rovnici (4.3) nynı́ budeme řešit. Pokusme se ji transformovat na Kolmogorovu rovnici
Wienerova procesu pomocı́ transformace x̂0 =Ψ(x0, t0), t̂0 =Φ(t0) danou rovnicemi (1.37)
a (1.36). K tomu je třeba ověřit platnost rovnice (1.35) a poté z nı́ vypočı́tat konstanty c1,
c2. Máme

a(x0) =
σ2

2
,

b(x0) = µ− x0

τ
.

Dostáváme tak podmı́nku

b(x0) =
ax0

2
+

a
1
2

2

(
c2

∫ x0 dz

a(z)
1
2
+ c1

)
,

µ− x0

τ
=

σ

2
3
2

(
c1 + c2

2
1
2

σ
x0

)
,

c1 =
µ

σ
2

3
2 ,

c2 =−
2
τ
.

Určı́me transformačnı́ funkce:

Φ(t0) =
τ

2
e

2t0
τ ,

Ψ(x0, t0) =
2

1
2

σ
e

t0
τ (x0−µτ) .

Po transformaci dostaneme standardnı́ rovnici vedenı́ tepla

∂ f̂
∂ t̂0

+
∂ 2 f̂
∂ x̂0

2 = 0 ,

jejı́ž řešenı́ je (s počátečnı́ podmı́nkou f̂ (x̂, t̂0|x̂0, t̂0) = δ (x̂− x̂0) )

f̂ (x̂, t̂|x̂0, t̂0) =
1√

4π(t̂− t̂0)
e
− (x̂−x̂0)

2

4(t̂− ˆt0) .
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Pro f platı́
f (x, t|x0, t0) = f̂ (x̂, t̂|x̂0, t̂0)Ψx(x, t) .

Dosadı́me

Ψx(x, t) = e
t
τ

2
1
2

σ

a pro t0 = 0 dostáváme

f (x, t|x0) = e
t
τ

2
1
2

σ

1√
4π

τ

2(e
2t
τ −1)

exp

(
−

2
σ2 (e

t
τ (x−µτ)− (x0−µτ))2

4 τ

2(e
2t
τ −1)

)

=
1√

2πV (t)
exp
(
−(x−µ(t))2

2V (t)

)
,

kde

µ(t) = µτ +(x0−µτ)e−
t
τ ,

V (t) =
σ2τ

2
(1− e−2 t

τ ) .

Normálnost rozdělenı́ X(t) je zřejmá z tvaru hustoty f .



5 Appendix B

K programu je přiloženo CD, které obsahuje text této práce, zdrojové soubory MATLABu
použité k simulacı́m a dokumentaci k programu. Popis struktury adresářů a souborů na
tomto CD je popsán přı́mo v kořenovém adresáři v souboru README.txt.
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