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Abstrakt

V této préci se vénujeme stochastickym modelim jediného neuronu, konkrétné€ Steino-
vu modelu a Ornstein-Uhlenbeckovu modelu v zakladni verzi a ve verzi s mezemi. Neuron
zde chipeme jako jednotku s vnitfnim stavem, danym elektrickym napétim, vstupy od
sousednich neurond, které toto napéti méni, a jedinym vystupem, ktery je napojen na
vstupy dal$ich sousedd a je aktivovdn, dosdhne-li napéti ur¢itého prahu. Stav neuronu
tak reprezentujeme ndhodnym procesem, u néjZ se zajimame o hustotu rozloZeni doby,
kdy poprvé dosahl daného prahu. Prace je proto doplnéna matematickym tvodem tyka-
jicim se ndhodnych procesi, jejich transformaci a stochastickych diferencidlnich rovnic
popisujicich takové procesy. Dale je numericky ur¢ovdna ona hustota pomoci simulace
na pocita¢i programem napsanym v jazyce MATLAB. Vysledkem je srovnani uvedenych
modeld neuronové aktivity.

Abstract

In this work we focus on stochastic models of single neuron, specifically Stein model
and Ornstein-Uhlenbeck model in the basic version and a version with boundaries. Neuron
is understood here as a unit with an internal state given by electric voltage, inputs from
neighboring neurons that this voltage change, and a single output which is connected
to inputs of other neighbors and is activated if the voltage reaches a certain threshold.
The state of the neuron is represented by a random process for which we are interested
in the density distribution of the first time to reach the given threshold. The work is
therefore supplemented by mathematical introduction concering random processes, their
transformations and stochastic differential equations describing such processes. Next, the
density is determined numericcally using computer simulation by program written in
MATLAB language. The result is a comparison of those neuronal activity models.
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Uvod

Nervova soustava ¢lovéka a pochopent jejtho fungovani patfi k zajimavym oboriim biolo-
gie, ve kterych lze s uspéchem uplatnit znalosti matematiky. Neurony takovych soustav
jsou pospojovéany do komplexnich siti schopnych zpracovani vjemd, jejich uloZeni a asoci-
aci mezi nimi. Kdybychom dostatecné pochopili ¢innost celé neuronové sité, byli bychom
schopni vytvofit jeji umélou kopii, coz by vedlo az ke vzniku znacné sofistikovanych
pocitaci ¢i dokonce androidu.

Pro hlubsi studium takovou ¢innost neuronti ”pifendsime”’do svéta matematiky pomoci
modeld. Kazdy neuron je tak nahrazen “¢ernou skiiiitkou”’se vstupy a vystupy vykonavajici
jistou (matematickou) funkci. Ukazuje se, Ze takova funkce vSak neni deterministicka,
proto k ni pfiddvdme ndhodnou slozku a modely nazyvame stochastické. PopiSme velmi
stru¢né, jak se neuron chova. Stav neuronu je dan elektrickym napétim na jeho membrané.
Neuron dostava signdly od sousednich (vstupnich) neuront, které napéti méni a pti dosazeni
jistého prahu napéti neuron posle signal svym sousednim (vystupnim) neuronim. Diky
kolovani takovych signdld v neuronové siti dochdzi k uchovavani informaci.

V této praci se soutfedime na zakladni dil takové sité, tedy stochasticky model jediného
neuronu. Prvni kapitola obsahuje nutnou teorii pro studium modelti neuronové aktivity.
Opakuje a shrnuje zdkladni pojmy tykajici se obecnych ndhodnych procesti, Wienerova
a Poissonova procesu a jejich vzdjemnych transformaci. Ddle se zabyva hustotou doby
prvniho dosazeni meze ndhodnym procesem, coZ je stéZejni ¢ast pro pochopeni modelt
neuronové aktivity. Kromé toho pfinasi prvni kapitola stru¢ny souhrn pojmu tykajici se
difdznich rovnic a stochastickych diferenciélnich rovnic.

Druha kapitola jiz popisuje ony stochastické modely neuronové aktivity, konkrétné
Steintiv model a Ornstein-Uhlenbeckiiv model a jejich obmény. Tyto modely urcuji
ndhodné procesy, u nichZ potom zjiStujeme hustotu pravdépodobnosti v daném case a
hustotu doby prvniho dosaZeni meze. Ve specidlnich pfipadech mizeme takové hustoty
analyticky urdit, coZ je v praci udélano. Ve vétsin€ netrividlnich piipadi je vSak tyto hustoty
tteba urcit numericky. V této préci je k numerickému feSeni vyuzivdna metoda simulace.

Tteti kapitola se tak zabyvéd pravé simulaci ndhodnych procest popisujicich neu-
ronovou aktivitu. Znazoriuje grafy hustot zminénych ve druhé kapitole a provadi statistické
srovnani modelt. K simulaci je vyuZivan program napsany v jazyce MATLAB, ktery je
pfiloZen i s dokumentaci.

—IX—



Prehled pouzitého znaceni

Vv s

Pro snaZsi orientaci v textu zde Ctendfi predkladame prehled zdkladniho znaceni, které se
v celé prici vyskytuje.

R

mnoZzina vSech redlnich ¢isel

mnoZzina vSech celych Cisel

mnoZina vSech pfirozenych Cisel

mnoZina vSech pfirozenych ¢isel s nulou

normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou u a rozptylem 2
nejveétsi celé Cislo mensi nebo rovné a (floor)

nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné a (ceiling)

funkce stejného nebo vétsiho fadu nez f

funkce stejného nebo mensiho fadu nez f

funkce ostfe menstho fadu nez f



Kapitola 1

Nahodné procesy

V této praci predpokladame znalost zakladu teorie pravdépodobnosti. Vhodnd je rovnéz
zakladni znalost teorie nahodnych procest, ackoliv je tato struéné zopakovana na zacatku
této kapitoly. Uveden je rovnéz alternativni popis ndhodnych procesti pomoci stocha-
stickych diferencidlnich rovnic. Déle se kapitola zabyva specidlnimi piipady ndhodnych
procest, splitujici tzv. kinetické a difiizni rovnice. Na to navazuje problematika tzv. doby
prvniho dosazeni. Konecné v posledni Casti kapitoly definujeme specidlni pripad ndhod-
ného procesu - Wieneriiv proces a pojedndme o moznostech transformace ndhodného
procesu pravé na WienerGv proces. Podstatna ¢ast této kapitoly Cerpa z [1] (str. 31-72),
nicméné dobry piehled teorie ndhodnych procesti 1ze najit rovnéz v [4].

1.1 Zaklady teorie nahodnych procesu

Definice 1.1. Necht’je ddn pravdépodobnosti prostor (Q,A, P), tedy Q mnoZina elemen-
tdrnich jevii, A c-algebra na Q a P je pravdépodobnosti mira na A. Necht’je ddle ddna
T C R. Pak soubor (indexovanych) ndhodnych velicin {X;|t € T } nazyvdme ndhodnym pro-
cesem. Specielné, oznacuje-li index t cas, oznacujeme jako X (t) := X; hodnotu ndhodného
procesu v case t.

V této praci budeme pod indexem ¢ ndhodného procesu X; vZdy rozumét Cas.

Diive nez se budeme podrobnéji vénovat teorii ndhodnych procest, rozeberme piipad
hustoty ndhodné veli¢iny. Je-li ndhodna veli¢ina X absolutné spojitd, definujeme jeji hustotu
pravdépodobnosti f(x) := dl;fcx), kde F(x) je distribu¢ni funkce veli¢iny X. Je-li ndhodnd
veli¢ina X diskrétni, pouZzijeme pro definici jeji (zobecnéné) hustoty pravdépodobnosti

f(x) nésledujici definici.

Definice 1.2. Pro diskrétni ndhodnou velicinu X popsanou pravdépodobnosti funkci
P(x;) = pi, i € N definujeme hustotu pravdépodobnosti f(x) pomoci §-funkci:

f&) =Y pid(x ).

Jiné pfipady ndhodnych veli¢in nez ony dvé uvedené nebudeme dale uvazovat.
Hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X () (tj. hodnoty procesu X v Case f)
oznac¢ime f(x,t), kde x je hodnota realizace veli¢iny X (¢). Podobné hustotu ndhodného

_J]_
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vektoru (Xp,,... ,X1,) oznacime f(xo,%o;...;Xn,1,), kde x; jsou hodnoty realizaci veli¢in
X;,. Kone¢né podminénou hustotu veli¢iny X (¢) pfi dané hodnoté ndhodného vektoru
(X195 - - -, X;,) oznacime f(x,t|xo,0;. . .;%n,t,). Bez dikazu uvedme ndsledujici vztah pro
podminénou hustotu.

Lemma 1.3.
Fletxy, ;.. x0, 1)

f(xlatl;---;xmtn)

Nyni definujeme pojem Markovova procesu a uvedeme nékteré jeho vlastnosti.

FOetxr, 115X, 1) =

Definice 1.4. Necht’X je ndhodny proces, X; jeho hodnota v case t. Zvolme ddle libovolné
n € Ny, libovolné casy t;, i € {0,...,n}, pro které t >ty >t > ... > t,. Pokud pro kaZdou
takovou volbu plati
f(x,t|x0,t05. .3 Xn,tn) = f(x,t]|x0,%0) ,

nazveme X Markovovym ndhodnym procesem.

Specielné, pokud Nt a Nty plati f(x,t|xo,t0) = f(x,t — to|x0,0), nazveme Markoviiv
proces homogenni. Posledni (nulovou) proménnou je zvykem vynechdvat a piseme tak
f(x,t —t0|x0) = f(x,t —t0|x0,0).

Pro popis Markovova procesu tak vétSinou vysta¢ime s podminénou hustotou
f(x,tx0,t0). Mezi podminénymi hustotami v riznych casech plati Smoluchowského
rovnice, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 1.5 (Smoluchowski). Necht’X (t) je Markoviiv ndhodny proces. Pak

Fltlxonto) = [ dy fl.tly,7)f 0 elo.to) (1)

V dalsi sekci predstavime kinetické a diftizni rovnice platné pro Markovovy procesy.

1.2 Kinetické a difiizni rovnice

V [1] (str. 31-38) se ukazuje, Ze je-li ndhodny proces X(z) s podminénymi hustotami
f(x,t|x0,tp) Markovtiv, musi f spliiovat jisté diferencidlni rovnice. Nejprve si zavedeme
symboly uzivané v téchto rovnicich.

Definice 1.6. Definujeme n-ty moment A,, pro n > 1, Markovova ndhodného procesu X (t)
s podminénymi hustotami f(x,t|xo,to) jako

Au(x,t) = lim i/(y—)c)”f(y,t—|—a’t|)c,t)dy = lim E((X (t)"]X (1) = x) (1.2)

di—0 dt di—0 dt ’
kde jsme oznacili dX (t) = limg, o (X (t +dt) — X (2)).

Podminéné hustoty Markovova procesu spliiuji dopfedné a zpétné kinetické rovnice.
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Véta 1.7 (Doptednd kinetickd rovnice). Necht’X(t) je Markoviiv proces s podminénymi
hustotami f(x,t|xo,t0) a A, jeho n-té momenty. Pak f spliiuje diferencidlni rovnici

df(x,t|xo,t0) _ i (=1)" 9"

ot n!  ox"

(An(xvt)f(x’tl)COatO)) : (1-3)

n=1
Diikaz. Viz [1] (str. 33). O

Véta 1.8 (Zpétnd kinetickd rovnice). Necht’ X(t) je Markoviiv proces s podminénymi
hustotami f(x,t|xo,t0) a A, jeho n-té momenty. Pak f spliiuje diferencidlni rovnici

(1.4)

af(x,t|xO,t()) _ i An(X(),t()) 8"f(x,t|x0,to)
oty ~  nl ox '

Diikaz. Viz [1] (str. 35). [

Pii vySetfovani ndhodného procesu Casto nastavd pifipad, Ze mame diany momenty
A, a chceme z nich urcit pomoci kinetickych rovnic podminénou hustotu. To je vSak
pomérné obtiZné, nebot kinetické rovnice obsahuji obecné nekonecny pocet ¢lent, pokud
pro nekone¢né mnoho n plati A, # 0. Nasledujici véta vSak ukaze, Ze v celé fad¢ pripadu
jsou nenulové pouze momenty A a A,.

Véta 1.9. Necht’ |A,(x,t)| < oo ¥n > 1. Plati-li Ay (x,t) =0 pro néjaké k € N, pak
Ap(x,1) =0Vn > 3.

Diikaz. Vyjdeme z Holderovy nerovnosti:
1 1
E([xY]) < (E(IX|")» (E(]Y]|"))7 ,
kde p,g>1a l%—i—%] = 1. Ozna¢me dX™ = ((dX(x,t))"™|X (t) = x). Dosazenim p = g = 3,
X=dX*Yy=dx'a vydélenim dr — 0 dostaneme

1

: 1 k gv! : 1 2ky 13 1 21 2

JE— < JE— _— .
dltHnO tE(|dX dx'|) (dltlm0 tE(dX )dltHnO tE(dX )

Ztejmé Ay (x,t) < limg,_o +-E(|dX*dX"|), tedy

1
Apr < (ApkAg)? .

Dosazenim [ = k+m Vm > 1 dostivame A,, = 0 Vn > 2k. Dosazenim [ = m Vm > 1
dostdvdme A, = 0 Vn > k. Analogicky zmenSovanim k a / dostaneme postupné A, =0
Vn > 3. Ziejmé nemd smysl volit k = [, dostali bychom pouze trividlni nerovnost. Protoze
k,l > 1, k # [, nemame moznost ziskat omezeni pro A a A;. Wienerv proces s driftem
(viz dalsi sekce) je prikladem procesu pro ktery A} £ 0, Ay Z0, avSak A, =0Vn > 3. [

Uvedend véta nés inspiruje k ndsledujici definici.

Definice 1.10. Markoviiv proces, pro jeho momenty A, plati A,, =0, VYn > 3, nazveme
difiizni proces.
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Kinetické rovnice se pro difuzni procesy zjednodusi. Z dopredné kinetické rovnice
dostdvame Fokker-Planckovu rovnici.

Véta 1.11 (Fokker-Planck). Necht’ X (t) je difiizni proces s podminénymi hustotami
f(x,tlxo,t0) a Ay, Ay jsou jeho momenty. Pak f spliiuje Fokker-Planckovu diferencidlni
rovnici

p) P 1 92
—f(x’;’txo’to) = 55 Wien (st 10)) +3 557 (Aol ) flx tlxosto)) - (1)

Ze zpétné kinetické rovnice potom dostdvdme Kolmogorovu rovnici.

Véta 1.12 (Kolmogorov). Necht’ X (t) je difiizni proces s podminénymi hustotami
f(x,tx0,t0) a A1, Ay jsou jeho momenty. Pak f spliiuje Kolmogorovu diferencidlni rovnici

8f(x, Z‘|X(), t())

af(X,I|X0,t()) 1 82f(x,t\x0,t0)
8t0 '

axO - EAZ (XO,IO) ax(z) (16)

= —Aj(x0,10)
Fokker-Planckova rovnice (1.5) je nékdy zapisovdna ve tvaru rovnice kontinuity.

K tomu pottebujeme nasledujici definici.

Definice 1.13. Necht’ X(t) je difiizni proces s podminénymi hustotami f(x,t|xo,to)

a Ay, Aj jsou jeho momenty. Pak definujeme tok pravdépodobnosti j jako

j(x>t|x0>t0) :A1<x7t)f(x7t|x07t0) - %% (AZ(x7t)f(x7t|x07t0)> :

Dopliime, Ze j(x,t|xo,)dt uddva mnozstvi pravdépodobnosti, které vstoupi zleva do
intervalu (x,0) za ¢as dt. Nyni jiz miZeme pfistoupit k uvedeni rovnice kontinuity.

Véta 1.14 (Rovnice kontinuity).

af(x,t‘X(),t()) aj(x,t|X(),l‘o)
+
ot ox

Diikaz. Plyne z definice 1.13 a véty 1.11. [

=0 1.7)

Rovnici kontinuity nyni vyuZijeme pro urceni hustoty homogennich diftiznich procest
v Case t — co. Zacneme ndsledujici definici.

Definice 1.15. Nechtje ddna hustota f (x,t|xo) homogenniho difiizniho procesu (uvaZujeme
to = 0). Existuje-li limita
W(x) = t11_>m flx,t|xo) , (1.8)

kterd nezdvisi na xo, Fikdme, Ze W (x) je rovnovdznd hustota tohoto procesu. Tok pravdépo-
dobnosti jo(x) pro proces dany hustotou W (x) nazveme rovnovdzny tok pravdépodobnosti.

W (x) mizeme explicitné vyjadfit, jak ukazuje nasledujici véta.
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Véta 1.16. Necht’je ddn homogenni difiizni proces, A (x), Az (x) jsou jeho momenty, W (x)
Jeho rovnovdznd hustota a jo(x) jeho rovnovdzny tok pravdépodobnosti. Pak plati, Ze jo(x)
Jje konstantni a

o g 482) 2 o [

kde c, z jsou libovolné konstanty dané dodatecnymi okrajovymi podminkami.

Diikaz. Dosadime-li W (x) a jo(x) do rovnice kontinuity (1.7), dostaneme

W) _ djolx)

0=—3 o

Jo je tedy konstantni. W (x) je potom obecné feSeni linedrni diferencidlni rovnice vychdzejici

z definice 1.13, tedy
1d

Jo=A1(x)W(x) — 2 dx (A2 (X)W (x)) .

1.3 Stochasticka diferencialni rovnice

Dal$i moZny popis Markovova ndhodného procesu X je pomoci stochastické diferencidlni
rovnice. Nejprve definujme diferenci dX ().

Definice 1.17. Necht’ X(t) je Markoviiv homogenni proces. Definujeme jeho diferenci
dX(t) jako
dX(t) = lim (X (¢t +dt) —X(1)) .
dt—0
Specielné, je-li X (t) homogenni, piseme diferenci pouze jako dX, nebot’ pro libovolné t
plati
dX :=dX(t) = lim (X(t+dt)—X(t)) = lim (X (dt) — X (0)) .
dt—0 dt—0
Nyni jiz mizeme prikrocit k definici stochastické diferencidlni rovnice.
Definice 1.18. Stochastickd diferencidlni rovnice pro Markoviiv homogenni proces X (t)
je tvaru

dX(t) = a(x,t)dt +b(x,t)dP(t) ,

kde a(x,t), b(x,t) jsou zndmé funkce a dP(t) je diference néjakého (jiného) Markovova
ndhodného procesu P(t). Specielné v pripadé homogenniho X a P dostdvdme

dX = a(x)dt +b(x)dP . (1.10)

Pfikladem homogenniho Markovova procesu P(¢) mize byt Wienerdv nebo Poissoniv
proces, které jsou definovany nasledovné.
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Definice 1.19. Poissoniiv proces N(t) s parametrem A je homogenni Markoviiv proces,
JjehoZ hodnoty case t se Fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem At, tedy pro jeho
pravdépodobnostni funkci p(x,t) plati

e M (At)"
n! '
Specielné tedy N(0) = 0.

Véta 1.20. V libovolném casovém intervalu < t,t +dt > zvysi Poissonitv proces svou
hodnotu prdvé o 1 s pravdépodobnosti Adt + o(dt), o vic jak o 1 s pravdépodobnosti o(dt)
a zistane na stejné hodnoté s pravdépodobnosti 1 — Adt + o(dt).

Diikaz. S ohledem na homogenitu Poissonova procesu miZeme misto intervalu
< t,t +dt > uvazovat interval < 0,dr >. Tvrzeni véty pak plyne z Taylorova rozvoje
2. fadu funkce p(x,dt) z definice 1.19 dle dt pro x = 1, resp. x > 1, resp. x = 0. O

Véta 1.21. Pro vSechny momenty Poissonova procesu s parametrem A plati A,, = A.
Diikaz. Z definice 1.6 a véty 1.20 dostavame

E(dN"|N(1) = x)

Ap(x,t) = lim
dt—0 dt
— lim (1—Adt+o(dt))0" + (Adt +o(dt))1" +o(dt) A
C di—0 dt -

O

Definice 1.22. Wieneriiv proces W (t) je difiizni homogenni Markoviiv proces definovany
prot > 0, jeho? momenty Ay, A, jsou konstatni, a spliiuje pocdtecni podminku W (ty) = xo.
Konstanty A1 nazveme driftem, Ay rozptylem. Specielné, je-li Ay =0, to =0 a xo = 0,
nazveme takovy proces standardnim Wienerovym procesem.

V sekei 1.5 dospéjeme k nésledujici vété, kterd byva nékdy povazovéna za alternativni
definici standardnitho Wienerova procesu.

Véta 1.23. Necht'W (t) je standardni Wieneriiv proces s momentem A;. Pak
e W(0)=0,
o YVt > 0 je W(t) normdlné rozdélené: W (t) ~ N(0,At) ,

o W (t) md nezdvislé piiriistky, tedy Vt|,Vty,V1t3,V14 t) < ty < t3 < t4 plati, Ze ndhodné
veliciny W (t4) —W(t3) a W(ty) — W (t1) jsou stochasticky nezdvislé.
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1.4 Doba prvniho dosazeni

Necht' X (¢) je ndhodny proces s pocatecni podminkou X (#p) = xo. Nyni se budeme zajimat
o to, ve kterém Case T (S|xgp) > to proces X (¢) dosdhne poprvé hodnoty S > xo. Pfipad S < xg
by byl analogicky, my ho vSak k feSeni problematiky neuronu nebudeme dale potiebovat.
Pravé uvedené je obsahem nésledujici formélni definice.

Definice 1.24. Necht’ X (t) je ndhodny proces s pocdtecni podminkou X (ty) = xo. Pak
definujeme dobu T prvniho dosaZeni prahu S > xq jako

T (S|xo) = inf{z | t > 19, X (t9) = x0,X(t) > S} .

Vzhledem k ndhodnosti X(¢) je T(S|xp) ndhodna veli¢ina popsana (podminénou)
hustotou pravdépodobnosti g(S,7|xo, ). Nyni odvodime rovnice, které musi g(S,|xo, o)
Markovova procesu spliiovat.

1.4.1 Fortetova a Siegertova rovnice

Véta 1.25 (Fortet). Necht’ X (t) je Markoviiv proces s pocdtecni podminkou X (tg) = xo.
Necht’ (podminénd) hustota pravdépodobnosti procesu je f(x,t|xo,ty) a hustota doby
prvniho dosaZeni prahu S je g(S,t|xo,to). Pak pro S > xo plati

t

F(xtlxo, 1) = / 2(S, Tlx0,10) £ (x,1]S, 7).

Io

Predpokldaddme-li navic, Ze je X (t) homogenni a ty = 0, dostdvdme Fortetovu rovnici

Flwlio) = [ ¢(5.5lo) s — els)de (L.11)

Diikaz. Vezméme libovolné x > S. Nabude-li proces v ¢ase ¢ hodnoty x > S > xy, musel
v Case T, ty < T < ¢, poprvé projit hodnotou S. Vzhledem k tomu, Ze je proces Markoviiv,
dostdvame prvni rovnost. Je-li proces navic homogennt, plati f(x,#|S,7) = f(x,r — 7|S,0).
Dosazenim ty = 0 a vynechanim “koncovych” nul dostdvdme druhou rovnost. 0

Véta 1.26 (Siegert). Necht’X (t) je homogenni Markoviiv proces s pocdtecni podminkou
X (to) = xo. Necht’hustota pravdépodobnosti procesu je f(x,t|xq,ty). Necht’ hustota doby
prvniho dosaZeni prahu S je g(S,t|xo) a g(S,A|xo) Laplaceova transformace funkce g dle
casu t. Pak pro S > xq plati

[ Alxo)
fxA18)

Diikaz. Provedeme Laplaceovu transformaci Fortletove rovnice (1.11) vzhledem k pro-
ménné t. Diky zndmému vztahu pro Laplaceovu transformaci konvoluce (ktera je na pravé
strané rovnice (1.11)) dostdvame:

fxAlxo) = g(S, Alxo) f(x, A1S) -

Po vyjadfeni g(S, A |xp) dostavame Zadanou rovnost. O

(S, Alxo) = (1.12)
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Niésledujici véty uvadi diferencidlni rovnice, které spliiuje g(S, A |xp).

Véta 1.27. Necht’X (t) je homogenni Markoviiv proces s pocdtecni podminkou X (0) = xo.
Necht’jeho momenty jsou A, (x). Necht’ hustota doby prvniho dosaZeni prahu S je g(S,t|xo)
a g(S,A|xo) Laplaceova transformace funkce g dle casu t. Pak plati

o An(xo) 9"g(x, Alxo)

)}

n=1

o o —Ag(x,Alxp) =0 (1.13)

§ pocdtecni podminkou g(xo,A|xg) = 1.

Diikaz. Necht hustota pravdépodobnosti procesu X (¢) je f(x,t|xo,%) a fo = 0. ProtoZe je
proces X (t) homogenni, plati:

af (x,t]xo,t0) d f (x,t|xo,10)

a1 ot

Ze zpétné kinetickd rovnice (1.4) spolu s predeslou rovnosti dostdvame:

df(x,t|xp) i Apu(xo) 9" f (x,t|x0) .

ot - n! ox"

(1.14)

n=1
Ziejmé Laplaceova transformace L levé strany rovnice (vzhledem k proménné ¢) je (po
pouZziti integracni metody per partes):

L (W} — AL(F(xtlx0)) — £, 0lx0) -

Pocéte¢ni podminka pro f je zfejmé tvaru f(x,0|xp) = 6 (x — xg). Provedme nyni Laplace-
ovu transformaci rovnice (1.14) dle proménné ¢ za podminky x > xg :

= An(xg) 0" f(x, Alxo

Al = Y, At S0 Abo).

n=1

Podélime-li tuto rovnici vyrazem f(x,A|S) a pouZijeme-li Siegertovu rovnici (1.12),
dostavame  dokazovanou rovnici. Nebot pozadujeme f(x,0|xp) = 0(x — xp),
ziejm&  g(xo,t|xp) = O(t), z ¢ehoz g(xp,A|xp) = 1. O

Véta 1.28. Necht’ jsou zachovdny predpoklady a znaceni predchozi véty 1.27. Necht’ je
navic proces X (t) difiizni. Pak

1 92g(x,l|x0)

dg(x, Alxo)
ZAZ(XO) 8x3

+A1(x0) dxg

—Ag(x,Alxo) =0 (1.15)

§ pocdtecni podminkou g(xo,A|xo) = 1. PFiddnim podminky g(x,A|xp) < e Vxq je FeSeni
Jjednoznacné.

Diikaz. Pro difizni proces plati A,(x) = 0, Vn > 3. Dosazenim téchto A, do (1.13)
dostdvdme dokazovanou diferencidlni rovnici a prvni poc¢ite¢ni podminku. Diikaz jed-
noznacnosti je proveden v [5]. [
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1.4.2 Vypocet momenti doby prvniho dosazeni

V castych pripadech byvé obtizné spocitat hustotu g. Proto je vhodné znat také vztahy pro
vypocet momentd ndhodné veli¢iny T, jejiZ hustotou je pravé g (viz definice 1.24). Tyto
vztahy shrnuji nasledujici véty.

Véta 1.29. Necht’X (t) je homogenni Markoviiv proces s pocdtecni podminkou X (0) = xo.
Necht’ A, (x) je jeho n-ty moment. Nechtddle T (x|xq) je doba prvniho dosaZeni prahu x
(tedy ndhodnd velicina) a ty(x|xo) je jeji k-ty moment. Pak plati diferencidlni rovnice:

= Ap(xo) 9™t (x|x0)

Z n! Jx

n=1

+ktr_1(xjx0) =0 (1.16)

s pocdtecni podminkou ti(xo|xg) =0, k > 1 a to(x|xp) = 1.

Diikaz. Necht hustota doby prvniho dosazeni prahu S je g(S,¢|xo) a g(S, A |xo) Laplaceova
transformace funkce g dle ¢asu . Pfedpokladejme, Ze je g(x, A |xp) analytickd. Rozvineme
ji do Taylorovy fady dle proménné A:

2 A"Md" g (x,A|x
g(x, Alxo) = ZH%

n=0

A=0

Podivejme se, ¢emu odpovidaji jednotlivé derivace v nule. Pro n =0 je

g(x, Alxo)

:/ e Vg(x,tlxo)dt =1.
0

A=0
Pron >0 je

d"g(x,A|xo)
dAn

im0 /om(—l)"t”emg(x,t\xo)df = (=1)"tn(x|xo) -

Dosazenim za derivace do Taylorova rozvoje dostdvame

> (_1)pn
g(x,Alxg) = Z %tn(x\xo) , (1.17)

n=0
kde #p(x|xp) = 1. Dosadmé nyni tento rozvoj do rovnice (1.13):

/'Lk

k
—A Z tr(x]xo) =0

i An(xo) i (—l)klk 3"ty (x|xo)
n! k!
k=0

n=1

n
Jx

a preuspofddejme dle mocnin A:

I > XO ) 3"ty (x|x0) (_1)k71 B
k;lk< o L o (k_l)!fk—l(x\XO)>—0.

Vzhledem k libovolnosti A dostavdme pro momenty #(x|xq), k > 1 dokazovanou diferen-
cidlni rovnici s po¢dte¢nimi podminkami. [




Kapitola 1. Ndhodné procesy 10

Véta 1.30. Necht’jsou zachovdny predpoklady a znaceni piedchozi véty 1.29. Navic pred-
poklddejme, Ze je proces X (t) difiizni. Pak plati diferencidlni rovnice:

1 82tk(x]x0) 8tk(x\x0)

EAZ(XO)a—xg +A1(X0)a—xO = —kty_1(x|x0) (1.18)

s pocdtecni podminkou ti(xo|xg) = 0, k > 1 a to(x|xp) = 1.
Ditkaz. Dosazenim A, = 0 Vn > 3 do rovnice (1.16). ]

Z pravé uvedené rovnice (1.18) je mozné explicitné vyjadfit 7;(x|xg), coz ukazuje
nasledujici véta.

Véta 1.31. Necht’'jsou zachovdny predpoklady a znaceni predchozi véty 1.30. Necht pro
dané k existuje reseni rovnice (1.18) na intervalu < a,b >, kde —oo < a < b < o, Pak
ti(x|x0) Ize explicitné vyjddrit jako:

*dz [fFQ)
xo F ( ) Ja AZ()’)

kde F(xo) je integracni faktor definovany:

t(x[x0) = 2k k-1(x[y) dy (1.19)

jxo 2A1
Az(é

F(xo) =
Diikaz. Pod€lme rovnici (1.18) vyrazem ‘% a feSme metodou integracniho faktoru F :

X0 2A1

gj%k 2:21 3;’; = _j_lztk—l /e BT = F(x)
2
aim(pj_Z) - _A_’:sz_l
o 2 (( >) 1) dy
wlebo) = 2 [ 25 ) dy.
Vzhledem k podmince #;(xo|xp) = 0 mizeme psat
nxino) =2k [ 5 [ EO gy ay (1.20)

o F@) Ja ()"
]

Véta 1.32. Necht’jsou zachovdny predpoklady a znaceni predchozi véty 1.31. Existuje-li
rovnovdznd hustota W (x) procesu X (t) a md-li tento proces nulovy tok pravdépodobnosti
pres hranice oblasti < a,b >, plati

dz

o) = 2% | s | W) dy. (1.21)
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Diikaz. V piipadé existence rovnovazné hustoty W (x) = lim,_. f(x,|xp) a nulového toku
pravdépodobnosti jg pies hranice < a,b > dle (1.9) plati

C fx 2Al (S) ds C
Wx)=——e 20" = ——F(x),
(x) e e (x)
kde ¢ je normovaci konstanta. Vypoc¢teme-li z tohoto vztahu F (x) a dosadime do (1.19),
dostaneme dokazovanou rovnost. L]

1.4.3 Aproximace hustoty g doby prvniho dosazeni

V fadé piipadi nedokdZeme analyticky ur€it hustotu g(x,#|xp). Potom je nutné uchylit se
k numerickym metoddm. Shriime nyni zdkladni postupy téchto metod.

Aproximace g(x,|xp) v pFipadé znamé f(x,|xo)

Vv

Predpoklddejme neprve, Ze zndme f(x,7|xp). Nejjednodussi aproximace vychdzi z nu-
merického feseni Fortetovy rovnice (1.11). To je moZné napiiklad metodou konecnych
diferenci. DalSi moznosti je vyuZiti numerické Laplaceovy transformace dle ¢ pro vypocet
f(x,A|x0), nasledny vypocet g(x,A|xp) dle Siegertovy rovnice (1.12) a poté vyuziti nu-
merické zpétné Laplaceovy transformace dle A pro ziskani g(x,#|xp).

Aproximace g(x,|xp) v pfipadé neznamé f (x,|xo)

Nezndme-li f(x,t|xp), mize byt vyhodnéjsi vyuZit rovnice (1.13), specielné v piipadé
difizniho procesu rovnice (1.15). Pokud A, = 0 Vn > 3, miZeme polozit A, =0 Vn >3
a uvazovat také rovnici pro diftizni proces (1.15). Nésledné je tfeba pouZit numerické
inverzni Laplaceovy transformace dle A.

Chceme-li se vyhnout vypoctu inverzni Laplaceovy transformace, miizeme uvazovat
pouze konecny pocet ¢lent Taylorova rozvoje (1.17). Nejprve uvazme pouze nulty a prvni
Clen, tedy |
1+ AM; (x|xo)

za predpokladu, Ze AM; (x|xp) < 1. Z tohoto zlomku lze snadno ur¢it inverzni Laplaceovu
transformaci (dle tabulek), kter4 je:

g(x, Alxo) = 1 — AM; (x|xo) ~

1 1 S S
x,t|xg) ~ L1 ( ) — e M)
8 tlx0) 1+ AM; (x[x0) ) — Mi(x|xo)
Preformulujeme-li nds prfedpoklad, je nutné, aby
B ;e_Ml ole M ) (1.22)
ity M (o)

Muzeme téz uvazovat vice ¢lent Taylorova rozvoje (1.17). Napf. pfi pouZziti nultého az
druhého ¢lenu dostdvame

A n B
1+ Aa(x|xg) 1+ Ab(x|xo)

1
g(x,Alxg) = 1 — AM; (x|xo) + Elez(x\xo) ~
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za predpokladu, Ze Aa(x|xo) < 1 a Ab(x|xg) < 1. Funkce a(x|xo) a b(x|xp) uréime feSenim
rovnic

2 2
AY MNa"+BY A'd" =1-2AM+A*M; .
n=0 n=0
Inverzni Laplaceova transformace je poté snadnd. Uvedend metoda si samoziejmé zada
(numericky) vypocet M;(x|xp) z rovnic (1.16) nebo (1.19), coZ je stejné slozité jako vypocet
g(x,A]xp). Navic splnéni podminky (1.22) (&i jeji analogie pro vice ¢lend Taylorova
rozvoje) neni zaru¢eno.

Aproximace g(x,|xo) pomoci simulace

Dalsi pouzitelnou metodou miZe byt vyuziti simulace procesu X (¢). Pfedpokladejme,
7e mdame homogenni Markoviv proces X(7), s po¢ate¢ni podminkou X (0) = x¢, zadany
pomoci stochastické diferencidlni rovnice (1.10)

dX = a(x)dt +b(x)dP ,

kde dP je diference néjakého homogenniho Markovova procesu, jehoZ hustotu pravdépo-
dobnosti h(x,7) zndme. Pro jednoduchost predpoklddejme P(0) = 0, coZ je spInéno napt.
v pfipadé Wienerova nebo Poissonova procesu. Zvolime-li nyni maly ¢asovy krok o7, pak
bude dle (1.10) ptiblizné platit:

X (8t) =~ x0 +a(x) 5t + b(x0)P(St) .

Realizace P(St) miizeme generovat, nebot’ zndme hustotu A (x, 0t). Z toho ndsledné dle
pravé uvedené rovnice spocitdme realizace X v ¢ase 6¢. Ozna¢me jednu takovou realizaci
X (6t) proménnou x;. Opakovanim piedeslé dvahy pak muzeme dostat realizaci o hodnot&
X, procesu X v Case ndt jako:

Xn &2 Xp—1 +a(x,—1)0t +b(x,—1)P(51) . (1.23)

Realizace (xo,x1, .. .,X,) tak tvofi jednu realizaci procesu X (¢) na intervalu < 0,7 = ndt >.
Z pribéhu realizace X (¢) uré¢ime, kdy poprvé dosdhla zadaného prahu S.

Nyni vygenerujeme velky pocet (tisice) takovych realizaci X (r) a u kazdé ur¢ime
dobu ¢ prvniho dosazeni S. Pomoci hodnot ¢ a vhodné zvoleného jadrového odhadu potom
ziskdme hustotu g (S, ¢|xp). Metodu simulace pro uréeni g(S,#|xp) budeme v této praci hojné
vyuZzivat.

1.4.4 Hypergeometrické a chybové funkce

Tato podsekce shrnuje definice, které budeme potiebovat pii vypoctu hustoty g doby
prvniho dosaZeni u nékterych modelt. Jednd se o hypergeometrické funkce definované
nekonecnym rozvojem a chybové funkce definované integraly, které nelze analyticky
vypocitat.
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Definice 1.33. k-td zobecnénd mocnina cisla a je definovdna jako
a® =ala+1)(a+2)...(a+k—1). (1.24)

Definice 1.34. Konfluentni hypergeometrickd funkce F(a,b,z) je definovdina jako

(n)
a . (1.25)
n!

F(a,b,z) =
Lo

Pro usnadnéni zdpisu feSeni diferencidlnich rovnic se ukdze byt vyhodné zavést funkci
U, ktera je linedrni kombinaci dvou funkei F, a ddle funkci D, kterd vznikne z funkce U
specidlni volbou parametrd. To shrnuje ndsledujici definice.

Definice 1.35. Funkci U definujeme jako

I'(1-b)

r(b-1)
Ia—b+1)

1-b
Fla—b+12—b 1.26
) F4 (a—b+1, \2) (1.26)

U(a,b,z) = F(a,b,z)+

kde 1" je standardni gamma funkce. Funkci D definujeme jako

AT 1 722
D_;.(z)=U <7,§,§> . (1.27)

Konec¢né definujme chybové funkce.

Definice 1.36. Chybové funkce Erf a Erfi jsou definovdny jako

Erf(x) = % /Oxe’zdt, (1.28)
Erfi(x) = % /xefzdt. (1.29)
0

1.5 Wieneruv proces

Jak jiz vime z definice 1.22, Wieneruv proces je difizni proces s konstantnimi mo-
menty Aj, A; a pocateéni podminkou W (fg) = xo. Uréime nejprve (podminénou) hustotu
pravdépodobnosti Wienerova procesu f(x,7|xq,1y) a poté hustotu pravdépodobnosti doby
prvniho dosazeni prahu g(x,|xg,%p).

Véta 1.37. Necht’” W (t) znaci Wieneriiv proces s pocdtecni podminkou W (ty) = xo. Oz-
nacme A1(x) = W, Ay(x) = 62 jeho momenty. Pak hustota pravdépodobnosti procesu f

je

1 (x—xo—,u(t—to))2
f(x,t|xo,t9) = exp(— . (1.30)
(htbinto) = e exp(— )
Diikaz. Dosadme dané momenty A, A, do Kolmogorove rovnice (1.6):

dto 0xg 2 8x(2)
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PR

Tuto rovnici budeme nyni fesit spolu s poc¢ateéni podminkou

f(x, IQ‘X(),I()) = 5()6 —XO) .
Rovnici (1.31) substituci £y = W(xo, %) a £ = ¥ (x,1), jejiZ tvar vzapéti uréime, prevede-
me na standardni rovnici vedeni tepla
df N 2f
at() 8;%(2) N

0, (1.32)

kde jsme pro zabranéni dvouznaénosti oznaéili hustotu v prom&nnych £, £ jako 7. Nyni
uréime tvar této substituce.
Cleny v rovnici (1.31) se (zatim obecnou) substituci transformuji takto:

ft() = f)?olpto + ﬁ(} ’
fxo = f)?olpxo )
f Xoxo f )?o)?o\P)zco + f fo‘{]xoxo .
Rovnice (1.31) po této (zatim obecné) substituci prejde do tvaru:
o2

2 \Pxoxo)fXO + lPZ fxoxo ,fl() _’_l;f)?o +df)€0)€0 - O .

fto (\Pto + “lPXO +
Pro transformaci na (1.32) z4ddme b =0, 4= 1. Z podminky @ = 1 dostdvame
V2
lP()C(),l‘()) = ?xo—k a)(l‘()) ,
kde (1) je n&jakd funkce. Dosazenim této W(xo, 7o) do podminky b = 0 dostdvame

dw(to) o \/§

dty ?'u ’

celkové tedy

lP()Co,l‘()) = g(XQ —,ut()) .

Vztah hustot f a f je d4n vztahem

A

A b
f(x,t]x0,10) = f(X,flxo,fo)Ec =

Pocate¢ni podminka v proménnych X, ¢, Xj, fo pfejde zfejmé do tvaru (plyne z transformace
O-funkce dle véty 4.1)

_fA(ant’xAOa tO) .

J(%,10[%0,10) = 6 (£ — o) -
Reseni rovnice vedeni tepla (1.32) spolu s pravé danou po&iteéni podminkou lze ziskat
napf. Fourierovou transformaci dle proménné Xy a zni

1 (£ —%p)?

f(ant|xA07t0) = 477,'(l‘—l‘()) CXp(— 4(l—l0)
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Konecné feSeni (1.31) je potom

1 (x —x0 — p(r —19))?
fthxo o) = 22 (t —to) exp(- 2(zfz(f—to)o )-

Véta 1.38. Necht’jsou zachovdny podminky i znaceni predchozi véty 1.37. Pak
o W(th) =xo0,
o Vt > 0 je W(t) normdiné rozdélené, W (t) ~ N(xo+ p(t — 1), 62(t — 1p)),

o W(t) md nezdvislé pririistky, tedy Vt|,Vty, V13,14 t| < ty < t3 < t4 plati, Ze ndhodné
veliciny W (t4) —W(13) a W(ty) — W (t1) jsou stochasticky nezdvislé.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne piimo z piredpokladii. Druhé tvrzeni plyne z tvaru hustoty f
v predchozi vété 1.37. Nyni dokdzeme tfeti tvrzeni.
Necht'jsou dany libovolné Casy 1y <t} < ... <t,.OznameY; = W(t;) — W (¢;—1 ) ndhod-

nou veli¢inu piirastku. Hustotu pravdépodobnosti vektoru (Yy,...,Y,) v bodé€ (yi,...,yn)
ozna¢me f(Y) =yi,...,¥, = yn). Konkrétni realizace nahodného procesu W (t) v ¢asech
1o, - - -, Iy, 0znacena x, . . . , x, ziejmeé udava realizaci prirastka Yq, ..., Y, a tedy plati

fY1=x1—x0),Y2=x2—x1),..., Y= (xp—x4-1)) =

fxr,tr]xo,t0) f(x2,t2|x1,11) o f (s t|Xn—1t0—1) =

f(x1 —x0,t1 —10]0,0) f(x2 —x1,10 —11]0,0) ... f (x4 — Xp—1,8n —1,—1]0,0) =
J = (1 —=x0))f(Y2 = (x2—x1)) ... f(¥a = (%n —Xn—1)) ,

kde predposledni rovnost plyne z tvaru hustoty f pro Wienertv proces. Z uvedené rovnosti
plyne nezavislost prirdstkl Y;, coZ jsme chtéli dokazat. ]

Véta 1.39. Necht’ W (t) znaci Wieneriiv proces s pocdtecni podminkou W (0) = xo. Oznacme
A1(x) = u, Ay(x) = 62 jeho momenty. Pak hustota g(x,t|xo) doby prvniho dosaZeni meze

X > xgp je
X — X0 (x—xo—[.tt)2>
xX,tlxg) = —=exp| —————— | . (1.33)
slotfio) = e (U
Diikaz. VyuZzijeme diferencidlni rovnice (1.15), ktera tika

02 d%g(x,A|xo) dg(x,Alxo)
- 5 _|_ ‘u
2 &xo 8x0

—Ag(x,Alxo) =0 (1.34)

s pocétecni podminkou g(xg, A |xp) = 1, podminkou g(x, A |xg) < e Vxp a podminkou x > xg.
Jde o snadnou homogenni linearni diferencidlni rovnici 2. fadu, jejiz feSeni je

X0 X0
g(x,A|x0) = A exp ((—u +4/ u2+262k)?> + Bexp ((—/.L — \/u2+2621)g)

pro libovolné konstanty A, B. Vzhledem k podmince g(x,A|xg) < o pro xg — —eco musime
polozit B = 0 (pro xp — +oo takovou podminku nemédme, nebot’ poZadujeme konec¢né
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X > xq). Z pocate¢ni podminky g(xp,A|xp) = 1 potom dostdvdme hodnotu A a funkce
g(x, A|xp) ma pak tvar

8(x,Alxo) = exp ((—u +/ 1A+ 202/1>x06_2x) :

Nasim dal$im dkolem bude ur¢it inverzni Laplaceovu transformaci g (x, A |xg) dle proménné
A. Plati

1 c+ioo

glurbo) = 5 / 2(x, Alxg)eMdA

1 c+ioo
= — 2 2 At
= ZEi/L exp (( U4/ u=+20 l) 52 ) dA ,

oo
kde ¢ > 0 je libovolna redlnd konstanta. Zavedme proto substituci p:
20%p = pu*+20°1
dp=dA ,

potom
g(x,t|xg) = exp((7 (x— o))—./d ~exp (\/ 20%p s )GXP (I(P—r‘z) dp

270 Jd—ioo
2 d-+ico _
H pery 1 X0
= eXP(G (x—xo) — 262) 2—m./diw exp (- 2 )ep’dp,

kde d > 0 je opét libovolné redlné. Z posledné uvedeného integralu je zfejmé, Ze potiebu-
jeme znat inverzni Laplaceovu transformaci funkce exp(—a,/p) dle proménné p. Z tabulek
(viz [10]) dostavame

2

a
exp(——),
\/4_7rtz p( 4f)

, exp(—ay/p) =

pak

2 2
H uet X — X0 (.X—XO)
g(x,tlxg) = exp (g(x—xo) — ) - exp < W)

2
20 2wotrs

X — X0 X —Xxp— Ut
)
2ot 207

1.5.1 Transformace homogenniho diftizniho procesu

Ve specidlnich pifipadech je mozné homogenni diftizni proces prevést na standardni
Wienerlv proces s momentem A, = 2 pomoci vhodné transformace. V této sekci ur¢ime
podminky, jaké musi takovy proces splilovat a nalezneme onu transformaci.
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Véta 1.40. Necht’X(t) je homogenni difiizni proces s momenty Ay, Ay s pocdtecni pod-

minkou X (ty) = xo. Oznacme a(x) = %x) b(x) = Ay (x). Je-li splnéna rovnost

b(x):%—i—%(Q/xaéz)% —|—Cl) (1.35)

pro néjaké konstatny ¢y, ¢y, pak lIze proces X(t) pomoci transformace
(x,1) = (P (x,1),®(t)) transformovat na standardni Wieneriiv proces s momentem Ay = 2.
Transformace jsou tvaru

D(f) = ——e ' (1.36)

_at ¢ *odz
Wi —e 38 . 1.37
(r,6) = e (CZ+/ a<z)é> (1.37)

Diikaz. Proces X (t) je popsany Kolmogorovou rovnici

of . of = 9*f

Pokusime se jej transformovat na Wienertv proces, pro ktery A (x) = 0, Az(x) = 2, ktery
ma tedy Kolmogorovu rovnici
af I f

3_t0 8)%_

Zavedeme (zatim obecnou) transformaci y = W(xo,%), T = P(f). Hustotu v novych

proménnych y, T oznadime pro zabranéni nejednoznadosti se stifskou, tedy jako f. Cleny
v rovnici (1.38) potom budou

0.

flo = fAylPZ() +f‘l7q)t0 )
fxo - f ylPxo 5
oo =/ yy\P)Zco + fy¥xoxo -

Mohli bychom pro T pouzit téZ obecné&jsi transformaci T = ®(xg, #y). Pfi ni by v§ak v rovnici
pro fy,x, vznikl novy ¢len d)%o frr, kterému se chceme vyhnout, pozadujeme tedy d,, =0,
z Eehoz nutné P (xg,1p) = D(1p).

Rovnice (1.38) po uvedené transformaci a vydéleni ®;, pfejde do tvaru

2

N 1 . a¥y 4 A A A
fot+ o (‘Pto‘l'b\Pxo +aq’xoxo)fy+ q)xofyy :fr+bfy+afyy =0.
f t

0 0

Pro transformaci na Zadany Wienertv proces musi b = 0, @ = 1. Z podminky a = 1
dostavdme T

@/

fo
p, =0
X al/z?
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X0 dZ
\P:q;th/Z/ el +o(t) , (1.39)

kde o(tp) je libovolnd (dostate¢né hladkd) funkce. Dle podminky b=0 vyjadiime b:

X0 dz
cIDtoto f 1

1
¥ ¥ ad®’a, 3 3 2
b= _alPxOxO _ leo —__h 2 a_l _ ;’(Z)2 + o, a_l
*o %o —2a2 @; 202 ity
b X0 _dz
p= 0 _ az ool a@? | 20
22 P :
o (I)l%
Zavedeme preznaceni
20,
ci(to) = ——, (1.40)
o
d
er(ty) = —%:—(lnd)to),o. (1.41)
fo

Po dosazeni do rovnice pro b dostaneme podminku, kterou musi spliiovat koeficienty
diftzni rovnice, aby ji bylo mozno transformovat na Wienertv proces:

1
2 X0 d
b(xo) = "2&#% <cz/ < —|—c1> (1.42)

a(z)?

pro n&jaké cy, ¢;. ProtoZe je proces homogenni, nezavisi b(xp) na ty, tedy obecné musi byt
c1, ¢ konstanty. Z rovnice (1.40) ziskdame nejprve ®(tp):

1
D(19) = —ae—% . (1.43)

Z rovnice (1.41) dosadime do (1.39):

oty X d
W(xg,t0) = e 2 ﬁJr/O—Z1 . (1.44)
o) )}



Kapitola 2

Modely neuronové aktivity

2.1 Obecné predpoklady

V této kapitole popiSeme chovani neuronu pomoci riznych stochastickych modelt. Bude-
me se rovnéZ zabyvat vztahy mezi témito modely. Za¢néme zdkladnim popisem, ktery
bude pro vSechny modely spolecny.

Neuronovou aktivitu budeme modelovat pomoci homogenniho Markovova ndhodného
procestu X (¢), ktery zna¢i hodnotu elektrického potencidlu na membrané neuronu v zavis-
losti na ¢ase ¢ > 0. Na vstup(y) neuronu pfichdzeji v ndhodnych ¢asech kladné, resp.
zaporné naboje, které zplisobuji narist, resp. pokles napéti. Jakmile napéti dosahne jisté
prahové hodnoty S, neuron vysle signal (kladny naboj) na vystup, coz zptusobi pokles napéti
na “resetovanou” hodnotu p. Bez pfitomnosti vstupli vystoupd napéti po jisté dobé z re-
setované hodnoty k rovnovazné hodnoté x(. ProtoZe elektrické napéti je relativni veliina,
volime jeho nulovou hladinu jako xp = 0. Ddle budeme vzdy (ponékud zjednoduSen¢)
predpokladat p = xy.

Rozdéleni pravdépodobnosti homogenniho procesu X (¢) s poédte¢ni podminkou
X (0) = xp popiseme pomoci podminéné hustoty pravdépodobnosti f(x,|xp), kde x je
hodnota napéti v ¢ase ¢ za podminky X (0) = xq. Po¢ateéni podminka pro tuto hustotu je
zfejmé

f(x,0]x0) = 8(x—xp) .
Pfipomenime, Ze vzhledem k na$i volbé xo = p = 0 md neuron na zacitku procesu
rovnovazné napéti.

Dile nas bude zajimat ¢as 7', kdy napéti dosdhne poprvé prahu S > xg = 0, tedy ndhodna
veli¢ina T (S|xp) z definice 1.24. Rozdéleni této ndhodné veli¢iny popiseme pomoci (pod-
minéné) hustoty pravdépodobnosti g(S,#|xp), kde S je hodnota prahu a ¢ ¢as jeho prvniho
dosazZeni za podminky X (0) = xo.

Zacnéme popisem diskrétniho Steinova modelu, jehoZ specidlnim pfipadem je Poisso-
ndv proces. Potom piejdéme k popisu spojitého Ornstein-Uhlenbeckova modelu, jehoz
specialnim pfipadem je Wienertiv model. Sekce o Steinové modelu erpaji z [2], o Ornstein-
Uhlenbeckové modelu z [1] (str. 118 aZz 147) a rozsifeni obou modeli z [3].

—19—



Kapitola 2. Modely neuronové aktivity 20

2.2 Steinuv model

V Steinové modelu je napéti na membrané neuronu navySovano excitacnimi pulsy, které
pfichdzeji ndhodné, v priméru A-krdt za jednotku ¢asu a ¢asy jejich pfichodi jsou navza-
jem nezdvislé. Vzhledem k feCenému tak pfichody excitacnich pulst tvoii homogenni
Poissontv proces N, (t) s parametrem A. Kazdy puls navysi napéti o hodnotu a > 0.
V zdkladnim Steinové modelu predpokladdme a konstatni. Podobné je napéti snizovano
inhibi¢nimi pulsy, jejichZ pfichody tvoif homogenni Poissontv proces N () s parametrem
. Kazdy inhibi¢ni puls naopak sniZi napéti o hodnotu i > 0, kterou také predpokladame
konstatni. V dobé€, mezi ptichody pulsi, napéti klesa po exponenciéle s kvocientem —1/7,
tedy X (r+dt) =X (1) exp(—d—;). Celkem tak dostavame

X(t+dt) =X(t)exp (—d—;) +a(Ny(t+dt) —Ny(t)) —i(Ne(t +dt) — Ne(t)) .

Prechodem k limité df — 0 ziskame stochastickou diferencialni rovnici pro X tvaru (1.10).
Nebot’ exp(—%) =1- % + o(dt), dostavame tak ndsledujici definici.

Definice 2.1. Steiniiv proces je homogenni Markovitv proces popsany ndsledujici stocha-
stickou diferencidlni rovnici.

X
dX = ~"—di+adNy ~idNo 2.1)

kde T >0aa,i > 0.

Na obrédzku 2.1 je zndzornéna jedna z moZnych trajektorii Steinova procesu.

2.2.1 Hustota f Steinova modelu

Véta 2.2. Necht’X (t) je Steinuiv proces, s pocdtecni podminkou X (0) = xo. Necht’ f (x,t|xo)
Jje jeho hustota pravdépodobnosti. Pak f spliiuje diferencidlni rovnici

df (x,1lx0) _ (LS (x 1x0)) )" 9" f(xtlxo) |y 9" (xitlxo)
o A Z L o Z o 3P

Diikaz. Viz Appendix A - véta 4.2. [
Nasledujici véta uvadi vzorce pro vypocet momentl A, (x) Steinova procesu.
Véta 2.3. Pro momenty A,, Steinova procesu plati:
Al(x) = —%—l—la—wi ,
Ap(x) = Ad"+o(—i)" Vn>2.

Vv,

Diikaz. Nejjednodussi dikaz je porovnanim rovnice (2.2) s kinetickou rovnici (1.7).
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Yyvo] napéti na neuronu
E T 1 1 1 1 T 1 1 1

Stein

(]
T
|

napéti [m*]

2t \

|:| 1 | | | | 1 | | |
a 0.1 n2 03 04 05 0B 07 08 08 1

cas [ms]

Obrazek 2.1: Ukazka trajektorie Steinova modelu pro A = 6 ms~!, =0, a=2 mV,
7 =0.5 ms.

Dalsi mozny dikaz je vypoc¢tem momenti piimo ze stochastické diferencialni rovnice

2.1):

E@X|X()=x) . X044 a E(N,) —i E(dNo)
A](.X) = lim = lim

dt—0 dt dt—0 dt

= —Z4ad—il,
T
X(t) . n
" = E((—%2dt+a dN; —idN,

A0 = lim E@X"X(0)=x) _ . E((-=di+adN, —idNo)")

dir—0 dt di—0 dt

V Citateli md zfejmé smysl uvaZovat jen ¢leny fadu Q(dt). Nebot E(dN} ) = Adt, dostava-

me
Ap(x) = Ad"+ o(—i)" Vn>2.

]

Z dikazu véty je tak patrno, Ze popis pomoci stochastické diferencialni rovnice (2.1)
je shodny s popisem pomoci (kinetické dopiedné) rovnice (2.2).
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2.2.2 Hustota g doby prvniho dosaZeni prahu Steinova modelu

Hustotu g(S,#|xp) doby prvniho dosaZeni prahu S > xo u Steinova modelu bohuZel ne-
dokaZeme analyticky vypocitat. Musime se tak uchylit k numerickym metodam shrnutym
v sekci 1.4.3. Z téchto metod vyuZijeme metodu simulace, o které pojedname hloubéji
v nésledujici kapitole.

Ve specidlnim piipadé€, kdy poloZime 7 = « a @ = 0 se Steinliv proces stdva totoznym
s Poissonovym procesem. Pro hustotu g potom plati nasledujici véta.

Véta 2.4. Necht’ X (t) je Steiniiv proces s pocdtecnim podminkou X (0) = xo. Necht’pro
jeho parametry plati T = o a @ = 0. Pak pro hustotu g(S,t|xg) doby prvniho dosaZeni
prahu S > xq plati
)Lntn—le—lt

(n—1)!

=32

Diikaz. Zadany Steiniv proces X se fidi stochastickou diferencidlni rovnici

g(S,t|x0) =

kde

dX:adN;L.

Zieyjmé X dosdhne prahu S, pravé tehdy kdyz N, dosdhne (celociselné) hodnoty n, dané
znénim véEty. Zajima nés pravdépodobnost, Ze pravé v intervalu < 7,f 4 dr) nabyde Poisso-
ndv proces N; hodnoty n. Ta je zfejmé rovna soucinu pravdépodobnosti, Zze v Case t

md N, hodnotu n — 1, a pravdépodobnosti, Ze v intervalu < 7,¢ + dt) nastane n. uddlost.

n—1,-24
Prvni ¢initel je dle definice 1.19 roven % Druhy C¢initel je dle véty 1.20 roven

Adt + o(dt). Vydélenim uvedeného soucinu diferenci df a pfechodem k limité dt — 0
dostdvame tvrzeni véty. [

2.2.3 Steinuv model s mezemi

MoZnou obménou zdkladniho Steinova modelu je pfidani spodni a horni meze procesu
X (t). Steinav model s mezemi je dén stochastickou diferencidln{ rovnici

X

kdet>0al > a,i> 0jsoukonstanty. Vg aV;, pronéz Vg > S > xo = 0 > V}, jsou konstatni
meze, které (jak vidno z uvedené rovnice a podminek) nemuiZe proces X prekrodit.

Uvedeny model ma nevyhodu, Ze md pouze deterministickou limitu pro A,® — « a
a,i — 04 (viz [6]). Tuto nevyhodu v§ak miiZeme odstranit pfedpokladem nekonstantnich
(kladnych i zdpornych) vstupti. Dostavame tak Steintiv model s mezemi a nekonstantnimi
vstupy dany stochastickou diferencidlni rovnici

dX = _%(dwr (a+A) (Vg —X) dN; — (i+1)(X —V;) dNg , (2.4)
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kde maji symboly stejny vyznam jako v pfedeSlé rovnici (2.3). A, resp. I jsou ndhodné
veli¢iny nabyvajici hodnot z intervalu (—a, 1 —a), resp. (—i, 1 — i) se stfednimi hodnotami
E(A) = E(I) = 0, navzdjem nezdvislé a téZ nezavislé na dN; a dN.

Uvedeny model ma rovnéZ nevyhodu. Pii diftizni aproximaci, o které bude fec v nésle-
dujici sekci 2.3, se d4 ukdzat (viz [3]), Ze hranice V; a Vg jsou regularni. Reguldrnosti
hranice se mysli, Ze ji proces miZe (v kone¢ném Case) dosdhnout a nadéle pokracovat. My
vSak Zddame, aby proces uvedenych hranic nikdy nedosédhl. Navic pro feSeni rovnice (2.4)
bychom museli stanovit hodnoty procesu X na onéch hranicich, ty vSak nejsou zndmy.
Resenim se ukézalo byt jesté vice pozménit Steiniiv model s mezemi, tak, aby nahodna
sloZka zavisela na obou mezich, tedy aby platila stochasticka diferencidlni rovnice

X
dX = —?dt (2.5)

+ [a(VE —X) +A (VE —X)p(X —V[)q] dN,,
— [i(X =V))+1(Vg —X)4(X —V[)?] dNg

V tomto modelu je vhodné volit konstanty p = g = %, aby rovnice nabyla symetrické
podoby.

U vsech té€chto modelt s mezemi jsou obdobné problémy s vypoétem hustoty g(S,7|xo)
doby prvniho dosazeni prahu § jako u zdkladniho Steinova modelu. Proto budeme funkci
g hledat numericky v nésledujici kapitole vénové simulacim.

Drive nez pfistoupime k simulovini Steinova procesu, popiSeme v nésledujici sekci
dalsi model, a sice Ornstein-Uhlenbeckiv (déle jen O.U.), ktery ze Steinova vychazi. O.U.
model je onou diftizni aproximaci Steinova modelu, kterou jsme zminili v této sekci.

2.3 Ornstein-Uhlenbeckuv model

Steintiv model je pomérné slozZity v tom smyslu, Ze vSechny jeho momenty A,,(x) jsou
nenulové, coz znesnadiiuje (byt jen numerické) feSeni kinetickych rovnic (1.3) a (1.4).
Pokusime se proto Steiniv model nahradit jistym limitnim modelem, ktery bude mit pouze
kone¢n€ mnoho nenulovych momentd, tedy A,,(x) = 0 Vm > mg pro néjaké my > 3. Pak
ale dle véty 1.9 bude A,,(x) =0 Vm > 3.

Vyjdeme ze Steinova modelu. Necht je ddna posloupnost Steinovych modeli SM,
(n € N) s parametry d,, i, An, @, a m-tymi momenty (A,,),(x). Zaddme, aby pro kazdé m
posloupnost momentt (A,,),(x) konvergovala (stejnomérné) k funkci A,,(x), tedy

(Ap)n(x) = Ap(x) .

Momenty A;,(x) ndm uruji limitni model, po kterém budeme Zddat splnéni uvedené
podminky A,,(x) = 0 Vm > 3. Konkrétné pro m = 2 a m = 4 tedy pozadujeme

(Ag)n(x) = Awdt 4+ @,it — Ay(x) =0,
(A)n(x) = Apa+ @,i2 — Ax(x) #20.

Toho je mozné docilit jediné pokud a,, — 0, A, — < a i, — 0, @, — oo.
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Predpokladejme tedy, Ze pro n — oo plati

an, i, — O+ R

)'}’I? a)n — 0 b
avSak
MGy — Oniy  — Hu (2.6)
(A2(x))n = Anas + @pia — ©2 2.7)

pro dané parametry i, . Toho lze docilit snadno volbou

n
Ay = %(Gznz—i—un), (2.9)
0, = %(Gznz—un). (2.10)

Posloupnost SM,, se ndm tak bliZ{ k difiznimu homogennimu modelu, ktery je obsahem
nésledujici definice.

Definice 2.5. Difiizni homogenni model, pro jehoZ momenty plati

X
Al(x) = _E—’—.ua
Ay(x) = o2,
Ap(x) = 0 Vn>3,

nazyvame Ornstein-Uhlenbeckiiv (ddle jen O.U. model). Rikdme téz, Ze O.U. model je
difiizni aproximaci zdkladniho Steinova modelu.

Na obrazku 2.2 je zndzornéna jedna z moznych trajektorii O.U. procesu.
Analogicky jako u Steinova modelu spliiuje O.U. model nasledujici stochastickou
diferencidlni rovnici.

Véta 2.6. Stochastickd diferencidlni rovnice pro Ornstein-Uhlebeckiiv proces X (t) zni
dxX = (—%+,u>dt+6dW, @2.11)

kde dW je diference standardniho Wienerova procesu s momentem A, = 1.

Diikaz. Kazdy homogenni diftiizni proces, pro ktery je moment A, konstantni, spliiuje
stochastickou diferencidlni rovnici

dX = A (x)dt+A2 aw .

Dosazenim momentd A (x), A, O.U. procesu pak dostdvame (2.11).
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Yyvo] napéti na neuronu
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Obrizek 2.2: Ukdzka trajektorie O.U. procesu pro yu = 20 mV /ms, 6> = 20 mV?/ms,
T =2ms.

Skuteéné, ovéfme, Ze proces definovany pomoci (2.11) mé pozadované momenty A1 (x),
As. Dle (1.2) dostavame

(—ECXW=) 4\ 4 GE(aW)

A = 1 =1 T
: (x) di—0 dt dtlinO dt
X
- _%_I_u?
X() n
E(dX"X(t) = E((—=2dt+ocdW
A) = tim EOXEO=x) _ E(=TdirodW))
dt—0 dt dt—0 dt

V Citateli md ziejmé& smysl uvazovat jen Cleny fadu Q(dt). Nebot E(dW?)=dt a
E(dW") € o(dt),¥n > 3 dostdvame
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2.3.1 Hustota f O.U. modelu

Vyhodou O.U. modelu je, Ze dokdZeme analyticky ur¢it hustotu f(x,7|xg) rozloZeni O.U.
procesu v Case t, jak ukazuje nésledujici véta.

Véta 2.7. Necht’X(t) je O.U. proces s pocdtecni podminkou X (ty = 0) = xo. Pak pro
hustotu f(x,t|xo) O.U. procesu plati

_ 1 (x—p(r)?
f(X,t!xo)—meXp (_T(t)) ; (2.12)
kde
u(r) = pt+(xo—pte v, (2.13)
o1 Y’
Vi) = So(-e). (2.14)

X (t) md tedy normdlni rozdéleni:
X(1) ~N(u(r), V() -
Diikaz. Viz Appendix A - véta 4.3. O

Véta 2.8. Pro O.U. proces X (t) s pocdtecni podminkou X (0) = xo existuje rovnovdznd
hustota W (x) (z definice 1.15):

! (x— H(°°))2>
W)= ———exp| 22X (2.15)
) 2V (o) P ( 2V (o)
kde
H(e) = urt, (2.16)
2
Vie) = 2T 2.17)
2
X (o0) md tedy normdlni rozdéleni:
1
X(e0) ~N(ur, 5621) :
Diikaz. Dosazenim ¢t — oo do (4.2) dostavame W (x). Normalnost rozdéleni X (eo) je zfejma
z tvaru hustoty W (x). O

2.3.2 Hustota g doby prvniho dosazeni prahu O.U. modelu

Stejné jako v pifpadé Steinova modelu je analyticky vypocet hustoty g(S,7|xo) doby prvniho
dosazeni prahu S > xp nemozny. Uchylime se tedy opét k numerickym metoddm shrnutym
v sekci 1.4.3, a sice k metodé simulace, o které pojedname hloubéji v nasledujici kapitole.
Kromé jiZ uvedenych numerickych metod miiZzeme vypocitat Laplaceovu transformaci
g(S,A]xp) pomoci funkci, definovanych nekoneénym rozvojem. Tyto funkce jsou uve-
deny v podsekci 1.4.4. Nésledujici véta ukdze vztah pro g(S,A|xp). Inverzni Laplaceovu
transformaci pro ziskéani g(x,7|xp) je pak tfeba samoziejmé provést numericky.
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Véta 2.9. Pro Laplaceovu transformaci hustoty g(x,A|xo) doby prvniho dosaZeni prahu
x> xo u O.U. modelu s parametry I, o, T plati:

D,/’LT (%\/ng — %\/ 21’)

2 2 _
g(x,Alxp) = exp (XO ); + S 9;0),”) (2.18)
210 o 1 2. n
D—AT (6 \/;x— o 27)
Diikaz. Vyjdeme z diferencialni rovnice (1.15), kterd pro O.U. proces zni
2 32
o~ d7g(x, Alxo) ( X ) dg(x,A|xo)
—— 4 (= == —Ag(x,Alx0) =0 2.19
2 ax(Z) + T tu aX() g(-x’ |X0) ( )

s poéate¢ni podminkou g(xq,A|xp) = 1.

"_ 928(&;”)60)

Zavedeme znaceni g = o . Rovnici (2.19) vydélime o2 /2 a dostdvame
0

2x  2u 21
1 / Z /
8 +<—ﬁ+—2>g ——58=8 tag +0g=0.

Z rovnice potiebujeme nejprve vyloudit ¢len ag’. Proto zavedeme substituci

g= uexp(—% a(xp)dxp). Rovnice pak piejde ve tvar

z _L_£>2 L2,
u+( (rcz o?) T2 52 )" =0

Nyni pouZijeme linedrni substituci

1 2
0= —1/ Zx0—EVar, (2.20)
(02 T (0)

. v ¥ . . . < 02u(z,Az
aby rovnice piesla ve standardni tvar Weberovy rovnice (1" nyni znaci %‘ZO))
0

2
" 20 _l N
u' + (—4 (l’c 2)>u =0. (2.21)

2
Weberovu rovnici pfevedeme substituci 4 = uexp(<L) na rovnici
W' —z0h' — (AT)h=0. (2.22)

Predpokladdme analytické feSeni ve tvaru h(zg) = Y, _ocnzj. Pro koeficienty ¢, pak
dostavame rekurentni vztah

(n+2)(n+1)cyi2 = (n+AT)c, .

Pomoci zobecnénych mocnin zapiSeme feSeni rekurentniho vztahu jako

. %)(n)znc _ (%)(n) .
2 (2n)! 0 (3)™2nn! 0



Kapitola 2. Modely neuronové aktivity 28

(Arz-i—l)(n)zn (lrz-l—l)(n)
T o T @)

Pak feSeni (2.22) mlizeme zapsat jako

h(z,Al0) = Y cazp
n=0
. AT\@ " 22
- aar((5)"(3)" 3
A AtV 3\ 2
+ B<Z)Z0F(< 2 ) 7(5) 75 )

kde A(z), B(z) jsou n&jaké funkce. Provedeme-li zpitky viechny zavedené substituce,
dostaneme feSeni (2.19) ve tvaru

X3 x . AT\ 1\® 2
seibo) = e (502, - 0% ) {A(x)F((;) (3) 2
3 Are1\™ 3\ 2
+ B(X)ZOF<( T;_ ) 7(5) 7%) }7

kde jsme ponechali oznaceni zy zavedené dle (2.20). Z tohoto tvaru feSeni je obtizné urcit
funkce A(x), B(x) z po¢éte¢ni podminky g(xo, A|xo) = 1. V [8] je proto navrZzeno pouZit pro

zapis feleni zavedené funkce U a D. Pak feSenim (2.19) je (jako z! =% = z!/2 zde bereme
kladnou vétev odmocniny)
2
X X
sl bo) =exp (322~ 0 ) (AGID_1c(a) +BWD ael-0)} . 229

Pfiddme dal$i podminku, kterou musi g(x, A |xp) splilovat, a sice g(x,A| —oo) = 0. PouzZije-
me-li asymptotické rozvoje D_;(zo) pro zo — %oo (viz [8]), dostaneme D_j ;(e0) =0
a D_j;(—e) > 0. Pak diky podmince g(x,A|— o) = 0 nutné B(x) = 0. Z podminky
g(x,A|x) = 1 nyni dostaneme A(x) jako

x? XU 1 1 /2 u
A(x):exp (_21'62_'_?) D—ﬂ,’t’ g Ex—gv2’t .

Po dosazeni A(x) a B(x) do (2.23) dostdvame tvrzeni véty. O

Podobné jako g(x,A|xg) 1ze téZ moment #; (x|xp) O.U. procesu ur¢it pomoci funkce F.
V diikazu véty pouZzijeme chybové funkce definované v podsekci 1.4.4.

Véta 2.10. Pro prvni moment ty(x|xg) O.U. procesu s parametry |, ©, T plati vztah

nxlxo) = @(@C—W’ (%%M>‘<x°‘“”” (1 : M»

o021 2’2" o271

(o)
oo on—1 x—UT 2n Xo— UT 2n
* T,,Zln@n—l)u((oﬁ) _( Gﬁ) | (224
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Diikaz. Vyjdeme ze vzorce (1.21):

X dZ Z
11 (x[xo) =2 XOW/_OOW(Y) dy,

sV 2

kde je rovnovazna hustota W (x) déna rovnici (2.15):

W = e (-EHY

Az(x) = 62.

Upravme druhy integral v #1 (x|xp) pomoci substituce s = y(;\% :

G\/ﬁ/_:W(y)dy = /Z exp( b —po)’ )dy 0'\/_/6‘[ =5 ds

e o271

\/E 2 /Zc\/% 2
= = 14+ — d

> Gﬁ + ﬁ A e N

- o (e (52)

Pak pro #; (x|xp) dostavame

X _ 2 _
t1 (xlxo) = @/0 dzexp (%) (1 +Erf (ZG “f)) —h+1,

kde jsme oznacili

L o= \/_/dexp< ””),
L = \/_/dexp<z_‘”))Ef<Z \;‘;)

Po tpravé analogické dpravé [*_ W (y)dy dostdvame pro Ii:

T [ x—urt X0 —UT
I} =—\E ——F | —E .
=T (GR) e eE )
Funkci Erfi(x) 1ze téZ zapsat pomoci nekone¢ného polynomu Y c,x". Erfi(x) je zfejmé
feSenim diferencidlni rovnice

2 2
f1(x) — ﬁex =0

s pocate¢ni podminkou f(0) = 0. Dosadime-li do této rovnice onen polynom Y c,x",
dostaneme rekuretni vztah pro ¢, a feSeni oné diferencidlni rovnice je pak

Erfi(x) = %XF <; 3 2>
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kde F je konfluentni hypergeometrickd funkce 1. fadu definovana rovnici (1.25).
Nyni je tieba uréit I,. Pokusme se proto nejdfive integrdl [i dtexp(t?)Erf(t) urcit
pomoci nekone¢ného polynomu. Tento integrél je feSenim diferencidlni rovnice
F(3) =26 (1) — —= =0
NG
s po¢dteénimi podminkami f(0) =0a f'(0) = 0. Dosadime-li f(x) =Y., c,x", dostaneme
rekurentni vztah pro c¢,:

= Chy Yn>0,

o = —

s pocateénimi podminkami cp = 0 a ¢; = 0. ReSenim je

2n—1
S S—— Y
= Uman—nn "
cg = 0,
Copt+1 = 0 Vn>0.

Celkem tak dostdvame pro integral I, (po substituci s = %):
“=n2n—-1) o\VT o7

Ve specidlnim piipadé€, kdy poloZime T = o se O.U. proces stdva totoznym s Wie-
nerovym procesem s momenty A1 (x) = 4 a A>(x) = 0. Hustotu f(x,¢|xo) potom uréuje
vztah (1.30) a hustotu g(x,7|xp) vztah (1.33).

]

2.3.3 0O.U. model s mezemi

Podobné jako v sekci 2.2.3 jsme k zdkladnimu Steinovu modelu pridali meze, rovnéz
k zédkladnimu O.U. modelu mizZeme pfidat spodni a horni mez. O.U. model s mezemi
budeme také konstruovat jako diftizni aproximaci Steinova modelu s mezemi, tedy jako
limitu Steinovych modeld s parametry a,, i, — 04 a A,, @, — 0. Jediné tak totiz docilime,
aby pro O.U. model s mezemi byly momenty A,,(x), Vm > 3, rovné 0.

Predpokladejme tedy posloupnost Steinovych modeli s mezemi SM, s parametry
Apylins A, @y, ViV, pro které

an, i, — O+,
Ay @, — .
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Vzhledem k piitomnosti mezi, tedy zavislosti na (Vg — X) nebo (X — V;), nemiZeme vyuzit
triku, aby platilo (dikaz viz [6])

Man(VE—X)—onin(X—=V;) A 0,
dn@> (Ve —X)? 4+ 0,i2(X -V))? A 0.
Misto toho poZadujeme platnost podminky

Ay, — W, (2.25)
Wi, — V. (2.26)

Pro model dany rovnici (2.3) potom dostaneme diftizni aproximaci s momenty
X
Allx) = ——+uVE—x)—v(x=V),
A2 (x) = 0.

Nebot je A, nulovy, chova se tento proces deterministicky, a proto pro nds neni zajimavy.
Model dany rovnici (2.5) (pfipadné rovnici (2.4), ktery je specidlnim piipadem pro
p =1, =0) divd momenty

Allx) = —% FAa(Ve —x) + @i(x—V;) |
Ay(x) = Ad* (Ve —x)*+ 0i*(x—V;)?
+ AEAY)(VE—X)P(X = V)X + 0E(I*) (Vg — X)*1(X —V})?P .

Vzhledem k podminkdm (2.25), (2.26) a tomu, aby v limitnim difidznim modelu platilo
Ay # 0, Zadame spInéni podminek

AE(A2) — 061>0, (2.27)
WE(I}) — o >0.

Dostavame tak homogenni difuzni model, ktery nazveme O.U. model s mezemi, dany
momenty

Allx) = —%-l—[.L(VE—x)—v(x—VI),
Ay(x) = o2 (Ve—X)P(X =V 40 (Ve—X)H (X —V))? .

Pro p =1, g = 0 tak dostaneme model, ktery jizZ zapiSeme pomoci stochastické difer-
encidlni rovnice

dX = <—§ +u(Vg—X) — v(X—V,)) dt + \/oj(VE —X)2 40 (X —Vp)2dW . (2.28)

Pro nasi specidlni (symetrickou) volbu p = g = % dostaneme model

dX = (—%(—i—,LL(VE —X)— v(X—V,)) di+0\/(VE—X)(X=V))dW, (229
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kde jsme oznadili 6% = Gj + 012. Opét se chceme vyhnout tomu, aby hranice x = Vg, resp.
x =V, byla regularni. Dle [3] to nastane prave tehdy, pokud

2V,
2 E
0" < ————— | (2.30)
T(VE — V])
resp.
=2V
2 1
ol — . (2.31)
T(VE — V[)

Je zndmo, Ze |V;| < |V, stai ndm tedy pouze platnost 2. podminky.

Stejné jako pro zakladni O.U. model, je téZ pro O.U. model s mezemi nemozné ana-
lyticky vypocitat hustotu g(S,#|xp). g tak budeme opét hledat numericky pomoci metody
simulace v ndsledujici kapitole.



Kapitola 3

Simulace

V této kapitole zndzornime a popiSeme vysledky simulace zdkladniho Steinova a Ornstein-
Uhlenbeckova (dale jen O.U.) procesu i obou procest s mezemi. Simulace budeme provadét
pomoci priloZeného programu implementovaného v jazyce a prosttedi MATLAB. Nejprve
vzdy uvedeme parametry procesi, poté ptikaz ke spusténi simulace, ndsledné grafy vzniklé
simulaci a ptipadné téz statistické testy porovnavajici oba modely.

V jednotlivych sekcich vzdy na zac¢atku uvedeme hodnoty vstupnich parametrii. V ta-
bulkdch i grafech uvazujeme ¢as v ms, frekvenci v ms~! a napéti v mV. Ve viech piipadech
budeme volit 5 = 0, xg = 0.

3.1 Simulace zdkladniho Steinova a O.U. procesu

Pro simulaci zdkladnich modelti zvolime parametry, které budou fadové odpovidat para-
metrim uvedenym v tabulce 3.3 pro modely s mezemi. Aby simulace dobéhla v ’rozumné
kratkém” Case, je vhodné volit © = Aa — wi > 0, toto vSak parametry v tabulce 3.3
nespliluji. Zvolme

1

A 10 ms™
0 = Sms !
a = 02mV
i = 02mV
T = 10ms

Parametry  a ¢ O.U. procesu jsou dopocitany dle vztahi

L = Aa—wi=10mV /ms,

c = VAd?2+wiz=0.775,

které vychdzeji z limit (2.6) a (2.7). Zda se byt rovnéZ vhodné, aby byl krok vypoctu
0O.U. procesu mensi, nez s jakou primérnou periodou nastavaji skoky v Steinové modelu
(1/(A + w)). Zvolme proto krok o velikosti 0.01 ms.

—33—
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3.1.1 Pribéh stiredni hodnoty napéti

Nejprve zobrazime pribéh stedni hodnoty (pIn€) a standardni odchylky od stiedni hodnoty
(teckované) 1000 trajektorii obou procesu piikazem:

plotBothEvolve (NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,30),1e-2,1e3),
GraphEvolveParam(0,0,1,1,1));

o] napéti na neuronu

12 T T T T T
10
B |
> B
E
;E_
= 4r
2 |
_ otein
—ou
OF Teatie |7
Lirnita
2 ! ] ! ! !
0 5 10 15 20 25 a0

Eas [ms]

Obrazek 3.1: Pribéh stfedni hodnoty a standardni odchylky trajektorii.

Vysledkem je obrazek 3.1. Jak vidno, stfedni hodhoty i standardni odchylky trajektorii
obou modelu (s popisky ”Stein” a "OU”) vychdzeji pfiblizné stejné. RovnéZ se mnoho
nelisi od teoretickych hodnot (s popiskem “Teorie”) danych vztahem (2.13) a odmocninou
z V(t) ze vztahu (2.14). Pro t — oo se téZ stiedni hodnoty i standardni odchylky limitné&
blizi k hodnoté (s popiskem “Limita”) dané vztahy (2.16) a (2.17) (vztah (2.17) je pro
druhou mocninu standardni odchylky).

3.1.2 Prubéh hustoty pravdépodobnosti

Dile zobrazime pribéh hustot pravdépodobnosti f(x,|xg) procesu v Case t = 10 ms,

s

pficemz zvysime pocet vzorkl k simulaci na 10 000, pfikazem:
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plotBoth(NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,10) ,1e-2,1e4));

0.24 T T T

02F .
Stein

015} OU 1]
Tearie

hustota napéti

o
—

0.05

nap&ti [m']

Obrazek 3.2: Odhad hustot pravdépodobnosti procesu.

Vysledkem je obrdzek 3.2. Teoreticka kiivka (s popiskem “Teorie””) vychdzi z O.U.
modelu a je ddna vztahem (4.2). Dalsi 2 kfivky jsou zkonstruovdny z generovanych dat
metodou vyhlazovéani s normalnim jadrem, optimdlni $itkou okna a 400 ekvidistan¢nimi
body (viz funkce MATLABu ksdensity v [9]).

Kromé obrizku funkce vypiSe statistické udaje uvedené v tabulce 3.1. p-hodnota je
z x? testu dobré shody s normélnim rozdélenim. Vidime, Ze je pomérné vysoké (vychazi
veétsi jak 5 %) 1 pro jiné simulace, coZ koresponduje s teoretickou hustotou f (danou
vztahem (4.2)), kterd md normdlni rozdé€leni. Z obrdzku je patrnd dobrd shoda teorie
s obéma modely i obou modelti navzajem. Toto je téZ podpofeno Wilcoxonovym parovym
testem a Kolmogorovym-Smirnovovym (ddle jen KS) testem mezi daty z obou modeld. Pro
Wilcoxoniv test vychdzi p-hodnota 68.23 %, pro KS test p-hodnota 63.77 % a k-hodnota
1.05 % 102, k-hodnotou minime maximum vzdalenosti empirickych distribu¢nich funkcf
obou modeld.

Simulace s 10 000 vzorky byla provedena 10-krat a p-hodnoty Wilcoxonova i KS testu
vychazely v rozmezi 3-99 % a k-hodnota v rozmezi 0.01 - 0.02. Provedeme-li Wilcoxoniiv
nebo KS test mezi dvéma soubory s 10 000 vzorky, avSak oba soubory generujeme dle
Steinova nebo O.U. modelu (kazdy par opét 10-krét), dostaneme p-hodnoty i k-hodnoty ve
stejném rozmezi, tedy nedostaneme vétsi p-hodnoty ani mensi k-hodnoty neZ pro dvojici
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Stein O.U.
simulace | simulace teorie

stfedni hodnota | 6.336365 | 6.334167 | 6.321206

median | 6.334062 | 6.313460 | 6.321206

mod | 6.253246 | 6.251389 | 6.321206

stand. odchylka | 1.605589 | 1.598027 | 1.610588
Sikmost | 0.010371 | 0.064272 0
Spicatost | -0.025490 | -0.035680 0
p-hodnota (%) 79.58 15.49 -

Tabulka 3.1: Udaje o hustoté f(x,t = 10|xy = 0)

Stein O.U. Teorie
stfedni hodnota | 8.728182 | 8.656363 | 8.692273
median | 8.135663 | 8.068725 -
mod | 7.045094 | 7.109642 -
stand. odchylka | 3.347129 | 3.300488 | 3.323808
Sikmost | 1.157778 | 1.139453 -
Spicatost | 2.291389 | 2.116522 -

Tabulka 3.2: Udaje o hustoté g(x = 6,¢|xg = 0)

riznych modeli. Z té€chto faktl a zejména z nizké k-hodnoty usuzujeme o dobré ekvivalenci
obou modeld pro odhad hustoty f(x,7|xp).

3.1.3 Prubéh hustoty doby prvniho dosaZeni prahu

Koneéné nejzajimavéjsi bude pribéh hustoty g(x,¢|xo) doby prvniho dosaZeni prahu u obou
modelu. Jako prah zvolime hodnotu S = 6 mV/, kterd je mensi nez limitni hodnota 10 mV,
ke které konverguje stfedni hodnota pro ¢ — co. Pocet vzorkil bude opét 10 000. Simulaci
spustime piikazem:

plotBothThreshold (NeuronParam(PoissonParam(10,5,0.2,0.2),10),
SimParam(CoordParam(0,30,6) ,1e-2,1e4));

Vysledkem je obrdzek 3.3. Teoretickd kiivka (s popiskem “Teorie”) vychazi z Wiene-
rova modelu (tedy O.U. modelu pro T — o) a je ddna vztahem (1.33). V této rovnici je
tieba urcit konstanty i a ©. Resenim rovnice (1.18) pro 1. moment M a 2. moment M,
Wienerova modelu s pfidanou podminkou My (x|xg) < e pro xg — —eo dostaneme:

Mi(xlxo) =~
u

2
c
M (x|xg) = Mlz(x]xo) + E(x—xo) )

M, resp. (M, — M ]2) odhadneme jako primér stiednich hodnot, resp. rozptyli trajektorii
Steinova a O.U. modelu a z téchto odhadt vypocitime dle uvedenych vztahd p a ¢. Dalsi
2 kiivky jsou opét zkonstruovany z generovanych dat metodou vyhlazovani.
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Obrazek 3.3: Odhad hustot doby prvniho dosazeni prahu.

Dile jsou vypsany statistické udaje v tabulce 3.2. Z obrédzku je patrnd dobra shoda
Steinova a O.U. modelu. Wilcoxonoviv parovy test diva p-hodnotu 17.41 %, KS test
p-hodnotu 36.46 % a k-hodnotu 1.30 % 1072, Simulace s 10 000 vzorky byla provedena
10-krat, pfi¢emZ k-hodnoty KS testu vychézely vzdy v rozmezi 0.01 - 0.02. Pfi KS mezi
dvéma soubory s 10 000 vzorky, avSak oba soubory generovanymi dle Steinova nebo O.U.
modelu, nedostaneme mensi k-hodnoty. Z téchto fakti usuzujeme o dobré ekvivalenci
obou modeld pro odhad hustoty g(x,|xo).

3.2 Simulace Steinova a O.U. modelu s mezemi

V této sekci uvazujeme Steintiv model s mezemi dany stochastickou diferencialni rovnici
(2.4) a O.U. model s mezemi dany rovnici (2.28). Vzhledem k tomu, Ze vSak nejsou
piili§ dobfe splnény podminky difizni aproximace (tedy A, ® — oo, a,i — 0), O.U. model
s mezemi pozménime tak, Ze bude dan rovnici

X = <—§+H(VE—X)—v(x—v,)) dt 3.1)

+ \/(M2 +062) (Ve —X)2 4+ (02 +67) (X — V)2 dW .
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A= 31379 ms !
T
0 = %:0.690ms_1
a = 0.02mV
i = 02mV
T = 5.8ms
Ve = 100 mV
Vi = —10mV
S = 10mV

Tabulka 3.3: Vstupni parametry modelti s mezemi

Vstupem modelti s mezemi budou odhady parametrt zjisténé experimentalné u neuront
savcu (viz [7]) uvedené v tabulce 3.3.

Dle Steinova modelu s mezemi daného rovnici (2.4) ma byt A ndhodn4 veli¢ina naby-
vajici hodnot z intervalu (—a, 1 — a) se stiedni hodnotou E(A) = 0 a rozptylem E(A?). Pro
prislusny O.U. model dany rovnici s mezemi (2.28) Zddame platnost podminky

AE(A2) = o2, (3.2)

kterd vychazi z limity (2.27). Proto poloZime A = A — a, kde A je nahodn4 veliina s beta
2
rozdélenim se stfedni hodnotou a a rozptylem % Tim jsou jiZ jednoznacné ureny parame-

try a, B onoho beta rozdélenti, a sice takto:

o = -—a(14—&f%%§32) : (3.3)
B = (a—-l)(14—ﬂf§g§112> . (3.4)

04 zvolime o 1 ¥4d mensi neZ je konstanta a, tedy o4 = 1073, Analogicky volime I = I — i,
kde I m4 beta rozdéleni. Volime opét o7 o 1 f4d mensi nez i, tedy o7 = 102

Podobné jako v predeslé sekci budeme zobrazovat pribéh stfedni hodnoty trajek-
torii Steinova a O.U. procesu s mezemi, pribéh konkrétnich trajektorii, pribéh hustoty
pravdépodobnosti f(x,t|xp) procesi a prib&h hustoty g(x,¢|xp) doby prvniho dosaZeni
prahu. Jako krok vypoctu O.U. procesu s mezemi se ukazalo ucelné volit 0.01, v dalSim
vysvétlime proc.

3.2.1 Prubéh trajektorii a jejich stfedni hodnoty u modeli s mezemi

Opét nejprve zobrazime pribéh sfedni hodnoty (plné) a standardni odchylky od stfedni
hodnoty (teCkované) trajektorii obou procesi. Pro oba procesy pouzijeme 5000 vzorkl a
pro O.U. proces délku kroku 0.01. Pfikaz pro spusténi je
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plotBothEvolve (BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,25),0.01,1e3),
GraphEvolveParam(0,0,1));

Yyvo] napéti na neuronu

1|:| 1 1 T 1
Stein
— 0l
gl . I -
E L .
=
E
= ]
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(1]
=
2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Obrazek 3.4: Pribéh stfedni hodnoty a standardni odchylky trajektorii.

Vysledkem je obrazek 3.4. Z obrazku je patrné, Ze stiedni hodnoty i1 rozptyly obou
procest konverguji k pfiblizné 4 mV prot — oo. MiiZe se zdat tedy prekvapivé, Ze jednotlivé
trajektorie viibec dosdhnou pozadované meze S = 10 mV. VEtsi jasno do situace vnese,
zobrazime-li u obou modeli pribéh jediné trajektorie piitkazem

plotBothEvolve (BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,50),0.01,1),
GraphEvolveParam(0,0,0));

Vysledkem je obrazek 3.5. Vidime, Ze hodnota napéti trajektorie ani u jednoho z modelt
se neustali a opakované s rostoucim ¢asem piekracuje prdh S = 10 mV.

3.2.2 Prubéh hustoty pravdépodobnosti u modeli s mezemi

Déle zobrazime prub&h hustot pravdépodobnosti f(x,|xp) procesi v Case t = 10 ms,
pficemz zvysime pocet vzorkl k simulaci na 10 000. Simulaci spustime piikazem
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Obrazek 3.5: Pribéh trajektorii.

plotBoth(BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2), SimParam(CoordParam(0,10),0.01,1e4));

Vysledkem je obrazek 3.6. Kfivky jsou opé€t zkonstruovdny z generovanych dat
metodou vyhlazovani s normdlnim jadrem. Funkce dale vypise statistické idaje uvedené
v tabulce 3.4. p-hodnoty Wilcoxonova parového a Kolmogorova-Smirnovova testu mezi
daty z obou modelti vychazeji mensi nez 1 % a zdalo by se tedy, Ze modely nejsou ekviva-
lentni pro dané parametry. AvSak provedeme-li oba testy mezi dvéma soubory dat o 10 000
vzorcich dle stejného modelu (Steinova nebo O.U.), dostaneme téZ takto nizké p-hodnoty.
Urcujici je tak spiSe k-hodnota KS testu (maximalni vzdélenost distribu¢nich funkci). Ta
se pro 10 provedenych simulaci po 10 000 vzorcich vzdy pohybovala mezi 1.5% 1072 a
4% 1072 pro dvojice dat z riiznych model, pro dvojice dat stejnych model vychazi také
a7 4% 1072, Z toho lze usuzovat pomérné dobrou shodu Steinova a O.U. modelu s mezemi
s danymi parametry pro odhad hustoty f(x,z|xp).

3.2.3 Prubéh hustoty doby prvniho dosazeni u modelu s mezemi

Pfi odhadu hustoty g(x,t|xgp) doby prvniho dosazeni O.U. modelu metodou simulace
nastavé ndsledujici problém. Nastavime-li u O.U. procesu pfili§ velky ¢asovy krok (oz-
na¢me jej 0t), muze se stat, ze proces dosahl poprvé dané meze S v (otevieném) intervalu



Kapitola 3. Simulace 41

I:I12 T T T T T T T T

0.1

0.05

0.06

hustota napéti

0.04

0.0z

I:I o = P
-15 -10 5 a 5 10 15 20 25 a0
hapéti [rm']

Obrazek 3.6: Odhad hustot pravdépodobnosti procesu.

(ndt,(n+ 1)0t) pro néjaké n € Ny, aviak v Casech ndt i (n+ 1)t mél hodnotu niZs{ jak
mez. S rostoucim krokem se tedy zvétSuje doba prvniho dosazeni meze (na simulovanych
datech). Pro naSe zvolené parametry se ukazalo, Zze pro délku kroku &¢ nizsi nez 0.01
se jiz stfedni hodnota doby prvniho dosazeni prahu nesnizuje a 6t = 0.01 se tak zda byt
dostatecné nizkd. Ukazme si tedy vysledné grafy a testy pro 10 000 vzorki a takovy krok.
Simulaci spustime piikazem:

plotBothThreshold (BoundParam(PoissonParam(1.379,0.69,0.02,0.2),
5.8,100,-10,1e-3,1e-2),
SimParam(CoordParam(0,200,10),0.01,1e4));

Vysledkem je obrdzek 3.7. Kfivky jsou opé€t zkonstruovdny z generovanych dat
metodou vyhlazovani. Statistické udaje jsou vypsany v tabulce 3.5. Bohuzel z obrdzku
je patrné, Ze modely jsou si sice podobné, ale rozchdzeji se. Stiedni hodnota O.U. modelu
je pfiblizné o 15 % nizsi nez u o Steinova modelu. Wilcoxonlv péarovy i Kolmogoriv-

Vv,

Smirnoviyv test mezi daty z onéch dvou modelii davaji p-hodnoty nizsi jak 1 %. Pro nas
je vsak dileZit€jsi k-hodnota KS testu. Ta pro 10 provedenych simulaci s 10 000 vzorky
od kaZdého modelu vychdzi v rozpéti 6.5% 1072 a7 9.5 102. To je o néco horsi nez
k-hodnota mezi soubory s 10 000 vzorky stejného modelu, kterd je v rozpéti 1% 1072 az
3% 1072, V pifpad& modelu s mezemi jsme tak zjistili, Ze Steindiv a O.U. model s mezemi

pro dané vstupni parametry nejsou ekvivalentni.
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Obrazek 3.7: Odhad hustot doby prvniho dosaZeni prahu (6¢ = 0.01).

Stein

O.U.

stfedni hodnota

3.802266

3.896466

median

3.525773

3.627249

mod

2.592636

2.652360

stand. odchylka

3.967342

3.992174

Sikmost

0.387517

0.494934

Spicatost

-0.035778

0.625079

Stein

o.U.

stfedni hodnota

19.06477

16.23581

median

14.35096

11.82663

mod

4.899424

4.985732

stand. odchylka

16.69076

14.33932

Sikmost

1.976980

1.983992

Spicatost

6.247321

5.777315

Tabulka 3.4: Udaje o hustoté f(x,t = 10|xy = 0)

Tabulka 3.5: Udaje o hustoté g(x = 10,¢|xo = 0)

g (10,t]0,0)
Stein
ou
R IN  ID O O [
BD &0 100 120 140 180 180 200
gas [ms]
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Zaveér

Po nastudovani nutné teorie ndhodnych procesti jsme se zabyvali Steinovym a Ornstein-
Uhlenbeckovym (déle jen O.U.) modelem neuronu. Dle teorie jsou tyto modely pro parame-
try A, ® — o0, a,i — 0 ekvivalentni. To se potvrdilo pfi simulaci modelG pomoci poéitace
na 10 000 vzorcich, pfi¢emZ jsme pouZili parametry o velikosti (Fadové) A, @ ~ 10% s~ 1,
a,i ~107* V. A&koli se domnivame, Ze Steintiv model odpovida realité lépe nez O.U.
model, diky ekvivalenci modelt (pro dané parametry) mizeme pro dalsi vypocty s vyhodou
vyuzit O.U. model. Ten totiZ ddv4 analytické feSeni pro hustotu pravdépodobnosti f(x,7|xp)
(viz rovnice (4.2)) procesu a usnadfiuje numericky vypocet hustoty g(S,7|xp) doby prvniho
dosazeni prahu S > x¢ (viz sekce 2.3.2).

Dile jsme se zabyvali Steinovym i O.U. modelem s mezemi. BohuZel se ukdzalo, Ze
pro ndmi zvolené parametry nejsou modely ekvivalentni ve smyslu hustoty g(S,7|xp). To
je zpisobeno tim, Ze 3. a vy$§i momenty (A3z(x)) Steinova procesu nejsou zanedbatelné.
V O.U. procesu jsou vSak tyto momenty nulové, jelikoz se jednd o difizni proces. Nicméné
0.U. model s mezemi pomérné slusné¢ aproximuje Steintiv model s mezemi a pro jiné
parametry by aproximace mohla byt jesté lepsi.

V ramci préce se déle podafilo implementovat uvedené modely v jazyce MATLAB
a optimalizovat jejich ¢asovou ndrocnost. Lze tak fici, Ze na této implementaci, ¢i jejich
principech, bude moZzné stavét pri simulaci dal$ich modeld a jejich obmén.

V modelovani neuronové aktivity, o které prace pojednava, je mozno déle pokraco-
vat v nékolika smérech. Uvedené modely je moZzné srovnat s dal§Simi experimentdlnimi
daty riznych ¢asti nervové soustavy ¢lovéka i ostatnich savci. Na zdkladé toho je mozné
vytvaret dal$i modely, které budou 1épe odpovidat realit€¢. DalSi moZnosti je spojovani
takovych modeld jediného neuronu do celych siti, podobnych neuronové siti mozku
Clovéka, ve kterych nékteré neurony budou vstupni a nékteré vystupni. Simulaci takové
sité 1ze ziskat jeSté zajimavéjsi vysledky.

—43—



Seznam pouzité literatury

[1]

[2]

[10]

Luigi M. Ricciardi, Lecture Notes in Biomathematics: Diffusion Processes and Re-
lated Topics in Biology, Springer-Verlag (1977).

Petr Lansky, On Approximations of Stein’s Neuronal Model, J. theor. Biol. 107 (1984),
631-647.

V. Lanska, P. Lansky, Ch. E. Smith, Synaptic Transmission in a Diffusion Model for
Neural Activity, J. theor. Biol. 166 (1994), 393-406.

Marie Forbelskd, Stochastické modelovani jednorozmérnych casovych rad,
Masarykova Univerzita, Brno, 2007.

W. Feller, Diffusion Processes in One Dimension, Trans. Amer. Math. Soc. 77 (1954),
1-31.

V. Lanska, P. Lansky, Diffusion approximations of the neuronal model with synaptic
reversal potentials, Biol. Cybern. 56 (1987), 19-26.

H. C. Tuckwell, Synaptic transmission in a model for stochastic neural activity,
J. theor. Biol. 77 (1979), 65-81.

F. G. Tricomi, Fonctions Hypergéométriques Confluentes, Gauthier-Villars, Paris,
1960.

MATLAB - Documentation, Mathworks, dostupné on-line
“http://www.mathworks.com/help/techdoc/” (2012).

A.Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger, F. G. Tricomi, Tables of Integral Transforms,
Vol.I., McGraw-Hill, New York, 1954.

44 _



4 Appendix A

V tomto appendixu jsou dokdzany nékteré véty pouZzité v pfedchozich kapitolach. Dikazy
jsou prevzaté z [1].
Pro ditkaz véty 4.2 budeme potiebovat nasledujici vétu, ktera fikd, jakym zptisobem se
transformuje proménnd v d-funkci.
Véta 4.1. 5( )
X — X
O(f(x) = ="
" (x0)]|

kde f(x) je monoténni funkce a xq je jeji jediny nulovy bod, tedy f(xo) =0, a navic
f'(x0) #0.

Diikaz. Z definice d-distribuce dostdvame pro libovolnou hladkou g(x) s kompaktnim
nosi¢em
), g >= / o(f

Provedeme transformaci t = f(x), dx = :

f(X(t))
* strtenalaide— [ N i g(x(0)) _ glxo)
[ auesei= [ 8080 5 = o = o
nebot x(0) = f~1(0) =xp a0 €< f(—o0), (o) > pro f neklesajici, 0 €< f(co), f(—o0) >
pro f nerostouci. [

Véta 4.2. Necht’X (t) je Steiniiv proces, s pocdtecni podminkou X (0) = xo. Necht’ f(x,t|xo)
Jje jeho hustota pravdépodobnosti. Pak f spliiuje diferencidlni rovnici

R Y T

ot ox" —n! oxn @1

Diikaz. Vyuzijeme Smoluchowského rovnici (1.1) pro homogenni Markoviv proces
Sxrdiio) = [ fxrdilyn fOubo)dy = [ fndily)f(utlvo)dy

Uréime nejprve f(x,dt|y). Nebot po delsim odvozovéni piejdeme k limité dr — 0,
budeme ¢leny vétstho fddu nez dt souhrné psét jako o(dt). Pravdépodobnost nartstu
X(t) o a n&kde v intervalu < 0,dt > je rovna Adt + o(dt), nebot’ nértst je zpusoben
Poissonovym procesem N, (¢). Podobné pravdepodobnost poklesu o i v intervalu < 0,dr >
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je rovna @dt 4 o(dt). Ddle vime, Ze X (¢) klesa po exponecidle, za Cas dt; — 0 tedy klesne

o %t)dt,-. Dostavame tak rovnici

fldily) = (1—(A+w)di+o(dr)) §(x—yo)
+ (Adi+o(dr)) 8(x—y1) + (0di +o(dr)) 8(x—y2) ,

kde
y dt
= y—=dt=y(l——
Yo = y—di=y(1--—),
yo= - Tdnta)(1-22),
2 = (—Zdn—i)(1-=2).
T T
Predpokladame tedy, Ze ptipadny narist (pokles) o a (i) nastane v Case dt1, aplati dt; +dt, =
dt. Pro dal3i tcely bude vyhodné&jsi mit §-funkce ve tvaru 8 (y — h(x)), kde h(x) je n&jaka

funkce. VyuZijeme proto véty 4.1 o transformaci d-funkce. Zfejmé soucin dt,dt; € o(dt).
Pak

flx,dily) = _ldt(l—(l+w)dt+0(dt))5< —1fﬂ>
1 X a+ad’2
* ) (A di+oldr)) © (y_ 1—ﬂ+o(dt))

dt
1 x+i 2
——  (wdt+o(dt)) 0 | y— ——TF | .
1—d—;+o(dr)( o(dn)) (y 1—%+o(dz))

Plati (1 -4 +o(dt))~! = 1+ % +o(dt). Nebot dtrdt, dt* € o(dt), po Gpravdch dostdvdme

flx,dtly) = 1+ — ) (1-A+w)d )+0(dt))5<y x(1+d +0(dt)))

(

(1+ )/ldt+o dt)5<y dt)+ad$+o(dt))

<1+ )a)dt+o dt>5(y dt)—z@Jro(dt))
)

1+?—(/l+a)dt+o 5(y x(14+— )+0(a’))

+ (Adi+o(dr) 8 ( ~(x— (1+dt)+ad£+0(d))

+ (odt+o(dt))é (y— (x+1)(1 +‘i_t) —z@—%o(dt)) :
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Posledni rovnost nyni dosadime do Smoluchowského rovnice:

flx,t+dt|xg) = (l—l—d—;—(l+a))dt—|—0(dt))f(x(l—f—%—i—o(dt)),t]xo)

+ (Adi+o(dn) f <( a)(1+ d’) +ad—f+o(dt),r|xo)
dr

+ (o dl+0(dt))f((x—|— N(l+— )—id%—l—o(dt),ﬂxo) :

Odectenim f(x,7|xg) od obou stran rovnice, vydélenim dr a preskupenim ¢lenti dostavame

Flt+dtlxg) — fxtlxo)  Fx(1+%)+o(dr),t|xo) — f(x,1]x0)
dt N dt
+ %f(x—f— O(dt),t|xo)
b+ 2y f(xa) + 0fan) o)
(At O(d‘f )Y Fle+ 0(dr),txo)
+ (o+ %Cit))f((x+i)+0(dt),t|xo)
- (0+ %) F(x+0(dr),t|xp) .
Prechodem k limité dr — O dostavame
d 0 1
Wlotb) _ xaftotba) L

+ A(f(x—a,tlxo) — (x f!Xo))Jr(O(f(Hil|Xo)—f(xaf|XO))
8( (x t|x0)) )LZ )t o" fxt|x0)+wi£3”f(x,t\x0)

ox" n! ox" ’

n=1

kde jsme vyuzili Taylorova rozvoje v bodé x za predpokladu, Ze f(x,t|xp) je analyticka.
Sta¢i ndm také, pokud bude f(x,|xo) € L?>(R) (vzhledem k x promé&nné), nebot’ potom ji Ize
libovolné piesné aproximovat (analytickym) polynomem. Pro f(x,¢|xp) ve tvaru §-funkce
by takovy rozvoj nebyl mozny. [

Véta 4.3. Necht’X(t) je O.U. proces s pocdtecni podminkou X (ty = 0) = xo. Pak pro
podminénou hustotu f(x,t|xg) O.U. procesu plati

S S i 1 0) s
o) = e (U500 ) “2)

kde



Kapitola 4. Appendix A 48

X (t) md tedy normdlni rozdéleni:
X(t) ~N(u(r),V(r)) .

Diikaz. Protoze je Ornstein-Uhlenbeckiv proces diftizni a homogenni, plati pro néj Kol-
mogorova rovnice (f := f(x,|xo,% = 0))

oA (o)L oo 43)

g o \x Mo 2o

Rovnici (4.3) nyni budeme fesit. Pokusme se ji transformovat na Kolmogorovu rovnici
Wienerova procesu pomoci transformace Xy = ¥ (x, 1), fp = ®(tp) danou rovnicemi (1.37)
a (1.36). K tomu je tfeba ovéfit platnost rovnice (1.35) a poté z ni vypocitat konstanty c,
2. Mame

S
—~
=

=
~
I
|
|

3
c] = Ezf ,
c
2
C)=——.
T
Urcéime transformacéni funkce:
T 2
q)(to) = ze T,
1
22 1
‘P(X(),t()) = ;ef (xO—[,l‘L') .

Po transformaci dostaneme standardni rovnici vedeni tepla

of I*f
~t+—-—5=0,
(9t0+8)€02

jejiz feSent je (s pocate¢ni podminkou f(%,7)|xy, %) = (£ — %) )

N 1 _ L2
F(&, 750, 0) = ———e T .

~

47E(f—l‘o)
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49
Pro f plati
J(x,tlxo,t0) = f (£, £]x0,10) Px(x,1)
Dosadime ]
122
‘Px(x,t):efg
a pro 7o = 0 dostavdme
1 2 (L 2
) 1 Z(et(x—ut)—(xg—UT
Flotlo) = 2 2 exp<_<,2< ( fl ( u)))
O \f4ni(eT 1) 43(ex 1)
1 —u())?
_ o (~USHOPY
27V (1) 2V(1)
kde

o1

5 (1—e2%).

Normadlnost rozdéleni X (¢) je zfejmd z tvaru hustoty f.



5 Appendix B

K programu je priloZzeno CD, které obsahuje text této prace, zdrojové soubory MATLABu

pouzité k simulacim a dokumentaci k programu. Popis struktury adresaid a soubord na
tomto CD je popsan piimo v kofenovém adresafi v souboru README. txt.
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