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Abstrakt

V této diplomové praci se vénujeme vyuziti matematickych poznatkd v biologii. Cilem
bylo vytvofit materidl pro ucitele, ktery jim umozni propojit matematiku s biologii a
zpestrit tak béZnou vyuku téchto predméti. V diplomové praci se vénuji vyuZiti statistiky
a pravdépodobnosti. Reené tlohy 1ze vyuZit jak v hodindch matematiky, tak i v hodindch
biologie.

Abstract

In this thesis, we study applications of mathematical knowledge in biology. The goal
was to create material for teachers that would enable them to connect mathematics with
biology and diversify the teaching of these subjects. In my thesis, I focus on the use of
statistics and probability. Solved problems can be used both in mathematics lessons and in
biology lessons.
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Uvod

Ve skolstvi je kladen stdle vétsi diraz na mezipfedmétové vztahy, na hleddni souvislosti
mezi jednotlivymi predméty. Ve své diplomové prici propojuji matematiku s biologii,
protoZe dané dva obory studuji. Cilem diplomové price je popsat vyuZziti matematiky
v biologii. Cilem je poskytnout ucitelim materidl, ktery jim umozni ukdzat studentiim
vyuZitelnost a nezbytnost matematiky. Ulohy mohou poslouZit jako zajimavé obohaceni
vyuky. Vyhodou je, Ze dlohy lze vyuZit jak v hodindch matematiky, tak i v hodindch
biologie.

Jednotlivd témata byla vybrdna s ohledem na jejich ndrocnost tak, aby stfedoskolsti
studenti méli potfebné znalosti z matematiky i biologie. A zdroven tak, aby témata mohla
slouzit jako inspirace ucitelim pro rozsiteni bézné vyuky.

V prvni kapitole se vénuji biostatistice. Ve druhé kapitole se vénuji vyuZiti pravdé-
podobnosti v genetice. Kapitoly obsahuji predstaveni tématu, pfiblizné zatazeni v rdmci
ucebnich pland. Déle obsahuji vysvétleni teoretického matematického zdkladu na drovni
stiedni Skoly. Teoretické poznatky jsou ilustrovany na biologickych piikladech. Kapitoly
déle obsahuji ucivo, které je nad ramec stiedni Skoly. A nakonec kazda kapitola obsahuje
podkapitolu, kterd obsahuje pouze fesené priklady.



Kapitola 1

Biostatistika

Biostatistika je védni obor na pomezi matematické statistiky a véd o Zivych systémech.
Jedna se o aplikaci statistickych metod na Sirokou Skalu témat v biologii. Cilem biostatistiky
je ziskat uZite¢né informace z pozorovanych dat. Biostatistika zahrnuje navrh biologickych
experimentd, sbér a analyzu dat z té€chto experimentl a interpretaci vysledk.

Biostatistika m4 vyznamné postaveni v dneSni védé a vyzkumu. Podminkou pfijeti
¢lanku k publikaci v fad¢€ uznavanych védeckych Casopist je, aby data byla statisticky
vyhodnocena. Védci vyuzivaji biostatistiku k tomu, aby se pfi vyhodnocovani experimentd
nedopoustéli nespravnych interpretaci a zaveéra.

Existuje nékolik zakladnich dloh, které biostatistika fesi. Pro ilustraci si uvedme nékteré
z takovych biostatickych tdloh:

* popis cilové populace - Cilem je sumarizovat informace o populaci obsazené v za-
znamech o sledovanych znacich. K tomu se vyuzivaji tabulky, grafy a ¢iselné cha-
rakteristiky.

* srovnani skupin - U srovnavani vychazime z néjaké hypotézy nebo predpokladu
o sledovaném znaku, ktery méfenim a nédslednym testovanim ovéfujeme (pomoci
statistického testu).

* regresni analyza - Casto zaznamenavame vice znakl zaroven a zajima nés, jestli
mezi znaky existuje néjaky vztah. Regresni analyza umoZziiuje modelovat a kvantifi-
kovat tento vztah mezi pozorovanymi znaky.

* predikce a klasifikace - Cilem je predpovédét neznamé hodnoty znaki a na zakladé
pozorovanych dat tfidit vzdjemné si podobné objekty do skupin.

1.1 Statistika na gymnaziich

Biostatistika jako takové je Casto na stfednich Skoldch opomijend. Osobné vidim nékolik
ddvodi, pro¢ by se biostatistika méla ucit na stfedni Skole. Biostatistika je dileZitou sou-
¢asti biologickych disciplin. Bez znalosti biostatistiky studenti nemohou plné porozumét
nékterym aspektim biologie. Biostatistika pomaha studentim kriticky vnimat védecké
studie. Studenti, ktefi jsou obeznameni s biostatistikou, jsou schopni 1épe identifikovat

_2_



Kapitola 1. Biostatistika 3

nedostatky ve védeckych pracich a formulovat vlastni zavéry na zakladé ditkkazu prezen-
tovanych v té€chto védeckych studiich. Biostatistika je dilezitym néstrojem pro védecky
vyzkum. Studenti, ktefi ovladaji biostatistiku, jsou 1épe pripraveni na védecky vyzkum na
vysoké Skole a na univerzité.

Na stfedni Skole se Zaci sezndmi se zdklady statistiky. RVP pro gymndzia obsahuje
v ramci matematiky ucivo o praci s daty, které zahrnuje analyzu a zpracovani dat v riznych
reprezentacich, statisticky soubor a jeho charakteristiky (vazeny aritmeticky primér, me-
didn, modus, percentil, kvartil, smérodatna odchylka, mezikvartilova odchylka). Pfikliddm
vynatek z RVP, ktery popisuje ocekdvané vystupy.

PRACE S DATY, KOMBINATORIKA, PRAVDEPODOBNOST
Océekavané vystupy
zak
¥ Fesi rediné problémy s kombinatorickym podtextem (charakterizuje moiné p¥ipady, vytvdii
model pomoci kombinatorickych skupin a uréuje jejich pocet)
= vyuZiva kombinatorické postupy p¥i vypoctu pravdépodobnosti, upravuje vyrazy s faktoridly
a kombinacénimi Cisly
¥ diskutuje a kriticky zhodnoti statistické informace a dand statistickd sdéleni
¥ voli a uZivd vhodné statistické metody k analyze a zpracovini dat (vyuZivd vypocetni
techniku)
> reprezentuje graficky soubory dat, éte a interpretuje tabulky, diagramy a grafy, rozliSuje
rozdily v zobrazeni obdebnych souborii vzhledem k jejich odliSnym charakteristikdam

Uéivo

+  Kkombinatorika — elementarni kombinatorické ulohy, variace, permutace a kombinace
(bez opakovani), binomicka véta, Pascaliv trojihelnik

«  pravdépodobnost — ndhodny jev a jeho pravdépodobnost, pravdépodobnost sjednoceni
a primmiku jevii, nezavislost jevi

«  price s daty —analyza a zpracovani dat v riznych reprezentacich, statisticky soubor a jeho
charakteristiky (vazeny aritmeticky praimér, medién, modus, percentil, kvartil, smérodatna
odchylka, mezikvartilova odchylka)

Obréazek 1.1. Vynatek z RVP G.
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Z SVP brnénskych gymnézif je mozné usoudit, Ze vétSinou se statistika nachdzi v planu
pro tfeti ro¢nik Ctyfletého gymnazia. U nékterych Skol byla zafazena i ve Ctvrtém ro¢niku.
Toto je dilezité si uvédomit a planovat dle toho zarazeni vyuky biostatistiky. Pfiklady je
mozné vyuZzit v hodindch matematiky pfi vyucovani statistiky. Nebo je mozné je pouZit
i v hodinach biologie, to je ale zapotfebi provadet az po probrani statistiky v matematice.
TudiZ jsou vhodné az pro tfeti a Ctvrty rocnik. Dfive mizeme s Zdky probirat jaké faze
ma biologicky vyzkum, jak se sbiraji data, popiipadé néjaké leh¢i priklady na interpretaci
dat. Piiklady k po&itani bych doporuéila vynechat. P¥ikladam pro ilustraci vyiatek z SVP
Gymnadzia Brno, tfida Kapitdna Jarose.

3.

4.8 Kombinatorika,
pravdépodobnost,
prace s daty

« (D 22K fesi realné problémy s kombinatorickym
podtextem (charakterizuje moZné pfipady, vytvari
model pomoci kombinaterickych skupin a uréuje
jejich poget)

* upravuje vyrazy s faktorialy a kombinacnimi Cisly

« vyuZiva kombinatorické postupy pfi vypodtu
pravdépodobnosti

« (@ diskutuje a kriticky zhodnoti statistické
informace a dana statisticka sdéleni, vytvari a
vyhodnocuje zavéry a predpovédi (hypotézy) na
zakladé dat

« kombinatorika — zakladni kombinatoricka pravidia (pravidio
souétu a soucinu), elementami kombinatorické tlohy,
variace, permutace a kombinace (bez opakovani), variace
a permutace s opakovanim, faktorial, kombinaéni &islo,
binomicka véta, Pascallv trojuhelnik

o pravdépodobnost — nahodny jev a jeho pravdépodobnost,
pravdépodobnost sjednoceni a priniku jevl, nezavislost
Jjevi

o prace s daty — analyza a zpracovani dat v riznych
reprezentacich, statisticky soubor a jeho charakteristiky

® — P5.4 Medialni vychova
okruh Uginky medidini
produkee a vliv médii

F - 5. - 7.roénik- zpracovani
fyzikalnich protokolti, chyby
méfeni

« voli a uZiva vhodné statistické metody k analyze a
zpracovani dat (vyuZiva vypocetni techniku)

« @ reprezentuje graficky soubory dat, &te a
interpretuje tabulky, diagramy a grafy, rozlisuje
rozdily v zobrazeni obdobnych souborti vzhledem

k jejich odli8nym charakteristikam

Obrizek 1.2. Vyiatek z SVP Gymnazia Brno, tfida Kapitana Jaroe dostupné z
www.jaroska.cz.

Dle ucebnice Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika od Promethea [5] by Zéci
méli byt sezndmeni s t€émito pojmy:

* statisticky soubor

* statistické jednotky

* znak

* kvantitativni a kvalitativni znak

* Cetnost

* relativni Cetnost

* tabulka rozdéleni Cetnosti

* spojnicovy diagram neboli polygon ¢etnosti
* sloupkovy diagram neboli histogram

* kruhovy diagram

* charakteristiky polohy: aritmeticky primér, vaZeny prumér, primérny pfirtustek (iby-
tek), geometricky primér, harmonicky primér, modus, median

* charakteristiky variability: rozptyl, smérodatnd odchylka, variacni koeficient
* statistickd zdvislost dvou znaka

¢ koeficient korelace
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1.2 Teorie

V této kapitole jsou zdkladni pojmy biostatistiky vysvétleny a ilustrovany na jednoduchych
prikladech. Nejdiive jsou vysvétleny pojmy, které by Zici stiedni Skoly méli ovladat po vy-
uce statistiky. Poté jsou uvedeny pojmy rozsifujici. Pojmy jsou vysvétleny na biologickych
prikladech. Teorie v této kapitole byla Cerpdna z [1], [2], [3] a [4].

1.2.1 Zakladni pojmy statistiky ze SS

Cilem biostatistiky je ziskat informace o cilové populaci (zakladnim statistickém sou-
boru). Piikladem mtize byt populace pacientd s diabetem, populace Zen starSich 50 let,
populace pavouktl druhu Argiope bruennichi. Vétsinou neni mozné zjistit sledovanou cha-
rakteristiku u vSech subjektl cilové populace. Zkoumani je tedy omezené pouze na Cast
cilové populace, tzv. vybér z cilové populace (vybérovy soubor). Je to vlastné skupina
subjektl, které mame k dispozici a kterd predstavuje pozorovani cilové populace. Prvky
pozorovaného souboru se nazyvaji statistické jednotky, jejich pocet zna¢ime n. Sledo-
vana charakteristika se oznacuje jako znak. Znaky délime na kvalitativni a kvantitativni.
Znak, jehoZ varianty vyjadfujeme Cislem, se nazyva kvantitativni. Jako piiklad mizZeme
uvést vysku osob, teplotu, pocet krevnich bunék v 1 ml krve. Znak, jehoZ varianty vyja-
dfujeme slovné, se nazyva kvalitativni. Slovni vyjadieni jsou pro matematické zpracovani
nevhodna, proto i varianty kvalitativnich znakt pfevadime na ¢isla. Jako priklad kvalita-
tivniho znaku mizeme uvést pohlavi, barvu vlast, pfitomnost viru v krvi.

Je potfeba pozorované hodnoty sumarizovat tak, aby bylo jednodussi s nimi pracovat.
Ozna¢me si x1,x3,...,X, zaznamenané hodnoty sledovaného znaku u vybérového sou-
boru n subjektl. Predpokladdme, Ze se budou opakovat jednotlivé hodnoty daného znaku.
Oznaéme yi,y2,...,Y, mozné hodnoty pozorovaného znaku. Pro kazdou moZnou hod-
notu y; zjistime, kolikrdt se vyskytla mezi x1,x»,...,x,. Tento poCet n; se nazyva cetnost
hodnoty y;. Pro lepsi orientaci existuje jeSté relativni Cetnost v;, kterd znaci, jakd Cdst
souboru md hodnotu znaku y;. Relativni Cetnosti lze vyjadfovat také v procentech, coz

Vv,

slouzi k jednodussi interpretaci. Vypocita se jako:

vj=—.
7 n

Data sumarizujeme pomoci tabulky s ¢etnostmi moznych hodnot, tato tabulka se nazyva
tabulka cetnosti.

znak | Cetnost
1 ni
Y2 np
Ym N

Tabulka 1.1. Tabulka ¢etnosti.
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znak | Cetnost | relativni Cetnost
Y1 ni Vi
2 np Vo
Ym Nm Vm

Tabulka 1.2. Tabulka Cetnosti s relativni ¢etnosti.

Priklad 1.2.1. Sledujeme zastoupeni krevnich skupin Zakli ve dvou vybranych t¥idach.
RozliSujeme zaky s krevni skupinou A, B, AB, 0 (m = 4). Celkem bylo pozorovano n = 64
zakl. Sumarizaci vysledkd uvadi tabulka.

Krevni skupina | y; | n; vj vi(%)
A 1 |28 ]0,437 | 43,7%

B 219 10,141 | 141%

AB 31310047 | 4,7%
0 4 12410375 | 37,5%
Celkem 64 1 100%

Tabulka 1.3. Pocty zaku dle krevni skupiny.

-----

43,7 % zaka. Krevni skupinu 0 ma 37,5 % zaku, 14,1 % ma krevni skupinu B a 4,7 % ma
krevni skupinu AB.
[
U kvantitativnich znaki mélo dochazi k opakovani pozorovani jednotlivych hodnot.
Tabulku Cetnosti vy$e definovanou nelze v tomto ptipadé pouZit. Nejprve je potieba seskupit
pozorované hodnoty znaku do m disjunktnich intervalii. Tyto intervaly v tabulce Cetnosti
nahrazuji kategorie kvalitativniho znaku. Pro pfehlednost tabulky je vhodné uvadeét i sitku
zvolenych intervalii. Oznacme d; Sifku j-tého intervalu.

Priklad 1.2.2. Uvazujme vék n = 6500 pacientek s karcinomem prsu, ktery chceme su-
marizovat v ndsledujicich vékovych intervalech: 0-39 let, 40-49 let, 50-59 let, 60-69
let, 70 a vice let. Sumarizaci zvolenych intervald, jejich absolutnich Cetnosti i relativnich
¢etnosti ukazuje tabulka.
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Vékovy interval | d; | n; vj vi(%)
0-39 let 40 | 231 | 0,036 | 3,6 %
40-49 let 10 | 747 | 0,115 | 11,5 %
50-59 let 10 | 1559 | 0,240 | 24,0 %
60—69 let 10 | 1894 | 0,291 | 29,1 %
70-89 let 20 | 2069 | 0,318 | 31,8 %
Celkem 90 | 6500 1 100 %

Tabulka 1.4. V&kova struktura souboru pacientek s karcinomem prsu, upraveno z [3].

O
Grafické znazornéni
Rozd€leni Cetnosti se také zndzornuje graficky. Mame nékolik moZnosti vizualizace
dat. Spojnicovy diagram neboli polygon ¢etnosti ziskdme spojenim bodd, jejichZ prvni
soufadnice je hodnota kvantitativniho znaku a druhd soufadnice je odpovidajici Cetnost.

30

A B AB 0

Obrazek 1.3. Ptiklad spojnicového diagramu na datech z pfikladu 1.2.1.

Dalsi moznosti je sloupkovy diagram, vysku sloupki udavaji odpovidajici Cetnosti.

Kruhovy diagram neboli vysecovy diagram je vhodny pro grafické zobrazenf relativ-
nich ¢etnosti. Riznym hodnotam kvalitativniho znaku odpovidaji kruhové vysece, jejichz
ploSné obsahy jsou imérné Cetnostem. Kruhovy diagram neni vhodné pouZivat pro vice
nez pét variant znaku.
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Cetnost
=
(9,1
1

0 T T T 1

A B AB 0

krevni skupiny

Obrazek 1.4. Piklad sloupkového grafu na datech z piikladu 1.2.1.

Obrazek 1.5. Pfiklad kruhového diagramu na datech z ptikladu 1.2.1.

Nejpouzivanéjs$im ndstrojem pro grafické zpracovani intervalovych dat je histogram.
Vzhledem pfipomind sloupkovy diagram. Rozdilem je, Ze sloupec histogramu ukazuje
etnost na jednotku sledované veli¢iny na vodorovné ose. Sitka sloupce histogramu je
dand délkou priisluSného intervalu. Vysku sloupce histogramu pro j-ty interval vyjadiime
pomoci relativni ¢etnosti jako

fie nj/n,
J dj ’
nebo pomoci absolutni Cetnosti jako
n
J
fi="
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n,»/n/df nid
00807 0.0291 2001 189.4
0.025 O'Oﬂ -
150 A |
0.020
0.0159 103.5
0.015 100 4
0.0115 74.7
0.010 ] —
50 A
0.005
0.0009 5.8
0 0
0 40 50 60 70 90 0 40 50 60 70 90
Vek (roky) Veék (roky)

Obrazek 1.6. Ptiklad histogramu na datech z ptikladu 1.2.2, dostupné z [3].

Charakteristiky souboru

Namétené hodnoty ze zakladniho souboru ndm dévaji tplnou, ale nepfehlednou infor-
maci. Nasi snahou je tuto informaci zjednodusit a zpfehlednit. A to navic tim zplisobem,
aby doslo k co nejmensi ztrat€ informaci. Bud’ si informace pfevedeme do grafické podoby
nebo soubor popiSeme pomoci né€kolika charakteristik, které vystihnou zdkladni vlastnosti
celého souboru. Nejcastéji pouzivime dva typy charakteristik. Prvnim typem jsou cha-
rakteristiky polohy, které predstavuji ,,typickou hodnotu* souboru, kolem které ostatni
hodnoty kolisaji. Druhym typem jsou charakteristiky variability, které ndim podavaji
informaci o tom, jak jsou kolem ,,typické hodnoty* rozloZeny ostatni pozorované hodnoty.

Vénujme se nejdiive charakteristikim polohy. Mame né€kolik parametrii, kterymi mizZe-
me ,typickou hodnotu* charakterizovat. Mé&jme soubor n hodnot X = (x1,x,...,X,).

Aritmeticky prumér je velmi Casto pouzivany statisticky pojem, ktery se objevuje
i v béZném lidském vyjadfovani. S tim ovSem souvisi i fakt, Ze je velice Casto vyuZi-
van chybné, ¢i dokonce zdmérné zneuzivan. NejCastéjsi chybou je aplikace aritmetického
pruméru tam, kde je na misté vyuzit jinou statistiku. Jedind hodnota, ktera se velice vy-
razné odliSuje od ostatnich, mtiZe ovlivnit hodnotu aritmetického priméru tak, Ze vyjadiuje
jen zcela zkreslené udaje. Aritmeticky primér je urcen pouze pro znaky kardindlni, neni
vhodny pro znaky nomindlni ¢i ordindlni (viz 1.2.2).
Aritmeticky primér:

_ 1
x= xi:Z(xl-l-xz-l-----l-xn)

S| =

i=1

Vazeny prumér poskytuje charakteristiku statistického souboru v piipadé€, Ze hodnoty
v tomto souboru maji riznou dileZitost (riiznou vahu). Pro vypocet vizeného priméru
potiebujeme jednak hodnoty, jejichZ priimér chceme spocitat, a zaroven jejich vahy. Mé&jme
tedy soubor n hodnot a k nim odpovidajici vahy W = (wy,wa,...,wy).
Vazeny prumér:

E TIWiXi WXL FWaxg 4+ WXy
V p— p—

i Wi Wi +wa 4wy,

Geometricky prumeér se pouziva pro znaky pomérového typu, kde jsou vSechny hod-



Kapitola 1. Biostatistika 10

noty kladné. U pomérovych znakii jsme schopni kromé rozdilu interpretovat i podil dvou
hodnot. Geometricky primér je vZzdy mensi nebo rovny nez aritmeticky primér.

Geometricky pramér:
n
Xg={ Hx,' = \/X1X2...Xn
i=1

Harmonicky prumér je vhodny tam, kde je dileZity vzajemny vztah mezi jednotlivymi
hodnotami a kde aritmeticky primér nemusi davat spravny obraz. Harmonicky primér je
vzdy mensi nez geometricky primér, nebo je mu roven.

Harmonicky primér: , ,

n 1 1 1 1
=1y TR Ty

Xy =

Abychom mohli definovat median je potieba uvazovat usporadany datovy soubor Xy <
x2) < -+ < X(y), kde x(1) znaci minimalni pozorovanou hodnotu a x,) zna¢i maximalni
pozorovanou hodnotu.

Medién:
X(ntlys je-li n liché;

2
%(X(%) —|—X(%+1)), je—li n sudé.

Med(x) = {

Medién je prostiedni pozorovand hodnota, kterd déli cely usporddany datovy soubor na
dvé poloviny. Polovina souboru je mens$i nez median a polovina souboru je naopak veétsi
neZ median. Median je dobrou volbou vzdy, kdyz chceme odhadnout frekvencni stied dat.
Primér je dobrou volbou pouze tehdy, kdyZ jsou data symetricka a neobsahuji odlehlé
hodnoty. Typickym piikladem, na kterém lze ilustrovat rozdil mezi primérem a medidnem,
je vypocet praimérného platu v Ceské republice. Praimé&rny plat neni dobrym odhadem
sttedniho vydélku, protoze jeho hodnota je siln€ ovlivnéna malou skupinou lidi s velmi
vysokymi platy. V tomto pfipadé je medidn vhodnym odhadem stiedniho vydélku lidi
v Ceské republice.

Priklad 1.2.3. [2] Mdme dvé skupiny Zivocicht o 11 individuich, kazda skupina ziskava
stravu jinym zpisobem. MnozZstvi stravy ziskané kazdym individuem je:

Skupina 1: 15, 16, 16, 17, 17, 18, 18, 19, 19, 20, 21

Skupina 2: 5, 5,6, 6,7, 8,9, 15, 35, 80, 120.

V prvni skupiné je ¥ = 1]916 = 17,8; ve druhé skupiné je X = % =26,9. Primérna konzu-
mace stravy charakterizovana aritmetickym priimérem je tedy vyssi ve druhé skupin€. Nyni{
se podivejme na medidny. V prvni skupiné je Med(x) = x(6) = 18, zatimco ve druh¢ sku-
piné je to pouze Med(x) = x(6) = 8. Primérné individuum ve druhé skupiné tedy hladovi
vice neZ v prvni skupiné.

[
Dalsi charakteristikou polohy je modus. Modus je definovéan jako nejcastéji vyskytujici
se pozorovand hodnota. Modus nemusi byt nutné pouze jeden. Pro data spojitd odhadujeme
modus obvykle jako stfed intervalu nejvyssiho sloupce v histogramu cetnosti.
Na nésledujicim obrazku je ilustrovan vyznam rtznych charakteristik polohy a jejich
umisténi u dat, které jsou asymetricky rozloZené.
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maximalni hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti

modus

\, stejna velikost plochy
H vlevo a vpravo

50% | 50%

Hustota pravdépodobnosti

median

pravo-leva poloha tézisté
plochy pod grafem

Hustota pravdépodobnosti

primér
Hodnota nahodné veli¢iny

Obrazek 1.7. Vyznam polohovych statistik a jejich umisténi, dostupné z [1].

Nyni se vénujme charakteristikim variability. Ty ndm podévaji informaci o tom, jak
se mezi sebou 1isi pozorované hodnoty v ramci sledovaného souboru. Divodem, pro¢
potfebujeme zavadet charakteristiku variability, je potfeba odliSit od sebe dva znaky, které
nabyvaji stejné primérné hodnoty (napf. 50), ale vyznamné se 1i$i ve spektru hodnot,
kterych znak miZe nabyvat. Prvni znak mtiZe nabyvat napf. hodnot od 0 do 100 a druhy
od 40 do 60. Je jasné, Ze prvni znak vykazuje vétsi variabilitu neZ znak druhy.

Nejjednodussi charakteristikou variability je rozsah hodnot (rozpéti), ktery je dan roz-
dilem maximalni a minimalni pozorované hodnoty. Nevyhodou je, Ze je snadno ovlivnény
pfitomnosti odlehlych hodnot.

Rozptyl (neboli variance) a hodnoty z néj odvozené jsou nejuzivanéjsi charakteristikou
variability. Rozptyl popisuje, jak jsou pozorované hodnoty rozloZeny kolem priméru.
Rozptyl:

n

1
(x; — %)% = —Zx?—fz

1 ni=3

52:

1

S| =

n

Smérodatna odchylka je odmocnina z rozptylu. Ma stejné jednotky jako pozorované
hodnoty a primér (na rozdil od rozptylu).
Smérodatna odchylka:
s=Vs?

Statisticka zavislost znaku
Nyni se budeme zabyvat popisem dvojice znakii (x, y). Zaznamenané hodnoty souboru
o rozsahu n jsou pak tvaru (x1,y1), (x2,¥2), .., (xn,yn). MlZeme vypoditat charakteristiky
polohy a variability pro oba znaky zvlast. Ale hlavné nds zajima mira statistické zavislosti
obou znaku. Statistickou zavislost vyjadfujeme predevsim pomoci koeficientu korelace.
Koeficient korelace:
_ %Z?ﬂ (xi=%)(yi—¥) %Z?:l Xiyi — Xy

r
w Sy Sy Sx Sy ’
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kde X je aritmeticky primér znaku x,y je aritmeticky primér znaku y, s, je smérodatnd
odchylka znaku x a sy je smérodatna odchylka znaku y.

Koeficient korelace je vZdy ¢islo z intervalu (—1,1). Hodnota ry, je kladnd, kdyZ vyssi
hodnoty znaku x souvisi s vy$§imi hodnotami znaku y. Naopak hodnota ry, je zdporna,
kdyZ niZ8i hodnoty znaku x souvisi s vy$§imi hodnotami znaku y. Krajnich hodnot 1 a —1
nabyva pouze v piipadé, kdyz je mezi znaky x,y dplna linearni zavislost, tzn. Ze plati
y = a+ bx. Neni-li mezi znaky x,y Zddnd zéavislost nebo vyrazné nelinedrni zavislost,
koeficient korelace bude blizky nule.

Priklad 1.2.4. Deset studentd bylo vyzvdno, aby uvedli svou télesnou vysku (znak x)
a hmotnost (znak y). Ziskané hodnoty jsou zaznamendany v tabulce 2.17.

165 | 170 | 172 | 173 | 174 | 174,5 | 175 | 175 | 180 | 175
58 | 55 | 65 | 68 | 60 66 69 | 72 | 90 | 89

Tabulka 1.5. Pozorované hodnoty vysky (v cm) a hmotnosti (v kg) deseti studentd.

Abychom mohli vypocitat koeficient korelace, potfebujeme nejdfive vypocitat X, y, sy, Sy.
= Lxi4x2+ - +x,) = 751733,5= 173,35 cm

F=t1+ya+ ) = 15692 =69,2 kg

s2=1yn x?— 5 = 5300639,25 —30050,2225 = 13,7025 cm?

T n i

=i

— Lyn 252 — 149160478864 = 127,36 ke?

sy = \/7_ 11,2854 kg

Lyn xyi—%y  $5120271-173,35-69,2
—n 1= o
ny =SS = arnimss = 0749114

Hodnota r,, = 0,75 ukazuje na silnou korelaci, kdy s vySsi vySkou roste i hmotnost.
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1.2.2 RozSirujici pojmy
UZ vime, Ze se znaky dé€li na kvalitativni a kvantitativni. Kvalitativni znaky miZeme déle
délit na:

* binarni znaky - Mohou nabyvat pouze dvou hodnot (¢asto jsou to data typu ano/ne).
Jako piiklad miZeme uvést piitomnost diabetu (osoba s diabetem/osoba bez diabetu)
nebo pohlavi (muz/Zena).

* nominalni znaky - Obsahuji vice kategorii, u kterych neexistuje dané poradi a nema
smysl se ptat na otazku, co je mensi/vetsi. Jako priklad miizeme uvést krevni skupiny
(A/B/AB/0) nebo stat EU(Ceskd republika/Francie/. . . /Belgie).

* ordinalni znaky - Obsahuji vice kategorii, které 1ze vzajemné sefadit. Md smysl se
zabyvat otdzkou, co je mensi/vétsi. Piiklad je stupenl bolesti (mirnd/stiedni/velkd).

 kardinalni znaky - Jsou vzdy ¢iselné. Jsou to znaky, o jejichz dvou variantach lze
fici, Ze jsou rizné a Ze je jedna z nich vétsi nez druhd. Jako piiklad miZeme uvést
télesnou hmotnost, objem plic, délku koncetiny, koncentraci l4tky, télesnou teplotu.

Kvantitativni data miZzeme také déle délit na:

* spojita data - Mohou nabyvat jakychkoliv hodnot v ur¢itém rozpéti. Pfikladem je
vyska a hmotnost osob, velikost nddoru.

* diskrétni data - Mohou nabyvat pouze kone¢ného nebo spocetného poctu hodnot.
Pfikladem je pocet déti v rodiné€, pocet kralika v kralikarné.

Dopliime si dalSi charakteristiku polohy, kterd souvisi s uspofddanym vybérovym
souborem. Kvantil Ize definovat jako redlné ¢islo, které rozdéluje pozorované hodnoty na
dvé &asti. p% kvantil (p-procentni kvantil) rozdéluje data na p% hodnot a (100 — p)%
hodnot, kdy p% hodnot je mensich nebo rovno nez p% kvantil a naopak (100 — p)%
hodnot je vétsich nebo rovno nez p% kvantil. p% kvantil znacime x,, /19o-

Vypocet p% kvantilu:

necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé Cislo &

np/100 a tedy x,,/100 = X(k)}

—

celé&islok = x,/100 = 5 (X() +X(kq1))-

Pro specialné zvolend np/100 pouzivame specidlni ndzvy.

X0,5 (50% kvantil) . . . medidn

X025 (25% kvantil) . . . dolni kvartil

X075 (75% kvantil) . . . horni kvartil

Pomoci dolniho a horniho kvartilu definujeme kvartilovou odchylku:

q = X0,75 — X0,25-
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@) < Qdlehla hodnota

«<—— Maximum .
nebo horni vnitini hradba

Horni kvartil

<—— Median

Dolni kvartil

<—— Minimum
nebo dolni vniténi hradba

Obrazek 1.8. Ptiklad krabicového grafu.

Nyni si miizeme zavést dalsi zpasob vizualizace dat tzv. krabicovy graf. Krabicovy graf
nam umoZiuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci vybocujicich
hodnot (extrémnich ¢i odlehlych).

Dolnf vnitini hradba:

x025 — 1,5¢
Horni vnitini hradba:
x0,75 + 1,59
Horni vné;jsi hradba:
x0,75 + 3¢9
Dolni vnéjsi hradba:
x0.25 — 3¢

V grafu zvolime bud’ maximum, nebo horni vnitini hradbu. Volime mensi z hodnot.
A zvolime bud’ minimum, nebo dolni vnitini hradbu. Volime vétsi z téchto hodnot.

Pomoci krabicového grafu lze snadno identifikovat vybocujici hodnoty. Vybocujici
hodnoty jsou bud odlehlé, nebo extrémni hodnoty. Odlehld hodnota leZi mezi vnéjSimi
a vnitfnimi hradbami, tj. v intervalu (xq 75 + 1,5¢,x0 .75 + 3¢g) nebo v intervalu (xp25 —
3¢,x0.25 — 1,5¢). Extrémn{ hodnota leZi za vn&j$imi hradbami, tj. v intervalu (xo 75 + 3¢, o)
nebo v intervalu (—eo,xg 25 — 3¢).
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Identifikace vybocujicich hodnot

Vybocujici hodnota je netypické pozorovani, které nezapadd do pravdépodobnostniho
chovéni souboru dat. Vybocujici hodnoty maji zdsadni vliv na popisné statistiky. Proto je
jejich identifikace nezbytnd. Jejich vliv ilustrujeme na nésledujicim piikladé.

Priklad 1.2.5. [3] UvaZzujme data z piikladu 1.3.5, v nichZ zaménime jednu spravnou
hodnotu za hodnotu vybocujici (pouze vynechdme desetinnou ¢arku). Vybocujici hodnota
je zobrazena tucné.

62 76 63 91 42 58 565 63 86 60 62

6,7 46 625 64 404 63 9,1 63 52 64 5)5.
Vypocet statistik je uveden v nésledujici tabulce.

Statistika Data bez vybocujici hodnoty | Data s vybocujici hodnotou
Prameér: X=26,318 x=28,936
Medién: Med(x) = 6,275 Med(x) = 6,275
Smérodatnd odchylka: s=1,337 s=12,371

Tabulka 1.6. Vypocet popisnych charakteristik na datech s a bez vybocujici hodnoty
(v mmol/l).

KdyzZ srovname vysledky vypocti na datech s vybocujici hodnotou a na datech bez vy-
bocujici hodnoty, je vidét, Ze vybocujici hodnota velmi vyrazné ovlivituje hodnotu priméru
a smérodatné odchylky. Tyto hodnoty nelze povazovat za vhodné charakteristiky naméie-
nych dat. Hodnota medidnu se vlivem vybocujici hodnoty nezménila.

]

Vybocujici hodnoty mohou vyrazné ovlivnit vysledky sumarizace dat, coz miiZze vést
k chybné interpretaci dat. Je proto nutné se vénovat identifikaci vybocujicich hodnot pred
zahdjenim jakychkoliv vypocti. Prvnim krokem jakékoliv analyzy dat by tedy méla byt
sumarizace a vizualizace dat. Vizualizace dat a vypocet popisnych statistik ndm pomahaji
odhalit vybocujici hodnoty a nespravné hodnoty v datech (napt. pieklepy v desetinnych
mistech).

K identifikaci vybocujicich hodnot ndm slouZi rtizné nastroje. Grafy ndm odhali vy-
bocujici hodnotu jako nezvykle vzdédlenou od ostatnich pozorovanych hodnot. Pokud nés
zajima jeden pozorovany znak, je vhodné pouZit histogram nebo krabicovy graf. Pokud nas
zajima vztah dvou znak, je vhodné vyuzit bodovy graf. Identifikaci vybocujici hodnoty
z ptikladu 1.2.5 pomoci histogramu a krabicového grafu ukazuje obrazek 1.9.

Na pfitomnost vybocujicich hodnot ukazuje i srovnani priméru a medianu. Pokud
ob¢ hodnoty vychazi podobné, mizZzeme usoudit, Ze se vybocujici hodnota nevyskytuje.
Pokud se hodnota priiméru 1isi od hodnoty medidnu, pak to mlize ukazovat na pfitomnost
vybocujici hodnoty.

Vybocujici hodnotu miZeme vyloucit i nasledujicim zptisobem. Vypocitime aritme-
ticky praimér X a smérodatnou odchylku s ze souboru bez podezielé hodnoty. JestliZze od-
chylka podezielé hodnoty od priméru X prevySuje vice neZ tfikrat smérodatnou odchylku
s, pak povazujeme tuto podezielou hodnotu za vybocujici a mizeme ji vyloucit.
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Obrazek 1.9. Identifikace vybocujici hodnoty pomoci histogramu a krabicového grafu,
dostupné z [3].

Dals$im zptGsobem identifikace vybocujici hodnoty je Grubbsuv test extrémnich od-
chylek. Grubbsiiv test se pouziva pro vylouceni vybocujicich hodnot u soubort dat, které
odpovidaji Gaussovu normélnimu rozdéleni pravdépodobnosti. Pro provedeni Grubbsova
testu je vhodné ovladat zékladni pojmy tykajici se testovani statistickych hypotéz (viz pod-
kapitola 1.2.2).

Postup:

1) Seradime vzestupné hodnoty vybérového souboru.

2) Vypocteme aritmeticky primér x a smérodatnou odchylku s ze vSech hodnot souboru.
3) Vypocteme testovaci kritérium pro prvni (pfipadné posledni n-tou) hodnotu.

4) Najdeme v tabulce kritickou hodnotou pro piislusné n vybérového souboru a zvolenou
o pro Grubbsiv test.

Kritické hodnoty T,;;. pro Grubbstiv test najdeme v tabulce 1.10.

5) Vypocitané testovaci kritérium porovndme s tabulkovou kritickou hodnotou.

Je-li T1 > Ty,ir., pak prvni (pfipadné posledni) hodnotu vzestupné sefazenych hodnot vy-
louc¢ime ze souboru.

Je-li T} < Tiir., pak prvni (pfipadné posledni) hodnota patii do souboru a vyloucit ji
nemutzeme (neni to vybocujici hodnota).
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¢ 0,05 0,01 ¢ 0,05 0,01
n n

3 1412 1414 15 2,493 2,800
4 1,689 1,723 16 2,523 2,837
5 1,869 1,955 17 2,551 2,871
6 1,996 2,130 18 2,577 2,903
7 2,093 2,265 19 2,600 2,932
8 2,172 2,374 20 2,623 2,959
9 2,237 2,464 21 2,644 2,984
10 2,294 2,540 2 2,664 3,008
11 2,343 2,606 23 2,683 3,030
12 2,387 2,663 24 2,701 3,051
13 2,426 2,714 25 2,717 3,071
14 2,461 2,759

Obrazek 1.10. Kritické hodnoty pro Grubbstv test, dostupné z [4].

Priklad 1.2.6. [4] Pii vySetfovani chovu dojnic bylo provedeno na vybéru 12 dojnic
stanoveni glukézy v krevnim séru. Zjistéte, zda nejmensi poptipade nejvétsi hodnota vybéru
neni od ostatnich hodnot odlehla.

Namérené hodnoty jsou nasledujici (v mmol/l):

3,1;2,9;3,7;2,8;4,2; 3,1; 3,0; 6,8; 0,9; 3,2; 3,3; 3,8.

Reseni. 1) Sefadime vzestupné hodnoty vybérového souboru.
0,9;2,8;2,9;3,0; 3,1;3,1; 3,2; 3,3; 3,7, 3,8; 4,2; 6,8
2) Vypocteme aritmeticky primér x a smérodatnou odchylku s ze v§ech hodnot souboru.

x=3,4
s=1,338
3) Vypocteme testovaci kritérium pro prvni a posledni hodnotu.
X—Xx1 2,5
T = = = 1,868
Ty 1,338
.Xn _X 3,4
T, = = =2,541
2 1,338 7

4) Najdeme v tabulce kritickou hodnotou pro pfislusné n = 12 vybérového souboru a zvo-
lenou & = 0,05 pro Grubbstyv test.

Trir. = 2,387

5) Vypocitané testovaci kritérium porovname s tabulkovou kritickou hodnotou.

T) < Tiyis., tzn. Ze prvni hodnota neni odlehla a patfi do souboru. Vyloudit ji nemiiZeme.
T2 > Tiiz., tzn. Ze posledni hodnota je odlehld. Tuto nejvetsi hodnotu je potifeba ze souboru
vyloucit s rizikem omylu nejvyse 5 %.

Nahodna veli¢ina

Statisticky znak zkoumaného ndhodného jevu 1ze popsat pomoci veliiny (¢iselné vyjadieny
projev znaku), ktera za urCitych podminek vlivem nahodnych ¢initeli nabyva rtiznych
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hodnot. Proto ji oznacujeme pojmem nahodna veli¢ina. Nahodnd veli¢ina predstavuje
Ciselné vyjadreni vysledku ndhodného jevu. Piikladem miZe byt té€lesnd teplota, ktera
ukazuje na zdravotni stav jedince.

Nahodna veli¢ina miZe byt diskrétni nebo spojita. Diskrétni nahodna veli¢ina nabyva
pouze jednotlivych hodnot z daného intervalu. Pfikladem je pocet narozenych mladat
ve vrhu, pocet snesenych vajicek ve sntisce. Spojita nahodna veli¢ina miZe nabyvat
vSech hodnot z daného intervalu. Pfikladem je teplota téla, hmotnost, koncentrace glukézy
v krevnim séru.

Nahodné veli¢ina nabyva ruiznych hodnot vlivem ndhodnych cCiniteld. Presto vyskyt
hodnot podléhd ur¢itym zdkonitostem. Rozdéleni nahodné veli¢iny vyjadiuje vyskyt hod-
not ndhodné veli¢iny v zavislosti na dané hodnoté ndhodné veliCiny. Diky tomu mame
pfedstavu o tom, jak jsou hodnoty ndhodné veli€iny rozmistény na ¢iselné ose.

Grafickym vyjadienim rozdéleni diskrétni nahodné veliciny je useckovy graf roz-
déleni Cetnosti jednotlivych hodnot. Rozdéleni ¢etnosti spojité nahodné veli¢iny zna-
zorniujeme pomoci histogramu nebo polygonu. Pro polygon se pouZivad pojem empiricka
krivka rozdé¢leni nahodné veliCiny.

tetnost

ERRENE

T
0 1 2 3 4 5 6 7 8  potet mladat

Obrazek 1.11. Rozdéleni Cetnosti diskrétni ndhodné veli¢iny, dostupné z [4].
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Obrazek 1.12. Rozdéleni Cetnosti spojité ndhodné veliciny, dostupné z [4].

Vsechny empirické kiivky pro vybéry z téZe populace se pohybuji okolo teoretické
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krivky, kterd popisuje pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veliciny u celého zaklad-
niho souboru. Tuto kiivku nelze ziskat na zakladé vysledkti méfeni, miZeme ji pouze
teoreticky predpoklddat. Ptiklad grafického vyjadieni pravdépodobnostniho rozdéleni spo-
jité ndhodné velic¢iny pomoci teoretické kiivky ve vztahu k empirickym kiivkdm rozdéleni
¢etnosti ndhodné veli¢iny ve vybérovych souborech je zobrazen na obrazku 1.13.

Jtx) — hustota pravdépodobnosti

empirické kiivky teoreticka kiivka

\

x (hmotnost)

Obréazek 1.13. Pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veliCiny, dostupné z [4].

Casto se k popisu pravdépodobnostniho rozdéleni niahodné veli¢iny pouZivaji ¢iselné
charakteristiky, které shrnuji vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti do jednoho cisla. Je
tedy pak jednodussi interpretace a prace s nim. Dvé nejpouzivanéjsi charakteristiky jsou
sttedni hodnota a rozptyl. Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X se oznacuje E(X). Je to
charakteristika polohy a popisuje bod na ose, kde md ndhodna veli¢ina X tendenci se
realizovat. Rozptyl ndhodné veli¢iny X znacime D(X). Je to charakteristika variability.
Ukazuje, jak moc jednotlivé mozné hodnoty ndhodné veli¢iny X kolisaji kolem jeji stfedni
hodnoty. Jako charakteristika polohy se pouZziva Castéji jeho odmocnina, tzv. smérodatna
odchylka nihodné veli¢iny X, kterd se zna¢i SD(X).

Stiedni hodnota E(X) je teoretickym ekvivalentem priméru, rozptyl D(X) je teoretic-
kym ekvivalentem vybérového rozptylu.

Pravdépodobnostni rozdéleni pro rizné ndhodné veli¢iny mize teoreticky mit neko-
ne¢né mnoho riznych tvari kiivek. Pfiklady rGznych typt pravdépodobnostnich rozdéleni
pro spojitou ndhodnou veli¢inu jsou uvedeny na obrazku 1.14. Déle budou uvedeny vybrané
nejcastéji pouzivané typy pravdépodobnostnich rozdé€leni, které jsou dilezité v biostatis-
tice.
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a) Normalni, symetrické (Gaussovo) /\

b) Asymetrické (vrchol kiivky posunut doleva, doprava)

A RPA

¢) Neznamé (nepravidelné, dvou- i vicevrcholové)

™\

Obrazek 1.14. Riazné typy pravdépodobnostnich rozdéleni spojité ndhodné velifiny,
dostupné z [4].

Gaussovo normalni rozdéleni

Normélnim rozdélenim se fidi velké mnoZstvi ndhodnych veli¢in v biologii. Napf.
vyska ndhodné vybraného ¢lovéka, délka koncetin ndhodné vybraného krélika, hmotnost
vejce u ndhodné vybrané nosnice. Hodnoty se symetricky shlukuji kolem stfedni hodnoty.
Grafickym vyjadfenim rozdéleni pravdépodobnosti je kiivka, kterd ma charakteristicky
zvonovity tvar, je zndma pod pojmem Gaussova krivka.

Normélni rozdé€leni je popsdno dvéma parametry. Prvni z nich predstavuje stiedni
hodnotu normadlniho rozdéleni a oznacuje se u. Druhy pfedstavuje rozptyl normdlniho
rozdéleni a oznaluje se 2. To, Ze nahodn4 veli¢ina X m4 normdlni rozd&leni pravdépo-
dobnosti se stiedni hodnotou y a rozptylem 62, zapisujeme jako X ~ N(u,c?).

U normélniho rozdé€leni jsme schopni vycislit procento pozorovani, kterd by se méla
realizovat v rozmezi +x-ndsobku smérodatné odchylky o od stfedni hodnoty p. Pravdé-
podobnost realizace uvniti' intervalu pro jedno, dvou a trojndsobek smérodatné odchylky
uvadi tabulka 1.2.2. Tedy 95,4% pozorovani ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim by
se mélo realizovat v rozmezi 4 —20 a U4 +20.

Interval | Pravdépodobnost
utlo 0,683
u+t2c 0,954
u+3o 0,997

Tabulka 1.7. Pravdépodobnost realizace normdlni ndhodné veli¢iny v danych intervalech.

Normované normalni rozdéleni

Normované (neboli standardizované) normélni rozdéleni je normdlni rozdéleni se
sttedni hodnotou p = 0 a smérodatnou odchylkou o = 1. To, Ze ndhodna veli¢ina X ma nor-
mované normalni rozdélen{ pravdépodobnosti, zapisujeme jako X ~ N(0, 1). Nékdy se toto
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Obrazek 1.15. Normalni rozdéleni, dostupné z [3].

rozdéleni nazyva U-rozdéleni, protoze je definovano pro teoreticky odvozenou veli¢inu U,
kterou dostaneme transformaci piivodni ndhodné veli¢iny X tak, Ze od ni odecteme stfedni
hodnotu celé populace a rozdil vydélime smérodatnou odchylkou. Plati:

X_
XNNWJ%$U2—3£~ (0,1)

Tvar kfivky normovaného rozdé€leni je prakticky shodny s tvarem kfivky Gaussova
normdlniho rozdé€leni. Je to kfivka zvonovitd, symetrickd kolem stfedni hodnoty p = 0.
Lisi se pouze posunem na ose x a Sitkou.

Studentovo 7-rozdéleni
Studentovo rozdéleni plati pro teoreticky odvozenou veli¢inu ¢, kterd vznikne transfor-

maci normdlniho rozdéleni. Ale nezname skute¢nou smérodatnou odchylku ¢ a pouze ji
odhadujeme pomoci vybérové smeérodatné odchylky s. PouzZivdme nasledujici transformaci:
X—p

1= .
s

Kiivka Studentova r-rozd&leni je symetrickd kolem 0 a md zvonovity tvar. Sitka kiivky
je specifickd pro jednotlivé vybéry. Je uréend poctem stupiii volnosti vybérového souboru
v =n— 1. U menSich vybér je kiivka niz${ a Sir$i neZ u vétSich vybéra.

Hodnoty #-rozdéleni jsou tabelovany ve statistickych tabulkdch v podobé nejcastéji
pouzivanych kvantilii (viz tabulka 1.20). Tyto kvantily se pak pouzivaji jako kritické
hodnoty napf. pii testovani rozdilu dvou priméru.

Skutecnost, Ze se ndhodna veli¢ina X fidi Studentovym z-rozdélenim, zapisujeme jako
X ~t(v).
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Obrézek 1.16. Studentovo rozdéleni, dostupné z [3].

Pearsonovo y2-rozdéleni

Pearsonovo x2- rozdéleni (,,chi-kvadrat rozd&leni“) je definovdno pro teoreticky od-
vozenou veli¢inu x2. Toto rozd&leni ma jeden parametr, ktery nazyvime pocet stupit
volnosti v. Skutecnost, Ze ndhodn4 veli¢ina X pochdzi z Pearsonova - rozdéleni, zapisu-
jeme jako x ~ xz(v). Jedn4 se o rozd€lenti, které je odvozené od normélniho. Plati:

1%
Zi~N(0,1)= K=Y 7} ~ x*(v).
i=1

Kiivka Personova x? rozdéleni je asymetrickd. U mensich vybéri je asymetrie a vyska
kiivky vétsi neZ u mensich vybéru.

Hodnoty y2-rozdéleni jsou tabelovany ve statistickych tabulkdch v podobé nejéast&ji
pouzivanych kvantilid. Tyto kvantily se pak pouzivaji jako kritické hodnoty pfi testovani
statistickych hypotéz.

Fisher-Snedecorovo F-rozdéleni

F-rozdé€leni je definovdno pro teoreticky odvozenou veli¢inu F'. Toto rozdéleni ma dva
parametry, jedna se o stupné volnosti vi =n; — 1 a v, = np — 1. Toto rozdéleni vzniklo
jako podil dvou nezavislych veli¢in s y2-rozdélenim. Plati:

Kl/vl

1~ X () AK ~ 3 (v2) = K /vs

NF(V],VZ)

Kiivka F-rozd€leni je asymetrickd. Hodnoty F-rozd€leni jsou tabelovany ve statistic-
kych tabulkach v podob¢ nejéastéji pouzivanych kvantill (viz. tabulka 1.19). Tyto kvantily
se pak pouzivaji jako kritické hodnoty pfi testovani podilu dvou rozptyld.
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Obrazek 1.17. Pearsonovo xz—rozdélem’, dostupné z [3].

Uvod do testovani hypotéz

Budeme se nyni zabyvat rozhodovanim o platnosti statistickych hypotéz, tj. testovanim
hypotéz. Statistické hypotézy jsou tvrzeni, ktera lze na zdkladé pozorovanych hodnot po-
mocf statistickych metod ohodnotit. RozliSujeme nulovou a alternativni hypotézu. Nulova
hypotéza je tvrzeni o neznamych vlastnostech sledované veliiny. Alternativni hypotéza
je tvrzeni o neznamych vlastnostech sledované veli¢iny, které popird nulovou hypotézu.
Platnost hypotéz posuzujeme pomoci statistického testu, cozZ je vlastné rozhodovaci pra-
vidlo, které vzdy prifadi jedno ze dvou moznych rozhodnuti. Bud’ nulovou hypotézu H
zamitame, nebo nulovou hypotézu Hy nezamitdme.

Ozna¢me symbolem 0 parametr, ktery nds zajimd, a symbolem 6y hodnotu, se kterou
chceme nezndmy parametr 6 porovnat. Pak miZeme obecné hypotézy zapsat v nasleduji-
cich tvarech.

Nulova hypotéza ma tvar:
H() 10 = 9()

Alternativni hypotéza m4 jeden z tvari:
H 1. 0 7& 90

Hy:0> 6
Hy:0 <6

Obecné je nulova hypotéza postavend jako nepfitomnost rozdilu mezi sledovanymi
parametry. Je tedy stanovena jako opak toho, co chceme experimentem ukazat. Diivodem
je, ze pro zamitnuti nulové hypotézy staci najit jeden piiklad, kdy nulové hypotéza neplati
(tim piikladem ma byt nase pozorovani). Zamitnuti hypotézy je jednodussi nez jeji potvr-
zeni. Pokud se ndm nepovede nulovou hypotézu vyvritit, tak nemluvime o pfijeti nulové
hypotézy, ale mluvime o pfipadném nezamitnuti nulové hypotézy.
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Obrazek 1.18. Fisher-Snedecorovo rozdéleni, dostupné z [3].

Priklad 1.2.7. Zabyvame se nasledujici otazkou. Je primérny systolicky tlak lidi nad 70 let
stejny jako primérny systolicky tlak celé populace? Oznaéme stfedni systolicky tlak lid{
nad 70 let symbolem 6 a populacni hodnotu systolického tlaku celé populace symbolem
6p. Formulujme nyni nulovou a alternativni hypotézu.

Nulova hypotéza ma tvar:
H() 10 = 6()

Alternativni hypotéza ma tvar:
H() 10 7& 90

]

Pii testovani hypotéz se muzeme zmylit. Jako chybu I. druhu oznacujeme chybné

zamitnuti nulové hypotézy, kterd ve skutecnosti ov§em plati. Chybou II. druhu oznacu-

jeme situaci, kdy nulové hypotéza neplati, ale my chybné nulovou hypotézu nezamitneme.

Vysledky rozhodovaciho procesu pii testovani statistickych hypotéz shrnuje nasledujici
tabulka 1.8.

Skute¢nost
Rozhodnuti Hj plati Hj neplati
Hp nezamitdme spravné pfijeti platné Hy chyba II. druhu
Hp zamitdme chyba I. druhu spravné zamitnuti neplatné Hy

Tabulka 1.8. Mozné vysledky rozhodovaciho procesu testovani statistickych hypotéz.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o (riziko ziskédni fale$Sné pozitivniho vy-
sledku). Pravdépodobnost chyby II. druhu se zna¢i  (riziko ziskani faleSné negativniho
vysledku). Pfi testovani mame vZdy nenulovou pravdépodobnost, Ze se mylime. Je dilezita
1 pravdépodobnost toho, Ze k chybnému rozhodnuti nedojde. V ptipadé€ platné nulové hy-
potézy mame pravdépodobnost 1 — ¢, Ze tuto hypotézu nezamitneme. V piipadé neplatné
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nulové hypotézy mame pravdépodobnost 1 — 3, Ze tuto hypotézu zamitneme. Pravdépo-
dobnost 1 — 3 se nazyva sila testu. Sila testu (1 — ) a pravdépodobnost chyby I. druhu
() jsou klicové charakteristiky kazdého statistického testu.

Pfi testovani si musime nejdiive zvolit maximalni moZnou pravdépodobnost chyby
I. druhu. Musime si stanovat maximdlni pravdépodobnost, s jakou riskujeme, Ze obdrzime
fale$né pozitivni vysledek. Hodnotu o nazyvame hladina vyznamnosti testu. Nasledné
k ni volime test, ktery ma maximalni silu testu, tedy minimalni pravdépodobnost chyby
II. druhu. Za standardni hladiny vyznamnosti testu jsou nejcastéji povazovany hodnoty
a = 0,05, tedy 5%, nebo v = 0,01, tedy 1%.

Rozhodnuti o platnosti (neplatnosti) nulové hypotézy provadime pomoci vypoctu tes-
tovaci statistiky, ktera slouzi jako zdklad pro zavérecné rozhodnuti. Existuje mnoho tes-
tovacich statistik. Vybrané zminime o néco pozd¢ji. Pomoci kritickych hodnot testovaci
statistiky vymezime kriticky obor. Vypocitame-li hodnotu testovaci statistiky z nasich
dat, kterd padne do kritického oboru, zamitdme nulovou hypotézu Hy na hladiné vyznam-
nosti . Jako kritické hodnoty testovacich statistik slouZi specifické kvantily pfisluSnych
rozdéleni souvisejici se zvolenou hladinou vyznamnosti o pro dany test. Obvykle se pou-
Zivaji kvantily 1 — o /2 (nebo 1 — &), tedy nejcastéji 97,5% a 99,5% kvantily. Tyto kvantily
najdeme ve statistickych tabulkach.

Poslednim krokem testovani statistickych hypotéz je formulace zavéru testovani. Vy-
pocitanou testovaci statistiku srovname s kritickou hodnotou. Jestlize se vypocitana tes-
tovaci statistika nachdzi v kritickém oboru, znamena to, Ze zamitdme nulovou hypotézu.
Naopak pokud vypocitana testovaci statistika nepadne do kritického oboru, pak nulovou
hypotézu nezamitadme. Nezamitnuti nulové hypotézy neznamend jeji ditkkaz. Vysledek spise
interpretujeme tak, Ze nemdme dost diikazi k jejimu zamitnuti.

Proces testovani statistické hypotézy 1ze shrnout do nasledujicich krokd:

1. formulace nulové a alternativni hypotézy;
2. zvoleni hladiny vyznamnosti testu;
3. vypocet testovaciho kritéria (testovact statistiky);

4. zavér (zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy).

Silu testu jsme definovali jako pravdépodobnost, Ze nulovou hypotézu zamitneme v pfi-
padé, Ze je opravdu neplatnd. Existuje nékolik faktord, které ovliviiuji silu testu. Jsou to
nasledujici faktory:

« velikost vybérového souboru: Cim vice mame pozorovani, tim vic mame informaci
o platnosti nulové hypotézy. TudiZ test ma vétsi silu. Velikost vzorku miize byt
ovlivnéna faktory, které nelze ovlivnit (napf. biologické limity, finan¢ni limity).

Vv

+ velikost pozorovaného rozdilu: Pro statisticky test je jednodussi identifikovat jako
statisticky vyznamny velky rozdil (napf. rozdil ve vySce muzii a Zen) a naopak je

t€Z81 prokazat jako statisticky vyznamny rozdil maly (napft. rozdil ve vySce populaci
Cechii a Slovaki).

* variabilita dat: VEtsirozptyl sledované veli¢iny ztéZuje rozhodnuti o platnosti nulové
hypotézy.
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* hladina vyznamnosti testu: S nizs$i hladinou vyznamnosti testu ¢ je obtiZn&jsi

Py vV,

zamitnout nulovou hypotézu. TakZe se sniZi sila testu. S vySsi hladinou vyznamnosti

se zvysi sila testu, ale je to spojeno s vyS$im rizikem ziskédni faleSné pozitivniho
vysledku testu.

Nyni si ukdZeme par piikladi testovacich statistik. Nejcastéji testujeme hypotézy
o stiedni hodnoté nebo rozptylu. MiZeme testovat, zda rozloZeni, z nichZ pochazeji dva
nezdvislé vybery, maji stejnou stfedni hodnotu. Nebo zda m4 rozloZeni, z néhoZ pochazi
sledovany vybér, danou stiedni hodnotu.
F-test

Timto testem rozhodujeme, zda mé nas pokus vliv na proménlivost (rozptyl) zkoumané
veli¢iny v populaci. Nulovou hypotézu v F-testu vyjadiujeme zdpisem:

Hozolzzoz.

M¢jme dva nezavislé vybéry. Vybér 1 ma n; prvki, vybér 2 ma ny prvki.

Postup: 1) Vypocteme vybérové rozptyly s% a s%.

- n 2 (Zf':lx,-)z
o L= %? i~
! n—1 n—1
n 2 (Z?:lxt)
32— Yisy (x — %) Yim1 % ny
2 n,—1 ny—1
2) Stanovime pocet stupiiti volnosti obou vybéri.
Vi=n|— 1
V2 =Ny — 1
3) Vypocteme testovaci statistiku F.
Y )
Vetsi z rozptyli(sy, s5)

men3{ z rozptylii(s?, s3)

4) Oznacme vy pocet stupiili volnosti vétsiho z rozptyll a vy, pocet stupiiti volnosti mensiho
z rozptyla.

5) Zvolime hladinu vyznamnosti «.

6) Ve statistickych tabulkdch pro Fisher-Snedecorovo rozdéleni vyhleddme kritickou hod-
notu Fj,;;. = 1 — ot/2 kvantil F-rozdéleni o (vy,vy) stupnich volnosti.

Kvantily Fp 975(vv,vam) Fisher-Snedecorova rozdéleni (o = 0,05) jsou uvedeny v tabulce
1.19.

7) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou F'.

Je-li F > Fi,; ., pak zamitdme nulovou hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti ¢&¢. Znamena
to tedy, Ze se rozptyly obou souborti vyznamné lisi.

Je-li F < Fi,j., pak nemiizeme nulovou hypotézu Hy zamitnout. Znamena to tedy, Ze se
rozptyly obou soubord vyznamné nelisi.
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w Pocet stupiili volnosti itatele
VM 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 647,79 799,50 864,16 899,58 921,85 937,11 948,22 956,66 963,28
2 38,500 39,000 39,165 39,248 39298 39,331 39,355 39,373 39.387
3 17,443 16,044 15439 15,101 14,885 14,735 14,624 14,540 14,473
4 12,218 10,649 9,979 9,605 9,365 9,197 9,074 8,980 8,905
5 10,007 8,434 7.764 7,388 7,146 6,978 6,853 6,757 6,681
6 8,813 7.260 6,599 6,227 5,988 5,820 5,696 5.600 5523
7 8,073 6,542 5.890 5,523 5285 5119 4,995 4,899 4,823
8 7,571 6,060 5416 5,053 4,817 4,652 4,529 4,433 4,357
9 7.209 5715 5.078 4718 4.484 4320 4,197 4,102 4,026
10 6,937 5456 4,826 4,468 4.236 4,072 3,950 3.855 3,779
11 6,724 5,256 4,630 4,275 4,044 3,881 3,759 3,664 3,588
12 6,554 5,096 4474 4,121 3,891 3,728 3,607 3512 3,436
13 6,414 4,965 4,347 3,996 3,767 3,604 3,483 3,388 3312
14 6,208 4,857 4,242 3,802 3,663 3,501 3,380 3,285 3,209
15 6,200 4,765 4,153 3,804 3,576 3415 3,293 3,199 3,123
16 6,115 4,687 4,077 3,729 3,502 3,341 3,219 3,125 3,049
17 6,042 4,619 4,011 3,665 3438 3277 3,156 3,061 2,985
18 5,978 4,560 3,954 3,608 3,382 3221 3,100 3,005 2,929
19 5,922 4,508 3.903 3,559 3.333 3172 3,051 2,956 2,880
20 5.872 4,461 3,859 3,515 3,289 3.128 3,007 2,913 2,837
21 5,827 4,420 3,819 3,475 3,250 3,000 2,969 2,874 2,798
22 5,786 4,383 3.783 3.440 3,215 3,055 2,934 2,839 2,763
23 5,750 4,349 3,751 3,408 3,184 3,023 2,902 2,808 2,731
24 5,717 4319 3721 3379 3.155 2,995 2,874 2,779 2,703
25 5,686 4,291 3,694 3,353 3,129 2,969 2,848 2,753 2,677
26 5,659 4,260 3.670 3,329 3,105 2,945 2,824 2,729 2,653
27 5,633 4,242 3.647 3,307 3.083 2,923 2,802 2,707 2,631
28 5,610 4,221 3,626 3,286 3,063 2,903 2,782 2,687 2,611
29 5,588 4,201 3.607 3,267 3,044 2.884 2,763 2.669 2,592
30 5,568 4,182 3,589 3,250 3,027 2,867 2,746 2,651 2,575
40 5.424 4,051 34603 3,126 2,904 2,744 2,024 2,529 2,452
60 5,286 3,925 3343 3,008 2,786 2,627 2,507 2412 2,334
120 5,152 3,805 3,227 2,894 2,674 2,515 2,395 2,299 2,222
0 5,024 3,689 3116 2,786 2,567 2,408 2,288 2,192 2,114

vy — stupné volnosti vybéru s vét§im rozptylem, vii - stupné volnosti vybéru s mensim rozptylem

Obrazek 1.19. Kvantily F 975(vy,vam) Fisher-Snedecorova rozdéleni (o = 0,05),

dostupné z [4].

27

Priklad 1.2.8. [4] Byl zjistovan vliv nového veterinarniho pfipravku na hladinu enzymu
AST v krevnim séru dojnic. U vybérového souboru 10 jedincti byl pfipravek aplikovan
a poté byly zméfeny hladiny AST v krevnim séru téchto dojnic. Jako kontrolni soubor byly
pouzity hodnoty AST v krevnim séru u 10 jedinct, kterym pripravek aplikovan nebyl. M4

pripravek vliv na rozptyl aktivity AST?
Zjisténé hodnoty v umol/l:

Bez pripravku: 0,409; 0,345; 0,392; 0,377; 0,398; 0,381; 0,400; 0,405; 0,302; 0,337

S pfipravkem: 0,341; 0,302; 0,504; 0,452; 0,309; 0,375; 0,479; 0,423; 0,311; 0,333

Reseni. Nulova hypotéza Hy : 612 = 622
1) Vypocitadme vybérové rozptyly s% a s%.
Kontrola:
57 =0,00125
S ptipravkem:
55 =0,00575
2) Stanovime pocet stupiii volnosti obou vybért.
Vi=n|— 1=9
V) = np — 1=9
3) Vypocteme testovaci statistiku F.
53 0,00575

F=2=_1"_"_"
s2 0,00125

— 4,618
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4) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0, 005.
5) V tabulce 1.19 najdeme kritickou hodnotu pfi hladiné vyznamnosti o = 0, 05.
Fiir. = 1— /2 = 0,975 kvantil F-rozdéleni o (9,9) stupnich volnosti.

Flrit (0,975:9:9) = 4,026

7) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou F'.

F > Fyis.

Muzeme tedy vyslovit zavér, Zze nulovou hypotézu (Hj : 612 = 622) zamitdme. Tzn. Ze byl
zjiStén statisticky vyznamny rozdil mezi rozptyly na hladiné vyznamnosti 5%.

Zavér: Sledovany veterindrni pfipravek na vliv na zménu rozptylu aktivity enzymu AST
v krevnim séru dojnic.

]

Studentiiv z-test

Tento test se pouziva pro testovini rozdilu dvou stfednich hodnot. Podle statistické vy-
znamnosti rozdilu stfednich hodnot (¢asto mezi pokusnou a kontrolni skupinou) usuzujeme,
jak byl nas pokus tGc¢inny.
jednovybérovy ¢-test Jednovybérovy 7-test pouzivime pro porovnani stfedni hodnoty roz-
loZeni, z néhoz sledovany ndhodny vybér pochézi, s danou konstantou. Ovéfujeme hypo-
tézu, Ze sledovany vybérovy soubor, pochdzi z populace, kterd ma stejnou stitedni hodnotu
jako je tato dand konstanta. Nulovou hypotézu v jednovybérovém ¢-testu vyjadiujeme
zapisem:

Hp : 4 = c ,kde c je znama konstanta

Mame vybérovy soubor, ktery ma n ¢lenti. A zndme stfedni hodnotu rozloZeni, ze kterého
sledovany vybérovy soubor pochazi u.

Postup:

1) Vypoé&itime aritmeticky primér £ a rozptyl s> vybérového souboru.

2) Vypocitame testovaci statistiku ¢.

x|
e

n

t

3) Stanovime pocet stupiili volnosti vybérového souboru.

v=n—1
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4) Zvolime hladinu vyznamnosti o.

5) Ve statistickych tabulkdch pro Studentovo #-rozdéleni vyhleddme kritickou hodnotu
tirir. = 1 — o /2 kvantil Studentova ¢-rozdéleni o v stupnich volnosti.

Kvantily Studentova ¢-rozdé€leni jsou uvedeny v tabulce 1.20.

6) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou ¢.

Je-lit <ty,;., pak nemtizeme nulovou hypotézu Hy zamitnout. Rozdil testovanych parame-
trl nen{ statisticky vyznamny. Mtzeme tedy fict, Ze nas pokus byl netdcéinny.

Je-li t > t;,4., pak zamitdme nulovou hypotézu Hj. Rozdil testovanych parametrti je sta-
tisticky vyznamny. Mtzeme tedy fict, Ze naS pokus byl G¢inny, protoze zptisobil zménu
stfedni hodnoty u pokusného souboru ve srovnédni se zndmou konstantni stfedni hodnotou.

St ""\f“"“‘ 0.80 0.90 095 0,975 0,9875 0,995
1 1376 3,078 6314 12,706 25452 63.657
2 1.061 1,886 2.920 4303 6.205 9.925
3 0978 1,638 2353 3,182 4176 5.841
4 941 1533 2132 2,776 3495 4,604
5 920 1476 2015 2,571 3,163 4,032
6 906 1,440 1,943 2,447 2969 3707
7 896 1415 1.895 2,365 2,841 3499
8 889 1397 1,860 2,306 2752 3355
9 883 1,383 1.833 2,262 2,685 3250
10 £79 1,372 1.812 2,228 2,634 3.169
Tl 876 1,363 1,796 2,201 2,593 3,106
12 873 1,356 1,782 2,179 2,560 3,055
13 £70 1,350 1771 2,160 2533 3,012
14 868 1345 1,761 2,145 2510 2977
15 866 1,341 1,753 2,131 2,490 2947
16 865 1,337 1746 2,120 2473 2921
17 863 1,333 1,740 2,110 2458 2,898
18 862 1,330 1,734 2,101 2445 2,878
19 861 1.328 1.729 2,093 2433 2,861
20 860 1325 1,725 2,086 2423 2,845
21 859 1,323 1,721 2,080 2414 2831
2 858 1,321 1717 2,074 2406 2,819
23 858 1319 1,714 2,069 2,398 2,807
24 857 1318 1711 2,064 2391 2,797
25 856 1316 1,708 2,060 2,385 2,787
26 856 1315 1,706 2,056 2379 2,779
27 855 1314 1.703 2,052 2373 2,771
28 855 1,313 1.701 2,048 2.368 2.763
29 854 1,311 1.699 2,045 2.364 2756
30 854 1310 1,697 2,042 2,360 2750
35 852 1306 1,690 2,030 2342 2724

40 851 1,303 1,684 2,021 2329 2,704
45 850 1,301 1,680 2,014 2319 2,690
50 849 1,299 1.676 2,008 2310 2,678
55 849 1,297 1673 2,004 2.304 2.669
0 848 1,296 1,671 2,000 2299 2,660
70 847 1,294 1,667 1,994 2.290 2,648
50 847 1,293 1,665 1,989 2284 2,638
90 846 1,291 1.662 1,986 2279 2,631
100 846 1.290 1,661 1,982 2276 2,625
120 845 1,289 1.658 1,980 2270 2,617
- 8416 12816 1.6448 19600 22414 2,5758

Obrazek 1.20. Kvantily #; 4 5(,) Studentova 7-rozdélent, dostupné z [4].

Priklad 1.2.9. [4] V chovu dojnic je stfedni hodnota hladiny glukézy v krevnim séru
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u = 3,1 mmol/l. Po aplikaci energetického pfipravku do krmiva u souboru 10 ndhodné
vybranych dojnic byly zjiStény ndsledujici hladiny glukézy v krevnim séru v mmol/I:
3,1;2,7;3,3; 3,1; 3,1; 3,2; 3,0; 2,8; 2,9; 2,7.

Ma pouzity ptipravek vliv na hladinu glukézy krevniho séra u dojnic?

Reseni. Nulové hypotéza Hy : it = ¢ = 3,1 mmol/l
1) Vypo&itame aritmeticky primér % a rozptyl s> vybérového souboru.

x=2,99

s> =0,0432

2) Vypocitame testovaci statistiku ¢.

Cied  2,99-3,1]
B \/g  [o0432
n 10

3) Stanovime pocet stupiiii volnosti vybérového souboru.

t

=1,578

v=n—1=10—-1=9

4) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0,05.

5) Ve statistickych tabulkdch pro Studentovo z-rozdéleni vyhleddme kritickou hodnotu
trrir. = 1 — /2 = 0,975 kvantil Studentova z-rozd€leni o 9 stupnich volnosti.

1(0,975:9) = 2,262

6) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou ¢.

U <Tiri.

Muzeme tedy vyslovit zavér, Ze nebyl zjistén statisticky vyznamny rozdil mezi praméry na
hladiné vyznamnosti 5 %. Nulovou hypotézu Hj tedy nezamitame.

Zavér: PouZzity energeticky pripravek nema vliv na hladinu glukézy krevniho séra u dojnic.

O
Dvouvybérovy 7-test Tato varianta z-testu se pouziva pro srovnani strednich hodnot dvou
rozloZeni, z nichZ pochdzeji dva nezavislé ndhodné vybéry. Jedna-li se o dvé zavisld méfend,
jde o parovy t-test (dvé méfeni u jedné skupiny jedincd napr. pred aplikaci pokusného
zasahu a po aplikaci). Nulovou hypotézu dvouvybérového 7-testu vyjadiujeme zdpisem:

Hy : uy = .

A) Parovy ¢-test

Parovy t-test pouzivame, pokud porovnavame dvé méfeni u jedné skupiny jedincii. Prvni
méfeni je pred aplikaci pokusného zdsahu, druhé méfeni je po aplikaci. V testu vychdzime
z rozdild naméfenych parovych hodnot.

Postup:

1) Vypocitame rozdily parovych hodnot u vybérového souboru (n je pocet par). A ze
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zjiténych rozdili vypoditam aritmeticky pramér ¥ a rozptyl s2.
2) Vypocitame testovaci statistiku 7.

]

§

n

3) Stanovime pocet stupiiii volnosti vybérového souboru.

v=n—1

4) Zvolime hladinu vyznamnosti .

5) Ve statistickych tabulkach pro Studentovo 7-rozd€leni vyhledame kritickou hodnotu
trrir. = 1 — a /2 kvantil Studentova 7-rozdéleni o v stupnich volnosti.

Kvantily Studentova ¢-rozdé€leni jsou uvedeny v tabulce 1.20.

6) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou ¢.

Je-lit < ty,r., pak nemizeme nulovou hypotézu Hy zamitnout. Rozdil testovanych parame-
tri nenf statisticky vyznamny. Stfedni hodnota méfeni pred pokusem se nelisi od stiedni
hodnoty méfeni po pokusu. Miizeme tedy Fict, Ze na$ pokus byl netdcinny.

Je-li t > t;,4., pak zamitdme nulovou hypotézu Hj. Rozdil testovanych parametrti je sta-
tisticky vyznamny. Mlzeme tedy fict, Ze na$ pokus byl Géinny, protoze zpiisobil zménu
sttedni hodnoty u méteni provedeného po pokusu ve srovnéni se sttedni hodnotou métreni
pfed pokusem.

B) Neparovy 7-test

Neparovym ¢-testem porovnadvame data ze dvou rdznych skupin subjektli. Typicky jde
o porovnéni hodnot pokusné skupiny a kontrolni skupiny.

Mame dva vybérové soubory, prvni ma n; ¢lend a druhy vybér ma n; ¢lent.

Postup:

1) Vypocitame aritmetické primeéry x7,x> a vybérové rozptyly s%, s% obou vybeért.

(1=—) X
ni ;
I
2=—) Xi
ny l:Zi
_ n 2 (X i)
D T VL e
! ny— 1 niy— 1
_ n 2 (XEx)
32— Z?:l(xi—x)z _ Li1%; i ,
2 n,—1 n,—1

2) Oba soubory mohou byt z populaci, které maji stejny nebo naopak rtizny rozptyl hodnot
sledované veliCiny. Je nutné nejprve otestovat rozdil rozptylii obou soubord pomoci F'-testu,
protoZe riizna variabilita dat ovliviiuje provedeni neparového 7-testu.

Provedeme F-test.
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3) Podle vysledku F-testu rozhodneme o dalSim postupu pro neparovy z-test.
Je-li F < F,j. (tzn. plati Hy : 612 = 22), pak zvolime neparovy ¢-test pro shodné rozptyly.
4a) Vypocitadme testovaci statistiku ¢.

o 6 — |
\/(nl—l)s%“l‘(nz_l)j‘% . n1+n2
ni+np—2 niny

Pro ny = np = n je mozno vypocet zjednodusit:
X1 — X2
-5l
/ s%—ﬁ—s%
n
Sa) Stanovime pocet stupiiii volnosti.
v=ni+n —2

Pro n| = ny = n zjednodusené:
v=2(n—1)

Je-li F > Fiy. (tzn. 67 # 03), pak zvolime nepérovy -test pro riizné rozptyly.
4b) Vypocitame testovaci statistiku 7.

Pro ny = np = n je mozno vypocet zjednodusit:
X1 —x2
_a-x)

2.2
/s1+s2
n

5b) Stanovime pocet stupiitl volnosti.

6) Zvolime hladinu vyznamnosti «.

7) Ve statistickych tabulkdch pro Studentovo z-rozdéleni vyhleddme kritickou hodnotu
tirir. = 1 — @ /2 kvantil Studentova ¢-rozdéleni o v stupnich volnosti.

Kvantily Studentova ¢-rozdéleni jsou uvedeny v tabulce 1.20.

8) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou 7.
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Je-lit < t4,;., pak nemiZeme nulovou hypotézu Hy zamitnout. Rozdil testovanych parame-
tri nenf statisticky vyznamny. Mtzeme tedy fict, Ze nas pokus byl netdcéinny.

Je-li t > t;,4., pak zamitdme nulovou hypotézu Hj. Rozdil testovanych parametrti je sta-
tisticky vyznamny. Mlizeme tedy fict, Ze ndS pokus byl G¢inny, protoze zpiisobil zménu
stitedni hodnoty u pokusného souboru ve srovnéni se stifedni hodnotou zjisténou u kontrol-
niho souboru.

Priklad 1.2.10. [4] Byl sledovan uc¢inek nového prepardtu na zménu doby srazlivosti
krve (v minutdch) u prasat. Preparat byl aplikovan u pokusného souboru 7 jedinct a byly
naméfeny tyto doby srazlivosti krve:

9.9:9,0;11,1; 9,6; 8,7; 10,4; 9,5.

U kontrolni skupiny 7 jedinct (bez aplikace pripravku) byly naméfeny nasledujici doby
sraZlivosti krve:

8,8;8,4;7,9;8,7,9,1,9,6; 8,7.

Zjistéte, zda piipravek ma vliv na dobu srazlivosti.

Reseni. Nulové hypotéza Hy : l1; = o
1) Vypocitame aritmetické priméry x7,x; a rozptyly s%, s% obou vybéru.

X =9,74
5 =8,74
57 =0,670
55 =0,283

2) Provedeme F'-test.
Vypocitame pocet stupiili volnosti.

V1 :6;\/2:6

Vypocitame testovaci statistiku pro F-test.

0,670

F
0,283

=2,367

Vyhleddme kritickou hodnotu pro F'-test.
Flo,975:6:6) = 5,820

3) Podle vysledku F-testu rozhodneme o dal§im postupu pro neparovy z-test.
Protoze F' < Fy,; ., tak plati H : 612 = 622). Volime neparovy ¢-test pro shodné rozptyly.
4) Vypocitame testovaci statistiku ¢.

| 19,743 —8,743
el P T3]3 834

[9+5 0,261
n




Kapitola 1. Biostatistika 34

5) Stanovime pocet stupiiti volnosti.

v=2(n—-1)=12

6) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0,05.

7) Ve statistickych tabulkdch pro Studentovo z-rozdéleni vyhleddme kritickou hodnotu
tirir. = 1 — a/2 kvantil Studentova ¢-rozdéleni o v stupnich volnosti.

10,975,12) = 2,179

8) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou 7.

Protoze t > t4,;., tak zamitdme nulovou hypotézu Hy. Byl prokdzén statisticky vyznamny
rozdil mezi stfednimi hodnotami obou soubor na hladin€ vyznamnosti 5%.

Zavér: Testovany pripravek md vyznamny vliv na prodlouZeni doby srdzlivosti krve u prasat.

]

Zaklady korelacni analyzy

DileZitou ¢asti biostatistiky je hodnoceni vztahi a souvislosti mezi dvéma a vice pozoro-
vanymi znaky. To je zdkladem Kkorelacni a regresni analyzy. MiZeme diky tomu zjistit,
zda mezi sledovanymi znaky existuje néjaky vztah (napf. zda existuje vztah mezi vysi
systolického krevniho tlaku a konzumaci sodiku). MiZeme diky tomu pfedvidat hodnoty
veli¢iny na zdkladé€ znalosti jinych hodnot jinych veli¢in (napf. mtizeme piedvidat koncen-
traci téZko méfitelné latky v prostiedi na zdkladé znalosti koncentraci latek piibuznych,
které jsou snadno méfitelné). MiiZzeme se také zabyvat otdzkou, jak moc spolu souvisi dané
dva znaky.

Rikdme, 7e dvé veli¢iny jsou zavislé, jestliZe si jejich hodnoty ur&itym zptisobem navza-
jem odpovidaji. Napft. vyssi lidé maji obvykle vy$si hmotnost nez lidé s niz§im vzrdstem,
proto muzZeme fict, Zze vySka a vdha u lidi jsou dvé zavislé ndhodné veliciny. Korela¢ni
analyza zkoumd vztahy proménnych pomoci korela¢nich koeficientd, ty popisuji silu vza-
jemné zavislosti obou sledovanych proménnych. Regresni analyza studuje, jaky vztah
existuje mezi proménnymi (napf. linearni, kvadraticky, logaritmicky).

Vztahy mezi proménnymi miiZzeme rozdélit do dvou skupin: funkéni zavislost a statis-
tick4 zavislost.

Funkeéni zavislost je typickd pro vztahy mezi proménnymi v matematice nebo fyzice.
Kazdé ¢iselné hodnoté jedné proménné x; odpovida prave jedna hodnota druhé proménné
v;. Funkéni zdvislost mezi veli¢inami lze popsat matematickym vztahem. Prikladem fun-
kéni zavislosti mizZe byt vztah mezi polomérem kruhu r a obvodem kruhu o, ktery lze
vyjadfit vzorcem o = 27r. Je vhodné zavislost graficky interpretovat vynesenim dat do
soufadnicového systému. Funk¢ni zavislost mizeme délit na:

* linearni zavislost: je popsand vztahem y = ax + b, grafickym vyjadienim zavislosti
je ptimka;

« kvadraticka zavislost: je popsand rovnici y = ax? + bx + ¢, grafickym vyjadienim
zavislosti je parabola;
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* hyperbolicka zavislost: je popsana vztahem y = g + ¢, grafickym vyjadienim zavis-
losti je hyperbola;

* logaritmicka zavislost: je popsand vztahem y = logx;
* exponencialni zavislost: je popsand vztahem y = a*.

Statisticka zavislost je typickd pro vztahy mezi proménnymi sledovanymi v biologii
a lékarstvi. Mezi veli¢inami neexistuje funkcéni zavislost, vétSina jeva je proménlivych a
nestalych. Je to volna zavislost. Existence jedné proménné vyvolava existenci jiné€ proménné
jen s urcitou pravdépodobnosti. Jedné Ciselné hodnoté x; jedné veli¢iny miZe odpovidat
celd fada ndhodnych hodnot druhé veliCiny y;.

Grafickym vyjadienim statistické zéavislosti je bodovy graf. Bodovy graf je jedno-
duchym zpisobem, jak zjistit, jestli spolu hodnoty dvou znakl néjak souvisi. Zobrazuje
kazdou naméfenou hodnotu jako bod plochy. Bodovy graf je vhodny pfedevsim pii vizua-
lizaci vzdjemného vztahu dvou veli¢in, kdy hodnoty jedné veli€iny jsou zobrazeny na ose
x a hodnoty druhé veli¢iny jsou zobrazeny na ose y. Pfiklad bodového grafu je na obrazku
1.21, kde vidime bodové zndzornéni hodnot vysky a hmotnosti deseti vybranych studentt.
Uz z bodového grafu mizeme vycist, Ze s vySsi vyskou roste i hmotnost. Ale jelikoZ body
nelezi pfimo na pfimce, tak nemiZeme fict, Ze by mezi vySkou a hmotnosti byl linearni
vztah.
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Obrazek 1.21. Bodovy graf hodnot vysky a hmotnosti studentii z piikladu 1.2.4.

Podle rozloZeni bodt v bodovém grafu miZeme odhadovat, zda mezi proménnymi je
silna nebo volné&jsi zavislost. Korelace miize byt bud pozitivni nebo negativni.

Tésnost (sila) zavislosti dvou ndhodnych proménnych se popisuje pomoci korelacnich
koeficientd. UZ jsme si popsali koeficient korelace r,,. Cim v&tif je absolutni hodnota Fxys
tim silnéjsi je korelace mezi obéma proménnymi. Kladnd hodnota koeficientu vyjadiuje
pozitivni korelaci, zdpornd hodnota koeficientu vyjadfuje negativni korelaci. Korelace je
mira zdvislosti a tak je mozné silu korelace popsat i verbaln€. Pro absolutni hodnotu ry,
miiZzeme pouZit nasledujici tabulku.

i Iy (i —x)(yi—7) Y (xi—%)(yi—79)
xy — n
=1

Y SR ER Y o
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Absolutni hodnota ry, | Verbalni popis korelace
0,00 -0,19 velmi slaba
0,20 - 0,39 slaba
0,40 - 0,59 stiedni
0,60 -0,79 silna
0,80 -1,00 velmi silna

Tabulka 1.9: Interpretace koeficientu korelace.

Na obrdzku 1.22 jsou zobrazeny ruzné situace zdavislosti dvou veli¢in x,y a k nim
piislusné koeficienty korelace. Na grafu vlevo nahofe je zobrazena tplna linearn{ zdvislost,
graf vpravo nahofe ukazuje silnou zdpornou korelaci, na grafu vlevo dole je zobrazena
slaba kladna korelace a na grafu vpravo dole jsou nekorelované znaky.

Korelacni koeficient ry, pocitany z dat vybérového souboru piedstavuje pouze odhad
skutecného korelacniho koeficientu p celé populace. Pokud chceme védét, jestli korelacni
vztah v populaci opravdu existuje, je nutné vybérovy korelacni koeficient ryy testovat.

Za piedpokladu, Ze ndhodny vybér, ze kterého je korelacni koeficient ry, pocitin, ma
normdlni rozdéleni, 1ze korelacni koeficient testovat pomoci ¢-testu. Testujeme nulovou
hypotézu nezavislosti Hy : p = 0.

Postup:
1) Vypocitame vybérovy koeficient korelace ry, a stfedni chybu korelacniho koeficientu s,.

1—r?
n—2

Sr:

2) Vypocitame testovaci statistiku ¢.

,
Il
Sy

3) Zvolime hladinu vyznamnosti .

4) V tabulkach pro kvantily Studentova #-rozdéleni (viz. 1.20) najdeme kritickou hodnot
Ikrit. = 11— g2 Pro dané stupné volnosti v =n — 2.

5) Vypocitanou testovaci statistiku ¢ porovname s kritickou hodnotou.

Je-li t > t1,i., pak zamitdme nulovou hypotézu nezévislosti sledovanych veli¢in. Korela¢ni
koeficient ryy je tedy vyznamny na hladin€ o.

Je-lit < 3., pak nemizZeme zamitnout nulovou hypotézu nezavislosti sledovanych veli¢in.
Tedy korelaCni koeficient ry, je nevyznamny na hladiné o.
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Obrazek 1.22. Ukazky zévislosti dvou veli¢in a vypoctené prislusné korelacni koeficienty,
dostupné z [3].

1.3 Cviceni

1.3.1 Zakladni priklady

Priklad 1.3.1. ([3]) Sledujeme pfitomnost diabetu u pacientl zdravotnického stiediska za
obdobi jednoho roku s tim, Ze rozliSujeme pacienta bez diabetu a pacienty s diabetem
1.nebo 2. typu (m = 3). Celkem bylo pozorovano n = 687 pacientli. 621 pacientl je bez
diabetu, 8 pacientti ma diabetes 1. druhu.

a) Dopliite tabulku.
b) Graficky zndzornéte data vhodnym grafem.

c) Slovné interpretujte vysledky.

Reseni. a) Ze zadani vime, 7e pacientl bez diabetu je 621. Toto &islo je tedy pozorovand
¢etnost odpovidajici varianté znaku yg. VepiSeme tedy do tabulky na misto ng. Podobné
vime, Ze pacientl s diabetem 1. typu je 8. To vepiSeme na misto n;. MiZeme dopocitat,
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Pfitomnost diabetu | y; | n; | v;
Bez diabetu 0
Diabetes 1. druhu 1
Diabetes 2. druhu 2
Celkem 687 | 1

Tabulka 1.10. Pocty pacientt dle pritomnosti diabetu.

kolik je pacientt s diabetem 2. typu. Plati 687 = 621 + 8 +x. Odkud x = 58. 58 je Cetnost
pacientl s diabetem 2. typu, tzn. vepiSeme na misto ;.

Nyni vypocitame relativni ¢etnosti a doplnime do tabulky.
vo=" =81 —0,904

Pritomnost diabetu

Yi | Vi
Bez diabetu 0 | 621 | 0,904
Diabetes 1. druhu 1 8 10,012
Diabetes 2. druhu 2 | 58 | 0,084
Celkem 687 1

Tabulka 1.11. ReSen.

Vv,

b) Ke grafickému zndzornéni téchto dat je nejvhodnéjsi kruhovy nebo sloupcovy digram.

diabetes 2. typu
diabetes 1. typu 8,44%

1,16%

bez diabetu
90,39%

Obrazek 1.23. Kruhovy graf pro data z pfikladu 1.3.1.

c) Na zavér si interpretujeme vysledky. 90,4 % sledovanych pacientd zdravotniho stfediska
je bez diabetu, 1,2 % pacientii ma diabetes 1. typu a 8,4 % pacientii ma diabetes 2. typu.

O
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Priklad 1.3.2. Védci provedli experiment, ve kterém méfili hmotnost novorozenct pfi
narozeni. Hmotnost novorozenct byla rozd€lena do nasledujicich intervalii: 0-1500 g,
1501-2500 g, 2501-3500 g, 3501-4500 g, 4501 g a vice. V roce 2017 se narodilo 612
novorozencu s vdhou mensi nez 1500 g, 7882 s vdhou 1501-2500 g, 63983 s vahou
v intervalu 2501-3500 g, 39850 s vdhou v intervalu 35014500 g a 896 novorozenctu
s vahou vétsi nez 4500 g. Data sumarizujte do tabulky cetnosti.

Reseni. Vyplnime do tabulky znamé hodnoty a dopocitdame Eetnosti.

Interval hmotnosti | d; n; vi | vi(%)
0-1500 g 1500 | 612 | 0,036 | 3,6%
1501-2500 g 1000 | 7882 | 0,115 | 11,5%
2501-3500 g 1000 | 63983 | 0,240 | 24,0%
35014500 g 1000 | 39850 | 0,291 | 29,1%
4501 a vice g 1000 | 896 | 0,318 | 31,8%
Celkem 5500 | 113223 1 100%

Tabulka 1.12. Tabulka ¢etnosti hmotnosti novorozencu.

]

Priklad 1.3.3. [4] Byla sledovana hmotnost kralikti v laboratornim chovu. VaZenim né-
hodné vybranych 12 krélikl z tohoto chovu byly zjistény néasledujici hmotnosti (v kg): 2,7;
3,1;29;2,7;3,0;2,8,29;2,9; 3,1; 3,3; 2,8, 2,7.

Jaka je primérnd hmotnost kralikli v chovu a jaky je rozptyl a smérodatnd odchylka
této hmotnosti ?

ReSeni. Primér: ¥ = %(xl +xp X, = 634,9 =2,9083 kg
Rozptyl: s = 1y x? — % = 5101,89 — 8,4584 = 0,0324kg?
Smérodatnd odchylka: s = v/s2 = 0, 1801 kg

O

Priklad 1.3.4. Mame tabulku vysledkd méfeni diastolického tlaku pacientli s diabetem
a bez diabetu. Dopliite nasledujici text.

Byly analyzoviny zdznamy o diastolickém tlaku . . ..... pacientd, u nichz byl diagnos-
tikovan diabetes. Hodnoty diastolického tlaku pacientti s diabetem se pohybovaly v rozmez{
...... aZ ......mmHg. Hodnoty diastolického tlaku u pacientl s diabetem leZici mimo
interval ...... az ...... mmHg byly identifikovany jako odlehld pozorovéni a prislusni
pacienti byli z dal$tho zpracovani vytazeni.

NiZe uvedené vysledky pochdzeji z analyzy datového souboru orozsahu. . . . .. pacientli
s diabetem. Primérnd hodnota diastolického tlaku byla. . . . .. mmHg, smérodatna odchylka
...... mmHg. Poloviné pacientd byl zjistén diastolicky tlak niz$i nez ... ... mmHg. (Po-
drobngji: U ¢tvrtiny pacientt s diabetem byl zjistén diastolicky tlak niz§inez . ... .. mmHg,

v

u ¢tvrtiny pacientt diastolicky tlak vys$§inez ... ... mmHg.)
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Po odstranéni odlehlych poz.
| Diabetes ano | Diabetes ne | Diabetes ano | Diabetes ne

pocet pacientl 252 481 247 474
minimum 30 24 48 38
dolni kvartil 68 62 68 62
median 75 70 74 70
prumér 75 71 75 70

horni kvartil 84 78 82 78

maximum 114 122 108 100
smérodatnd odchylka 12 12 11 11
varia¢ni koeficient (%) 16 17 15 16

Identifikace odlehlych pozorovani
dolni mez 44 38
horni mez 108 102

Tabulka 1.13. Tabulka vysledkii méfeni diastolického tlaku.

Obdobné 1ze popsat vysledky analyzy diastolického tlaku pacientl, u nichZ nebyl
diagnostikovan diabetes.

Reeni. Byly analyzovény zdznamy o diastolickém tlaku 252 pacientd, u nichZ byl diagnos-
tikovan diabetes. Hodnoty diastolického tlaku pacientd s diabetem se pohybovaly v rozmezi
30 az 114 mmHg. Hodnoty diastolického tlaku u pacienti s diabetem leZici mimo interval
44 a7 108 mmHg byly identifikovany jako odlehld pozorovéani a pfislusni pacienti byli
z dalsiho zpracovani vyfazeni.

NiZe uvedené vysledky pochazeji z analyzy datového souboru o rozsahu 247 pacientd
s diabetem. Primérna hodnota diastolického tlaku byla 75 mmHg, smérodatna odchylka
11 mmHg. Poloviné pacientt byl zjistén diastolicky tlak niZ$i nezZ 74 mmHg. (Podrobnéji:
U Ctvrtiny pacientl s diabetem byl zjistén diastolicky tlak nizsi nez 68 mmHg, u ¢tvrtiny
pacientt diastolicky tlak vyssi neZ 82 mmHg.)

Obdobné 1ze popsat vysledky analyzy diastolického tlaku pacientl, u nichz nebyl
diagnostikovén diabetes.

]

Priklad 1.3.5. ([3]) Vypocitejte primér, medidn a vybérovou smérodatnou odchylku hla-
diny cholesterolu vybrané populace muzi (n = 22). Naméfené hodnoty jsou uvedeny
v mmol/l a jsou ndsledujici:

62 76 63 09,1
6,7 4,6 625 64 404 63 09,1

42 58 565 63 86 60 6,2
63 52 64 5]5.

Reseni. Vypocet pozadovanych statistik (v mmol/l) je nasledujic:
Primér: ¥ = 1 Y7 | x; = 55138,99 = 6,318
Pro vypocet medidnu je potieba nejdiiv namétrené hodnoty sefadit od nejmensi po nejvetsi.
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4,04 42 46 52 565 575 58 60 62 62 625
63 63 63 63 64 64 67 7.6 86 9.1 9,1.
Median: Med( )= 3(x (1) FX41) = 1(6,25+6,3) = 6,275
Rozptyl: s* = Y7 (x; —%)2 = 5;(4,04 — 6,318)% + (4,2 — 6,318)% + -+ + (9,1 —
6,318)2:1,788
Smérodatna odchylka: s = v/s2 = \/T,788 = 1,337

O

Priklad 1.3.6. [6] Zjistéte, zda existuje zavislost mezi vahou téla a hmotnosti vajec u nosnic.
U vybérového souboru 10 nosnic byly naméteny ndsledujici hodnoty vahy téla (v kg):
2,2:1,8;2,1;1,7;,2,4;2,0;2,0; 1,9; 2,3; 1,9.

U téchto nosnic byly zjistény nasledujici primérné hodnoty v g pro hmotnost vajec (pramér
z 10 vajec):

41; 36; 40; 36; 42; 39; 40; 37; 41; 38.

Vypocitejte prumér a smérodatnou odchylku pro kazdy soubor dat a korelacni koeficient
pro zdavislost obou sledovanych veli¢in.

Reseni. Hmotnost nosnice oznaéme jako proménnou x. Hmotnost vajec oznaéme jako pro-
ménnou y. Nejdiive vypocitime aritmetické priméry a smérodatné odchylky.
x=1yn x=720,3=2,03
y=iyn i = 110390 39

52 = ‘z, 1x — 2 = 541,65 —2,032 = 0,0441
sE=1yn yro 7= 515252392 =42
X

\/_ 021
5= /5 =2,05

1
Zl 1 XYi—Xy 10795,8—2,03‘>~39 o
Fxy = Sy-Sy = 021205 0,952

Zavér: Mezi vahou t€la a hmotnosti vajec u nosnic byla zjisténa velmi silnd pfima zavis-
lost, kterou Ize popsat pomoci korela¢niho koeficientu 0,952. Zavislost mtizeme graficky
znazornit na grafu 1.24.

43
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Obrazek 1.24. Bodovy graf pro data z ptikladu 1.3.6.
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Priklad 1.3.7. [6] U bazantd, ktefi byli podrobeni 2 hodinovému transportu z odchovny
do bazantnice, byla sledovana zdvislost mezi hladinou laktatu a gluk6zy v krevni plazmé
ptaki. U 20 ndhodné vybranych bazantl byly po skonceni transportu zjistény nésledujici
hodnoty glukézy (v mmol/l) a laktdtu (v mmol/l) v krevni plazmé:

Cislo méreni | Glukdéza | Laktat | Cislo méfeni | Glukoza | Laktat
1 15,5 7,42 11 18,47 7
2 17,66 6,76 12 15,46 8,81
3 15,17 7,76 13 16,2 4,68
4 13,7 5,75 14 14,58 4,68
5 17,02 7,58 15 18,6 10,35
6 14,32 4,53 16 16,63 8,86
7 14,74 7,78 17 14,44 5,83
8 16,88 8,09 18 15,69 4,77
9 16,89 4,36 19 14,78 5,63
10 15,83 6,04 20 15,16 6,47

Tabulka 1.14. Naméfené hodnoty glukézy a laktatu v mmol/l.

Zjistéte, zda existuje zavislost mezi hladinou glukézy a laktatu v krevni plazmé bazanti.
VyuZzijte ndsledujici vypocitané hodnoty:
X =15,886;5 = 6,6575;s, = 1,378403;5, = 1,676079; Y., x;y; = 2134,975.

Reseni. Abychom zjistili, zda existuje zavislost mezi hladinou glukézy a laktatu v krevni

plazmé bazantd, musime vypocitat koeficient korelace.
1yn == 1
o i Xiyi—Xy 2134,975—15,886-6,6575
nSi=l =2 =0,43

Fxy = 518y = 7 1,378403-1,676079
Zavér: Mezi hladinou glukézy a laktatu v krevnim séru u bazantl po transportu byla zjisténa
stfedni pozitivni zdvislost, kterou 1ze popsat pomoci korela¢niho koeficientu 0,43.

O
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1.3.2 RozSitrujici priklady
Priklad 1.3.8. U 10 nosnic byly naméfeny nasledujici hodnoty vahy téla (v kg):

2,2;1,8;2,1;1,7; 2,4; 2,05 3,1; 1,9; 2,3; 1,9.
Sestrojte krabicovy graf.

Reseni. Naméfené hodnoty si sefadime vzestupné dle velikosti:

1,7, 1,8;1,9; 1,9; 2; 2,1; 2,2; 2,3; 2,4; 3,1.

Vypocitime potifebné udaje:

X050 = 21 =2,05

X025 = 1,9

X075 =2,3

q = X075 —X025 =2,3—1,9=0,4

dolni vnitini hradba: x5 —1,5¢=1,9-0,6 =1,3

horni vnitini hradba: xo75+1,5¢=2,3+0,6 =2,9

Jako horni ¢ast grafu volime bud’ maximalni hodnotu (3,1), nebo horni vnitini hradbu (2,9).
Volime mensi z t€chto dvou hodnot, takZe volime horni vnitini hradbu 2,9. Maximalni
hodnota 3,1 je odlehl4.

Jako dolni ¢ast grafu volime bud’ minimdalni hodnotu (1,7), nebo dolni vnitini hradbu (1,3).
Volime vétsi z téchto dvou hodnot, takze volime minimalni hodnotu 1,7.

031
3 — 29
2.5 23
. 2,05
£ 19
N . 1,7

Obrazek 1.25. Krabicovy graf pro data z piikladu 1.3.8.

]

Priklad 1.3.9. [4] Pfi vySetfovani chovu dojnic bylo provedeno u vybéru 10 dojnic stano-
veni obsahu mocoviny v moci. Zjistéte, zda-li nejmensi, popiipadé nejvétsi hodnota vybéru
neni od ostatnich odlehld, tzn. zda-li je i tato hodnota pro chov charakteristickd. Namétené
hodnoty mocoviny v moc¢i (v mmol/l):

123; 127; 136; 149; 152; 153; 156; 178; 198; 535.

Reseni. K identifikaci odlehlych hodnot pouZijeme krabicovy graf. Vypo&itime potiebné
udaje:
X0,50 = 152—5153 — 152,5
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X0,25 = 136

X0,75 = 178

q =X0,75 — X025 = 178 — 136 =42

dolni vnitini hradba: xo 25 — 1,5 = 136 — 63 =73

horni vnitini hradba: xo 75 +1,5¢ = 178 + 63 = 241

Jako horni ¢ast grafu volime bud’ maximalni hodnotu (535), nebo horni vnitini hradbu (241).
Volime mensi z téchto dvou hodnot, takZe volime horni vnitfni hradbu 241. Maximalni
hodnota 535 je odlehl4.

Jako dolnf ¢4ast grafu volime bud’ minimdalni hodnotu (123), nebo dolni vnitini hradbu (73).
Volime vétsi z téchto dvou hodnot, takze volime minimalni hodnotu 123. Nejnizsi hodnota
tedy neni odlehla.

600

O 535
500

400

300

241
5
200 T
152.5
136
123

100

0

Obrazek 1.26. Krabicovy graf pro data z ptikladu 1.3.9.

]

Priklad 1.3.10. V chovu koni byla zji§fovana hladiny hoi¢iku krevniho séra. Méfeni bylo
provedeno na vybéru 10 jedincd.

Naméfené hladiny hot¢iku krevniho séra jsou nasledujici (v mmol/l):

0,96; 0,73; 0,82; 1,03; 0,82; 0,93; 0,97; 0,51; 0,89; 0,93.

Zjistéte, zda nejmensi (popiipadé nejvétsi) hodnota vybéru neni od ostatnich hodnot od-
lehl4:

a) pomoci krabicového grafu;
b) pomoci pravidla s trojndsobkem smérodatné odchylky;
¢) pomoci Grubbsova testu.

Reseni. a) Pomoci krabicového grafu:

Namétené hodnoty si sefadime vzestupné dle velikosti:
0,51; 0,73; 0,82; 0,82; 0,89; 0,93; 0,93; 0,96; 0,97; 1,03.
Vypocitame potiebné tdaje:

Xo.50 = 0,8942—0,93 —0,91

)

)C()725 = O, 82
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X(),75 == 0,96

q = X075 — X025 = 0,96 0,82 =0, 14

doln{ vnitini hradba: xp 5 —1,5¢ = 0,82 0,21 = 0,61
horni vnitini hradba: xy75 +1,5¢ = 0,96 +0,21 = 1,17

1.2

— T 1,03
1 0,96

091
0.8 0.82
R — 0.61

0 0.51
0.4
0.2

0
Obrazek 1.27. Krabicovy graf pro data z pfikladu 1.3.10.

Z grafu vycteme, Ze hodnota 0,51 je odlehla.

b) Pomoci pravidla s trojndsobkem smérodatné odchylky:

Jako podezielou hodnotu ozna¢ime hodnotu 0,51. A vypocitdme aritmeticky primér
a smérodatnou odchylku ze souboru bez podezielé hodnoty.

x=0,897778

s =0,092841

Odchylka podezielé hodnoty od priméru je |0,51 — x| = 0,387778. Trojndsobek sméro-
datné odchylky je 3s = 0,278523.

Protoze 0,387778 > 0,278523, tak povaZujeme tuto podezielou hodnotu za odlehlou a vy-
loucime ji ze souboru.

Nyni za podezielou hodnotu ozna¢ime 1,03 a vypocitdme aritmeticky primér a smérodat-
nou odchylku ze souboru bez podezielé hodnoty.

¥=0,84

s =0,14654

Odchylka podezielé hodnoty od priméru je |1,03 — x| = 0,19. Trojndsobek smérodatné
odchylky je 3s = 0,43962.

Protoze 0,19 < 0,43962, tak tuto podezielou hodnotu nepovazujeme za odlehlou.

¢) Pomoci Grubssova testu:

1) Seradime vzestupné hodnoty vybérového souboru.

2) Vypocteme aritmeticky primér X a smérodatnou odchylku s ze vSech hodnot souboru.

x=0,859
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s =0,150662

3) Vypocteme testovaci kritérium pro prvni (pfipadné posledni n-tou) hodnotu.

f-x  0,859-0,51

T = — —2,316451
: s 0, 150662 ,31645
x,—% 1,03-0,859
Tio = = — 1,134
0= 0, 150662 , 134995

4) Najdeme v tabulce kritickou hodnotu pro pfislusné n = 10 vybérového souboru a zvo-
lenou & = 0,05 pro Grubbsuyv test.

Tirie. = 2,294

5) Vypocitané testovaci kritérium porovname s tabulkovou kritickou hodnotou.

T\ > Ti,s., takZe prvni hodnota (nejmensi) je odlehld a vylou¢ime ze souboru.

Tio < Tirir., takZe posledni hodnota (nejvétsi) patii do souboru a vyloucit ji nemizeme
(neni to odlehla hodnota).

]

Priklad 1.3.11. [6] Stfedni hladina glukézy krevniho séra v chovu koni pt = 3,1 mmol/l.
Konim byl aplikovan v krmivu energeticky piipravek a byl zjisSfovan jeho tcinek na hladinu
glukézy krevniho séra koni: v odebrané krvi u 20 ndhodné vybranych jedincii byla stanovena
hladina glukézy krevniho séra mmol/l:

3,1;2,7;3,3;3,1; 3,1; 3,2; 3,0; 2,8; 2,9; 2,7, 3,2; 2,7; 2,7; 3,3; 3,2; 3,3; 3,7; 3,9; 3,1; 3,5.
Zabyvame se otdzkou, jestli mél piipravek vliv na hladinu glukézy krevniho séra koni.
Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.

Resent.
Hp: 1 =3,1mmol/l
Hi @ u # 3,1 mmol/ll
]

Priklad 1.3.12. [7] Sledujeme dvé skupiny déti s hypotyredzou, prvni skupinou jsou déti
s mirnymi symptomy, druhd skupina jsou déti s vyraznymi symptomy. Chceme u téchto
dvou skupin srovnat hladinu tyroxinu v séru. Formulujte nulovou a alternativni hypotézu
homogenity rozptylt ve sledovanych skupinach.

Reseni. Nulové hypotéza:
Hy: 612 = 622

Proti nulové hypotéze pouzijeme jednostrannou alternativu. Pfredpokladdme totiz, Ze déti
s vyraznymi symptomy budou vykazovat vétsi variabilitu v hodnotach tyroxinu v séru.
Alternativni hypotéza:

Hy: 612 < 622
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Bez ptepravy | Transport 20 km

98,6 150,30
75,30 120,60
102,30 111,90
65,90 142,30
84,30 136,50
101,60 125,90
100,20 147,90

87,6 154,60

Tabulka 1.15. Naméfené hodnoty kortizolu (v ng/ml).

Priklad 1.3.13. [6] Byl hodnocen stresovy vliv transportu na koncentraci kortizolu v krevni
plazmé prasat. Prasata byla pfepravovana na vzdalenost 20 km a po prepravé byly naméfené
hodnoty kortizolu od 8 ndhodné vybranych jedincti porovnany s hodnotami prasat (n = 8),
které nebyly podrobeny stresovému vlivu ndsledkem prepravy:

Meéla 20 km preprava vliv na koncentraci kortizolu v krevni plazmé prasat? Formulujte nu-
lovou a alternativni hodnotu. Rozhodnéte o platnosti nulové hypotézy. VyuZzijte nasledujici
vypocitané hodnoty:

X1 =89,4750;x, = 136,2500;5% = 185,2566;s% =235,9265.

Reseni. Nejdfive rozhodneme o platnosti nulové hypotézy Hy : 612 = 622 pomoci F-testu.
1) Rozptyly mame vypocitané v zaddni. 2) Stanovime pocet stupiili volnosti obou vybéra.
Vi=n|— 1=7
w=n—1=7

3) Vypocteme testovaci statistiku F.

2

53 235,9265
F=2="""""_172735

57 1852566

4) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0, 005.
5) V tabulce 1.19 najdeme kritickou hodnotu pfi hladiné vyznamnosti a = 0, 05.
Firir. = 1 — /2 = 0,975 kvantil F-rozdéleni o (7,7) stupnich volnosti.

Fiyit.(0,975,7,7 = 4,995

6) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou F. F < Fj,;,, MiZeme tedy
vyslovit zavér, Ze nulovou hypotézu (Hy : 612 = 622) nezamitdme. Tzn. Ze nebyl zjiStén
statisticky vyznamny rozdil mezi rozptyly na hladiné vyznamnosti 5%.

7) Pro testovani nulové hypotézy Hy : iy = Uo tedy zvolime nepérovy ¢-test pro shodné
rozptyly. A vypocitame testovaci statistiku .

- 89,4750 — 136,2500

= =
[ 53453 185,2566+235,9265
T 8
n

— 6,4465
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8) Stanovime pocet stupiiii volnosti.
v=2(n—-1)=14

9) Ve statistickych tabulkach pro Studentovo 7-rozd€leni vyhledame kritickou hodnotu
tyrir. = 1 — a /2 kvantil Studentova ¢-rozdéleni o v stupnich volnosti.

1(0,975,14) = 2,145

10) Kritickou hodnotu porovname s vypocitanou statistikou 7.

ProtoZe t > t4,i., tak zamitdme nulovou hypotézu Hy o shodé stiednich hodnot. Rozdil
mezi testovanymi sttednimi hodnotami je statisticky vysoce vyznamny.

Zavér: Transport prasat na vzddlenost 20 km vyvoldv4 statisticky vysoce vyznamné zvySeni
koncentrace kortizolu v krevni plazmé prasat, coZ naznacuje vysokou hladinu stresové
zatéZe u prasat vlivem piepravy.

]

Priklad 1.3.14. [6] Pfi zamichavani 1éCebné latky do krmné smési se michani provadi
5 minut. Postacuje 5 minut michdni k rovnomérnému rozmichani 1écebné latky do smési ?
Pozadavek rovnomérného rozmichavani byl stanoven splnénim rozptylu koncentrace 1éCivé
litky 6> = 0,01 v riznych mistech z4sobniku. Bylo odebrino 10 vzorkd z riznych mist
zasobniku a byla zji§téna tato koncentrace 16¢ivé litky ve smési mg/kg?:

3,2;3,4;3,2; 3,1;3,4; 3,4; 3,3; 3,4; 3,1; 3,0.

Je 1é¢iva latka po 5 minutdch zamichdvani do krmné smési rozmichdna rovnomérné?
Formulujte nulovou a alternativni hodnotu. Pomoci F-testu rozhodnéte o platnosti nulové
hypotézy. Vyuzijte ndsledujici vypocitané hodnoty:

s2 =0,0228.

Reseni. Nulové hypotéza Hy : s* < o2.
1) Rozptyl s? zndme ze zadani.
2) Stanovime pocet stupiiti volnosti pokusného vybéru.

vi=n—1=9

Musime stanovit i po&et stupiiii volnosti vybéru kontrolniho (pro ktery plati 62 = 0,01).
To stanovime na nejvétsi mozné Cislo (v tabulce 1.19 je to o).

v2 = o0
3) Vypocteme testovaci statistiku F.
Fe 0,0228 — 2.8
0,01

4) Ozna¢me vy pocet stupiitl volnosti vétsiho z rozptyll a vy; pocet stupiiti volnosti mensiho
z rozptylu.
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5) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0,05.

6) Ve statistickych tabulkach pro Fisher-Snedecorovo rozdé€leni vyhledame kritickou hod-
notu Fy,;, = 1 — a/2 kvantil F-rozdéleni o (vy,vy) stupnich volnosti.

Fpo75(9,00) =2,114

7) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou F'.

F > F,j;., pak zamitdme nulovou hypotézu Hy. Znamena to tedy, Ze rozptyl koncentrace
16¢ivé latky v riiznych mistech zasobniku je vétsi neZ pozadovany rozptyl 62 = 0,01 .
Zavér: ProtoZe rozdil mezi rozptylem koncentrace aditiva ve vybérovém souboru 10 vzork
a pozadovanym rozptylem (6 = 0,01) je statisticky vyznamny (na hlading vyznamnosti
5%), neni aditivum ve smési po 5 minutich michdni rovhomérné zamichédno. (Teprve
v piipadé, Ze by byl v F-testu zjiSt€n nevyznamny rozdil mezi rozptyly, znamenalo by to,
Ze je aditivum zamichdno rovnomérné.)

]

Priklad 1.3.15. [6] U nosnic ve velkochovu byl sledovén vliv svételného rezimu na hmot-
nost vajec. Pfi obvyklém svételném rezimu byla sledovdna hmotnost vajec u nosnic. U né-
hodné€ vybranych 15 nosnic byly zjiStény tyto hodnoty (v g):

37; 35; 38; 42; 35; 38; 39; 36; 40; 37; 35; 36; 38; 37; 35.

Poté byl upraven svételny reZim v tomto velkochovu tak, aby bylo dosaZeno vyssi snasky
vajec (za stejné obdobi). U stejnych 15 nosnic pak byla opét vaZena vejce a byly zjiStény
nasledujici hodnoty hmotnosti vajec (v g):

36; 38; 35; 40; 37; 36; 38; 35; 38; 37; 33; 34; 38; 39; 40.

Projevila se zména svételného reZimu na hmotnosti vajec? Formulujte nulovou hypotézu.
Pomoci ¢-testu rozhodnéte o platnosti hypotézy.

Reseni. Nulové hypotéza: Hy : [, = L.
1) Vypocitame rozdily parovych hodnot u vybérového souboru.

A ze zjisténych rozdila vypocitam aritmeticky primér ¥ a rozptyl s2.
x=0,2667
2 =5,2093
2) Vypocitame testovaci statistiku ¢.
X 0,2667

= - =0,4526
[&  0,3473
n

3) Stanovime pocet stupiiii volnosti vybérového souboru.

v=n—1=14

4) Zvolime hladinu vyznamnosti o = 0,05.
5) Ve statistickych tabulkdch pro Studentovo z-rozdéleni vyhleddme kritickou hodnotu
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Obvykly svételny rezim | Upraveny svételny rezim | Rozdil
37 36 1
35 38 -3
38 35 3
42 40 2
35 37 -2
38 36 2
39 38 1
36 35 1
40 38 2
37 37 0
35 33 2
36 34 2
38 38 0
37 39 -2
35 40 -5

Tabulka 1.16. Vypocet rozdilu hmotnosti (v g).

tirir. = 1 — o /2 kvantil Studentova ¢-rozdéleni o v stupnich volnosti.

1(0,975,14) = 2,145

6) Kritickou hodnotu porovndme s vypocitanou statistikou ¢.

t < tyrr., pak nemiZzeme nulovou hypotézu Hy zamitnout. Mezi primérem méfeni pred
pokusnym zdsahem a primérem méfeni po pokusném zasahu nebyl zjistén statisticky vy-
znamny rozdil.

Zavér: Protoze rozdil mezi priméry obou méfeni hmotnosti vajec neni statisticky vy-
znamny, zména svételného reZimu se na hmotnosti vajec neprojevila.

]



Kapitola 2

Pravdépodobnost v genetice

Genetika je biologicka véda, ktery se zabyva dédi¢nosti a proménlivosti organismui. Zkouma
zakonitosti pfenosu gentl na dalsi generaci a vznik dédi¢nych znakd.

Zékladni poznatky o dédi¢nosti se pouzivaly jiZ od davnych dob pfi postupné domes-
tikaci hospodatskych zvifat a §lechténi uZitkovych rostlin. Slechténi hraje v zem&délstvi
stale vyznamnou roli. Slechtitelé vyvinuli velmi vynosné odriidy pSenice, kukufice, ryze
a mnoha dalgich rostlin. Slecht&ni se taky pouZivd u zvifat, jako jsou prasata, ovce, skot.
Techniky molekuldrni genetiky se také pouzivaji ke vnaseni gend pochézejicich z jinych
druhd. Rostliny a zvitata, které byly pozménény vnesenim cizich gend, se nazyvaji GMO
(geneticky modifikované organismy).

Klasicka genetika poskytla 1ékaftim dlouhy seznam dédi¢nych onemocnéni. Lékati se
naudili, jak genetickd onemocnéni diagnostikovat, jak sledovat jejich vyskyt v rodinidch
a jak odhadnout pravdépodobnost, Ze je jedinci zdédi. V této kapitole se budeme prede-
v8im vénovat pravdépodobnosti zdédéni genetického onemocnéni. Déle se v této kapitole
budeme vénovat statistickému vyhodnocovani spravnosti diagnostickych testt. To je nej-
si, jak za pomoci binomické véty a binomického rozvoje ur¢ime pravdépodobnost naro-
zeni k chlapcti a m divek v roding, ktera ma k + m déti. Nakonec si ukdaZeme, jak zjistime
frekvenci urcité alely, genotypu nebo fenotypu v populacich, v nichZ je zachovana Hardy-
Weinbergova rovnovédha (napft. kolik procent lidi v dané populace je prenasecem urcitého
onemocnéni).

_5]—
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2.1 Pravdépodobnost na gymnaziich

Na stiedni Skole se Zaci sezndmi se zdklady pravdépodobnosti. RVP pro gymnéazia obsahuje
v ramci uciva o pravdépodobnosti ndhodny jev a jeho pravdépodobnost, pravdépodobnost
sjednoceni a priniku jevi, nezavislost jevd. Pfikladdm vynatek z RVP, ktery popisuje
ocekdvané vystupy.

PRACE S DATY, KOMBINATORIKA, PRAVDEPODOBNOST
Odéekdavané vystupy
zék
¥ Fesi redlné problémy s kombinatorickym podtextem (charakterizuje moiné p¥ipady, vytvari
model pomoci kombinatorickych skupin a urcuje jejich pocet)

> vyuZivi kombinatorické postupy pFi vypoctu pravdépodobnosti, upravuje vyrazy s faktoridly
a kombinacnimi Cisly
¥ diskutuje a kriticky zhednoti statistické informace a dand statistickd sdéleni

¥ voli a ugiva vhodné statistické metody k analyze a zpracovani dat (vyuZivi vypocetni
techniku)

> reprezentuje graficky soubory dat, te a interpretuje tabulky, diagramy a grafy, rozliSuje
rozdily v zobrazeni obdobnych soubori vzhledem k jejich odliSnym charakteristikam

Utive

+  kombinatorika — elementarni kombinatorické ulohy, variace, permutace a kombinace
(bez opakovani), binomicka véta, Pascaliv trojahelnik

«  pravdépodobnost — ndhodny jev a jeho pravdépodobnost, pravdépodobnost sjednoceni
a praniku jevii, nezavislost jevil

+  praces daty —analyza a zpracovani dat v riznych reprezentacich, statisticky soubor a jeho
charakteristiky (vazeny aritmeticky primér, medidn, modus, percentil, kvartil, smérodatna
odchylka, mezikvartilova odchylka)

Obréazek 2.1. Vynatek z RVP G.

Z SVP brnénskych gymnazii je mozné usoudit, Ze vétinou se pravdépodobnost nachazi
v plénu pro tfeti ro¢nik ctyfletého gymndazia. U nékterych Skol byla zafazena i ve ¢tvrtém
ro¢niku. Priklady zminéné v diplomové praci je mozZné vyuZit v hodinidch matematiky pfi
vyucovani pravdépodobnosti. Nebo je mozné je pouzit i v hodindch biologie, to je ale
zapotiebi provadét az po probrdani statistiky v matematice. TudiZ jsou vhodné az pro tieti
a ¢tvrty ro¢nik. Vyuka genetiky probihd vétSinou ve tfetim nebo Ctvrtém ro¢niku, podle
toho v jakém rozsahu je biologie na dané Skole vyucovand. Prikladdm pro ilustraci vynatek
z SVP Gymnadzia Brno, Kfenova.

3 Kombinatorika, = Upravuje vyrazy s fakroridly a - K ika — faktoridl, kombinaénf ¢éisla | - vyklad - Ve vsech oborech RVP —

pravdépodobnost a statistika

kombinaénimi &isly, fesi redlné
problémy s kombinatorickjm
podiextem (charakeerizuje mojné
piipady, pomoci kombinatosickych

skupin uréuje jejich pocet)

- Vyuiivi kombinatorické postupy pii

vipoétu pravdépodobnost

- Umi provést jednoduché statistické

Setieni, na piikladu pojmenovat a
uréit zikladni pojmy, vyhodnotit

zavér, vyjadiit diagramem

a jejich vlastnosti, binomickd véta, zikladni
kombinatorick pravidla, variace,

permutace, kombinace bez opakovini,

- procvicovan
- price s literaturou, referdt

- skupinovi price

variace a f s Of

- Pravdépodobnest — nihodné jevy, mnoziny

clementirnich jevt, jev jistf a nemozny, jev
opaény, pojem pravdépodobnost, klasicki
pravdépodobnost, viastnost
pravdépodobnosti, nezivislé jevy,
Bernoulliova posloupnost nezavislich

pokusi

- Statistika — zakladni pojmy (statistick

soubor, jednotka, znak, éetnosti a jefich
vlastnosti, spojnicovy a kruhovy diagram,
primér, vizenf pramér, modus, medidn,

rozptyl, smérodatnd odchylka)

i price

zpracovavani a vyhodnocovini dar,

informact, prizkumi

Obrizek 2.2. Vyiatek z SVP Gymndazia Brno, Kfenova, dostupné z www . gymkren . cz.

Dle uéebnice Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika od Promethea [5] by Zéci
méli byt sezndmeni s t€mito pojmy:

* ndhodny pokus
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* mnozina vS§ech moznych vysledkd pokusu

* jevy

* relativni Cetnost vysledku
 pravdépodobnost vysledku
 pravdépodobnost jevu

* pravdépodobnost sjednoceni a priniku jevi
* nezavislé jevy

* nezdavislé pokusy

* binomické rozd€leni (Bernoulliovo schéma)

* podminénd pravdépodobnost

2.2 Teorie

V této kapitole jsou zdkladni pojmy pravdépodobnosti vysvétleny a ilustrovany na jed-
noduchych piikladech. Nejdfive jsou vysvétleny pojmy, které by Zaci stfedni Skoly méli
ovladat po vyuce pravdépodobnosti. Poté jsou uvedeny pojmy rozsitujici. Pojmy jsou vy-
svétleny na biologickych piikladech. Pfed studovdnim teorie pravdépodobnosti je potieba
porozumét zakladnim kombinatorickym pojmiim a vypoctim. Teorie v této kapitole byla
cerpéna z [5], [7], [8], [9] a [10].

2.2.1 Zakladni pojmy pravdépodobnosti ze SS
Pravdépodobnost

Pocet pravdépodobnosti se zabyva studiem zédkonitosti v ndhodnych pokusech. Od teorie
pravdépodobnosti nemiZeme ocekdvat vysvétleni podstaty ndhodnosti. Matematickymi
prostfedky popisuje a modeluje situace, ve kterych se projevuji ndhodné vlivy. Pocet
pravdépodobnosti jako védeckd disciplina se zacal vytvéret v 17. stoleti a jeho pocatky
jsou spjaty se jmény Blaise Pascala, Pierra de Fermata, Christiana Huygense a predevSim
Jakoba Bernoulliho.

Pravdépodobnost ndhodného jevu je ¢islo vyjadiujici oéekavatelnost vysledku ndhod-
ného pokusu. Nahodnym pokusem rozumime opakovatelnou ¢innost provadénou za stej-
nych podminek, jejiz vysledek z4visi na ndhodé. Klasickymi ptfiklady mohou byt napiiklad
hazeni kostkou nebo losovén{ loterie.

Budeme predpoklddat, Ze u kazdého ndhodného pokusu jsme schopni predem vyjme-
novat v§echny mozné vysledky, a to tak, Ze se navzdjem vylucuji a Ze jeden z nich nastane
vzdy. MnoZzinu takto stanovenych vysledkti nazveme mnoZinou v§ech moznych vysledku
pokusu. Znacime ji pismenem £, jeji libovolny prvek znac¢ime pismenem .
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Priklad 2.2.1. [5] U rodin se tfemi détmi zjiSfujeme pohlavi déti. Vyjmenujte vSechny
mozné vysledky, zaleZi-1i na potradi déti podle véku.

Reseni. Zavedme si nejprve oznadeni. Muzské pohlavi si oznaéime pismenem m, Zenské
pohlavi pismenem #. Moznych vysledki je 23 = 8. MnoZinu viech moZnych vysledkd
pokusu lze popsat uspofddanymi trojicemi pismen m a Z:
(m, m, m); (m, m, Z); (m, Z, m); (Z, m, m); (Z, Z, m); (Z, m, 2); (m, Z, 2); (Z, Z, Z).
[

Dal$im pojmem, ktery je potieba zavést, je jev. Jevy jsou podmnoZiny mnoZiny
moznych vysledkl. Popisujeme je né€jakou spole¢nou vlastnosti. Jevy zna¢ime pismeny
A,B,C,.... V daném pokusu lze rozeznat tolik jevil, kolik existuje podmnoZin mnoZiny
moznych vysledkid Q. Ma-li mnozina Q n prvki, pak existuje celkem 2" rtiznych jevu.
Prazdnou mnozinu () nazyvame nemozny jev, celou mnozinu Q nazyvame jisty jev.

Néhodny jev je takovy jev, jehoz realizaci nejsme schopni plné predpovédét. Napf.
vime, Ze po poziti jisté davky jedu smrt krysy v nékterych ptipadech nastane, v jinych
ne. Nemuzeme u konkrétni krysy pfedem fici, jak to dopadne. Umime ovSem vyjadfit
pfesvédceni, Ze krysa mé vétsi nebo mensi pravdépodobnost preziti. Méjme dvé krysy.
Preziti prvni krysy je ndhodny jev, ktery ozna¢ime A. Pfeziti druhé krysy je ndhodny jev,
ktery ozna¢ime B. Jev spoCivajici v preZziti prvni krysy i soucasném pieZiti druhé krysy je
opét ndhodnym jevem. Takovy jev oznaCujeme A N B a nazyvame prunikem jeva A a B.
Obecné se tedy jednd o jev, ktery nastava praveé tehdy, nastanou-li oba jevy A, B. Jev, ktery
spoCivd v preZiti alesporti jedné krysy, je ndhodny jev, ktery nazyvdme sjednocenim jeva
A a B a oznacujeme A U B. Obecné se jednd o jev, ktery nastdva pravé tehdy, nastane-li
aspoti jeden z jevil A, B. Déle definujeme opaény jev k jevu A (zna¢ime A’ nebo A), ktery
nastava praveé tehdy, kdyz jev A nenastava. V piiklad€ s krysou je opacny jev k jevu A jev,
kdy krysa nepfezije.

Pripomenime si pojem relativni Cetnost. Méjme néjaky pokus s mnoZinou moznych
vysledkl Q. Provedme tento pokus n-krat a pro kazdy mozny vysledek @ zaznamenejme,
kolik pokust skon¢ilo pravé timto vysledkem. Toto ¢islo n(®) nazveme €etnosti vysledku

. Podil @ nazveme relativni ¢etnosti vysledku @. Ma-li ndhodny pokus m mozZnych
vysledkl a jsou-li tyto vysledky stejné mozné (stejné pravdépodobné), pak o kazdém
z nich fekneme, Ze md pravdépodobnost % Vysledky jsou stejné pravdépodobné jen
v urcitych idedlnich pfipadech. Pokud bychom chtéli vyjadfit presnéjsi pravdépodobnost,
museli bychom provést velky pocet pokust a zjisténou relativni etnost ur¢itého vysledku
pfijmout za jeho pfibliznou hodnotu pravdépodobnosti. Pfesnou hodnotu této pravdépo-
dobnosti pak povazujeme za neznamou konstantu, leZici nékde blizko zjiSténé relativni

cetnosti.

Priklad 2.2.2. [5] Z ddaju, které se uveftejniuji ve statistickych ro¢enkach, zjisfujeme, zZe
relativni Getnost chlapcli mezi Zivé narozenymi détmi v CR v priib&hu let jen nepatrné
kolisa a ze Cini ptiblizné 0,516. Tuto hodnotu Ize tedy pfijmout za pravdépodobnost, Ze
7ivé narozené dité v CR bude chlapec (a hodnotu 0,484 za pravdépodobnost, Ze to bude
dévce).

]
Protoze relativni ¢etnosti jednotlivych moznych vysledki jsou nezaporna ¢isla a jejich
soucet je roven jedné, pro pravdépodobnost téchto vysledkd plati to stejné.
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Pravdépodobnost jevu A, kterd se znali P(A), se definuje jako soucet pravdépodob-
nosti vysledkil pfiznivych jevu A. V pokusu, jehoz vS§echny mozné vysledky jsou stejné
pravdépodobné, je pravdépodobnost jevu rovna podilu

pocet piiznivych vysledki

po&et vSech moznych vysledkd

Priklad 2.2.3. [5] Jaka je pravdépodobnost toho, Ze u rodiny se tfemi détmi budou dva
chlapci a jedna divka?

ReSeni. Vime, 7e vSechny moZzné vysledky pokusu jsou: (m, m, m); (m, m, Z); (m, Z, m);
(Z, m, m); (Z, Z, m); (Z, m, Z); (m, Z, 7); (Z, Z, Z), kde m znaci muzské pohlavi, Z znaci
Zenské pohlavi.

Vime také, Ze chlapct se rodi o néco vice nez dévcéat. PovaZzujme ale pro jednoduchost
obé pohlavi za stejné pravdépodobnd. Potom vSechny vyjmenované vysledky jsou stejné
pravdépodobné, kazd4 z nich ma pravdépodobnost %.

Nyni pojd'me vypocitat, jakd je pravdépodobnost toho, Ze v rodin€ budou dva chlapci
a jedno dévce. Jde o pravdépodobnost jevu, ktery se sklada ze tif moZnych vysledki:

(m, m, 7); (m, Z, m); (Z, m, m). Pravdépodobnost tohoto jevu je % =0,375.

]
Pravdépodobnost nemozného jevu je rovna nule, tj. P(@) = 0. Pravdépodobnost jistého
jevu je rovna jedné, tj. P(Q) = 1. Pro pravdépodobnost libovolného jevu A plati

0<PA)<1

Necht se jevy A a B navzdjem vylucuji, tj. AN B = (. Pocitejme pravdépodobnost jejich
sjednocent:

P(AUB)= ), p(w)= Y p(o)+ ) pl(o)=PA)+P(B).

WEAUB WEA wEB

Slovy: Pravdépodobnost sjednoceni dvou navzajem vylucujicich se jevi je rovna souctu
jejich pravdépodobnosti. Tuto poucku Ize indukei rozsitit na libovolny pocet r s¢itanct
(r > 2):Jsou-li Aq,...,A, navzdjem se vyluCujici jevy, tj. A;NA; = 0 pro i # j, potom:

P(AjU---UA,) =P(A})+---+P(A)).

Nechf se nyni jevy A a B navzajem nevylucuji, tj. ANB # 0. Jev A U B lze vyjadfit jako
sjednoceni vylu¢ujicich se jevii A a A’ N B. Jev B lze vyjadfit jako sjednoceni vylu&ujicich
sejeviANBaA NB.

Na obrdzku 2.3 vlevo nahofe je zndzornén Sedou barvou jev A a Zlutou barvou A’.
Na obrédzku vpravo nahofe je zndzornén jev A’ N B. Na obrazku vlevo dole je zndzornén
jev AU B jako sjednoceni vyluCujicich se jevii A (Sedd barva) a A’ N B (zelena barva). Na
obrazku vpravo dole je zndzornén jev B jako sjednoceni vylucujicich se jevi A N B (modra
barva) a A’ N B (zelend barva).

Podle uvedené poucky o pravdépodobnosti sjednoceni dvou navzdjem se vylucujicich
jevli mame:

P(AUB) = P(A)+P(A'NB)
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Obrazek 2.3. Vyjadfeni jevu AU B a jevu B.

P(B) =P(ANB)+P(A'NB).

Vypocitejme z druhé rovnosti P(A’NB = P(B) — P(ANB) a dosadme do prvni rovnice.
Dostaneme vzorec:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Pravdépodobnost opa¢ného jevu je dopln€k pravdépodobnosti vychoziho jevu do
jedné, tj. P(A") =1—P(A).

Je-1i B podjevem jevu A, tj. B C A, potom Ize A vyjadrit jako sjednoceni vylucujicich
se jevli B a AN B'. Na obrdzku 2.4 vlevo je Sedou barvou vyznacen jev B a Zlutou barvou
jev B'. Na obrdzku vpravo je sjednoceni jevii B (3edou barvou) a A N B’ (modrou barvou).

A

Q

A

Q

Obrazek 2.4. Vyjadreni podjevu B C A.

TakZe je-li B C A, potom plati P(A) = P(BU(ANB')) = P(A) + P(ANB’) neboli
P(ANB') = P(A) — P(B).

Stochasticky nezavislé jevy

Definujme si nyni dal$i pojem teorie pravdépodobnosti - pojem stochastické nezavis-
losti. Rekneme, Ze dva ndhodné jevy jsou stochasticky nezavislé, jestlize nastani jednoho
nema vliv na nastdni nebo nenastdni druhého jevu. Pro matematickou definici vyuZi-
jeme toho, Ze pravdépodobnost soucasného nastani nezavislych jevd je rovna soucinu
jejich pravdépodobnosti. Tedy fekneme, Ze dva jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati
P(ANB)=P(A)-P(B).
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Priklad 2.2.4. [5] Podivejme se znovu na rodinu s tfemi détmi. MnoZina moznych vysledkt
je (m, m, m); (m, m, Z); (m, Z, m); (Z, m, m); (Z, Z, m); (Z, m, 2); (m, Z, 2); (Z, Z, 7),

v v

kde m znac¢i muzZské pohlavi, Z zna¢i Zenské pohlavi. Jev A znaci, Ze nejstarsi dité je
chlapec. Jev B oznacuje, Ze prostiedni dité je dévCe. Potom P(A) = % = %; P(B) =
P(ANB)=%=1.

Vsimnéme si, Ze v tomto piipadé P(ANB) = P(A) - P(B). Jevy A,B jsou nezavislé,
pohlavi nejstar§iho ditéte nema vliv na pohlavi prostfedniho ditéte.

Uvazujme nyni jev C, Ze vSechny tii déti jsou chlapci. Pak P(C) = %, P(ANC) = %,
takze v tomto pifpadé P(ANC) # P(A) - P(C). Jevy A,C nejsou nezdvislé. To, zda jsou
vSechny tfi déti chlapci, zavisi na tom, zda 1 nejstarsi dité je chlapec.

[

Podobnd je definice nezdvislosti tif nebo vice jevii. Rekneme, Ze jevy A,B,C jsou

nezdvislé, jestlize P(ANB) = P(A)-P(B),P(ANC)=P(A)-P(C),P(BNC) =P(B)-P(C)

a navic PLANBNC) = P(A) - P(B) - P(C). Jsou-li jevy A,B,C,...,Z nezavislé, pak jsou

nezavislé i kazdé dva z nich. Dale plati jsou-li A, B nezavislé jevy, potom také A, B’ jsou
nezavislé a rovnéz tak A’, B a A’, B’ jsou nezavislé.

vvvvv

Reseni. KdyZ heterozygot Aa tvoii gamety, polovina z nich obsahuje alelu A a polovina
z nich obsahuje alelu a. Pravdépodobnost, Ze urcitd gameta obsahuje dominantni alelu
A, je tedy % Stejné tak pravdépodobnost, Ze urCitd gameta obsahuje recesivni alelu a, je
%. Gamety se kombinuji ndhodné. Pfredpokladejme kiiZeni Aa x Aa. Pravdépodobnost, Ze
zygota bude AA, se rovnd pravdépodobnosti, Ze kazdd ze zucastnénych gamet obsahuje
alelu A, tedy 3 -3 = + =0,25.

]

Binomické rozdéleni

M¢jme nyni n nezavislych pokust, z nichz kazdy ma tytéZ dva mozné vysledky, fikejme
jim zdar a nezdar a zna¢me je Z a N. Jejich pravdépodobnosti necht jsou ve vSech pokusech
tytéZ p a g (plati ¢ = 1 — p). Mozné vysledky sdruzeného pokusu jsou tedy vSechny n-tice
symbolli Z a N, jejich pravdépodobnosti jsou souciny n Ciniteld, kde kazdému Z odpovida
Cinitel p a kazdému N odpovidd Cinitel g.

Pravdépodobnost, ze vSechny pokusy skon¢i zdarem, je p". Pravdépodobnost, Ze
vSechny pokusy skon¢i nezdarem, je g".

Uvazujme nyni takovy vysledek, kdy prvnich k pokust bylo zdafilych a zbyvajicich
n — k pokusi nezdafilych. Takovy vysledek ma pravdépodobnost p*¢"*. Stejnou pravdé-
podobnost m4 ale také vysledek, kdy poslednich k pokust je zdafilych a pfedchozich n — k
pokust nezdafilych. A také kazdy vysledek, kdy urcitych k pokusi je zdafilych a ostatnich
n — k pokust nezdaftilych.

Nechf nyni jev A; znamend, Ze pravé k pokusu bude zdafilych. Tomuto jevu jsou
piiznivé viechny n-tice, které maji pravdépodobnost p*q" . Je jich tolik, kolika zptisoby
lze vybrat k pokust z celkového poctu n pokust, tedy (2) Pravdépodobnost jevu A, Ze
pravé k pokusi bude zdatilych, je P(Ax) = (1) p*q"*,k=0,1,2,....,n.
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VSimnéme si, Ze vyrazy (Z) kg * se objevuji v rozvoji (¢ + p)" podle binomické véty:

n_ (T n n n—1 n\ 2 n-2 n n—1 n\ n
(q+p)—(0)q +(l>pq +(2>pq + +(n_1>p q+(n)p-

Jevy ,,pravé k pokusi bude zdarilych* se prok =0, 1,2, ... ,n navzdjem vylucuji a jeden
z nich vzdy nastdva, tj. jejich sjednocent je jisty jev. Proto

"V (") pg e (T ) =1
0 1 n

Pravdépodobnost (})p*q"*,k =0,1,2,...,n, tvoif tzv. binomické rozdéleni neboli
Bernoulliovo schéma.

Priklad 2.2.6. [5] Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se ¢tyfmi détmi ma
a) alespon tfi chlapce;
b) alesponi jednoho chlapce?

Reseni. Mame n=4,p = %,q = %

a) Pravdépodobnost alesponi tii chlapcti je rovna souctu pravdépodobnosti pravé tif
chlapct a pravé Ctyt chlapei:

4 1N° 1 /4 nN* 4 1 5
(3).(5) .§+<4).(5) = o= =035

b) Ze m4 rodina alespoii jednoho chlapce je opa&ny jev v jevu, Ze rodina nema Zz4dného
chlapce. Pravdépodobnost, Ze rodina nemd ani jednoho chlapce, je

() (5) =36

Odtud pravdépodobnost alesponi jednoho chlapce je 1 — % = i—g =0,9375.

]

Priklad 2.2.7. Predpokladejme, Ze pravdépodobnost, Ze dit€ zdédi urcitou chorobu je 0,25.
Jaka je pravdépodobnost, Ze v rodiné€ se tfemi détmi

a) zadné dit€ tuto chorobu nezdédi;

b) nejvyse jedno dité tuto chorobu zdédi?

ReSeni. Méame n = 3,p= %,q = %,
a) Pravdépodobnost, Ze Zadné dité nezdédi chorobu, je

3 1\® /3\* 27
A=) (2) =25 =0.421875.
(o) (3) (3) ~&=oows

b) Hledame pravdépodobnost, Ze nejvyse jedno dité chorobu zdédi, tzn. Ze bud’ ji Zddné
dité nezd&di nebo ji zdédi pravé jedno dité. Pravdépodobnost, Ze nejvyse jedno dit€ chorobu
zdédi je

3 N\’ /3\* /3 INY 73\ 27 27 54
1Y (2 A2) (2) =220 227 8437,
(o)) () () () @) -ara=a=e
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]

Priklad 2.2.8. [5] Diagnosticky test na ur¢ité onemocnéni je pozitivni s pravdépodobnosti
0,99, je-1i pacient skutecné nemocen. Testu se podrobi 30 pacientd, u nichZ je podezieni na
toto onemocnéni. Pfipustme, Ze jsou vSichni skute¢né nemocni. Jaka je pravdépodobnost,
Ze nam zadné (z téch 30) onemocnéni neunikne?

Reseni. Mame n = 30,p = 0,99 = %, q= ﬁ. Pravdépodobnost, Zze Zddné onemocnéni
nam neunikne, je tedy

30\ 99\ /1\% [99\¥
P(As) = (=) (=) =) =0740.
(430) <30) <1oo> <1 o> (100> ’

Podminéna pravdépodobnost

Casto se v praxi setkdvame s pifpadem, kdy skute¢nost, Ze nastal n&jaky jev, zvysuje
(nebo snizuje) pravdépodobnost nastani dalSiho jevu. Napt. vysokd hodnota tepu zvySuje
pravdépodobnost zjisténi zvySené télesné teploty u ¢lovéka.

Mgé&jme dva ndhodné jevy A a B. Nechf P(B) > 0. Pak definujeme podminénou pravdé-
podobnost jevu A za podminky nastani jevu B jako

P(ANB)

PAIB) =~

()
Vyjadiujeme tak pravdépodobnost, Ze jev A nastane, nastal-li jev B.

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak ze vzorce ihned vyplyva, ze P(A|B) = P(A) a také
P(B|A) = P(B). Tedy nastani jevu B nezméni pravdépodobnost jevu A a naopak.

Jak vime, v pfipadé nezavislych jevl je pravdépodobnost jejich soucasného nastani
rovna soucinu jejich pravdépodobnosti:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Jak se tento vztah zméni, nejsou-li jevy A,B nezdvislé, zjistime odstranénim zlomku
v definici podminéné pravdépodobnosti:

P(ANB) = P(B) - P(A|B) = P(A) - P(A|B).

Toto je tzv. vzorec pro nasobeni pravdépodobnosti.

M¢éjme dva jevy By, Ba, které se navzdjem vylucuji, pfi¢emz jeden z nich nutné nastava,
tj. BN By =0,B; UB, = Q. Na obrazku 2.5 je jev By vyznacen Sedou barvou, jev B;
modrou barvou. Fialovou barvou je zndzornén jev A N By, zelenou barvou jev AN B,.
Potom pro libovolny jev A plati:

A=ANBIUANB,.
Oba jevy ve sjednoceni vpravo se vylucuji, takze

P(A) = P(ANB))+P(ANB,).
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Obrazek 2.5. Znazornéni jevi A, By, B;.

Vyjadiime-li pravdépodobnost priniku jako
P(ANBi) = P(B1)-P(A|B1),P(ANBy) = P(By) - (P(A[By),
dostavame vzorec pro celkovou pravdépodobnost:
P(A) = P(B1)-P(A|B))+P(By)-P(A|B3).

Priklad 2.2.9. M¢&jme dva rtizné jevy A a B. Jev A znaci, Ze je dany pacient uréen pomoci
testu jako nemocny. Jev B znadi, Ze pacient opravdu trpi danou nemoci. P(A) je pravdépo-
dobnost, Ze je pacient uréen jako pozitivni. P(B) je pravdépodobnost, Ze pacient opravdu
trpi nemoci. P(A|B) je podminénd pravdépodobnost, Ze je pacient uréen jako pozitivni za
predpokladu, Ze je skute¢né nemocny. Vypocitd se jako

P(ANB)

P(B)
P(A|B’) je podminénd pravdépodobnost, Ze je pacient uren jako pozitivni za predpokladu,
Ze nemocny neni. Vypocita se jako

P(A|B) =

P(ANB')
P(B) "’
kde P(B') je pravdépodobnost jevu B, coZ je jev opacny k jevu B, tj. P(B') = 1 — P(B).
[

Priklad 2.2.10. [5] 55 % né&jaké populace tvoii Zeny, 45 % muZi. Je zndmo, Ze urcitou
chorobou trpi 1 % zen a 5 % muzi. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand osoba
zpopulace trpi touto chorobou?

P(A|B) =

Reseni. Oznaéme pismenem A jev, Ze osoba trpi touto chorobou. Pismenem B; ozna¢me
jev, Zze dand osoba je Zena. Pismenem B; ozna¢me jev, Ze dand osoba je muz.

Ze zadéni zndme P(B,) = 55% = 33, P(B,) = 45% = 155. Dle zndme pravdépodob-
nost toho, Ze osoba trpi danou chorobou za podminky, Ze je to Zena, tzn. P(A|B;) = 1% =
ﬁ. Zname pravdépodobnost jevu, Ze osoba trpi danou chorobou za podminky, Ze je to
muZ, tzn. P(A|B,) = 5% = 3.

Celkovou pravdépodobnost, Ze ndhodné€ vybrana osoba z populace trpi touto chorobou,
vypocitame jako:

55 1 45 5 7
P(A) = P(B1) - P(A|B1) +P(B2) - P(AIB2) = <5 - o5+ 105 105 = 550

—0,028.
O
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2.2.2 RozSirujici pojmy
V této kapitole se podividme na vyuziti podminéné pravdépodobnosti a Bayesova vzorce
ve studiich o ptivodu nemoci a v né€kterych matematickych modelech diagnostického 1é-
katského rozhodovéni. Nejbéznéjsi aplikaci je statistické vyhodnocovani spravnosti di-
agnostickych testii. Diagnostické testy pomahaji s urcitou pravdépodobnosti zjistit, zda
pacient mé zjiSfovanou nemoc nebo urcitou latku v téle. Mezi diagnostické testy patii
kromé laboratorniho vySetfeni také voln€ dostupné testy, napt. t€hotensky test nebo test na
alkohol.

Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky nastdni jevu B jsme jiZ definovali
(*). Pro pfipomenuti ji definujeme jako

P(ANB)

PIAIB) =~

,P(B) > 0.
Ze vzorce vyjadiime P(ANB) = P(A|B) - P(B). Podminénou pravdépodobnost jevu B za
podminky nastoupeni jevu A vypocitdme jako

P(ANB)

PBIA) =

,P(A) > 0.
Nyni do vzorce dosadime vyjadieni P(A N B), dostdvame tak:
P(B|A) =

Tomuto vzorci se fikd Bayesav vzorec pro dvojici jevl, ktery udédvd, jak podminénd
pravdépodobnost néjakého jevu souvisi s inverzni podminénou pravdépodobnosti. Tento
vyraz lze ddle rozvést vyjadienim P(A) pomoci vzorce o celkové pravdépodobnosti,
ktery ma v pifpadé, Ze madme dplny sytém dvou jevi (oznacme je B a C), tvar P(A) =
P(A|B)P(B) + P(A|C)P(C). Bayesuv vzorec mizeme vyjadfit tedy ve tvaru

P(A|B) - P(B)
(A[B)P(B) + P(A|C)P(C)

P(BIA) =

Podivejme se nyni na vyuziti ve statistickém hodnoceni spravnosti diagnostickych testu.
Srovnavame vysledky testu (pozitivni/negativni) se skutecnou pfitomnosti/neptitomnosti
nemoci.

Kazdy diagnosticky test md dva mozné vysledky: pozitivni vysledek (oznaéme A™)
a negativni vysledek (oznaéme A ™). Jednd se o dvojici opaénych, navzdjem neslucitelnych
jevi. Déle je dilezita skute¢na pritomnosti nemoci, mame dvé moZnosti: nemoc je pritomna
(ozna¢me H1) a nemoc neni piftomna (oznaéme H ). Opét to jsou dva opacné, navzdjem
neslucitelné jevy.

Existuje n€kolik ukazatelli spravnosti testu, které predstavuji ¢iselné ohodnoceni testu
ve vztahu k jeho chybovosti. Senzitivita testu je jeho schopnost rozpoznat skute¢né ne-
mocné osoby. Tedy je to pravdépodobnost, Ze test bude pozitivni, kdyZ je osoba skutecné
nemocnd, tj. P(AT|H™). Specifita testu je jeho schopnost rozpoznat osoby bez nemoci.
Tedy jedna se o pravdépodobnost, Ze test bude negativni, kdyZ osoba neni nemocna,
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tj. P(A~|H ™). Prediktivni hodnota pozitivniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba je
skute¢n& nemocnd, kdyZ test vyjde jako pozitivni, tj. P(H"|A™"). Prediktivni hodnota
negativniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba skute¢né neni nemocnd, kdyz jeji test
vyjde jako negativni, tj. P(H™|A7).

Piiklad 2.2.11. [7] Hodnotime pfesnost vySetfeni jater ultrazvukem, respektive schopnost
vySetfeni ultrazvukem identifikovat postizené loZisko v pacientovych jitrech. Pfesnost je
vztaZena k laboratornimu ovéieni odebrané tkdné. Vysledky jsou dény tabulkou 2.1. Vy-
pocitejte senzitivitu, specifitu, prediktivni hodnotu pozitivniho testu a prediktivni hodnotu
negativniho testu.

Histologické ovérfeni postiZeni jater

Vysledek ultrazvuku Lozisko pfitomno (H ) | Lozisko nepiftomno (H ™) Celkem
Pozitivni (A™) 32 2 34
Negativni (A7) 3 24 27
Celkem 35 26 61

Tabulka 2.1: Sumarizace vysledkl ultrazvukového vySetfeni jater vzhledem k laborator-
nimu ovéreni.

Reseni. Vypodet senzitivity:

P(ATNHT) 32

PAT|H') = =——-=0914
(ATIHT) P(HT) 35 ’
Vypocet specifity:
... PATNHT) 24
PAH )=—————F-"=—=0,923
(A7IH") P(H™) 26 ’
Vypocet prediktivni hodnoty pozitivniho testu:
P(ATNHT) 32
PHTAT)= —~————— 2 =7""=0,941
(H7]AT) P(AT) 34 ’
Vypocet prediktivni hodnoty negativniho testu:
P(ATNH™ 24
PH |A7) = g =— =0,889

P(A™) 27

O
Zobecnime si nyni vypocet téchto ukazatelii. Tabulka 2.2 objasiiuje, jak 1ze ze zjisténych
dat spocitat hodnoty ukazateld spravnosti testu.
Senzitivita:

PAT|IHY) = 2
a+c
Specifita:
d
P(ATIH™) =

 b+d
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, Ovéreni pritomnosti nemoci
Vysledek testu Nemoc pritomna (Hp+) Nemoc nepfitomna (H ™) Celkem
Pozitivni (A™) a b a+b
Negativni (A7) C d c+d
Celkem a+c b+d a+b+c+d

Tabulka 2.2: Obecnd tabulka zjiSténych hodnot diagnostického testu.

Prediktivni hodnota pozitivniho testu:

P(H'|AT) = —
(H71A7) a+b
Prediktivni hodnota negativniho testu:
d
PH A7) =
(H71A7) c+d

Priklad 2.2.12. [11] Dva hypotetické téhotenské testy - Mimicheck a Pregnus - na svém
obalu tvrdi, Ze jsou nejlepsim dostupnym t&hotenskym testem. Ukolem je uréit, ktery z nich
je lepsi (). spocitat a porovnat ukazatele spravnosti).

K dispozici jsou vysledky obou té€chto testii a vysledky ovéfeni téhotenstvi, které byly
zjiSfovany na stejném souboru 200 Zen (z toho 66 Zen bylo 1ékafskym vySetfenim ovéfeno
jako skute¢né téhotnych), zanesenych v tabulce 2.6.

vysledek testu ovéieni skutetného téhotenstvi

Mimicheck téhotnd (H) neni téhotnd (H) celkem
pozitivai (4*) 63 4 67
negativai (A7) 3 130 133

celkem 66 134 200
vysledek testu ovéreni skuteéného téhotenstvi Ik

Pregnus t¢hotnd (H) neni té¢hotnd (H) cefiem
pozitivai (4) 60 2 62
negativai (A7) 6 132 138

celkem 66 134 200

Obrazek 2.6. Zjisténé hodnoty pro Mimicheck a Pregnus.

Reseni. Nejdiive vyhodnotime test Mimicheck:
* senzitivita: P(AT|H) = 8 = 0,955
« specifita: P(A~|H ™) = 133 = 0,970

» prediktivni hodnota pozitivniho testu: P(H*|AT) = & = 0,940

w

» prediktivni hodnota negativniho testu: P(H~|A~) = 133 = 0,977

Poté vyhodnotime test Pregnus:



Kapitola 2. Pravdépodobnost v genetice 64

« senzitivita: P(AT|H) = & = 0,909
« specifita: P(A~|H ™) = 133 = 0,985

« prediktivni hodnota pozitivniho testu: P(HT|A™) = 22 = 0,968

c"I
L,, RIS

* prediktivni hodnota negativniho testu: P(H~|A™) = 135 = 0,957

Porovnanim obou testll zjiSfujeme, Ze oba testy vykazuji vysoké pravdépodobnosti nad
90% a jsou tedy pomérné kvalitni. Mimicheck mé vyssi senzitivitu, coZ znamena, Ze s vétsi
pravdépodobnosti rozpozna téhotné Zeny. Pregnus md vétsi specifitu, coZ znamend, Ze je
oproti Mimichecku citlivéjs$i na vylouceni Zen, které nejsou t€hotné. Pregnus vykazuje vétsi
pravdépodobnost, Ze je Zena skute¢né t€hotnd, kdyz test vyjde pozitivni. To je hledisko,
které nejvice zajima Zeny provadéjici t€hotensky test.

Pozn. Ve skutecnosti piibalové letdky téhotenskych testli uvadéji az 100% hodnoty
senzitivity a specifity. V zadani tohoto ptikladu byly hodnoty zdmérné sniZeny, aby bylo
mozné testy porovnat.

]

Vyuziti pravdépodobnosti v genetickém poradenstvi

Diagndza genetickych postizeni je ¢asto velmi obtiznd. Stanovuje ji 1ékat, ktery ma kvali-
fikaci v genetice. Studium téchto postizeni vyzaduje kromé riznych vysetieni i dotazovani
se pacientu a jejich pfibuznych. Shromazdéné idaje poté slouzi jako zaklad pro diagndzu.

DalSim vyuzitim je, Ze rodice chtéji védet, zda jejich ditéti hrozi riziko, Ze zdédi urcité
postiZeni, zvlasté kdyz néktery z ¢lentd rodiny byl postizen. Lékar riziko odhadne. Odhad
rizika vyzaduje kromé znalosti genetiky i znalost pravdépodobnosti a statistiky.

Ke grafickému znazornéni vztahti mezi ¢leny rodiny se vyuziva rodokmen. Je zvykem
zobrazovat muZe Ctvercem a Zeny kruhem. Horizontdlni ¢ary spojujici kruh a ctverec
predstavuji sniatky. Potomci ze stiatkd se zakresluji pod nimi, za¢ind se prvnim potomkem
vlevo a pokracuje se doprava. Znacka jedincti s genetickou poruchou se vybarvi. Generace
se v rodokmenu oznacuji fimskymi ¢islicemi a jednotlivi ¢lenové dané generace se oznacuji
obvykle arabskymi Cislicemi.

I:‘ muz

O zena

<> neznamé pohlavi
-. postizeny
D—O shatek

Obrazek 2.7. Znacky v rodokmenu.
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Obrazek 2.8. Pfiklad rodokmenu s oc¢islovanymi generacemi a jedinci.

Priklad 2.2.13. Par, oznaceny na obrdzku 2.9 jako R a S, je znepokojen tim, Ze by jejich
dit€ (T) mohlo trpét alkaptonurii (recesivni porucha metabolismu aminokyselin). Budouci
matka S mé alkaptonurii a budouci otec mé dva sourozence s alkaptonurii. Jak velké je
riziko, Ze dité bude touto poruchou trpét?

ECeU 00 n
T
Obréazek 2.9. Rodokmen s vyskytem alkaptonurie.

Reseni. Riziko, ze dit¢ T bude trpét alkaptonurif, zdvisi na dvou faktorech. Zavisi na
pravdépodobnosti, Ze R je heterozygotni prenaSec alely pro alkaptonurii a. A také zavisi
na pravd&podobnosti, Ze tento jedinec penese alelu a na potomka T. Zena S tuto alelu jist&
pfenese na potomka, protoZe je recesivnim homozygotem pro alelu a.

Nejdfive uréime prvni pravdépodobnost. Musime vzit v ivahu v§echny moZné genotypy
jedince R. Genotyp aa je vyloucen, protoZe jedinec R alkaptonurii netrpi. Zbyvaji tedy
genotypy AA a Aa. Abychom mohli vypocitat pravdépodobnost, musime si uvédomit, Ze
oba rodice jedince R musi byt heterozygoti, protoZe maji dvé déti s alkaptonurii. Snatek,
ze kterého vznikl jedinec R, miZeme zapsat jako Aa x Aa. Tabulka 2.10 ukazuje, Ze
mezi potomky bez alkaptonurie (oznaceni modrou barvou) je % heterozygotli Aa. Tzn. Ze

pravdépodobnost, Ze jedinec R je heterozygotni prenasec alely pro alkaptonurii, je %

Aa x Aa
A a
Al AA| Aa
a| Aa | aa

Obrazek 2.10. Tabulka kiiZeni pro alkaptonurii.

Nyni stanovime pravdépodobnost, Ze jedinec R prenese tuto alelu na svého potomka.
Alela a bude ptfitomna v poloviné jeho gamet.
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Celkové riziko, Ze potomek T bude mit genotyp aa (tedy Ze bude trpét alkaptonurii), je

1
= =~=0,3333.
3 Y

N | =

2
[pravdépodobnost, Ze R je Aa]-[pravdépodobnost, Ze R prenese a] = 3

]

Priklad 2.2.14. Uvedeny rodokmen ukazuje dédi¢nost albinismu (recesivni porucha vy-
znacujici se absenci pigmentu melaninu v kiizi, o¢ich a vlasech). Jedinci, ktefi maji tento
znak, jsou homozygotni pro recesivni alelu a. Jestlize H a I, ktef{ jsou bratranec a sestfe-
nice, uzaviou siatek a budou mit dité, jaka je pravdépodobnost, Ze toto dité bude trpét
albinismem?

Obrazek 2.11. Rodokmen ukazujici dédi¢nost albinismu.

Reseni. Uvedme si nejdiive fakta a vychodiska.
1. Dité bude trpét albinismem, pokud bude recesivni homozygot aa.
2. Dité miZe mit albinismus pouze tehdy, kdyZ oba rodi¢e nesou recesivni alelu a.
3. Jeden z rodi¢d H ma sestru, ktera trpi albinismem.
4. Druhy z rodi¢i I md matku s albinismem.
5. Pravdépodobnost, Ze heterozygot Aa prenese recesivni alelu na své potomky, je %

6. Po snatku dvou heterozygoti se ocekava, ze % potomki, ktefi jsou zdravi, jsou
heterozygoti.

Zena I netrpi albinismem, ale ur¢ité musi byt heterozygotni pfenaeckou této choroby,
protoZe jeji matka je nemocnd (homozygot aa). Proto je u zeny I pravdépodobnost %, 7e
prenese recesivni alelu a na svého potomka.

Muz H ma sestru G, ktera trpi albinismem. Proto musi byt jejich rodic¢e (C a D) oba
heterozygoti. U H je pravdépodobnost % Ze je heterozygot. A jestlize opravdu je, pak je
pravdépodobnost %, Ze prenese recesivni alelu na svého potomka.

Pokud vsechno shrneme, tak miZeme vypocitat pravdépodobnost, Ze dité rodi¢ti H a I
bude trpét albinismem, jako
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Hardy-Weinberguv princip

Genetika populaci je védni obor, ktery studuje geny ve skupiné jedincti. Zkoumad variabilitu
alel mezi jedinci, pfenos alelovych variant z rodi¢d na potomky ve sledu generaci a zmény,
ke kterym dochdzi v genetickém sloZeni populace vlivem systematickych a nidhodnych
evolu¢nich sil. V populaci jedinci miizeme vypocitat Cetnosti riiznych typt homozygott
a heterozygoti v daném genu a z téchto Cetnosti miZeme urcit Cetnost jednotlivych alel
genu.

Priklad 2.2.15. [10] V tabulce jsou udaje vzorku lidi, ktef{ byli testovani na krevni skupiny
M-N. Tyto krevni skupiny jsou podminény dvéma alelami genu na chromozomu 4: LM,
ktera vytvaii krevni skupinu M, a LV, ktera vytvaif krevni skupinu N. Heterozygotn{ jedinci
LM LN maiji krevni skupinu MN. Uréete Cetnost alel LM a LV,

krevni skupina | genotyp | pocet jedinci
M MM 1787
MN MV 3039
N INLN 1303

Tabulka 2.3: Cetnost krevnich skupin M-N ve vzorku 6129 jedincd.

Reseni. K uréeni ¢etnosti alel LM a LN vypoéitame vyskyt kazdé z alel mezi vemi alelami
ze vzorku. Kazdy jedinec nese dvé alely. Celkovy pocet alel ve vzorku je tedy 2-6129 =
12258.
Cetnost alely LM:
KaZzdy homozygot IZMIM ma dvé alely LM, plus kazdy heterozygot LMLV obsahuje jednu
alelu LM . Tedy &etnost alely LM je: % =0,5395.
Cetnost alely LN:
KaZdy homozygot LNLYN ma4 dvé alely LV, plus kazdy heterozygot LM LN obsahuje jednu
alelu LV . Tedy &etnost alely LV je: % = 0,4605.

Oznadime si etnost alely LY p a Cetnost alely LV ¢. ProtoZe tento gen méd pouze dvé

alely, plati p+¢g = 1.

[

Mizeme pouzit odhady alelovych cetnosti k pfedpovédi genotypovych Cetnosti? Touto
otdzkou se na zacatku 20. stoleti zabyvali nezavisle na sobé matematik G. H. Hardy a 1ékar
W. Weinberg. Oba popsali matematicky vztah mezi alelovymi a genotypovymi ¢etnostmi.
Tento vztah se nazyva Hardyho-Weinberguv princip. UmoZiiuje nim z alelovych Cetnosti
v populaci predpovédét jeji genotypové Cetnosti.

Piedpoklddejme, Ze v populaci je urity gen, ktery segreguje dvé alely A a a. Cetnost
alely A je p, Cetnost alely a je g. Pravdépodobnost, Ze pohlavni buiika nese alelu A, je p.
Pravdépodobnost, Ze nese alelu a, je g. To znamenad, Ze pravdépodobnost vzniku homozy-
gota AA je p- p = p* a pravdépodobnost vzniku homozygota aa je ¢ - ¢ = g°. Heterozygot
Aa miize vzniknout dvéma zpiisoby se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost vzniku
Aa je rovna 2pq. Hardy-Weinberguv ziakon o genetické rovnovize fikd, Ze frekvence
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Alp) | alg)
a0y | 74
a(q) f, CZ qa.(z

Obrazek 2.12. Tabulka znazortiujici Hardyho-Weinbergiiv princip.

jednotlivych alel zGstava konstantni, tj.

ptqg=1,

kde p je Cetnost dominantni alely A, g je Cetnost recesivni alely a. Po jedné generaci
ndhodného oplozeni ziskdvdme v populaci

(p+q)*=p*+2pq+q¢* =1,

kde p? je Eetnost dominantniho homozygota AA, ¢ je &etnost recesivniho homozygota aa
a 2pq je Cetnost heterozygota Aa.

Zakladnim predpokladem platnosti Hardyho-Weinbergova principu je, Ze mezi ¢leny
populace dochdzi k ndhodnému oplozeni. Gamety se ndhodné kombinuji a tvoii zygoty
nasledujici generace. JestliZe maji tyto zygoty stejnou Sanci na pieZziti, pak jsou genotypové
¢etnosti zachovany.

Piiklad 2.2.16. [10] Podivejme se na znovu na data z piikladu 2.2.15. Cetnost alely LM je
ve vzorku p = 0,5395 a etnost alely LY je g = 0,4605. Podle Hardyho-Weinbergova prin-
cipu vypocitejte predpovéd genotypovych cetnosti pro krevni skupiny M-N a porovnejte
s ptivodnimi udaji.

Reseni. Vypocitejme nejdifve pravdépodobné genotypové Cetnosti podle H-W principu.
Abychom mohli porovnat ¢etnosti s pivodnimi tdaji, musime porovnat pozorované pocty

genotyp H-W cetnost

MM p? =(0,5395)° = 0,2911

IMIN  2pg=12-0,5395-0,4605 = 0,4968
ININ g% = (0,4605)> = 0,2121

Tabulka 2.4: Ocekavané Cetnosti podle H-W principu.

genotypu s o¢ekdvanymi pocty genotypt podle Hardyho-Weinbergova principu. Ocekavané
pocty dostaneme nasobenim H-W Cetnosti po¢tem jedincd ve vzorku populace. Vysledky
v tabulce 2.5 jsou velmi blizké.

]

Priklad 2.2.17. V populaci bylo zjisté€no 4 % recesivnich homozygotl aa. Zjistéte v této
populaci:
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genotyp ocekdvany pocet pozorovany pocet
IMIM  02911-6129 = 17842 1787
IMIN  0,4968-6129 = 3044,8 3039
LNIN  0,2121-6129 = 1300,0 1303

Tabulka 2.5: Porovnani ocekavanych a pozorovanych pocti genotypa.

a) Cetnost obou alel pfislusného genu;
b) Cetnost dominantnich homozygota;
c) Cetnost heterozygoti.
Reseni. Vime, Ze &etnost recesivnich homozygotli aa je 5 %, tj. g> = 0,04.

a) Cetnost recesivni alely a vypo&itime jako ¢ = /0,04 = 0,2 = 20%. Cetnost domi-
nantni alely A vypocitdme jakop=1—¢g¢=1-0,2 =0,8 = 80%.

b) Cetnost dominantnich homozygot AA je p> = 0,8% = 0,64 = 64%.

¢) Cetnost heterozygoti Aa vypoéitame jako 2pg =2-0,8-0,2 = 0,32 = 32%.
Miizeme provést zkousku. Musi totiZ platit p> +2pg+ ¢> = 1. V nasem piipadé tedy
PP +2pg+q* =0,64+0,3240,04=1.

O
Alelové Cetnosti se pouzivaji v genetickém poradenstvi pfi analyze rodokmenti, aby se
odhadlo riziko projevu genetického onemocnéni u urcitého jedince.

Piiklad 2.2.18. [10] Muz A a Zena B méli tfi déti, z nichZ u posledniho (F) se projevila
Tay-Sachsova choroba, kterd je zpiisobena autozomové recesivni mutaci, vyskytujici se
v nékterych populacich s ¢etnosti asi 0,017. Jaké je riziko, Ze Zena C a muz D budou mit
dité s touto nemoci?

[HO

A

oI T &

?

Obrazek 2.13. Rodokmen s vyskytem Tay-Sachsovy choroby.

Reseni. Oznacme &etnost recesivni alely rs p = 0,017, Eetnost dominantni alely 7'S ozna-
¢me q. Plati g = 1 — p = 0,983. Jedinec s genotypem 7'ST'S je zdravy, jedinec s genotypem
tsts je nemocny a jedinec s genotypem 7'Sts je pienaSe¢ této choroby.



Kapitola 2. Pravdépodobnost v genetice 70

Pravdépodobnost, zZe Zena C je prenaSecCka, zjistime pomoci Hardyho-Weinbergova
principu jako 2pg =2-0,017-0,983 = 0,033, coz je pfiblizné %. Pokud je prenaSeckou,
pak s pravdépodobnosti 5 pfenese recesivni alelu na svého potomka.

Pravdépodobnost, Ze muz D je pfenasec, stanovime analyzou rodokmenu. Protoze jeho
sestra trpi Tay-Sachsovou chorobou, vime, Ze jejich rodi¢e (A a B) musi nutné byt oba
heterozygotni prenaSeci (7'Sts). Pravdépodobnost, Ze muz D je pienasSec, je % Je-limuz D
prenasecem, pak je pravdépodobnost %, Ze prenese recesivni alelu ¢s na svého potomka.

Celkova pravdépodobnost, Ze potomek jedinci C a D bude trpét Tay-Sachsovou cho-

robou, je tedy

1 1 2 1 1
30232 180 00

Toto riziko je mnohem vétsi, neZ u ndhodné€ vybraného ditéte v populaci, v niZ je Cetnost

mutantni alely 0,017. V takové populaci je Cetnost recesivnich homozygoti (tj. nemocnych
jedincii) g% = 0,000289.

O
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2.3 Cviceni

Priklad 2.3.1. [5] Zvolime ndhodné rodinu s tfemi détmi. Jaka je pravdépodobnost tohoto
jevu: vSechny 3 déti jsou divky, nebo nejmladsi je chlapec?

Reseni. Nejdiive si zavedme oznaleni. Jako jev A oznaéme jev, kdy vSechny tii déti jsou
divky. Jako jev B oznacme jev, kdy nejmladsi dité je chlapec. Vime, Ze vSechny moZzné
vysledky pokusu jsou: (m, m, m); (m, m, Z); (m, Z, m); (Z, m, m); (Z, Z, m); (Z, m, Z);
(m, Z, 7); (Z, Z, Z), kde m zna¢i muZské pohlavi, Z zna¢i Zenské pohlavi. Vime také, Ze
chlapct se rodi o néco vice neZ dévcéat. PovaZzujme ale pro jednoduchost obé pohlavi za
stejné€ pravdépodobnd. Potom vSechny vyjmenované vysledky jsou stejné pravdépodobné,
kazdy z nich m4 pravdépodobnost %.

Chceme zjistit jakd je pravdépodobnost jevu A UB. Jevy A,B se navzdjem vylucuji
(ANB = 0).Takze P(AUB) = P(A) + P(B).

Vypocitejme nejdiive pravdépodobnost jevu A. Mdme jediny moZny vysledek pokusu,
ve kterém jsou vSechny tii déti divky (7, Z, ). P(A) = 1. Nyni se podivejme na pravdépo-
dobnost jevu B. Mozné vysledky pokusu jsou: (m, m, m); (m, Z, m); (Z, m, m); (Z, Z, m).
P(B) = 3.

Nyni uzZ mizeme pocitat P(AUB) = P(A) + P(B) = % + % = % =0,625.

[

Priklad 2.3.2. [5] Zvolime ndhodné rodinu s tfemi détmi. Jaka je pravdépodobnost tohoto
jevu: dvé nejstarsi déti jsou divky, nebo jsou vSechny tfi déti stejného pohlavi?

Reseni. Nejdfive si zavedme oznaceni. Jako jev A ozna¢me jev, kdy dvé nejstarsi déti jsou
divky. Jako jev B ozna¢me jev, kdy vSechny tii déti jsou stejného pohlavi. VSechny mozné
vysledky jsou stejné jako v predeslém piikladé€, tj. (m, m, m); (m, m, Z); (m, Z, m); (Z,
m, m); (Z, Z, m); (Z, m, Z); (m, Z, 2); (Z, Z, Z). VSechny vyjmenované vysledky jsou stejné
pravdépodobné, kazdy z nich m4 pravdépodobnost %.

Chceme zjistit jakd je pravdépodobnost jevu A U B. Ale v tomto piikladé€ se jevy A, B
nevylucuji, tj. AN B #£ 0. Jevy A, B maji spole¢ny neprazdny pranik.

Vypocitejme nejdiive pravdépodobnost jevu A. Dvé nejstarS$i déti jsou divky, tomu
odpovidaji tyto moznosti: (z, Z, m); (Z, Z, ). P(A) = %. Nyni se podivejme na pravdépo-
dobnost jevu B. Mozné vysledky pokusu jsou: (m, m, m); (%, Z, Z). P(B) = %. Vidime, Ze
moznost (Z, Z, Z) je prunikem jevi A,B. P(ANB) = %.
Celkové tedy P(AUB) = P(A)+P(B) —P(ANB) =2 +2 -1 =3-0375

[

vvvvv

Reseni. Kdy7 heterozygot Aa tvoii gamety, polovina z nich obsahuje alelu A a polovina
z nich obsahuje alelu a. Pravdépodobnost, Ze urcitd gameta obsahuje dominantni alelu A,
je tedy % Stejné tak pravdépodobnost, Ze urcitd gameta obsahuje recesivni alelu a, je %
Gamety se kombinuji ndhodné. Pfedpokladejme kiiZeni Aa x Aa. Existuji dvé moZnosti
vzniku heterozygota Aa - alela A miZe pochdzet od vajicka a alela a od spermie, nebo
naopak. Pravdépodobnost, Ze alela A pochdzi od vajicka a alela a od spermie, je % . % = %.
Podobné pravdépodobnost, Ze alela A pochazi od spermie a alela a pochédzi od vajicka, je

% . % = }T. Celkové tedy pravdépodobnost, Ze zygota bude Aa, je % + zlt = % =0,5.
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]

Priklad 2.3.4. [10] Mendel zjistil, Ze tfi znaky u hrachu (vyska, barva kvétu a tvar lusku)
jsou urcovany rdznymi geny a Ze tyto geny se segreguji nezavisle. Pfedpokladejme, Ze
vysoké rostliny s fialovymi kvéty a klenutymi lusky jsou kiiZeny s nizkymi rostlinami
s bilymi kvéty a zaSkrcovanymi lusky a Ze vSechny rostliny F; jsou vysoké, s fialovymi

kvéty a klenutymi lusky. JestliZe u téchto rostlin z F; dojde k samooplozeni, jaka ¢4st jejich
potomstva podle ocekavani

a) bude mit vSechny tfi dominantni fenotypy;

b) bude vysokd, s bilymi kvéty a zaSkrcovanymi lusky;

c) bude heterozygotni ve vSech tfech genech;

d) bude mit v genotypu alespoii jednu dominantni alelu kazdého z gent?

Reseni. Nejprve si zapi$me kiiZeni pomoci fenotypi. V rodi¢ovské generaci je vysok4, fia-
lova, klenuta x nizka, bild, zaskrcovand. F; generace je vysokd, fialova, klenuta. Z fenotypu
Fj pozname, Ze alely pro vysoky vzrust, fialové zbarveni a klenuté lusky jsou dominantni
a ze alely pro nizky vzriist, bilé zbarveni a zaSkrcované lusky jsou recesivni.

Oznacme si nyni alely. Alelu pro vysoky vzrist ozna¢me A, alelu pro nizky vzrist
oznacme a. Alelu pro fialovou barvu ozna¢me B, alelu pro bilou barvu ozna¢me b. Alelu
pro klenuty lusk oznac¢me C, alelu pro zaskrcovany lusk oznac¢me c.

p. AA BB CC x aa bb cc

vysoka, fialova, klenuta nizka, bila, zaskrcovana

F;: Aa, Bb CC

vysoka, fialova, klenuta

Obrazek 2.14. Zapis kiiZeni.

Nyni se zaméfime na to, co se stane po samooplozeni rostlin /7. Budeme hledat feseni
pro kazdy gen zvlast a poté slou¢ime vSechna feSeni v kone¢nou odpovéd. ProtoZe se dané
tii geny segreguji nezavisle, miZeme jejich pravdépodobnosti nasobit.

2 A— B— C—
w A— bb cc
o Aa Bb Cec
oy A— B— C—

Obrazek 2.15. Zapis hledanych genotypa.



Kapitola 2. Pravdépodobnost v genetice 73

a) Zajimé nas, jaka cast potomstva bude mit vSechny tfi dominantni fenotypy. To zna-
mend, Ze v genotypu se musi vyskytovat vZdy alesponl jedna dominantni alela. Podivejme
se na gen pro vysku rostlin. Pravdépodobnost, Ze potomek bude vykazovat dominantni
gen, Je . (VSechny moZnosti jsou AA,Aa,aA,aa. Vyhovuji z nich 3 moZnosti.) Podobné
pro geny pro barvu kvétd a tvaru luski. Cdst potomstva, kterd bude vykazovat viechny tfi
dominantni fenotypy, je proto 7 -3 -7 = 27 =0,421875.

b) Zajima nds, jakd Cast potomstva bude vysokd, bild a zaSkrcovand. To znamend, Ze
v genotypu musi byt dominantni alela A a ddle musi byt jedinec recesivni homozygot bb,cc.
Pravdépodobnost, Ze jedinec bude mit v genotypu dominantni alelu A Je . Pravdépodob-
nost, Ze jedinec bude recesivni homozygot, je 4 Celkové tedy 3 1 Z 7= 64 =0,046875.

¢) Zajima nds, jaka cast potomstva bude heterozygotni Ve vSech tfech genech. Pravdé-
podobnost, Ze jedinec bude heterozygotm v Jednom genu, Je . Cést potomstva, kterd bude
trojndsobn& heterozygotni, je pak 1 53 E 5= 8 =0,125.

d) Zajima nés, jakd ¢4st potomstva bude mit v genotypu alesponi jednu dominantni alelu
kazdého z geni. Genotypové se jednd o A — B — C—. Kazd4 soucdst genotypu se vyskytuje
S pravdépodobnostf %. Cist potomstva s alespoii jednou dominantn{ alelou v kazdém z genti
je3-2.3=27=0421875.

]

Priklad 2.3.5. [5] Je zndmo, Ze urcity 1€k dspésné 1é¢i dané dané onemocnéni v 90%
piipadl. Je-li poddn 10 pacientlim, jaka je pravdépodobnost, Ze alesponi 8 z nich bude
vyléceno?

Reseni. Mame n = 10, p = 90% = %,q = %. Pravdépodobnost, Ze alespon 8 pacientl
bude vyléceno, je

(G () () () () oo

Priklad 2.3.6. Urcete, jaka je pravdépodobnost, Ze se v rodin€ se ¢tyfmi détmi narodi dvé
divky a dva chlapci.

ReSeni. Madme n=4,p

HOIOE N

Pravdépodobnost, Ze se v rodin€ narodi dva chlapci a dvé divky, je 37,%.
]
Priklad 2.3.7. [10] Fenylketonurie je metabolicka choroba u ¢lovéka, ktera je zptisobena

recesivni alelou k. JestliZe uzaviou siatek dva heterozygotni prenaseci této alely a planuji
rodinu s péti détmi, jakd je pravdépodobnost, Ze
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a) vSechny déti budou zdravé;

b) Ctyfi déti budou zdravé a jedno bude mit fenylketonurii;
c) alespon tfi déti budou zdravé;

d) prvni dit€ bude zdrava dcera?

Reseni. Na zaltku si musime uvédomit, jakd je pravdépodobnost narozeni zdravého
a nemocného ditéte. Dité¢ bude trpét nemoci, pokud bude recesivnim homozygotem pro
alelu k, tzn. bude mit genotyp kk (v obrazku 2.16 vyznaceno oranZovou barvou). Dité
bude zdravé, pokud bude mit jeden ze zbylych genotypt, tj. KK nebo Kk (v obrazku 2.16
vyznaceno modrou barvou).

Kk x Kk
K k
K|KK| Kk
k| Kk | kk

Obrazek 2.16. KiiZeni dvou heterozygoti (fenylketonurie).

Pravdépodobnost, Ze dité bude zdravé, je p = %. Pravdépodobnost, Ze dité¢ bude ne-
mocné, je g = }‘. Pro kaZdé narozeni ditdte plati pravddpodobnost 1, 7e to bude chlapec,

a % 7e to bude dévce.

a) Chceme vypocitat pravdépodobnost, Ze vSech pét déti bude zdravych.

Q) -

b) Chceme vypocitat pravdépodobnost, Ze Ctyfi déti budou zdravé a jedno bude nemocné.

RN o

c) Ke zjisténi pravdépodobnosti, Ze alespoii tii déti budou zdravé, vypocteme tieti clen
binomického rozdéleni a pri¢teme ho k prvnimu a druhému ¢lenu.

OO ()W (L)) -

d) Chceme vypocitat pravdépodobnost, Ze prvni dité bude zdrava dcera. K urceni této
pravdépodobnosti pouzijeme pravidlo ndsobeni (jsou to nezdvislé jevy).

31 3
2. - =2=0375
4278 7



Kapitola 2. Pravdépodobnost v genetice 75

]

Priklad 2.3.8. V néjaké populaci je 5% diabetikii; 2% populace jsou diabetici kufaci. Jaka
je pravdépodobnost, Ze ndhodné zvoleny diabetik je kufdk?

Reseni. Ozna¢me si A jev, Ze ndhodny ¢lovék z dané populace je diabetik. Ze zadan{ vime,
%e P(A) = 5% = 135. Ozna¢me si B jev, Ze dany ¢lovék je kufdk. Ze zadani vime, Ze 2 %
populace jsou diabetici kuféci, tzn. P(ANB) = 2% = 100

Zajima nds pravdépodobnost, Ze ndhodné zvoleny diabetik je kufdk, tzn. pravdépo-
dobnost toho, Ze zvoleny Clovék je kufdk za podminky, Ze je diabetik. Chceme vypocitat

P(B|A).
Ted
g 2
p(B|A):—P(BmA) :w:%:(m
P(A) 15% 5 7

]

Priklad 2.3.9. [11] V nasledujici tabulce jsou uvedeny zjisténé hodnoty pro testovani
pritomnosti protilatek na lakt6zu v kravském mléce a na lepek v obilovindch. Ob¢ testo-
vani byla provedena na souboru 300 lidi. Byl pouZit hypoteticky samodiagnosticky test
potravinové intolerance AlergSeeker. Vypocitejte ukazatele spravnosti u obou testovani.
Porovnejte prediktivni hodnotu pozitivniho testu pfi zjisStovani protilatek na laktézu a na
lepek.

vysledek testu ovéreni skutefné intolerance celkem
(laktéza) piit. protildgtek (H') | nept. protildtek (H)

pozitivai (A%) 44 | 45

negativai (A7) | 254 255
celkem 45 255 300

vysledek testu ovéreni skutecné intolerance Ik
(lepek) piit. protildtek (H*) | nept. protildtek (H) R

pozitivai (A*) 19 0 19

negativni (4°) 2 279 281
celkem 21 279 300

Obrazek 2.17. Zjisténé hodnoty test AlergSeeker.

Reseni. Intolerance laktézy:
« senzitivita: P(AT|H") = 33 = 0,978
* specifita: P(A"|H™) = %— 0,996

« prediktivni hodnota pozitivniho testu: P(H|AT) = 42 = 0,978

4;

» prediktivni hodnota negativniho testu: P(H |A™) = %i 0,996

Introlerance lepku:
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« senzitivita: P(AT|H) = 12 = 0,905

* specifita: P(A"|H™) = % =1

. e s .. . _ 19 _
prediktivni hodnota pozitivniho testu: P(H"|A") = ;5 =1

» prediktivni hodnota negativniho testu: P(H|A™) = % =0,993

Test vykazuje u zjiSfovani intolerance laktdzy i lepku vysoké hodnoty. Prediktivni hodnota
pozitivniho testu u zjiSfovani alergie na lepek je 100%. Tzn. zZe pokud test vyjde pozitivni,
tak je dand osoba skutecné alergickd na lepek.

]

Priklad 2.3.10. [11] V nésledujici tabulce jsou uvedeny Ctyfi neinvazivni zatéZové kardio-
testy, coz jsou testy ¢innosti srdce. Dopliite chybéjici data v tabulce a na zdklad€ senzitivity
a specifity porovnejte kvalitu téchto testa.

druh testu pqéel o zjisténé hodnoty s e EECrlich
pacientu ‘ (%) (%o)
N . ovéfeni piitomnosti nemoci |
L sitéiovis EKG 11671 visledek testu pritonma (H') nepiitomna (H') | 71,2
pozitivai (A7) 2345 : ’
negativai (A7) 1047 5790 |
ledek testi _ overeni 1{f{lg!lllll(l4li 'ne!unui i :
9 zatd¥ovy SPECT 3343 a Priromna (H7) nepfitomia (H)
: pozitiviri (A7) 1024 641 :
negativiri (A7) 433 1245 |
e SAldER b ovefeni piitomnosti nemoci :
3. lalez?\'a b : pritomna (H') nepiitomna (H) 74,2
echokardiografie pozitini (A7) 360 : ¥
negativii (A7) 59 224 |
S —_ ieledek testi ovéfeni piitomnosti nemoei |
4. zitéiova magneticki i ) pritonma (H') nepfitomna (H) | 90,2 85,2
rezonance pozitivai (A7) 204 |
negativii (4°) 271 |

Obrazek 2.18. Tabulka k doplnéni.

Reseni. Hodnoty dopocitdme z definice senzitivity a specifity. Jako nejméné kvalitn{ z4-
tézovy kardiotest s jevi SPECT, naopak jako nejvice kvalitni se jevi magneticka rezonance.

s potet i 5 senzitivita specificita
druh testu PR zjisténé hodnoty (%) (Ya)
; oveéreni pritomnosti nemoci
B vysledek testu - H - )
1. zitédovi EKG 11671 ‘ i pritonma (i27) mpnmn:iiu . 70,4 b o)
pozitivai (A7) 2489 2345
negativii (4) 1047 5790
3 ovéieni piitomnosti nemoct
vysledek testu = H o i
:. Zéléil)\}" SPE('T 3343 }JUNJU’IU’U {: ) mPHfUliiilU {: ) 7“‘3 6(,
pozitivai (A7) 1024 641
negativii (A7) 433 1245
el ol e ovéreni l]mi'-l“ti)llllll)s[i nemoet
3 zitéiova 721 vysledek testu pritomna (H™) nepritomna (H) 86 742
echokardiografie pozitivni (A7) 360 78 ’
negativni (4°) 59 224
e o wlodek tostu | ———oveieni pritomnosti uemoci.
4 | ratéiovi magneticka 644 ) * pritomna (H)_|_nepitomna () 90.2 852
rezonance pozitivni (A7) 294 47
negativai (47 32 271

Obrazek 2.19. Doplnéna tabulka.
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Priklad 2.3.11. [10] U 1000 lidi v jedné izolované osad€ byly zjistény nasledujici idaje
o krevnich skupinich A, B, AB, 0: Urcete Cetnost alel 4,18, i genu pro krevni skupinu

krevni skupina | pocet lidi
A 42
B 672
AB 36
0 250

Tabulka 2.6: Zjisténé udaje o krevni skupiné.

A-B-0.

Reseni. Oznaéme si Cetnosti alel pifslusného genu I4,78,i jako p,q,r. Budeme piedpo-
kladat, ze genotypy jsou v Hardyho-Weinbergovych proporcich. Nejprve urcime cetnost
alely i, tedy r. Cetnost krevni skupiny 0 je podle udaju z tabulky % = 0,25. To odpovida
&etnosti genotypu ii, tedy r2. Cetnost alely i vypocitame tedy jako r = 1/0,25 = 0,5.

K uréenf Getnost p alely I vime, Ze (p + r)2 = p? +2pr+ r* odpovidd kombinované
Cetnosti krevnich skupin A (p*>+2pr) a0 (r*). Kombinované etnosti jsou 421&%30 =0,292.
Polozime (p +r)? = 0,292, odmocnime p + r = 0,540. Nyni vypo&itime Cetnost p alely
14 jako p = 0,540 — r = 0,540 — 0,5 = 0,04.

Sta&f uz dopocitat Cetnost g alely I2. K tomu vyuzijeme pravidlo p+¢g+r = 1, tudiz
g=1—p—r=1-0,04—-0,5=0,46.

]

Priklad 2.3.12. Albinismus je neschopnost syntézy pigmentu melaninu. Je to recesivné
dédi¢né onemocnéni. V populaci se vyskytuje jeden albin (aa) na 10 000 obyvatel. Jaka je
pravdépodobnost, Ze dva ndhodni jedinci z populace budou mit nemocného potomka?

Reseni. Potiebuji zjistit jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrani jedinci z populace
budou heterozygoti Aa (zdravi pfenaSeci). Ze zaddni zndme Cetnost genotypu aa, tzn.
q* = 1655 = 0,0001. TakZe Cetnost alely a je g = ,/0,0001 = 0,01. Cetnost alely A spo&itdm
jako p = 1 — g = 0,99. Cetnost heterozygott je 2pg =2-0,01-0,99 = 0,0198.

Pokud je jedinec heterozygot, pak je pravdépodobnost 1, 7e piedd recesivni alelu
svému potomkovi. Pravdépodobnost, Ze se ndhodni zdravi heterozygoti potkaji a budou
mit postizeného potomka je:

0,0198 - % -0,0198 - % = 0,000098.
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z Yz

Cilem moji diplomové prace bylo propojit vybrané ¢asti matematiky a biologie. Cilem bylo
popsat vyuZziti matematiky v biologii a vytvofit inspirativni materidl pro ucitele biologie,
ktefi nemaji jako druhou aprobaci matematiku, a pro ucitele matematiky, ktefi nemaji jako
druhou aprobaci biologii.

Cilem prace bylo ukazat uplatnéni matematiky v biologii. Jsem si védoma, Ze téma je
velice bohaté. Vyuziti matematiky bychom v biologii mohli najit mnohem vice. Nékteré
aplikace matematiky jsou ovSem nad rdmec stiedoSkolského uciva. Do své prace jsem
vybrala jen nékolik témat. Témata do diplomové prace jsem vybirala s ohledem na jejich
narocnost tak, aby stfedoskolsti studenti méli potfebné znalosti z obou pfedmétd. Rozhodla
jsem se v praci vénovat vyuZiti statistiky a pravdépodobnosti. Vice témat uz bych v rozsahu
diplomové prace nebyla schopna zpracovat.

Musim asponi zminit nékteré dalsi aplikace matematiky v biologii, které mi pfijdou
velice zajimavé a daly by se také zpracovat a vyuZit pfi vyuce.

* aplikace exponencidlni funkce ve vybranych populacnich modelech
* uplatnéni logickych funkci pfi matematickém modelovani neuronu
* aplikace funkci pii zkoumdni zavislosti v pfirodé

* fraktdlovd geometrie

* zlaty fez

* deterministické modely (napr. rist bunécné populace, dravec a kofist, Sifeni epide-
mie)
 odhad bazélniho energetického vydeje organismu
Pfinos diplomové prace spatiuji v moznosti ukdzat studentiim propojeni matematiky
abiologie a také predevsim v feSenych piikladech. Myslim si, Ze na konkrétnich piikladech

studenti 1épe vidi praktické vyuZziti vybranych pojmi. Pfinos vidim ve vytvofeni materidlu,
ktery poslouZzi jako inspirace pro stfedoSkolské ucitele.
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