Zaklady korelacni analyzy

Doposud jsme se z hlediska biostatistiky zabyvali hodnocenim spojitych a diskrétnich
nahodnych veli¢in v jedné nebo vice odliSitelnych experimentalnich skupindch. Tato kapitola
ptedstavuje uvod do korelacni analyzy, s jejiz pomoci hodnotime vzajemny vztah dvou a vice
spojitych nahodnych veli¢in. Nejjednodussimi néstroji pro kvantifikaci tohoto typu vztahu
jsou tzv. korelacni koeficienty, dva nejpouzivanéjs$i znich zde uvadime: Pearsonliv a
Spearmantv korelacni koeficient.

Ptedpokladané vystupy z vyuky:

1. Student zna realné piiklady hodnoceni vztahu dvou spojitych veli¢in

2. Student umi definovat Pearsonliv a Spearmaniiv korelacni koeficient a zna rozdily v jejich
pouziti

3. Student rozumi principtim vypoctu Pearsonova a Spearmanova koeficientu

4. Student je schopen identifikovat situace kdy je vypocet Pearsonova a Spearmanova

koeficientu zavadéjici

Student dokaZe sestrojit interval spolehlivosti pro Pearsonliv i Spearmantv koeficient

6. Student je schopen testovat hypotézu, ze korela¢ni koeficient je roven nule

e

1 Uvod

Problematika hodnoceni vztahii a souvislosti mezi dvéma a vice spojitymi veli¢inami,
ktera je zédkladem tzv. korelaéni a regresni analyzy (correlation and regression analysis) je
velmi vyznamnou oblasti biostatistiky [1, 2]. Ukoly, které miizeme fesit pomoci tohoto typu
metod, jsou nésledujici:

1. Zjistit, zda mezi sledovanymi spojitymi veli¢inami existuje potencialni vztah, napt. zda
vys§i hodnoty jedné nidhodné veli¢iny souviseji s niz§imi hodnotami jiné nihodné
velic¢iny. Mlizeme se napft. ptat, zda vysSe systolického krevniho tlaku souvisi s konzumaci
sodiku, nebo zda vyssi hladina krevni glukozy souvisi s vyssi hladinou jiné latky v krevni
plazmé.

2. Predikovat hodnoty jedné ndhodné veli¢iny na zdklad€ znalosti hodnot jinych ndhodnych
veli¢in. Nasim cilem mize byt napt. predikce hodnot koncentraci n¢jaké tézko métitelné
latky v prostfedi na zaklad¢ znalosti koncentraci latek piibuznych, které vSak tézko
méfitelné nejsou.

3. Kvantifikovat vztah mezi dvéma spojitymi ndhodnymi veli¢inami, napf. pro pouziti jedné
z nich na misto té druhé jako diagnostického testu. Mizeme si napt. klast otazku, jak moc

spolu souvisi hladiny dvou krevnich bilkovin, kdyZz bychom méteni jedné z nich chtéli
nahradit druhou.

Nejjednodussim zplsobem, jak zjistit, zda hodnoty dvou spojitych ndhodnych veli¢in
spolu néjak souvisi, je vykresleni bodového grafu (scatter plof), ktery nam ukazuje, jak
hodnoty jedné veli¢iny rostou nebo klesaji v zavislosti na druhé veli¢in€. Ptiklad bodového



grafu je uveden na obrazku 1, kde je zobrazena vyska a hmotnost studentli predmétu
Biostatistika pro matematickou biologii v jarnim semestru 2010. Vysledek je ocekavany,
s vys§i vyskou ma tendenci rist i hmotnost, nicméné vzhledem k tomu, Ze zobrazené body
nelezi na pfimce, nelze fici, Ze by mezi vyskou a hmotnosti byl pfesn¢ linearni vztah.
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Obr. 1 Bodovy graf hodnot vysky a hmotnosti studentii matematické biologie.

2 Pearsonuv korelaéni koeficient

Nevyhodou bodového grafu je samoziejmé¢ absence kvantifikace funkéniho vztahu
sledovanych veli¢in. Kvantifikace obecného funkéniho vztahu je obtizna, pro kvantifikaci
linearniho vztahu ndhodnych veli¢in byl zaveden tzv. Pearsontiv Kkorela¢ni koeficient
(Pearson correlation coefficient). V teoretické podobé ho Ize pro ndhodné veli€iny X a Y
s nenulovym rozptylem vyjadfit nasledovne:

E((X -EX)(Y -EY))

DX /DY

R(X.,Y)= (11.1)

Je dilezité zdlraznit, Ze Pearsontv korelacni koeficient charakterizuje pouze linearni vztah,
jinak feceno odrazi pouze variabilitu kolem linearniho trendu. Pro kvantifikaci nelinedrnich
zavislosti je naprosto nevhodny. Zakladni vlastnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu je, Ze
nabyvéa pouze hodnot z intervalu <— 1,1> s tim, Ze hodnota R(X.Y) je kladna, kdyz vyssi

hodnoty nahodné veli¢iny X souvisi s vy$§imi hodnotami ndahodné veli¢iny Y, a naopak je
zapornd, kdyZz niz8i hodnoty X souvisi s vysSimi hodnotami Y. Hodnoty 1, respektive -1,
ziskame pouze v piipadé, kdy body zobrazené v bodovém grafu lezi na pfimce s kladnou,
respektive zapornou smérnici.

2.1  Vypocet Pearsonova korela¢niho koeficientu

Teoreticky vypocet R(X,Y) je podminén znalosti konkrétniho rozd€leni pravdépodobnosti
nahodného vektoru (X,Y), coz se v praxi stava velmi ziidka. Linearni vztah ndhodnych veli¢in
X a Y tak kvantifikujeme na zadklad¢ vybérového souboru. Vybérovy Pearsontiv korela¢ni



koeficient standardn¢€ znaCime r a pfi jeho vypoctu vychazime z realizace dvourozmérného
nahodného vektoru o rozsahu n, tedy dvojic pozorovanych hodnot ndhodnych veli¢in X a Y
pro prvni az n-tou experimentalni jednotku:

X[ X2 X,
1) () s
yl y2 yn

Vypocet vybérového Pearsonova korelacniho koeficientu je pak nasledujici:

z;(x,- = X)) _ z; Xy, “hxy

- J Y=Y (v -y (s, (11.3)

kde xa y jsou vybérove primery, s, as, jsou vyberové smérodatné odchylky. Na obrazku 2

jsou zobrazeny realizace ndhodnych veli¢in X a Y a k nim pfislusné vybérové korelacni
koeficienty pro Ctyfi rtizné situace: graf vlevo nahote odpovidé Gplné linearni zavislosti; graf
vpravo nahote ukazuje priklad relativné silné zdporné korelace; vlevo dole pak vidime slabé
kladné korelované veli¢iny; vpravo dole jsou nakonec zobrazeny veli¢iny nekorelované.

Priklad 1. Vypocitejme vybérovy Pearsontv korelacni koeficient kvantifikujici korelaci
mezi vySkou a hmotnosti studentli pfedmétu Biostatistika pro matematickou biologii v jarnim
semestru 2010. Pozorované hodnoty (realizace ndhodného vektoru o rozsahu n = 13) jsou
uvedeny v tabulce 1, navic jsou pfedmétem obrazku 1.

Tabulka 1 Pozorované hodnoty vysky a hmotnosti 13 studentii.

175 166 170 169 188 175 176 171 173 175 173 174 169
69 55 67 52 90 53 57 57 68 73 62 90 63

Vypocet vybérovych statistik pro jednoduchost vynechame (laskavy ctenai si je mize
jednoduse dopocitat na ziklad¢ dat v tabulce 1), dosazenim do vztahu (11.3) ziskame
nasledujici hodnotu vybérového Pearsonova korelacniho koeficientu:

" Xy, —nxy -
r:ZiZI JiTnxy _148929-1484172 _ o

, 11.4
(n=1)s,s, (13-1)*53*12.5 (114)

Hodnota » =0,64 ukazuje na silnou korelaci, kdy s vyssi vyskou roste i hmotnost, coz
odpovida ocekavani, nicméné¢ je tieba si uvédomit malou velikost vybérového souboru a dvé
odlehlé hodnoty na obrazku 1 odpovidajici hmotnosti 90 kg, které uplné nekoresponduji se
zbytkem souboru. Ob¢ tyto skute¢nosti ovlivituji vyslednou hodnotu r.
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Obr. 2 Ukazky realizaci nahodnych velicin X a Y a vypoctené vybérové korelacni koeficienty.

Jako kazdou vybérovou statistiku je i vybérovy Pearsonliv korela¢ni koeficient » vhodné
doplnit 100(1 — a)% intervalem spolehlivosti, ktery ndm da informaci o variabilité¢ tohoto
odhadu. Na rozdil od vypoétu bodového odhadu, ktery lze vypocitat na datech z riznych
rozdeleni, je vSak v piipad¢, ze chceme rozhodovat o vlastnostech Pearsonova korela¢niho
koeficientu (napft. konstruovat interval spolehlivosti pro » nebo testovat hypotézy o r), nutné
ucinit pfedpoklad o normalit¢ ndhodnych veli¢in X a Y. Jinymi slovy, pii vypoctu r
predpoklddame realizaci dvourozmérného nahodného vektoru z dvourozmérného normalniho
rozdeleni o rozsahu n. DalSim problémem pfi konstrukci intervalu spolehlivosti pro » je fakt,
ze vybérové rozdéleni vybérového korelacniho koeficientu neni normalni. Abychom byli
schopni interval spolehlivosti zkonstruovat, je tfeba pouzit transformaci na nahodnou veli¢inu

W, ptiCemz transformace je nasledujici:

Interval spolehlivosti pro Pearsoniiv korela¢ni koeficient



1 1+r
w=-1 .
5 n[l—r] (11.5)

Lze ukéazat, Ze ndhodna veli¢ina W ma normalni rozdéleni s rozptylem pfiblizné
D(W)=1/(n-3), kde n je velikost vybérového souboru. Vzhledem k normalité veli¢iny W
ma 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro jeji stfedni hodnotu tvar

£ E 1
d . h)=wkz ) ——— (11.6)

Jn=3"

kde z1.q je ptislusny kvantil standardizované¢ho normalniho rozdéleni. Vysledny 100(1 — a)%
interval spolehlivosti pro » pak dostaneme zpétnou transformaci ve tvaru

(d’h):(exp(Zd*)—l_ exp(2h*)—l} (11.7)

exp(2d ) +1 exp(2h") +1

Priklad 2. Navazeme na ptiklad 1, kde byl vypocitan vybérovy korelac¢ni koeficient pro
vztah vySky a hmotnosti studenti biostatistiky. Nyni pro » = 0,64 zkonstruujeme 95% interval
spolehlivosti. Realizace transformované nahodné veli€iny je nésledujici:

1. 1+0,64
w=—In
2 1-0,64

=0,758, (11.8)

Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny W's a = 0,05 ma tvar
(d",h")=0,758+1,96/-/13-3 =(0,138;1,377), (11.9)

z ¢ehoz plyne vysledny 95% interval spolehlivosti pro vybérovy korelacni koeficient vztahu
vysky a hmotnosti studentli biostatistiky

(o) = (exp(2d*) —1 exp(2h’)-1

L : =(0,14;0,88). 11.1
exp(2d )+1 exp(2h )+lj ( ) ( 0)

Z vysledku vidime, Ze 95% interval spolehlivosti je velmi Siroky, nebot” pfipousti jak hodnoty
odpovidajici silné korelaci (» = 0,88), tak hodnoty odpovidajici velmi slabé, nebo spiSe zadné
korelaci (» = 0,14). Zde je na vin¢ zejména maly rozsah vybérového souboru, nebot’ je ziejmé,
ze na zéklad¢ n = 13 pozorovani je velmi obtizné délat zasadni zadvéry ohledné vztahu dvou
nahodnych veli¢in.



2.3  Test hypotézy o nulové korelaci dvou nahodnych veli¢in

I v pfipadé¢ malého vybérového souboru, jaky byl pouzit napt. v ptikladech 1 a 2, je
logické klast si otdzku, zda je ¢i neni korelace dvou sledovanych veli¢in nulova. Tato situace
vede na testovani nasledujicich hypotéz:

H,:r=0, H :r#0. (11.11)

Pro testovani je nezbytny ptedpoklad realizace dvourozmérného ndhodného vektoru o rozsahu
n z normalniho rozdé€leni, coz znamend, ze mame k dispozici nahodny vektor

GGG R (9 ST

Za platnosti nulové hypotézy pak ma statistika

(11.13)

Studentovo ¢ rozdéleni pravdépodobnosti s n — 2 stupni volnosti. Pro oboustrannou alternativu
zamitdme nulovou hypotézu na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05, kdyZ hodnota testové statistiky

presahne v absolutni hodnoté kvantil #”7). Je tfeba poznamenat, Ze testovou statistiku T

nelze pouzit pro testovani obecné hypotézy H,:r =r, #0, nebot’ pro r rizné od nuly nema
testova statistika Studentovo ¢ rozdéleni. Postup pro testovani hypotézy H, :r =r, # 0lze najit

napt. v [3].

Priklad 3. Provedeni testu o nulové korelaci dvou ndhodnych veliin opét
demonstrujeme na datech vysky a hmotnosti studentii biostatistiky. Realizace testové
statistiky dané vztahem (11.13) je nasledujici

n—22 = 0,64 13—22
1-r 1-0,64

t=r

=2,76. (11.14)

Srovname-li vyslednou hodnotu testové statistiky ¢ s kvantilem Studentova ¢ rozdéleni
prislusnym hladiné vyznamnosti a = 0,05, tedy provedeme-li srovnani

t=276>220=1¢') =t"7, (11.15)

zamitame H, o tom, Ze mezi vySkou a hmotnosti studenti biostatistiky je nulova korelace.



Jak bylo uvedeno vySe, Pearsoniiv korelacni koeficient kvantifikuje miru linedrniho
vztahu mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y. Jeho vypocet je tedy naprosto nevhodny
v situacich, kdy se o linearni vztah mezi X a Y nejednd. Obrazek 3 ukazuje Ctyii situace, kdy
vypocet vybérového Pearsonova korelacniho koeficientu nemé smysl, respektive kdy miize
byt jeho vypocet z hlediska interpretace zavadéjici. Graf vlevo nahoie znazoriiuje situaci, kdy
vybérovy soubor obsahuje dvé skupiny subjekti s odliSnymi hodnotami ndhodnych veli¢in X 1
Y. Ve chvili, kdy si tohoto nejsme védomi, vypocet vybérového Pearsonova korela¢niho
koeficientu indikuje silnou korelaci X a Y (» = 0,84), kterd je dokonce na daném souboru
vysoce statisticky vyznamna (p < 0,001). Tento vysledek je vSak statisticky artefakt a ve
skute€nosti neni relevantni. Idedlni by v tomto ptfipadé bylo soubor rozdélit a kvantifikovat
korelaci v obou podsouborech zvlast' (podle obrazku je korelace X a Y v podsouborech
naopak velmi mald). Graf vpravo nahofe ukazuje situaci, kdy je mezi veli¢inami X a Y
nelinearni vztah. Také zde je vysledny korelacni koeficient (» = 0,58) relativné vysoky,
statisticky vyznamny a zaroven neodpovida skutec¢nosti. Vlevo dole pak vidime, jaky vliv ma
odlehla hodnota v pfipadé dvou nezavislych (a tedy i nekorelovanych) veli¢in X a Y.
Vzhledem k nezévislosti bychom c¢ekali realizaci » kolem 0, nicméné zde vidime vysledné r
rovno 0,36, opét statisticky vyznamné (p = 0,009). Konecné, graf vpravo dole ukazuje vliv
velikosti vybérového souboru na statistickou vyznamnost korelacniho koeficientu. V tomto
ptipadé je korelace mezi veli¢inami X a Y velmi slaba az zadné (» = 0,09), nicmén¢ velikost
vybérového souboru je tak velkd (n = 500), ze statisticky test indikuje statisticky vyznamny
rozdil » od hodnoty 0. Toto je klasicky ptiklad rozporu mezi statistickou a praktickou
vyznamnosti vysledku, kdy je nezbytné kromé statistiky do vysledné interpretace zapojit i
znalost dané problematiky. VSechny ¢tyfi problematické ptipady Ize velmi dobie odhalit
s pouzitim bodového grafu, ktery by mél byt jednim z prvnich krokd pii hodnoceni
vzajemného vztahu dvou spojitych ndhodnych velicin.
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Obr. 3 Problematické situace pro vypocet Pearsonova korelacniho koeficientu.

3 Spearmaniiv korelacni koeficient

Zatimco prvni situaci na obrazku 3 lze feSit rozdélenim souboru na dva a naslednym
vypoctem korela¢niho koeficientu v obou podsouborech, v situaci odpovidajici grafu vpravo
nahofe nema smysl Pearsontiv korela¢ni koeficient pocitat vliibec, nebot’ ten odrdzi pouze
linearni zévislost. Roz$ifeni smérem k hodnoceni urcitych forem nelinearni zavislosti
predstavuje tzv. Spearmaniiv korela¢ni koeficient (Spearman rank-correlation coefficient).
Jednd se o neparametricky korelacni koeficient, ktery je robustni vii¢i odlehlym hodnotam a
obecné odchylkdm od normality, nebot’ stejné jako tada dalSich neparametrickych metod
pracuje pouze s pofadimi pozorovanych hodnot. Na rozdil od Pearsonova koeficientu
korelace, ktery popisuje linearni vztah veliCin X a Y, Spearmantv koeficient korelace
popisuje, jak dobfe vztah veli¢in X a Y odpovidd monotonni funkci, kterd mulze byt

samoziejme nelinedrni.



Pti vypoctu opét vychazime z realizace dvourozmérného nahodného vektoru o rozsahu n,
tedy dvojic pozorovanych hodnot ndhodnych velicin X a Y pro n subjektti. Dale definujme
¢islo x,; jako poradi hodnoty x; v rdmci vzestupné uspotadanych hodnot xy, ..., x,, ¢islo y,; jako
pofadi hodnoty y; v ramci vzestupné uspofadanych hodnot yi, ..., y,, €isla X, a y, jako
pramery hodnot x,;, respektive y, (tedy jako primérna pofadi), a Cisla s, a s, jako

odpovidajici smérodatné odchylky. Spearmaniv korelacni koeficient, oznaéme ho r;, pak
vypocitame pomoci vzorce

’41— xriyri _nxryr
= , (11.16)
(n )Sx,syr

coZ neni nic jiného nez vzorec pro vybérovy Pearsontiv korelacni koeficient pocitany na
potadich pozorovanych hodnot. Hodnoty 7 se pohybuji stejné jako v ptipadé koeficientu r
v rozmezi od -1 do 1. Hodnot kolem nuly nabyva Spearmantiv korela¢ni koeficient v ptipad¢,
ze potadi hodnot x; a y; jsou ndhodné zptehdzena a mezi sledovanymi veli¢inami neni Zadny
vztah. Naopak hodnot -1 a 1 nabyva Spearmaniv korelacni koeficient v piipad¢€, ze jedna
z veli¢in je monotonni funkci druhé veli¢iny.

Vypocetni alternativou ke vzorci (11.16) je vypocet zalozeny na diferencich potradi
pozorovanych hodnot, které definujeme jako d, = x,, — y,,. Hodnotu Spearmanova korela¢ni

koeficient pak odhadneme pomoci vztahu

n 2
624" (11.17)

r=1- ,
n(n® —1)

Tento vypocet r, plati pfesné¢ pouze pro neopakovana pozorovani, coZ znamena, ze je citlivy
na opakujici se hodnoty, které vedou k primeérovani potadi. Vyskytuje-li se mezi hodnotami
X1, ..., X, respektive yi, ..., y,, mnozstvi shodnych hodnot, je vhodngjsi pouzit k vypoctu
Spearmanova korela¢niho koeficientu defini¢ni vztah (11.16).

Priklad 4. Pro srovnani s hodnotou » = 0,64 vypoctenou v piikladu 1 odhadneme korelaci
vysky a hmotnosti studentil biostatistiky také pomoci Spearmanova koeficientu korelace.
Hodnoty potiebné k vypoctu jsou uvedeny v tabulce 2. Vzhledem k ptfitomnosti opakovanych
hodnot u vysky i hmotnosti vypocteme nejprve Spearmantv korelacni koeficient s pouzitim
vzorce (11.16):

’~l ‘xri ri - nxr 7V -
. = D Ve 72157637 4g) (11.18)
(n=D)s,s,  (13-1)*386*388

Déle vypocteme hodnotu r; i pomoci vztahu (11.17). V tomto piipadé dosadime hodnoty
z tabulky 2 nasledovné:



6> d’ *
o 62dl _  6*191

= = 11.19
‘ n(n® -1) 13(13* - 1) (1119)

2 B

Je vidét, ze v tomto ptipadé davaji oba vypocty koeficientu r; velmi podobné vysledky, které
odpovidaji stfedni korelaci mezi vySkou a hmotnosti. Oba vysledky se vSak 1isi od plivodné
vypoctené hodnoty » = 0,64. Divodem jsou dvé pozorovani odpovidajici hmotnosti 90 kg,
které Gplné nekoresponduji se zbytkem souboru (viz obrazek 1). V tomto piipad¢, kdy mame
velmi limitovanou velikost vybérového souboru, je tedy lepsi dat prednost neparametrické
varianté, tedy hodnoté Spearmanova koeficientu korelace.

Tabulka 2 Hodnoty pro vypocet Spearmanova koeficientu korelace vysky a hmotnosti studentii.

Student Vyska: x; Poradi vysky Hmotnost: y; Poradi hmotnosti Rozdil d; d?
1 175 10 69 10 0 0
2 166 1 55 3 -2 4
3 170 4 67 8 -4 16
4 169 2,5 52 1 1,5 2,25
5 188 13 90 12,5 0,5 0,25
6 175 10 53 2 8 64
7 176 12 57 4,5 7,5 56,25
8 171 5 57 4,5 0,5 0,25
9 173 6,5 68 9 -2,5 6,25
10 175 10 73 11 -1 1
11 173 6,5 62 6 0,5 0,25
12 174 8 90 12,5 -4,5 20,25
13 169 2,5 63 7 -4,5 20,25

Konstrukce 100(1 — @)% intervalu spolehlivosti i test nulové hypotézy Hy: rs = 0 probiha
pro Spearmantiv korela¢ni koeficient stejné jako pro koeficient Pearsoniv. Co se tyce
konstrukce intervalu spolehlivosti, vybérové rozdéleni 7, je pro vybery o velikosti alespoil 10
stejné jako vybérové rozdéleni r. Pro vétsi vzorky, kdy je velikost souboru alespon 30, je pak
mozné pouzit pro oveéfeni nulové hypotézy r, = 0 stejnou testovou statistiku jako v ptipadé »
danou vztahem (11.13). Pro zamitnuti Hy: r; = 0 pak plati také stejnd pravidla jako pro
koeficient 7.
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Priklady k feSeni:

1. U 10 pacientii byla zmétena charakteristika X, a to dvakrat v rozmezi dvou dni, pfed a po
chirurgickém vykonu. Vysledky jsou dény tabulkou. Zajimé nés, jak spolu ob¢é méfeni
koreluji. Vypocitejte Pearsontiv koeficient korelace r.

Osoba Hodnota pfed vykonem Hodnota po vykonu
1 6 8
2 3 0,5
3 8 7
4 7 4
5 5 6
6 7 10
7 3 5
8 3,5 4
9 5,5 5
10 2,5 6
Prumér 5,05 5,55
SD 1,96 2,57

[Vysledek: Pearsontiv koeficient korelace » = 0,545]

2. Na datech z piedchoziho piikladu testujte nulovou hypotézu, Ze Pearsoniv korelacni
koeficient » je roven nule, tedy, ze mezi hodnotami pied a po zakroku neni linearni vztah.

[Vysledek: T = 1,84 a prislusny kvantil Studentova t rozdéleni ¢,_,, (n-2)=231,

nulovou hypotézu nezamitdme]
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