Modely velicin spojitych v ¢ase — funkce spojité v ¢ase

Zakladni pojmy

Z.akladni informace

Tato kapitola, je prvni, kterd se zabyva konkrétnimi poznatky, tykajicimi se popisem a roz-
borem vlastnosti spojitych funkci, jez je mozné vyuzit pro vytvareni modela spojitych velicin.
Aby bylo mozné patfi¢né vnimat vSe v ndsledném textu vysvétlované, je tfeba, aby byl ¢tenar
dostatecn¢ seznamen se zaklady funkcionalni analyzy a také znal =zaklady prace
s komplexnimi ¢isly (zpiisob vyjadieni, zdkladni matematické operace s nimi [odkaz na text o
komplexnich ¢islech]).

Po absolvovani této kapitoly by ctenat mél védét, jaké jsou zakladni typy funkei, které vy-
jadiuji vlastnosti experimentéalnich dat. Podrobnéjsi znalosti by mél mit o harmonické funkci
mach jejiho popisu. M¢l by znat zakladni typy jednorazovych funkci. Vedle uvedenych za-
kladnich typt funkei by mél zvladat elementarni unarni operace s témito funkcemi. Ostatné,
jak je to vSechno uvedeno v odstavci ,,Vystupy z vyuky*.

Snad to neni zas az tak moc a snad se to povede.

Vystupy z vyuky

* seznamit se se zakladnimi typy matematickych modeli veli¢in (funkci) spojitych v ¢a-
se (jednorazové, periodické, harmonické) a se zakladnimi operacemi (unarnimi, bi-
narnimi) s nimi;

* na prikladech dokézat zdGvodnit co se s jednotlivymi funkcemi pii matematickych
operacich s nimi d¢je;

* seznamit se s definici a geometrickym vyznamem konvoluce;

* dokézat spocitat konvoluci zadanych funkci;

e seznamit se s definici korela¢niho koeficientu, korelacni funkce, autokorela¢ni funkce,
kovarian¢ni funkce a umi vysvétlit vztahy mezi nimi;

e umét vypocitat konvoluci, resp. korelaci dvou ¢i jedné funkce a interpretovat vysle-
dek.



1  Zakladni typy matematickych modelu veli¢in spojitych v ¢ase

Dilezita poznamka

Budeme-li nadéale hovofit o spojitych a diskrétnich veli¢inach a funkcich, budeme tim ro-
zumét spojitost €1 diskrétnost z hlediska ¢asu jako nezavisle proménné, nikoliv spojitost ¢i
diskrétnost z hlediska funkénich hodnot. Nepochybné se tak dopoustime matematické neko-
rektnosti, ale z pragmatického pohledu na ucel tohoto textu je takto definované déleni dosta-
cujici. Abychom si povést zas az tak nezkazili, budeme tuto skutecnost pfipominat alespon
v ndzvech kapitol.

Vyznamny rozdil v pfistupu i z hlediska kvality vysledki analyzy vyplyva z toho, zda je
analyzovana funkce periodicka ¢i nikoliv. Tedy, jaky je mezi nimi rozdil?

1.1 Periodické funkce

Definice 1.1:
Spojitd jednorozmérna funkce x4(t) je periodicka, kdyz existuje takové ¢islo T > 0, pro kte-
ré a pro vSechny redlné hodnoty t je

xs(t) = x(t + kT), (1.1)

kde k je libovolné celé ¢islo. Nejmensi hodnotu T (pokud takové hodnota existuje), pro kte-
rou plati rovnice (1.1) nazyvame zakladni periodou funkce.

Vsechny funkce, které nespliiuji vztah (1.1) nejsou periodické, tj. jsou neperiodické.

Také l1ze pouzit definice a v dal$im textu si takovou piedstavou ob¢as vypomutzeme, ze ne-
periodickd funkce je takova periodicka funkce, jejiz zdkladni perioda je nekonecna, tj. plati
x(t) =x(t + kT) pouze pro T — 0.

Priklad 1.1:
Rozhodnéte, zda je funkce (obr.1.1)

5, pro t[J] <O,5 k; 0,2 +0,5 Dl:) [s];
x, (1) = (1.2)
0, prot0(0,2+0,50k; 0,5k +1)) [s],
kde k je libovolné cel¢ ¢islo, periodicka ¢i nikoliv.
Reseni:
Z defini¢niho vztahu, vyplyva, ze

kazda z obou trovni funkce x4(t) se 5

opakuje po 0,5 [s]. Proto je funkce

periodickd a jeji zakladni perioda je

0,5s. L
1,0 1,5 2,0

02 05 25 1[s]

Obr.1.1 Periodicky funkce podle vztahu (1.2)

X(t)

o

1.1.1. Harmonicka funkce

Jednou ze zékladnich forem peri-
odickych funkci je funkce harmonicka. Vyjadifujeme ji pomoci goniometrické funkce
sin(x) nebo cos(x)'. Vzhledem k dalsim souvislostem je uZite¢né zvolit jednu z obou variant
jako referencni. Z n¢kterych dost dobrych objektivnich divodu, se kterymi se sezndmime
pozdéji, se budeme tidit nasledujici definici.

! Nazev funkce sinus prochazel s vyvojem astronomie a matematiky dle teritoria zajmu (Arabie, Indie, ..) aZ
k arabskému dZaib, coz znamenalo nadra, vystiih, vypuklost, atd. Tento vyznam pak ve 12. stoleti v podstaté
prevzala latina, kde slovo sinus zna¢i zahyb, oblouk, ohyb, zakrut, ale i splav, pfipadn¢ dutina.




Definice 1.2:

Harmonicka funkce je urcena vztahem
x(t) = A.cos(wt + ¢o), (1.3)

kde A je kladna realna konstanta,
- kterou nazgvame amplitudou’
I harmonické funkce (uddvime ji
v jednotkach veli¢iny, kterou har-
monicka funkce popisuje), w je rov-
néz kladna realna konstanta, kterou
nazyvame uhlovym (kruhovym)
kmitoétem (frekvenci’, rych-
losti) (vyjadiujeme jej v rad/s) a ¢
je realna konstanta, kterd urcuje
posunuti prubéhu harmonické funk-
Y sint) ce vi¢i pocatku, tj. pro okamzik
/\\ t = 0. Nazyvame ji po¢ateéni faze
X a uvadime ji v thlovych mirach — v
0 t=0 —=t oz - ,

\ J radianech, resp. v uhlovych stup-
nich. Cely argument funkce kosinus
uruje hodnotu okamzité faze

Obr.1.2 Casovy rozvoj primétu kruhového pohybu bodu do  harmonického funkce.

os souradnicového systému

Poznamka

Nejen dokonali znalci zakladii goniometrie urcité vi, zZe argumentem goniometrickych
funkci sinus 1 kosinus, je uhel. Tato myslenka je podporovana i skutecnosti, ze pocatecni fazi
¢y, jedna ze dvou aditivnich slozek, z nichz se argument funkce kosinus podle vztahu (1.3)
sklada, vyjadifujeme v tthlovych mirach. Na druhé strané vztah (1.3) definuje harmonickou
funkeci jako funkci Casu a na to konto se Cas t se také v argumentu vyskytuje. Aby mély oba
souctové Cleny v argumentu funkce kosinus ve vztahu (1.3) uhlovy rozmér, ma parametr W
rozm¢r rad/s. Soucinem wt se Cas rozmeérove eliminuje. Rozmér parametru w ma uzky vztah s
jeho oznacenim uhlova rychlost, tedy thel, ktery néjaky kruhovy pohyb absolvuje za jednotku
casu.

Zbyva posledni otdzka. Jak ten kruhovy pohyb souvisi s funkci kosinus? Odpoveéd’ ¢astec-
n¢ vyplyva z tzv. Eulerovych vztahii (1.12), ¢astec¢né i ndzorn€ z pramétti pohybu bodu umis-
tén¢ho na obvodu kruhu se stfedem v pocatku soutfadnicové soustavy pii jeho otaceni do obou
pravouhlych soufadnicovych os, jak je zobrazeno na obr.1.2. Polomér kruhu urcuje amplitudu
harmonického pohybu, frekvence kmitl je urena uhlovou rychlosti pohybu bodu. Funkce
kosinus je dana ¢asovym rozvojem primétu pohybu do osy x, funkce sinus do osy y.

Matematické analyza jako disciplina se timto problémem fyzikdlnich rozméra logicky az
tolik nezabyva. Urcité je ¢tenafi zndm zapis ve tvaru sin(x) a rozmér veliiny x se nerozebira.
Mame-li ale na mysli analyzu dat ménicich se v ¢ase, nezbyva, nez tuto formalitu alespon
zminit. Konec koncti, i s ohledem na hned nasledujici definici kmito¢tu harmonické funkce.

2 amplituda (1at.amplitudo) — rozséahlost, rozpéti, velikost, znamenitost, distojnost

3 frekvence (lat. frequentia) — hojny poéet, Getny dav, velkd Gdast, zastup, hojnost, mnoZstvi, &etnost; ve fyzice
se toto slovo zacalo pouzivat pro oznaceni Cetnosti vyskytu (pocet vyskytt uréitého jevu za ¢asovou jednotku)
od 1. pol. 19. stol.




Uvedeny rozbor 1ze matematicky formalizovat, pokud si vyjadiime hodnotu pocatecni faze
soucinem Wtp. V tom piipadé¢ mizeme psat

X(t) = A.cos(wt + wty) = A.cos[ut + to)], (1.4)

kde w zlstava thlovym kmitoctem, tj. pro dany pifipad konstantnim parametrem a ty vyjadiuje
posun harmonického pribéhu, tentokrat uz v Case.

Zakladni perioda harmonické funkce je dana vztahem (je-li w v radianech)

2T|
T=22 1.5
. (1.5)
Se zékladni periodou 1 zdkladnim tthlovym kmitoctem souvisi kmitocet harmonické funkce
f, pro ktery je
p=lo®
T o (1.6)

a ktery v jednotkach SI udavame v [Hz] s fyzikalnim rozmérem [s™']. Na druhé stran& nikomu
nic nebrani pouzivat jiné jednotky, které

1épe vyjadiuji Casové poméry sledovaného X9 10— \ VAN
dgje. f / / \ / / / \

Priklad 1.2:

o

Urcete parametry harmonické funkce / \ \ / V \
definované vztahem (1.7) a jejiz pribéh je 0L /. t

zobrazeny na obr.1.3

[s]
Obr.1.3 Priklad harmonického funkce podle vzta-
x(t) = 10.cos(2T10t + 172).  (1.7) hu (1.7)

Reseni:

Amplituda je v tomto pfipad€ rovna A = 10 (je ur¢ena maximalni vychylkou harmonického
prabchu a jednotka, ve které jeji hodnotu vyjadiujeme, je dana jednotkou, ve které vyjadiuje-
me veli¢inu x(t)), ahlovy kmitoCet je
2.10.1t[rad.s'], kmito&et 10 Hz a pocatecni A A
faze ¢ = 102 [rad].

10 n/2

Jak plyne z defini¢niho vztahu (1.3),
priabéh harmonické funkce je pro vSechny
hodnoty ¢asu jednozna¢né urcen hodnota- ; o oreds o P E———
mi tfi parametrti - amplitudy A, thlového
kmitoctu w a pocateéni faze ¢o. Mohli by- Obr.1.4 Grafické vyjadieni zavislosti (a) ampli-
chom tedy jeji vlastnosti vyjadfit, krom&  tudy a (b) pocatecni faze na uhlové frekvenci har-
casového pribéhu i1 graficky vzdjemnou monické funkce podle vztahu (1.7)

zavislosti téchto parametrii, zpravidla vyjadienou pomoci dvou zavislosti — jednak zavislosti
amplitudy na uhlovém kmitoctu (resp. pouze kmitoctu), jednak v rovin¢ pocatecni faze vs.
uhlovy kmitocet (resp. kmitocet). Uvidime dale, ze tento koncept zobrazeni vlastnosti (har-
monické) funkce v zédvislosti na jejim kmitoctu vyuZzijeme pro znazornéni frekvencniho
spektra® funkce (veli&iny, signalu). Pro funkci definovanou vztahem (1.7) a zobraze-
nou na obr.1.3 je spektrum vyobrazeno na obr.1.4.

4 spektrum (lat. spectrum) — obraz, objeveni, zjeveni (se), vzhled; poprvé pouzito pro vysledek optického rozkla-
du svétla kolem r.1670.



V dal$im textu budeme spektrem rozumét zavislost parametrtt harmonickych slozek podle
nasledujici definice.

Kromé defini¢niho vztahu harmonické funkce podle (1.3) ji lze popsat jesté 1 jinymi zpu-
soby.

Blizkym zptisobem defini¢niho popisu harmonické funkce je jeji trigonometricky tvar.
Je zaloZen na souctovém vzorci

cos(0+f) = cosa.cosP - sind.sinf3 (1.8)
Podle tohoto vztahu mizeme rozepsat defini¢ni formuli (1.3) tak, Ze

A.cos@t+¢,)=A.cosut.cosP, - A.sinwt.sin¢p, =

1.9
=A.cosd,.cosux - A.sin¢,.sincxt == C_.cos wt + C,.sin ot (19)
kde C. = A.cosd a C; = -A.sin¢y. Z toho pak podélenim je tgd, = - Cy/C, a tedy
C C
=arctgl —— | = —arctg— 1.10
?, g( . J g (1.10)

Dale po umocnéni a souctu obou vztahli mame
2 2 - 2 2 2 .2 — 2 2 s 2 _ 2
C.+C, =A".cos" ¢, +A sin"p, =A".(cos” ¢, +sin" §p,) = A

a po nasledném odmocnénni dostdvame vyraz pro amplitudu

A=,C}+C?. (1.11)

Zpusobem, jak se dostat k dal§imu tvaru harmonické funkce je aplikace tzv. Eulerovych’
vztaht, které vyuzivaji pro vyjadieni harmonického prib&hu komplexniho kalkulu® (odkaz

rowr

na kapitolu Komplexni ¢isla):

eja + e‘ja
cosd =———

a (1.12)

sinQ = -
2j

> Leonhard Paul Euler (*1707 Basilej, Svycarsko; +1783 Petrohrad, Rusko) §vycarsky matematik a fyzik, ktery
je povazovan za nejlep§iho matematika 18. stoleti a za jednoho z nejlepSich matematikti vibec. Vyznamné pii-
spél k feseni otazek diferencialniho poctu, pfispél k zakladiim teorie grafii, mechaniky, optiky, astronomie. Je po
ném pojmenovan asteroid, byl zobrazen na Svycarskych bankovkach, 24. kvétna je dokonce pfipominan
v luteranském kalendaii svatych.

¢ V matematickych textech je zvykem pro vyjadieni imaginarni jednotky pouZivat pismeno i. Teorie signali a
systémil, z kterych tento text vychazi, je vSak dominantné povazovana za elektrotechnickou disciplinu, kde se
téhoz symbolu (i) pouziva k oznaCeni jedné ze zakladnich elektrotechnickych veli¢in a to okamzité hodnoty
elektrického proudu. Proto se v publikacich zabyvajicich se problematikou zpracovani signalli pouziva
k oznaceni komplexni jednotky symbolu j. Budeme se drzet této symboliky navzdory skute¢nosti, ze tyto texty
jsou uréeny piedevsim pro ¢tenafe s matematickym vzdélanim a doufame, Ze tato mali¢kost jim nezplsobi za-
vazné trauma.



Tohoto pfistupu se obvykle vyuziva vzhledem k snadnéjSim vypoctiim (za nékterych urci-
tych okolnosti) s komplexni exponencialni funkei ¢ neZ s tradiénimi goniometrickymi funk-
cemi sinO a cos 0.

Imi(t) Vynasobime-li prvni rovnici dvéma a
ot druhou rovnici 2j, pak po secteni vysled-

ImC \ ki dostavame vyraz

CD \ o . .
~ T~ e =cosa +jEina . (1.13)
% N XO) Bo, N\ A2 ">. X(0) . y a1 L
0 o 7 ree O o0 X(E)) 2" Rei) Znamena to, ze prub&h harmonické

- {Co " funkce definované vztahem (1.3) lze vy-
Cao / jadrit t¢z jako realnou slozku pribchu
“ot komplexni funkce ¢ a harmonicka funk-

ce jako funkce ¢asu tedy je

X(t) = Re{A @)y (1.14)

a) b)

Obr.1.5 a) Komplexni amplitudy exponencidlnich slozek coz odpovida pramétu kruhového pohybu
harmonické funkce; b) casova dynamika exponencialnich ~ reprezentovaného pohybem vrcholu vek-

slozek harmonické funkce toru A [@1@%0) komplexni roviné na

redlnou osu.
ProtoZze funkce cos je suda, pak plati i

x(t) =Re{x(t)} =Re{A ")} =Re{A [/} =Re {x" (1)} (1.15)

kde X (t) je komplexné sdruzena hodnota k x(t)”. Timto vztahem je zaveden zaporny thlovy
kmitocet, ktery 1ze geometricky interpretovat (fyzikdlni interpretace se hleda tézko) pomoci
thlové rychlosti otadeni vektoru A [T v opaéném sméru (ve sméru hodinovych rudi-
&ek) nez v pripadé vektoru A [g/“*®)

Ze vztahu (1.12) pro cos(0) mame

x(t) = A [dos(wt + ¢, :%EA [3/% @j“")+%mA [B7% [87) (1.16)
Oznacime-li
. A . . A _ (1.17)
C = i%o C_ =_—¢ %o
0 5 € a 0 >
je
x(t)=C,.e" +C e/, (1.18)

To znamend, Ze harmonickou funkci 1ze vyjadfit sou¢tem dvou komplexné sdruzenych vy-
razi, které jsou rovny okamzitym hodnotdm komplexnich exponencidlnich funkci vyjadiuji-

cich navzajem protibézné otaceni vektort (.?O.ejwt a C_O.ej('“’)t v komplexni roviné (obr.1.5).
Harmonickd funkce je tedy opét vyjadiena pomoci komplexnich exponencidlnich funkci, ten-
tokrat sice souctem komplexné sdruzenych hodnot, zato bez nutnosti mnohdy neSikovné hle-

" Tam, kde to bude nezbytné kvili srozumitelnosti a odliseni od proménnych nabyvajicich realnych hodnot,
budeme oznacovat komplexni proménné teckou nad symbolem proménné.



dat realnou hodnotu funkce Co.ejw‘. Je dobré si uvédomit, ze moduly komplexnich vektorti

(resp. vektort v komplexni roving) CO a C_O jsou dany amplitudou harmonické funkce a je-
jich faze reprezentuji pocatecni fazi harmonické funkce.

A ¢
-] [rad]
10 /2
5
-20n
20 0 20n o [radss] 0 20n  ®[rads]
-n/2

Obr. 1.6 Grafické vyjadreni zavislosti (a) amplitudy a (b) pocdtecni faze na uhlové frekvenci har-
monickée funkce definované vztahem (1.7 vyjadiené podle vztahu(1.16), resp. (1.17).

Na zéklad¢ vyse uvedenych uvah lze frekvencni zavislost amplitudy a pocatecni faze har-
monické funkce podle vztahu (1.3) vyjadfit graficky nejen formou podle obr.1.4, nybrz i tak,
jak je zobrazeno na obr.1.6.

Poznamka
Urcité stoji za povSimnuti, Ze amplitudové spektrum je sudé (plati A(w) = A(-w)), fazové
spektrum naopak liché (plati ¢(w) = -¢(-w)). A tak to plati obecné.

Pro¢ tomu tak je? Asi to souvisi s definicemi obou funkci ©. Funkce A(w) je urcena od-
mocninou, ¢(m) funkci arctg.

1.2 Neperiodické funkce
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Obr. 1.7 Riiznd matematickeé vy- R RV
jadreni jednotkového impulzu b
a) pomoci aproximace obdélnikem, b)

b) pomoci Gaussovy funkce.

Funkce, které nespliiyji vztah (1.1), nazyvame neperiodické. Neperiodické funkce, u kte-
rych nastdvaji zmény pribéhu jen v relativné kratkym casovém intervalu, nazyvame jedno-

vvvvvv

notkovy (Diractiv) impulz a jednotkovy skok (Heavisidova funkce).




1.2.1 Deterministické jednordzové funkce

Jednotkovy (Diractv®) impulz, resp. Diracova delta funkce — neformaln¢ je to takova funk-
ce’ §(t), ktera je nulova pro viechny hodnoty realné osy, kromé nuly, kde nabyva (nekone&né)
hodnoty.

+00 prot=0;
t) = 1.19
o) { 0 protZ0. (1.19)
a soucasn¢ plati
jé(t)dt =1. (1.20)

ZjednoduSené¢ lze fici, ze jednotkovy impulz d(t) je velice zky (limitné¢ s nulovou dobou
trvani) a velice vysoky (limitn¢ s nekone¢nou vyskou) obdélnikovy impulz, jehoz vyska je
rovna prevracené hodnoté Sitky, tzn. Ze mohutnost, definovana plochou, kterou jednotkovy
impulz ohranicil spolu s casovou osou je jednotkova (obr.1.7a).

Srozumitelnou piedstavu o vlastnostech Diracova impulzu poskytuje 1 limita ze vztahu pro
normalni rozdé€leni s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou © jdouci k nule (viz
obr.1.7b)

-t2/0?

3(t) :Ef%g\l/ﬁe . (1.21)

Vzhledem k pozadavku formulovaném pomoci vztahu (1.20) plati i
[at—t,)dt=1, (1.22)

kde argument delta funkce vyjadiuje posunuti impulzu o hodnotu ty v kladném sméru osy t.
Z tohoto vztahu pak mizeme odvodit podle nésledujiciho postupu

f(t)
L
ft) o(®)
0 to ——t 1 4
)
T
f(t)
0 —
0 to t4 ty —=t
Obr.1.8 Vzorkovacit viastnost jednotkového Obr.1.9 Jednotkovy skok
impulzu

Tf(t)é(t —t,)dt = Tf(to)é(t ~t,)dt = f(to).jfé(t —t,)dt = £(t,). (1.23)

Tento vysledek lze geometricky interpretovat tak, Ze plocha vymezend soucinem spojité
funkce f(t) a jednotkového impulzu 6(t — ty) je rovna hodnoté funkce f(t) v tom okamziku to,

¥ Paul Adrien Maurice Dirac (*1902, Bristol, V.Britanie, +1984 Tallahassee, Florida) britsky teoreticky fyzik,
ktery se zabyval kvantovou teorii, obecnou teorii relativity a kosmologii. V roce 1933 dostal spolu s Erwinem
Schrodingerem Nobelovu cenu za fyziku.

? 7 &isté matematického hlediska neni Diractiv impulz funkci, protoze jakékoliv realna integrovatelna funkce,
ktera je rovna nule v celém rozsahu argumentu, vyjma jednoho bodu, ma integral roven nule. Matematicky ptes-
n¢jsi definice fika, Ze Diracv impulz neni funkce, ale zobecnéna funkce nebo funkcional, zvany distribuce.



kde se vyskytuje jednotkovy impulz. Tato vlastnost se nazyva vzorkovaci vlastnosti jed-
notkového impulzu (obr.1.8).

Jednotkovy skok o(t) (Heavisidova'® funkce) (obr.1.9) je definovan vztahem napt.

o(t) = 0, prot<O0; 14
I, prot=0. (1.24)

Poznamka

Nebyva piili§ zvykem v definici pouzit zkratku ,,napt.*. To se stalo, protoze z rliznych di-
vodli muze Cinit problémy nekonecna derivace (zména tirovné) v okoli bodu pro t= 0. Aby se
v konkrétnich situacich tento problém vyfesil, 1ze se setkat i s definicemi, které rizné fesi
otevienost €1 uzavienost intervalli, nad kterymi jsou obé& trovné jednotkového skoku defino-
vany. Tedy

0, prot<O0;
a(t) = (1.25)
I, prot>0
nebo tieba
0 prot<O0;
o(t)=40,5 prot=0; (1.26)
I prot>0.
Navzdory skuteCnosti, ze ob¢ funkce
jsou v idedlnim teoretickém tvaru r(t)
fyzikélné nerealizovatelné (diky
nekoneéné¢ rychlym zméndm funkéni
hodnoty), maji velky vyznam ptedevSim 1t -

v experimentalni analyze. Predstavuji

modely dvou zdkladnich zptisobli zmény

experimentdlnich  podminek. Diraclv 0
impulz predstavuje model kratkodobého
stimulu (svétleny zablesk pii evokovani
reakce zrakového systému, zvukovy
stimul (tzv. clic), vojensky povel, ...), jednotkovy skok reprezentuje trvalou zménu
experimentdlnich podminek (zména stupné zatéze pii zatézovém vySetfovani
kardiorespiracniho systému, zavedeni nového zpusobu terapie, ukonceni kouieni, apod).

Vzijemny vztah obou funkci Ize matematicky vyjadfit pomoci integralniho vztahu

Obr.1.10 Funkce typu rampa

[amdr=at(t) (1.27)
a stejné tak 1 naopak _
da(t)
—=&(t). )
&t (t) (1.28)

Pro experimentalni Gcely zajimavou zékladni funkci je 1 pro t 2 O linearné rostouci funkce,
kterou nazyvame funkce typu rampa nebo rampova funkce (obr.1.10) a které je po-
moci jednotkového skoku definovana vztahem

' Oliver Heaviside (*1850, Londyn; +1925 Torquay, Devon, V. Britanie) britsky elektrotechnicky inZenyr, ma-
tematik a fyzik, samouk. Vyznamny pfedevsim pro zavedeni komplexni a vektorové analyzy elektrickych obvo-
di, vytvoril nové metody feseni diferencialnich rovnic.




r(t)= [o(rdr. (1.29)

Z toho plyne, Ze je také
0, prot<O0;
r(t) = (1.30)
t, prot=0.

Rampova funkce tvoii prostiedek jak se vypotadat s nekonecné rychlym nartistem hodnoty
ideélniho jednotkového skoku pro popis realnych ptipadi, napt. (obr.1.11)

0 prot<O0;
f(ty=4t prot0(0,1); (1.31)
I prot=0.
Priibéh rampové funkce miizeme zobecnit zavedenim polynomt vysSich fada tak, ze obecné
muizeme psat
0, prot<O0;
(=1, (1.32)
t", prot=0.
1.2.1 Ndahodné funkce
Néahodné funkce jsou dalsi dilezitou f(t)

formou neperiodickych funkci. Povazujeme
je za realizaci n¢jakého nahodného procesu.

ProtoZe jsou nihodné, nemohou zalinat 11-—--
z trvalé nulové urovné, ani se k ni trvale vra-
tit. Proto nejsou na nekone¢ném intervalu
absolutn¢ integrovatelné, tj. neplati, ze '
; 0 | —
jx(t)dt <o, (1.33)
kde x(t) je ndhodnad funkce. Kvuli analyze
takovych funkci je velice diilezité si tuto skutecnost stale uvédomovat.

Obr.1.11 Pribeh funkce podle vztahu (1.31)

V teorii signalli ¢asto oznacujeme ndhodné funkce pojmem Sum, ve statistice se spiSe se-
tkavame s ponckud obecnéjSim pojmem variabilita. Diky své ndhodné podstaté nemohou byt
piesné charakterizovany svym pribéhem, nybrz pouze parametry definujici vlastnosti Sumu
v Casové, ale napt. 1 ve frekvencni oblasti. Nej€astéji pouzivanou abstrakci je tzv. bily Sum.
Oznaceni bily vychazi z ekvivalence s bilym svétlem, které obsahuje rovnomérné zastoupené
slozky vSech vinovych délek, resp. frekvenci, tedy i barev. Proto podobné¢ i bily Sum zahrnuje
rovnomerné zastoupené slozky o vSech kmitoctech.

U nahodnych funkei je z hlediska moZnosti podrobnéjsi analyzy dulezité i rozloZeni jejich
hodnot, pravé tak jako jejich popis pomoci zakladnich parametrti, jako jsou obecné i centralni
momenty. Tato problematika je podrobné probirdna v jinych pfedmétech, proto se na tomto
misté spokojme pouze s odkazem (odkaz Biostatistika).

Pti praci s ndhodnymi procesy a funkcemi jsou ale dilezité dva pojmy, bez kterych se
v tomto textu neobejdeme - stacionarita'' a ergodicita'®.

" stacionarita (1at. stationarius, ze statio — stoj, postoj, misto pobytu, bydli§ts; pivodné ze slovesa stare — stdt,
pevné stat, stat v rade, stat ve zbrani) — nepohyblivy, neménny



Definice 1.4:

Stacionarni nadhodny proces je takovy, jehoZ forma chovani (jeho pravdépodobnostni
struktura, dana napf. rozdélenim pravd&podobnosti) nezavisi na ase'. Jinak formulovano,
stacionarni ndhodny proces je takovy, jehoZ libovolné pravdépodobnostni charakteristiky ne-
zaviseji na poloze pocatku ¢asové osy.

Z praktického hlediska Casto vnimdme pojem stacionarity v tzv. $ir§Sim slova smyslu, kdy
staci, aby se s nezavisle proménnou neménily pouze statistické momenty 1. a 2. fadu, stiedni
hodnota, rozptyl a autokorelacni, resp. autokovarian¢ni funkce.

Definice 1.5:

Ergodicky nahodny proces je takovy, jehoz vSechny realizace maji tutéz
pravdépodobnostni strukturu, tytéz pravdépodobnostni charakteristiky. Pravdépodobnostni
charakteristiky pak 1ze odhadovat z jediné, libovolné realizace ndhodného procesu.

Zpravidla pozadujeme (je to z hlediska analyzy pohodIngjsi), aby byl analyzovany proces
jak stacionarni, tak 1 ergodicky, ale obecné ergodicky proces nemusi byt nezbytné i stacionar-
ni a samoziejme i naopak.

r 4 r ’14 . o 4 W
2 Zakladni unarni " operace s funkcemi se spojitym ¢asem

Ndsobeni konstantou "
Okamzita hodnota funkce se zvétsi (zmensi) A-krat po [-]
nasobeni funkce konstantou. Pro A > 1 hovofime o zesileni, "
pro A <1 o zeslabeni, resp. utlumu (obr.2.1). ° 1
Zména Casového méiitka S _1X(t)0 -
Po vynésobeni hodnot nezdvisle proménné (Casu) kon- [-]
stantou k dochazi k modifikaci ¢asového métitka — pro 10
k > 1 hovotime o casové kompresi, pro k <1 o Casové ex- /5/‘
panzi. 4 24 D 4 2 3 4 B

t [Casova jednotka]

Je tfeba si uvédomit, Ze po zméné méfitka nabyva funkce Obr.2.1 Nisobeni konstantou —
v Case t tychz hodnot jako plvodni funkce v Case k.t, pro 4=2
k> 1 tedy plyne ¢as rychleji, pro k<l plyne ¢as pomaleji
(obr.2.2).

Posunuti v Case

Po pficteni (odecteni) hodnoty ty od plivodniho €asu t dochdzi k posunu ¢asového priabehu
funkce vlevo (vpravo) na ¢asové ose. Jinymi slovy po pficteni hodnoty ty dochazi ke zpozdéni
funkce, po odecteni se funkce ptedchézi (obr.2.3).

V case posunutd funkce nabyva v Case t + ty hodnot, kterych nabyva ptivodni funkce v case
t. Kterym smérem dochézi k posunu si 1ze nejsnaze uvédomit pro ¢as t=0. Aby posunuté
funkce nabyla téze hodnoty jako pivodni v ¢ase t =0, pak musi byt argument t * ty téZ roven
nule. Tedy, pfi¢itame-li ty, je argument nulovy pro t = -ty, odecitame-li ty, je argument nulovy
pro t = to.

12 ergodicita (fed. slozenina slov épyov prace a ddoc cesta). Slovo bylo zavedeno Boltzmannem pii feseni statis-
tickych problémii mechaniky. Pouzival je pro oznaceni dynamickych systému, které zhruba feceno mély stejné
chovani v ¢ase i prostoru.

13 Prestoze stacionaritu intuitivn& vnimame jako Gasovou vlastnost procesu, je tieba podotknout, Ze stacionaritu
mizeme chapat jako vlastnost vici jakékoliv nezavisle proménné, pii zpracovani obrazové 2D informace jsou to
prostorové soufadnice, atd.

" undrni operace je takové operace, ktera ma jediny operand



a)

/I

32 2 4 0 1 2 3 4 5

/|

t [€asova jednotka]

b)

3 2 4 06 1 2 3

4 5
t [Casova jednotka]

'4

c)

3 2 4 0 1 2 3 4 5

Obr.2.2 Zména casového meé-

t [Casova jednotka]

Fitka - a) original; b) k=2;
c) k=2/3

Inverze asové osy
Inverzi ¢asové osy provedeme zménou znaménka ¢asového argumentu. Mé-li souc¢asné do-
jit k casovému posunu, je tfeba zmenit znaménko i u orientace ¢asového posunu (obr.2.4).

Piiklad 2.1:

Pribéh funkce zobrazené na obr.2.4 je definovan vztahy

x()
[-1

101 4
/54
2 2 4 0 1 2 3 4 5
x() t [€asova jednotka]
[-1
10} b)
5,
3 2 4 0 1 2 3 4 5
X(t) t [Casova jednotka]
[-1
10 c)
/
3 2 4 0 1 2 3 4 5

t [Casova jednotka]

Obr.2.3 Posunuti v case - a)

original x(t); b) funkce x(t-1);

¢) funkce x(t+1);

0

0

prot<-I;
x(t)=<5t+5 protD<—1,l>;

prot>1.

x()
[-1

d

a)

-3

-2

-1 0

X(t)
[-1

1 2 3 4 5
t [€asova jednotka]

10} b)
Pi
3 2 4 0 1 2 3 4 5
X(t) t [Casova jednotka]
[-1
c)

10
5\

-1 0

1 2 3 4 5
t [Casova jednotka]

Obr.2.4 Inverze casové osy -

a) origindl x(t); b) funkce x(-t);

¢) funkce x(-t+1)

To znamena. Ze pro vybrané hodnoty nezévisle proménné t nabyva funkce x(t) funk¢nich

hodnot dle nasledujici tabulky (i tak jak to odpovida pribéhu na obr.2.4a):

t -2 -1 0 1 2
x(t) 0 0 5 10 0
Pro vybrané hodnoty nezavisle proménné t nabyva v Case invertovana funkce x(-t) nasledu-
jicich hodnot (obr.2.4b):
t -2 -1 0 1 2
-t 2 1 0 -1 -2
x(-t) 0 10 5 0 0

Konec¢né, pro argument (—t+1) a zvolené hodnoty proménné t nabyvé posunuta a v ¢ase in-

vertovana funkce x(-t+1) nasledujici funkéni hodnoty (obr.2.4c¢):

t -2 -1 0 1
-t 3 2 1 0 -1
x(-t+1) 0 0 10 5
Piiklad 2.2:

Jak lze zapsat funkci definovanou vztahem (1.31) tak, aby jeji velikost byla A, pocatek na-
rustu byl v bodé ty a konec linedrniho narastu v bod¢ t;?




Skryté feSeni:




