Casové Fady - rozklad na harmonické slozky

Z.akladni informace

V nédvaznosti na harmonicky rozklad funkci spojitych v ¢ase uvede tato kapitola matema-
tické prostiedky pro rozklad diskrétnich posloupnosti na dil¢i harmonické slozky. Dale zde
seznamime ctenare s rozdily, které vyplyvaji z odliSného charakteru navzorkovanych dat
(ptedevsim z pohledu frekven¢ni vlastnosti) ve srovndni s vlastnostmi veliin ve spojitém
case. Aby bylo mozné oba typy dat a jejich spektralni vlastnosti, bude nezbytné, aby byl Cte-
naf sezndmen se zpusoby frekvencni analyzy veli¢in ve spojitém case (odkaz na VJ4 - Mode-
ly veli¢in spojitych v ¢ase — rozklad na harmonické slozky). Bez toho to zatim neptijde. Na
konci se sezndmime s velice frekventovanym pojmem rychla Fourierova transformace (Fast
Fourier Transform, ve zkratce FFT), vysvétlime si pro€ je rychla i zakladni princip, jak toho
doséhnout.

Vystupy z vyuky

e seznamit se s definicemi diskrétni Fourierova fada, Fourierova transformace s diskrét-
nim ¢asem a diskrétni Fourierova transformace;

e pochopit rozdily v podstaté¢ uvedenych typi Fourierovy transformace a umét pouzit
spravného algoritmu pro data urcitého typu;

* umét spocitat Fourierovu transformaci dané casové fady;

* seznamit se se zédkladnim principem rychlé Fourierovy transformace.



1 Diskrétni Fourierova rada

Rozklad spojitych velic¢in na harmonické slozky jsme zacali rozkladem periodickych funk-
ci pomoci Fourierovy fady. Pfipomenme dva zékladni vztahy pro Fourierovu fadu
v exponencialnim tvaru pro spojité periodické funkce. Podle kterych spojitou veli¢inu x(t) 1ze
rozlozit na nekonecny soucet dil¢ich harmonickych slozek, jejichz frekvence jsou celocisel-
nymi nasobky zakladni tthlové frekvence Q podle

x(t)= D¢,

k=—00

kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty definované vztahem
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a Q =21UT je opét uhlovy kmitocet zakladni harmonické slozky urceny zakladni periodou T
rozkladané funkce x(t). Modul komplexniho Fourierova koeficientu ¢, urcuje amplitudu od-
povidajici harmonické slozky, jeho faze hodnotu pocateéni faze odpovidajici harmonické
funkce.

Fourierova fada pro spojité funkce je definovana nekoneénym souctem harmonickych slo-
7ek. To vyplyva ze skutetnosti, Ze komplexni exponenciala se spojitym casem & jako jadro-
va funkce harmonického rozkladu nabyva riiznych hodnot pro rizné¢ hodnoty uhlového kmi-
toétu . Situace je ale zcela odlisna u diskrétni jadrové posloupnosti e’*“™ | jejiz hodnoty se
opakuji s periodou kmitoctu 21T, protoze je Qq=2TUT a perioda Casové fady je dana poctem
jejich vzorkd, tj. T= N.T,,. V tom piipad¢ je

k2T,
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jors

=e N (1.1)

a pokud index k, udéavajici potadi frekvencni slozky, je vétsi nez pocet vzorkii N v periodé
casové fady, pak se hodnoty komplexni jadrové exponencialy opakuji.

(&

Chceme-li najit diskrétni ekvivalent Fourierovy fady pro spojité funkce, pak musime vzit
v potaz tuto skutecnost a pocet frekvencnich slozek ve spektru diskrétni posloupnosti jiz ne-
bude nekonecny, nybrz omezeny vzorkovaci frekvenci na N vzorku.

Protoze je diskrétni Fourierova tada reprezentovana konecnym souctem dil¢ich slozek,
nejsou problémy, na rozdil od piipadu se spojitym ¢asem, s jeji konvergenci.




Diikaz:
Zménme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu ¢,

_2jmnk

N-1
ék=§2x(mTvz).e N (1.4)
m=0

Pak je
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N-1 N-1
- X(mTVZ)~ e2JT|k(n—m)/N ,
m=0 k=0
Potom pro n =m je
N-1 N-1
eZJTIk(n—m)/N - e0 - N (16)
k=0 k=0

a pro n #m pomoci vztahu pro soucet geometrické posloupnosti je

I_GZjTlN(n—m)/N

N-1
2jrk(n-m)/N _ —
Ze - ] — g2imn-m)/N =0 (1.7)
k=0 S

a tedy (protoze soucet je nenulovy pouze pro k = m)
1 N-1 N-1 ) 1

x(nT,)= — z x(mT,, ).z e m/N = — x(nT,,).N =x(nT,). (1.8)
N = k=0 N

Tedy s(nT,;) = x(nTy;), coz bylo to, co jsme chtéli dokézat.
Piiklad 1.1:

Urcete spektrum posloupnosti x(nTy,) = A.cos(2Tm/N).
Reseni:

Nejdiive spocitejme ulohu spiSe na zéklad¢ logickych uvah. Zadané posloupnost x(kTy,) je
periodicka s periodou N a miizeme si ji vyjadiit pomoci Eulerova vztahu ve tvaru

A.cosz—m:é. e N +e N |,
N 2

Nyni protoze
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Obr.1.1 Amplitudové a fazové spektrum posloupnosti x(nT,;) = A.cos(21m/N) — a) s periodou (O,N-1);
b) s periodou (-N/2,N/2)

¢, :?, Cao :Eaék =0 pro vSechna jina n.

Spektrum tohoto signalu pak miZeme graficky vyjadrit s periodou (0,N-1) a diky periodi¢-
nosti jadrové funkce tady i v periodé€ (-N/2, N/2), jak je tomu na obr.1.1.

Pokusme se nyni spocitat koeficienty diskrétni Fourierovy fady pro danou posloupnost
podle defini¢niho vztahu. Nejdiive stejnosmérnou slozku, tj. pro k = 0. Podle (1.3) je

N-1 _j2mo0 N-1
Co :§ A@os(z?m}e N :§ AROS(%—MJ.

n=0 n=0

Protoze soucet vzorkl kosinové posloupnosti ptes jednu celou periodu je nulovy, je hodno-
ta ¢, rovnéz nulova (pro stejnosmérnou slozku urcité dle ocekavani).

Nyni ur¢eme hodnotu Fourierova koeficientu pro k = 1.
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Soucet v prvnim ¢lenu je N, druhy soucet, stejné jako tieti i ¢tvrty jsou nulové (druhy a
ctvrty, protoze se tyka souctu vzorkl kosinusovky, resp. sinusovky pies dvé celé periody —
sice pres N vzorki, ale obé harmonické funkce maji dvojnasobnou frekvenci nez je zadana,
treti soucet je snad hanba vysvétlovat). Takze vyslednd hodnota je



tak jak v uvodni fazi feSeni. Vypocet pro k =-1, N—1 a pro vSechny ostatni k je uz ekviva-
lentni.

2 Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem (DTFT)

Pokusme se zde uplatnit podobnou strategii jako v ptipad¢ ptechodu od Fourierovy fady k
Fourierové transformaci v piipad¢ funkci spojitych v ¢ase
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Obr.2.1 Podminky prechodu od diskrétni Fourierovy rady k Fourierové transformaci




Uvahy z vyse uvedené definice jen potvrzuji, co uz zname z rozkladu spojitych funkci,
totiz ze spojitost ¢i nespojitost spektra nesouvisi se spojitosti ¢i nespojitosti rozkladané funk-
ce, nybrz s jeji periodi¢nosti.

3 Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Aby bylo mozné s frekvencnim spektrem prakticky pocitat, je uzite¢né spektralni funkci
diskretizovat.

Diskrétni Fourierova transformace, stejné jako vSechny ostatni formy Fourierovy transfor-
mace, je inverzibilni, tj. plati:



DFT {DFT (x)} =x . (3.5)

coz lze dokazat nasledovné:
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Obr.3.1 Princip a disledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu

w; = (*l/z/4 = W(ZT\/Z)
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N-1
Protoze podobn¢ jako v ditkazu diskrétni Fourierovy fady je Z.e“‘“‘")km” =Npro m=n a
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Vliv DFT na charakter spektra harmonické posloupnosti je patrny z obr.3.1 a 3.2 Na
obr.3.1 je zobrazen piipad, kdy je perioda vzorkované funkce T = 210w, rovna celociselnému
nasobku vzorkovaci periody T, =2T0VwW,,, v konkrétnim ptipadé T =4T,,, tj. & = = W,,/4 =
TU(2T,,). Na obou obrazcich jsou zobrazeny v levé Casti casové prubéhy a vpravo jim odpovi-
dajici spektra. Konec¢ny usek signdlu je vytvofen z plivodniho ¢asové neomezeného prubehu
vynasobenim obdélnikovym oknem, jehoz délka je rovna celo¢iselnému nasobku vzorkovaci
periody, konkrétné N = 8. Spektrum vynasobeného, tj. Casové omezeného useku spojité har-
monické funkceje dan konvoluci spekter piivodniho harmonického signélu a spektra obdélni-
kového okna ve tvaru funkce Sa(w). Vzorkovani tohoto useku funkce o kone¢né dobé trvani
vyjadiime dle definice (odkaz na VI5Casové tady. Zakladni pojmy a matematické operace,
vztah (1.2)) nadsobenim sledem jednotkovych impulst s periodou opakovani rovnou vzorko-
vaci period¢ Ty,. Tomu odpovidd rovnéz periodické impulsni spektrum s periodou rovnou
vzorkovaci frekvenci w,, = NQ a vysledné spektrum navzorkované posloupnosti je konvoluci
vSech tii dil¢ich slozek, jejichz nasobenim vznikl diskrétni harmonicky signal omezeného
trvani.

Diskrétni verzi spektra ziskdme nasobenim spektra pulsem Diracovych s frekvenci Q. To-
muto pulsu odpovida v casové oblasti periodicky sled jednotkovych impulst s periodou NTy,.
Protoze konecné spektrum je vysledkem nésobeni spojitého spektra navzorkované posloup-
nosti kone¢ného trvani, je ¢asova reprezentace navzorkovaného spektra konvoluce navzorko-
vané posloupnosti s casovou reprezentaci vzorkovaciho pulsu spektra. Touto konvoluci se
posloupnosti nepfimo vnucuje periodicita, takze vysledné diskrétni spektrum je spektrem pe-
riodické posloupnosti. Tim, Ze je vzorkovani signalu vhodné vazano s délkou kone¢ného ob-
délnikového okna a tim i se vzorkovanim spektra, odpovida fiktivni vyslednd periodicka po-
sloupnost piivodni funkci, jejiz spektrum jsme pomoci DFT pocitali.

Na druhé stran€, pokud délka omezujiciho obdélnikového okna neodpovida celo¢iselnému
nasobku period vstupniho signélu, pak 1 vysledné diskrétni spektrum odpovida funkei, jejiz
prabéh je modifikovan, napt. tak, jak je zobrazeno na obr.3.2.

vvvvvv

vyplyvajici vnucené periodizace transformované posloupnosti je ten, ze diskrétni Fourierova
transformace je téméft totoZzna s diskrétni Fourierovou fadou. Jediny rozdil je v déleni poctem
vzorkd N v period¢ pii vypoctu komplexnich koeficientl, jejichz moduly udavaji amplitudy
harmonickych slozek odpovidajici frekvence a jejich argumenty pocatecni fazi. Protoze defi-
ni¢ni vztah DFT toto d€leni neobsahuje, neodpovidaji vysledné hodnoty amplitudam harmo-
nickych slozek, ale hodnotam N-krat vétSim.
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Obr.3.2 Princip a disledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu

w; =5 W,/16 = S11(8T,.)

Priklad 3.1:

M¢jme zadanu posloupnost ¢tyt nenulovych vzorkti x(0) =1, x(2) =2, x(2)=2,x(3)=1a
vSechny ostatni hodnoty x(n) = 0 pron # 0, 1, 2, 3. Urcete hodnoty vzorkl frekven¢niho spek-
tra pro N =4.

Resent:

Defini¢ni vztah (3.3) pro diskrétni Fourierovu transformaci



N-1
X(k) =) x(n)e N

n=0
Lze pteformulovat i do trigonometrického tvaru
N-1
X(k) =Y x(n).[cos(2Tkn/N) = jsin(21kn / N)].
n=0

Z tohoto tvaru lze snadno vyjadfit redlné a imaginarni ¢asti komplexnich hodnot vzorki
spektra

Re(X(k)) = x(0). cos( ) +x(1). os( ) + x(2).cos( 2“}:'2 ) + x(3).cos( 212('3 )=
=1+ 2.005(%) + 2.cos(Tk ) + cos(%), prok=0,1,2,3
a
Im(X(k)) = -x(0). sm( ) x(1). 1n( ) - x(2).sin( 21k ) x(3).sin( 2mk.3 )=
=0- 2.sin(%) - 2.sin(Tk ) - sin(%), prok=0,1,2,3

Po dosazeni za k dostavame
6, prok=0; 0, prok=0;
-1, prok=1I; -1, prok=1I,

Re(X(k)) = a Im(X(k)) =

0, prok=2; 0, prok=2;
-1, prok=3 I, prok=3.

Z toho jsou hodnoty vzorki frekven¢niho spektra v kartézském tvaru

6, prok =0;
-1-j, k=1,
Xky={ _» P
0, prok =2;
-1+j, prok=3.

a v polarnim tvaru, ktery je v tomto ptipad¢ béznéjsi je

6.°, prok =0;
sm _an
X(k) = V2t =427, prok=1;
0, prok =2;
3n
\/E.ej“, prok =3.
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Z dosazenych vysledkt je ztejmé, ze posloupnost modulli spektralnich hodnot (¢ar) je sy-
metrickd s osou symetrie pro k = 2 a antisymetricka s toutéz osou pokud jde o argumenty (fa-
ze) spektralnich hodnot. Posloupnost by byla periodicka, pro hodnoty k > 4 by se hodnoty
spektralnich vzorkl opakovaly.

Pokud bychom chtéli, aby moduly odpovidaly amplitudam odpovidajicich harmonickych
slozek, musime vypocitané hodnoty X(k) pod¢lit poctem vzorki, tedy ¢tyfmi. Spravnost ta-
kového pocinani snadno ovétime pro X(0), které po podéleni vychézi 1,5, coz pravé odpovida
stfedni hodnot€ ze ¢ty nenulovych vzorki zadané posloupnosti.

Piiklad 3.2:
Urcete hodnoty spektralnich vzorkti posloupnosti {1, 1, 1, 1}.
Reseni:

Nejdrive jednoduché uvaha. VSechny zadané vzorky nabyvaji stejné hodnoty. Zadani tedy
odpovida periodicky se opakujici hodnoté 1 s periodou 4. Protoze data neobsahuji Zadnou
jinou periodicitu, spektrum by mélo obsahovat pouze jeden nenulovy vzorek a to pro nulovou
frekvenci, tj. stejnosmérnou slozku.

Pouzijeme-li téhoz postupu jako v pfedchozim piikladu 3.1, dostdvame hodnoty spektral-
nich ¢ar: X(0) =4, X(1) =0, X(2) = 0 a X(3) = 0. Spektralni hodnota X(0) pro nulovou frek-
venci je tedy opravdu rovna ¢tyfnasobku amplitudy harmonické slozky s nulovou frekvenci.

Piiklad 3.3:
Urcete hodnoty spektralnich vzorkti posloupnosti {1, 0, 0, 0}.
Reseni:

Nejdiive opét jednoduchd uvaha. Zadané vzorky odpovidaji jednotkovému impulzu a protoze
prostiednictvim DFT vnucujeme posloupnosti periodicitu s periodou odpovidajici poctu zada-
nych vzorkl, reprezentuji zadané hodnoty periodicky sled jednotkovych impulzi s periodou
¢tyti vzorky. Protoze spektrum jednotkového impulzu je konstantni (harmonické slozky jsou
zastoupeny rovnomeérné, tj s toutéz amplitudou. Moduly spektralnich vzorkl by tedy mély po
vypoctu pomoci DFT byt [X(0)] = 1, [X(1)| = 1, |X(2)| = 1, |X(3)| = 1 a po podéleni poctem
vzorkd Xn(k) = {0,25 0,25 0,25 0,25}. Ovéite si vypoctem opét podle postupu v Piikladu 3.1.

Piiklad 3.4:

Urcete hodnoty spektralnich vzorki posloupnosti {0, 1, 0, -1} a vysvétlete charakter vypo-
¢itaného spektra.

Resent:

X(k) = {0, -2j, 0, 2j} pro k =0, 1, 2, 3, coz lze téZ vyjadiit X(k) = {0, 2.¢7™>, 0, 2. ¢™*} a nor-
malizovana posloupnost na jeden vzorek Xn(k) = {0 0,5.¢7? 0 0,5.¢™*}. Vyslednou po-
sloupnost Ize interpretovat tak, ze data obsahuji harmonickou slozku o period¢ rovné poctu
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vzorkil v posloupnosti (tzv. prvni harmonické slozka) o amplitudé¢ A = 0,5 + 0,5 =1 a poca-
tecni fazi —n/2 — logicky, protoZe data zac¢inaji od 0, vzorky tedy odpovidaji sinusovce, ktery
je viaci referen¢ni funkcei kosinus posunuta praveé o uhel —n/2.

Priklad 3.5:

Co by se stalo, kdyby se posloupnost z Piikladu 3.4 posunula o jeden vzorek, tj. byla by
{15 Oa _15 0}

Resent:
Po aplikaci postupu z Prikladu 3.1 dostavame X(k) = {0, 2, 0, 2} pro k =0, 1, 2, 3. To zname-

na, ze pocatecni faze prvni harmonické je nulova. Jak jinak, kdyz datova posloupnost zacina
jednickou a odpovida tak referenénimu kosinu.

Piiklad 3.6:

Urcete hodnoty spektralnich vzorkl posloupnosti {1, -1, 1, -1} a vysvétlete charakter vy-
pocitaného spektra.

Resent:

X(k)={0,0,4, 0} prok =0, 1, 2, 3 a Xn(k) = {0, 0, 1, 0} pro k =0, 1, 2, 3. Zadana datova
posloupnost obsahuje dvé periody, tj. dvojndsobek zakladni periody dané poctem vzorkl da-
tové posloupnosti. Tato frekvence (druhd harmonickd slozka) je rovna poloviné vzorkovaci
frekvence (4 vzorky v posloupnosti). Pro tuto frekvenci nemd spektralni posloupnost dva
vzorky, nybrz pouze jeden lezici na zaporné realné ose v komplexni roviné, proto je jeho hod-
nota dvojnasobna, nez jak jsme sdi zvykli v ptredchazejicich ptikladech.

Piiklad 3.7:

Pokud by se datova posloupnost posunula o jeden vzorek ve srovnani s predeslym ptikla-
dem, tj. byla by { -1, 1, -1, 1}, znamenalo by to, zZe se druha harmonicka slozka posunula o
polovinu periody. Jak by se to projevili ve spektralni posloupnosti?.

Skryté feSeni:
X(k)=1{0,0,-4,0} prok=0, 1, 2, 3.
Piiklad 3.8:

Bylo by mozné v datové i spektralni posloupnosti zobrazit harmonickou funkci s periodou
rovnou tretiné délky datové posloupnosti?

Skryté feSeni:

Harmonickd slozka ma frekvenci, kterd je jiz vétsi, nez vzorkovaci frekvence. V datové
posloupnosti by se zobrazila jako prvni harmonicka.

12



4 Rychla Fourierova transformace (FFT)
Defini¢ni vztah pro vypocet diskrétni Fourierovy transformace v exponencidlnim tvaru
muzeme pomoci Eulerova vztahu vyjadfit i funkcemi cos a sin jako

N- ) N-1
X(kQ) =Y x(nT,,)e ™™ =3 x(nT,,)cos(kQnT,,) - jsin(kQnT,,)). (3.48)

n= n=0

—_

Vypocet kazdé z N slozek spektra posloupnosti pak ptedstavuje N-ndsobny soucet soucinu
hodnoty signalu s redlnou 1 komplexni slozkou jadra transformace, piedstavované odpovidaji-
cimi hodnotami funkci sin a cos. Takto definovany vypocet je pomérné pracny a je otazkou,
zda jej nelze optimalizovat.

Zrychleni vypocetniho algoritmu se mize dosahnout vyuZzitim diive vypocitanych mezivy-
sledkt, resp. vynechanim zbyte¢nych vypocti — napt. nadsobeni nulou. Relativné zdlouhavé a
opakované vypocty hodnot obou goniometrickych funkei Ize usnadnit pouzivanim piedem
spocitanych tabulkovych hodnot pro jednu ¢tvrtinu periody jedné z obou funkci. DalSiho ze-
fektivnéni vypoctu lze dosdhnout vhodnym uspofddanim vypocetniho algoritmu, napt. tzv.
rychlou Fourierovou transformaci.

Abychom dokazali posoudit pracnost jednotlivych variant vypoctu diskrétniho spektra dis-
krétniho signalu je potfeba urcit zakladni elementy vypoctu. Z defini¢niho vztahu (3.48) vy-
plyva, Ze takové elementy jsou dva - nasobeni komplexniho ¢isla a secitani dvou cisel. Jed-
notku pracnosti P tedy definujme pomoci jednoho komplexniho ndsobeni a secteni dvou Cisel.
Vypocet jedné hodnoty spektra signdlu o N vzorcich pomoci defini¢niho vztahu predstavuje
N elementd pracnosti vypoctu, tedy NIPB. Pracnost vypocétu celého spektra zahrnujictho N
hodnot poté predstavuje hodnotu NINE = N[P. Tuto hodnotu miiZeme povaZovat za refe-
renéni pro srovnani s pracnostmi jinych variant vypoctu.

Algoritmus rychlé Fourierovy transformace ma dv¢ z hlediska pracnosti v podstaté ekviva-
lentni varianty:

e rozklad v ¢asové oblasti;
* rozklad ve frekvenc¢ni oblasti,

z nichz se podrobné&ji zabyvejme principem prvni varianty, ktery je pak snadno aplikovatelny
1 pro postup druhy.

Ptredpokladejme, Ze vstupni signalova posloupnost ma sudy pocet vzorkti. Rozd€lime ji na
dvé dil¢i posloupnosti (obr.4.1):

o {gi} = {Xzi} - sudé prvky ptivodni posloupnosti;

e {hj} = {x2i+1} - liché prvky pivodni posloupnosti, i = 0,1,..., N/2-1.
X, 15
0. X

X1 1° X3

X15
|| ‘I |_|I_.|I

gy hogy gy h9; | | g; hy

Obr.4.1 Rozdéleni signalové posloupnosti
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Dale predpokladame, ze vSechny posloupnosti (ptivodni i ob¢ dil¢i), maji svou DFT, které
jsou definovany vztahy

N/2-1 _jamik  N/2- _jarik (3.49)

Gk)=> g N2=) gk N
i=0 i=0

N/2-1 _jenik  N/2- _j4mik (3.50)

Hk)= > h ¥ => h N
£ <

pro k [0, N/2-1).

k-tou hodnotu spektra pocitanou podle pivodniho transformacéniho algoritmu nyni vyjad-
feme pomoci dil¢ich vypocéti G(k) a H(k). V tom ptipadé plati

N-1 _j2mik 2T _2n

Sk -j=—0k 1k —jzj k —j@(N—l)k
Xk =>xB N =x, N +x, B N +x,B N +._ +x N =
i=0

_ _ _ _ _ i2mik P2m2it)k
8o =Xo 817Xy 8r=Xy g7_Xl4_Nz/21 @ N B N |=
h,=x, h =x. h,=x. h,=x. & b, -

0 1 1 3 2 5 7 15 i=0

(3.51)

N/2-1 _jem2ik _jem2ik _@ _@
= Z(&Eé No+h @ N N j:G(k')+e N H(K") k'=kmod(N/

i=0

Kdyz hodnoty pomocnych dil¢ich posloupnosti budeme pocitat podle zakladniho definic-
niho vztahu, bude celkova pracnost souctem pracnosti vypoctu spekter obou posloupnosti a
jejich spojeni

2[(N/2)*@+NP = (N*@)/2 + NP (3.52)

tzn. dosdhneme uspofeni pracnosti témef na polovinu, pokud bude druhy ¢len vyjadiujici
pracnost zkombinovani obou posloupnosti maly ve srovnani se clenem prvnim (to bude platit
predevsim pro velké hodnoty N).

Je-1i N/2 opét sudé, muze se v déleni dale pokraovat — celkové je vyhodné, je-li N mocni-
nou dvou, tj. plati N = 2™ - v tom piipadé lze pokracovat v déleni az ke vstupni posloupnosti
(obr.4.2).

Kazdy uzel ve vypocetnim schématu predstavuje soucet pirispeévkll reprezentovanych
vstupnimi orientovanymi hranami, pfi¢emz jeden z obou vstupt je nasoben vahou w;. Prac-
nost vypoctu v kazdém uzlu schématu bude pravé P a pocet uzll v kazdé vypocetni vrstve je
N, pracnost vypoctu v celé vrstvé je NIB. Pocet vrstev ve vypocetnim schématu bude
v piipadé N = 2™ roven m = log,N a proto celkova pracnost je N[Rh = NPIbg,N. Po velkd N
tento vyraz roste jiz téméf linearné a jeho hodnoty jsou proto vyrazné¢ mensi neZ ptivodni
pracnost s kvadratickou zavislosti.

Vzhledem k postupnému déleni a uspotfaddavani dil¢ich vstupnich posloupnosti neni po do-
konceni rozkladu vstupni signalova posloupnost uspofadana vzestupné podle jejich indexd,
nybrz jinak. Vyjadiime-li hodnoty indexd jednotlivych vzorkl binarné a tato binarni cisla
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¢teme zprava doleva (obr.4.2), tvofi hodnoty indexd pfirozené rostouci posloupnost - proto
nazyvame uspoiadani vzorkl vstupni posloupnosti bitoveé inverzni.

Dalsi skutec¢nosti usnadiiujici vypocet je existence standardnich opakujicich se motylkovi-
tych vypocetnich struktur o ctyfech uzlech a ¢Etyfech hrandch, coZ znamend, Ze vypocet
v ramci kazdé takové dil¢i struktury se fidi stale stejnym algoritmem. Navic pro vypocet vy-
stupnich hodnot v kazdé vrstvé jsou potieba pouze vstupni vzorky kazdé vrstvy, vypocet tedy
muze probihat vzdy jen v jedné vrstvé a Ize tak Setfit vypocetni pamét’.

Xyo— ——ao X L — _GO ?XO
X»?D— L x:) Xg 0— DFT —G1§ x??? X1
Xoo—— DFT —a X, :4 | N=4 —Ga2 W2? X2
X3 0— E—] x3 60— _G3 x3
X4 0— - o X

N=8 4 Xq o— —H WySa X,
Xgo—— —— Xs xgo—| DFT |4 e X
Xg o— — Xg Xgo— N=4 —H2-c/ Wi Xs
Xy o— ——« X7 X;o— - _Hs'c/ w, \33 XT

Xoe— DFT X
Xgo— N=2 \ WO}\ fxf

Xpo—— DFT Wy=3a G2 X2 we=e
o] BFT [ lmGanoso

o Xs
H C3

Xio— DFT o W/?O"/ SO \:%Xat

Xgo— N=2 o —»H, Xs

v,
Xge——{ DFT ° W;~>o

XTD_ N=2 c/ WS}'/

a 000
e e~ X

S
A
010 x, X, 010
110 Xs 25 }"x3 011

><><\é,

3,

001 Xy o o

X, 100
101 Xgom—=— o

Xs 101
Xs 110
X; 111

011 x,
111 X5 ———— T~
Obr.4.2 Vypocetni schéma algoritmu FFT rozkladem v ¢asové oblasti

Priklad 4.1:

Urcete jak se pouzitim algoritmu FFT zrychli oproti zdkladnimu defini¢nimu algoritmu DFT
vypodet pii 256 = 2° vzorcich, pii 1024 = 2'° vzorcich a pii 1 048 576 = 2*° vzorcich.



Resenti:

Jak bylo vyse uvedeno pracnost vypoétu DFT podle definiéniho vztahu je P.N?, podle al-
goritmu FFT P.N.log,N, kde P je jednotka pracnosti a N pocet vzorkil. Protoze nam jde o rela-
tivni zrychleni vypoctu, dostaneme pozadovanou informaci z podilu obou pracnosti, tj.

_ PN* N
P.N.log,N log,N’

Pro N = 256 dostavame

N 256
%6 -1 o 32,
log,N 8
pro N = 1024 je
LN 104
log, N 10
a konecné pro N =1 048 576
N 1048576

=5242838.

K. =
2 log, N 20

Pro 256 vzorkt zrychli algoritmus FFT vypocet frekvenéniho spektra 32 krat, pro 1024
vzorkii priblizng 100 krat a pro 1 048 576 vzorkt vice nez 5.10* krat.
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5. Rekonstrukce spojité funkce z navzorkované posloupnosti

Pro ty, kterym neda spat, jak se z teoreticky nekonecné navzorkované posloupnosti mtze-
me dostat zpét k spojité funkci, uvadime jedno malé teoretické odvozeni.

Predpokladejme, ze piivodni spojitd funkce x,(t) méla frekvencné omezené spektrum X,(f),
tj. plati pro ni

X(f) |f|=f,,/2

0 |f|>f,/2 e-b

Xa(f)=<

kde X(f) je frekvenc¢ni spektrum dané posloupnosti. Protoze vime, ze navzorkovana posloup-
nost je periodicka s periodou danou vzorkovaci frekvenci, zajiméa nas pouze jeji jedna (prvni)
perioda, pro kterou v rozsahu frekvenci |f] < f,,/2 plati

X, (H)=X(f)=T, D x(nT,,)e ™" (5.2)
Potom pro plivodni funkci x,(t) je

f,,/2 f,,/2 o
x, (0= [X,()e"™df = | {TVZZx(nTVZ).e‘ﬂ“f“Tvz}.eimdf:
—f,,/2 -f,,/2 n=-w
f,,/2

=T,, D x(nT,,). J.ejm(t_nT“)df =
n=-c - /2

J.ea"dx = iea" +C

(5.3)
TN, )FI2 =2, ) /2

Z:X(nTVZ ). - =
n=-o JZT[(t - nTvz )

| =

= i:x(nTVZ ).Si[T[(t - nTVZ).TL]

vz

Co tento vztah tika? Pavodni funkce x,(t) je dana nekone¢nym souétem vzorkovacich
funkci, které prochéazeji kazdou hodnotou z nekonec¢ného poctu vzorkd navzorkované po-
sloupnosti. Presné tak, jak ukazuje obr.5.1.

x(t) zrekonstruovana
funkce

Obr.5.1 Rekonstrukce navzorkované posloupnosti
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